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Introduction générale

Les fonctions symétriques occupent une place importante dans plusieurs domaines des
mathématiques, notamment en algebre, en théorie des polynomes, en combinatoire et en
théorie des nombres. Elles apparaissent naturellement lorsqu’on étudie des expressions al-
gébriques invariantes sous toute permutation des variables. Cette propriété¢ fondamentale
leur confére un role essentiel dans la compréhension de nombreuses structures mathéma-
tiques.

L’¢tude des fonctions symétriques remonte aux travaux de mathématiciens tels que
Newton, Viete et Gauss, qui ont mis en évidence les relations profondes entre les racines
d’un polyndme et ses coefficients. Les théorémes fondamentaux relatifs aux fonctions
symétriques permettent d’exprimer toute fonction symétrique comme un polynome en les
fonctions symétriques élémentaires, offrant ainsi un outil puissant pour la résolution de
nombreux probleémes algébriques.

L’objectif principal de ce mémoire est de présenter quelques théorémes fondamentaux
sur les fonctions symétriques et d’explorer leurs principales applications. Nous nous inté-
resserons en particulier aux propriétés des polyndomes symétriques, aux relations entre les
différentes familles de fonctions symétriques ainsi qu’a leur utilisation dans I’étude des
€quations algébriques.

Ce travail est organisé comme suit. Dans un premier chapitre, nous rappelons les no-



tions préliminaires nécessaires concernant les polynomes et les fonctions symétriques. Le
deuxiéme chapitre est consacré a I’étude de quelques théorémes fondamentaux, notam-
ment le théoréme fondamental des fonctions symétriques et certaines de ses conséquences.
Enfin, le dernier chapitre présente diverses applications de ces résultats a la théorie des
polynomes et a d’autres domaines des mathématiques.

Nous espérons que cette étude permettra de mettre en évidence I’importance des fonc-
tions symétriques ainsi que leur contribution dans le développement de plusieurs branches

des mathématiques modernes.



Chapitre 1

Notions préliminaires

Dans ce chapitre, nous présentons quelques notions fondamentales qui seront utilisées
tout au long de ce mémoire. Nous rappelons principalement les définitions et résultats de
base concernant les séries formelles, les relations de récurrence linéaires, les fonctions
génératrices ainsi que les fonctions symétriques. Ces outils seront indispensables dans les

développements effectués dans les chapitres suivants.

1.1 Séries formelles

1.1.1 Définitions et opérations

Soit K un corps commutatif (K = R ou K = C).

Définition 1.1.1. On appelle série formelle a coefficients dans K toute expression de la

forme

o0
n
g anz", a, € K.

n=0
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L’ensemble des series formelles est noté

K[[z]] = {Zanz"; a, € K}.

Pour tout entier n € N, le terme 2™ est appelé monome de degré n et a,, son coefficient.

Définition 1.1.2. Soient u(z) = >~ ja,z"etv(z) =D~ b,2"
deux séries formelles appartenant a K||z]).
Les opérations suivantes sont définies sur K|[z]] :
1. Addition
u(z) +v(z) = Z(an +b,)2".
n=0
2. Produit

u(z)v(z) = Z (Z akbnk> 2"

n=0
3. Multiplication par un scalaire

Pour tout \ € K,

Au(z) = Z Aa, 2"
n=0
4. Dérivation formelle
u'(z) = Z(n + Day12".
n=0

5. Intégration formelle
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ZnJrl

/u(z)dz = Zann+ T
n=0

1.1.2 Inverse d’une série formelle

Définition 1.1.3. Soit )" 2"

La série v(z) est appelée inverse de u(z) si u(z)v(z) = 1.

Proposition 1.1.4. Une série formelle u(z) = >  a,2"

est inversible dans K||z|] si et seulement si ay# 0.

Démonstration : Supposons que v(z) =Y~ b, soit 'inverse de

u(z) = Z a,z".

n=0

) (50

En appliquant le produit de Cauchy, on obtient

Alors,

n=0 k=0

Z <Z Clkbnk> 2" =1.
Par identification des coefficients, il vient
aobo = 1.

Par conséquent,

CLQ?éO.
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Réciproquement, supposons que

ao%o.

Le systéme triangulaire

(

apby = 1,

a1b0 + Clobl = 0,

CLQb() + CL1b1 + CL()bQ = 0,

anbo + CLn_lbl + -+ CLobn =0

admet une solution unique (b, )n>0-

Ainsi, la série u(z) posséde un inverse dans K [[z]].

Example 1.1.1. . Lasérie ) - z"est inversible et son inverse est 1 — z.

2. Lasériey . ,(—1)"z"est inversible et son inverse est 1 + z.

0o
n=0

(71)77,277,

on . . . 00
=5 est inversible et son inverse esty ", ~—

3. La série exponentielle
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1.2 Relations de récurrence linéaires homogénes

Définition 1.2.1. Une relation de récurrence linéaire homogene d’ordre k a coefficients

constants est une relation de la forme :

Uy + ditp—1 + dotl_o + - -+ + dptly_p, = 07

Remarque 1.2.1.

La suite u,, = 0 est une solution de la relation précédente. Elle est appelée solution tri-

viale.

Cherchons des solutions sous la forme

En remplacant dans la relation de récurrence, on obtient

2 di 2" 4 de2" 4+ dp R =0,

En divisant par 2", il vient

P di P 4 dy 4+ d = 0.

Cette équation est appelée équation caractéristique associée a la relation de récur-

rence.
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Définition 1.2.2. Le polynome caractéristique associé a la relation précédente est défini

par

P(2) = 2" 4+ d 2"+ dp2" P d

Théoréme 1.2.1. Supposons que le polynéme caractéristique P(z)
admette k racines distinctes , z1, . . ., 2.
Alors, la solution générale de la relation de récurrence est donnée par
Uy = C12] + Cozy + -+ + 2y,

ol c1,Co, . .., CL Sont des constantes réelles.

Proposition 1.2.3 (Dépendance des conditions initiales). Soient ag, vy, ..., Qg1
des scalaires donnés.

1 existe une unique suite (u,) solution de la relation de récurrence telle que

Upg = o, U = &1y, ..oy Uk = Ag—1.

Remarque 1.2.2. La relation de récurrence ainsi que les conditions initiales déterminent

la suite de maniere unique.

Example 1.2.1. Considérons la suite de Fibonacci définie par

F, = n71+Fn727 7122,

L’équation caractéristique associée est

2—2—-1=0.
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Le discriminant vaut

d’ou les deux racines distinctes

-
S
T
S

La solution générale est donnée par

E, =ci12] + 225

o () ()
2 2

Les constantes c, et co sont déterminées a partir des conditions initiales :

Autrement dit,

F0201+62:O,

F1 = C121 + C222 = 1.

Apres résolution du systeme, on obtient

Ainsi,
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1.2.1 Relations de récurrence d’ordre deux de certaines suites

Définition 1.2.4 (Suite de Fibonacci généralisée [5]). La suite de Fibonacci généralisée

(UN)neN

Un = CLUn,1 + bUn727 n > 27
est définie par la relation de récurrence suivante :

UO = Q, Ul = 57
oua,a,p €7, beZ.
Le tableau suivant regroupe quelques suites récurrentes obtenues a partir de cette rela-

tion, notamment les suites de k-Fibonacci, k-Lucas, k-Pell, k-Jacobsthal et k-Mersenne.

Les valeurs de a, b, o, 3 Les suites Relations de récurrence

Fk,n - ka,n—l + Fk,n—?; n 2 2)
a=k b=a=1, =1 k-Fibonacci
Fro=0, Fi=1

N~

Lk,n = kLk,n—l + Lk,n—Qa n > 27
a=0=k b=1 a=2 k-Lucas

Lo =2, Lyy =k

Piopn=2FP;n1+kPypo n>2,
a=2, b=k a=0, =1 k-Pell
Pro=0, Pi=1

Jk,n - kjk,n—l + 2<]k,n—27 n Z 27
a=k, b=2 a=0, =1 k-Jacobsthal

Jeo =0, Jep =1
\

Mk’,n = 3kMk,n—1 - 2Mk’,n—2a n=2
a=3k, b=-2 a=0, =1 k-Mersenne

Mo =0, M, =1

Y

Tab. 1.1 : Relations de récurrence de certaines suites d’ordre deux.

Cas particulier : £ = 1

En prenant k£ = 1, les relations précédentes se réduisent a plusieurs suites classiques

bien connues.
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Les valeurs de a, b, o, 5 Les suites Relations de récurrence
(
Fn:Fn—1+Fn—2a TLZQ,
a=1,b=a=1, =1 Fibonacci
FO - 07 Fl - 1
\
>
Ly="L, 1+ Ln—2> n > 2;
a=pF=1,b=1 a=2 Lucas
L LO = 2, L1 =1
(
Pn:2pn71+Pn72; TLZZ,
a=2,b=1 a=0, =1 Pell
Py =0, P=1
\
( Jn = Jn—l + 2Jn—27 n = 2a
a=1, b=2, a=0, =1 | Jacobsthal
Jo = 0, Jl == 1
\
M, = 3M,_, — 2Mn727 n =2,
a=3,b=-2 a=0, =1 | Mersenne

Tab. 1.2 : Relations de récurrence de quelques suites classiques.

1.2.2 Relations de récurrence d’ordre trois

Définition 1.2.5 (Suite de Tribonacci généralisée [0]). La suite de Tribonacci généralisée

(VN)nGN

est définie par la relation de récurrence suivante :

Vn = Tvnfl + Svn72 + tVn737

W = a, Vi =0,
ou
a,b,c e C,
Example 1.2.2. /. Pourr =0,

r,s € N,

s=t=1eta=1,

n > 3,

Va=c,

t € N*.

b=1+i,

c= 141,
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on obtient la suite des nombres gaussiens de Padovan définie par

GPn:GPn—2+GPn—3a n = 3,

GP():l, GP1:1—|—7,, GP2:1+Z

2. Pourr =0, 5 =2, t=1,eta=1—1, b=1+1, c=1+1,

on obtient une autre suite gaussienne verifiant une relation de récurrence d’ordre

trois.

1.2.3 Relations de récurrence de certains polynémes orthogonaux

Dans cette partie, nous présentons quelques propriétés fondamentales des polyndmes
orthogonaux ainsi que certaines relations de récurrence associées aux polynémes de Che-
byshev. Ces polynomes jouent un rdle important dans plusieurs domaines des mathéma-

tiques appliquées et de 1’analyse.

Définition 1.2.6 (Suite de polynémes orthogonaux [2]). Une suite (P,(x))nen de poly-

nomes réels est dite orthogonale si :

* pour tout n € N, le polynéme P, (z) est de degré n ;

* les polynomes de la suite sont orthogonaux deux a deux relativement a un produit

scalaire donné.

Théoréme 1.2.2 ([2]). Soit (P,(x))nen une suite de polynémes orthogonaux normalisés

telle que

Po(z) = apz™ + ap_ 12"t + -+ ag, a, # 0.
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Alors cette suite verifie une relation de récurrence de la forme

Poa(z) = (2 — an) Po(z) = BpnPoa(z), n2>1,

P_i(z)=0, Py(z) =1,

ou

(n)nzo et (Bn)n>1

sont deux suites de nombres reels.

Proposition 1.2.7 (Favard [2]). Toute suite de polynomes satisfaisant une relation de ré-

currence linéaire d’ordre deux est une suite de polynomes orthogonaux.

Polynomes de Chebyshev

Définition 1.2.8. Les polynémes de Chebyshev de premiere espéce (1),)nen sont définis

par T, (cos0) = cos(nb), Par conséquent, pour tout x € [—1, 1], on obtient

T, (z) = cos(n arccos x).

Proposition 1.2.9. Les polynomes de Chebyshev de premiere espece veérifient la relation

de récurrence suivante :
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Démonstration : D’apres la définition précédente, on a

T, (cos ) = cos(nb).

En utilisant les formules trigonométriques,

cos((n + 2)0) + cos(nf) = 2cos((n + 1)) cos 6.

Ainsi,

Thio(cos@) + T, (cosf) = 2cos T, 1(cosh).

Comme

x = cosf,

on obtient finalement

Thio(z) = 22T () — T ().

]

Définition 1.2.10. Les polynémes de Chebyshev de seconde espéce (U, )nen sont définis

par

sinf Uy, (cos 0) = sin((n + 1)0), 6 € [0,n].

Proposition 1.2.11 ([4]). Les polynomes de Chebyshev de seconde espece veérifient la
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relation de récurrence suivante :

Upio(z) = 22U () — Up(2), n > 0.

\

Démonstration : La démonstration est analogue a celle des polyndmes de Chebyshev de

premicre espece.

O

Définition 1.2.12. Les polynémes de Chebyshev de troisieme espéce (V,,),en sont définis

par

oux = cosf et xel[-11].

Proposition 1.2.13 ([3]). Les polynomes de Chebyshev de troisieme espece satisfont la

relation de récurrence :

Vi(z) =2z — 1,

Voso() = 22V (z) — Vi (2), n > 0.

\

Démonstration : Il suffit de montrer que

Vo(#) 4 Viga(z) = 22V 1 (2).
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D’apres la définition précédente, on a

Ainsi,
cos(n+%)9+cos (n—l—%)&

cos ()

Vn(m) + VnJrQ(SL’) =

En utilisant les identités trigonométriques :

a—+b a—2b
cosa + cosb = 2cos 5 cos 5 ,

on obtient
cos(n+3)6

cos (%)

Vo(x) + Vipa(x) = 2cos b

Comme

x = cosb,

on déduit que

Vo(@) 4 Viga(z) = 22V (2).

La relation cherchée est donc vérifiée.

Définition 1.2.14. Les polynomes de Chebyshev de quatrieme espece

(Wn)neN
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sont définis par

W (z) = % 60,7,

ou

xr = cosf et xel[-11]

Proposition 1.2.15 ([3]). Les polynomes de Chebyshev de quatrieme espece veérifient la

relation de récurrence :

Wl(l’) =2z + 1,

Wiaa(x) = 22W, i1 (x) — W, (2), n > 0.

\

Démonstration : La preuve est similaire a celle de la proposition précédente.

]

Le tableau suivant présente quelques relations de récurrence associées a certaines fa-

milles de polyndmes.

Suite de polynémes Relation de récurrence
(

Fo.(x) =2F,_1(z) + F,_o(z), n>2,
Polyndmes de Fibonacci

Polynomes de Lucas

Tab. 1.3 : Quelques relations de récurrence de certaines familles de polynomes.
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1.2.4 Polynomes bivariés complexes de Fibonacci et de Lucas

Dans cette partie, nous introduisons les polynéomes bivariés complexes de Fibonacci

et de Lucas définis par des relations de récurrence linéaires d’ordre deux.

Définition 1.2.16 (Polynomes bivariés complexes de Fibonacci [1]). Les polynomes bi-

variés complexes de Fibonacci

(F(,Y))n>0

sont définis par la relation de récurrence suivante :
Fo.(x,y) =iaF,_1(x,y) + F,_o(z,y), n>2,

Fo(l’,y)ZO, Fl(x7y):17

ou

i?=—1.

Définition 1.2.17 (Polynomes bivariés complexes de Lucas [1]). Les polynomes bivariés

complexes de Lucas

(Ln(, ) )n0

sont définis par la relation de récurrence :

Lo(z,y) =ixL, 1(z,y) + Lp_o(z,y), n> 2,

Lo(z,y) =2, Lyi(z,y) = ix.

Example 1.2.3. Calculons les premiers polynémes de Fibonacci complexes. A partir de
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la relation de récurrence :

Fn(x7 y) = ian_l(l', y) + Fn—Q(xa y)a

on obtient : Fy(z,y) =0, Fi(z,y) =1.

FQ(.’L',:(/) = ZxFl(x>y) + Fo(l',y) = 1.

Fy(z,y) = ivFy(v,y) + Fi(z,y) = (iz)* + 1.

Comme i* = —1, il vient F3(z,y) =1 — 2°.

1.3 Fonctions génératrices ordinaires

1.3.1 Définition et propriétés fondamentales

Définition 1.3.1 (Fonction génératrice ordinaire [7]). Soit (u,,)n>0 une suite numérique.
La série formelle définie par G(z) =Y 0 upz"

est appelée fonction génératrice ordinaire associée a la suite (uy,)n>0.

Proposition 1.3.2 ([7]). Soient G(z) =Y~ ja,2" et H(z) =Y b, 2"
les fonctions génératrices des suites (a,)n>0 et (bp)n>o-

Alors les propriétés suivantes sont vérifiées :

1. Le produit
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est la fonction génératrice de la suite

<Z akbn_k) .
k=0 n>0

. Pour tous scalaires

A €K,

la série

MG (z) + pH(2)

est la fonction génératrice de

()\Cln + ,ubn>n20

. La fonction

(1—2)G(2)

est associée a la suite

(an - anfl)nZO-

. La série

2G(z)

est la fonction génératrice de la suite

(un—l)nZI-
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5. La fonction

1.3.2 Fonctions génératrices de certaines suites

Dans cette partie, nous déterminons les fonctions génératrices associées a quelques

suites récurrentes classiques.

Théoreme 1.3.1. La fonction génératrice de la suite de Fibonacci généralisée

(Un)nzo

définie par

CLL::pUﬁ—1+‘QUﬁ—2, n > 27

avec

est donnée par

a+ (8 —pa)z
G(z) = TR ——
bz — gz
Démonstration : Posons
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Alors,

G(2) =Up+ Uz + Y _ Unz".

n=2

En utilisant la relation de récurrence,
Un - pUn—l + qUn—27

on obtient

G(z)=a+ pz +pz Up_12" + qz U,_22".

n=2 n=2
Par changement d’indice,
Z Up12" =2 Z Up2" = 2(G(2) — a),
n=2 n=1

et

Z Up_22" = 2°G(2).
n=2

Ainsi,

G(2) = a+ Bz + pz(G(2) — a) + ¢z*G(2).

Apres simplification, il vient

(1—pz—qz*)G(2) = a+ (B —pa)z.

Donc,
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Example 1.3.1. Pour la suite de Fibonacci classique définie par

Fn: n—l+Fn—2>

avec

ona

Ainsi, sa fonction génératrice est donnée par

z

G(z) = ——.
() 1—2z—22

Example 1.3.2. Considérons la suite de Lucas définie par

Ln - Ln—l + Ln—2;

avec

Le tableau suivant résume les fonctions génératrices de quelques suites particulieres.
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Valeurs de p, ¢, o, 3 Suites Fonctions génératrices
p=Fk g=1,a=0 =1 | k-Fibonacci ﬁ
p=0F=k g=1, a=2 k-Lucas %
p=2qg=Fk a=0,5=1 k-Pell ﬁ
p=k, q=2 a=0, =1 | k-Jacobsthal m
p=3k, qg=—-2, a=0, §=1| k-Mersenne m

Tab. 1.4 : Fonctions génératrices de certaines suites récurrentes.
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Chapitre 2

Fonctions symeétriques ¢lémentaires et

complétes

Dans ce chapitre, nous présentons quelques notions fondamentales concernant les
fonctions symétriques. Ces fonctions jouent un réole important en algébre, en combina-
toire ainsi que dans 1’étude des polynomes

Nous nous intéressons particulierement aux fonctions symétriques ¢élémentaires et com-

pletes ainsi qu’a certaines propriétés classiques de leurs fonctions génératrices.

2.1 Fonctions symétriques

Définition 2.1.1 ([8]). Soit f(z1,xs, ..., x,) une fonction de n variables.
On dit que [ est une fonction symétrique si, pour toute permutation o € S,
ona f(x1,%2,...,%0) = f(To@1); To@): - > Tam))-
Autrement dit, la valeur de la fonction reste inchangée lorsque |’on permute les va-

riables.

Remarque 2.1.1 ([9]). Les fonctions symétriques apparaissent naturellement dans la théo-
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rie des polynomes et dans plusieurs problemes combinatoires.

Example 2.1.1 ([9]). Considérons la fonction f(x,y) = x + y.

Nous avons :
flyz)=y+z=2+y.
Ainsi,
fly, ) = f(z,y).

Donc cette fonction est symétrique.

Example 2.1.2. La fonction g(x,y, z) = x> + y? + 2* est également symétrique puisque

toute permutation des variables laisse la somme inchangée.

Example 2.1.3. Considérons maintenant h(x,y) = x — y.
Aprés permutation des variables, nous obtenons :h(y,x) =y — x.

Comme y — x # x — y, la fonction h n’est pas symétrique.

2.1.1 Fonctions symétriques ¢lémentaires

Définition 2.1.2 ([8]). Soient n et k deux entiers tels que 0 < k < n.
La fonction symétrique élémentaire de degré k, notée e, (A1, A, ..., \,)

est définie par e (A1, Ao, ..., A\p) = Zl§i1<i2<---<ik§n XizAig =+ Aiy -

Remarque 2.1.2. Par convention, ey = 1.

Si k > n, alors e, = 0.

Example 2.1.4. Pourn = 2,

nous obtenons :
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652) = /\1 + )\2,
652) = )\1)\2.

Example 2.1.5. Pourn = 3,
NOus avons :

€1 :)\1+)\2+)\3,
€y = )\1)\2 + )\1)\3 + )\2>\3,
€3 = )\1)\2)\3.

Proposition 2.1.3 ([?]). La fonction génératrice des fonctions symétriques élémentaires

est donnée par

E(t) = ept" = f[u + Ait).

Démonstration : Nous allons montrer cette relation par récurrence sur 7.

Pour n = 2, nous avons :

Or,

€y — 1, €1 = )\1 + )\2, €y — )\1>\2.

Donc :

(]_ + /\1t)(]_ —I— A2t> = €y + 61t + 62t2.
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Supposons maintenant que

n

> et =T+ Ait).

k>0 i=1

Alors :

ﬁu + \it) = (Z e,g”%’f) (14 Apyat).

=1 k>0

En développant le produit, nous obtenons :

n+1
[T +xt) => etk
i=1 k>0
Ainsi, la propriété est vraie pour tout entier n. U

2.2 Fonctions symétriques complétes

Définition 2.2.1 ([8]). Soient k,n € N et (A1, Ao, ..., \,) une famille de variables.

La fonction symétrique compléte d’ordre k, notée hy(Ai, Ao, ..., \,), est définie par :
B = b A, A =Y AR

i1+i2+"'+in:k

ol iy, i, ... in > 0.

Par convention :

WY=1 e hM=0 sik<0.

Autrement dit, la fonction symétrique complete est la somme de tous les monomes

homogenes de degré k.
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Remarque 2.2.1 ([9]). Les fonctions symétriques completes jouent un role fondamental
dans la théorie des fonctions symétriques. Elles interviennent dans les identités combina-

toires, les déterminants ainsi que dans 1’étude des représentations linéaires.

Example 2.2.1. Prenons le cas n = 2.
On obtient :

hy =1,
B2 = A+ N,
WS = N2 4+ Mg + A2,
B = N4 A20 4+ A A2+ A2

Tous les monomes possibles de degré total k apparaissent dans [’expression.

Example 2.2.2. Pour une famille de quatre variables \i, A2, \3, \y, nous avons :

Y = A 4 Ao+ As + Aa,

h$Y =X3 + 02+ A3 + 22
+ Ao+ A3+ A\
+ A3 + Aoy + A3y
Cette expression contient tous les monomes homogenes de degré 2.

Proposition 2.2.2 ([8]). La fonction génératrice des fonctions symétriques completes est

donnée par :
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Démonstration : Par définition :

B =3 AR

i1+ig+eFin=k

Commengons par le cas n = 2.

Nous avons :
S Pt = + 0P+ hPe +
k>0
Donc :
S TPt =14 (A + Aot
E>0
+ (AT 4+ Ao + A2+
Or:
1
T4+ MEt+ A2+ = M= ——
Nt A > (M) W

k>0

et:

1
= 1— Mot

En multipliant les deux séries, on obtient :

k k 1

k>0 k>0

Le produit engendre exactement tous les mondmes homogenes de degré total £.

Ainsi :
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1
Z h (1= Xt)(1 — Aaot)

k>0

Supposons maintenant que :

Montrons la propriété pour n + 1.
Nous utilisons la relation :

En multipliant par t* et en sommant sur & > 0 :

Z iy Zh t"‘+)\n+12h"“ t*.

k>0 k>0 k>0

Comme :

Z h n+1 _ tz h](€n+1)tk

k>0 k>0

nous obtenons :

Hn+1 (t) = Hn(t) + )\n+1tHn+l (t)

Donc :
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Par hypothese de récurrence :

Ainsti :

H,(t
Hoa(9) = 1Z >\< ilt

n+1

=[] -xt)

La propriété est donc vraie pour tout entier n > 1.

Proposition 2.2.3. Pour tout entiern > 0, ona : H(t)E(—t) = 1.

Démonstration : Ona:E(t) = Y, ext® = [T, (1+ \it),

Ainsi,
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2.3 Quelques propriétés des fonctions symétriques

2.3.1 Définitions fondamentales

Définition 2.3.1 ([11]). Soit n un entier positif et A = {ay, as}. un ensemble de variables
données

La fonction symétrique complete de degré n est définie par :

an-l—l an—i—l
Su(A) = Sular + az) = ——2
1 — W2

Example 2.3.1. Nous obtenons les valeurs suivantes :
So(a1 + (12) = 1,

Si(ar + as) = ay + as,
Sa(ay + ag) = a% + araq + a%.

Définition 2.3.2 ([ 1]). Soient A et B deux alphabets.
La suite (Sj (A - B))jZO

est définie par la fonction génératrice :

i S;(A— B = E(—t)H(t),

ou

() = [ - v,

beB



40

et

E(-t) = [J(1 - at).

a€A

2.3.2 Propriétés principales

Proposition 2.3.3 ([11]). Si A = @,

alors :

iSj(—B)tﬂ' =[]0

beB
Démonstration : Lorsque A = &, nous avons : E(—t) = 1.

En remplacant dans la relation génératrice :

=0
nous obtenons :
> Si(-=B) =] - bt)
7=0 beB

Proposition 2.3.4 ([11]). Si B = &, alors :

(1—at)

acA

]Z:;Sj(A)t -1

Démonstration : Lorsque I’alphabet B est vide, la relation génératrice devient :

S i E(=t)
;Sj(A)t— —.
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Comme

E(-t) =] —a)™,

a€A

nous obtenons immédiatement :

[eS) ; 1
2 S = iy

La propriété est donc démontrée.

Soient A = {z} et B = {by,...,b,}. Pour tout entier £ > 0,
ona:

Spir(z — B) = 2*S,(x — B).

Démonstration : A partir de la fonction génératrice :
, (1= bt
ZSj(x_B)tg:szl( )’

nous remarquons que le dénominateur produit une suite géométrique en puissances de x.
Apres le rang n, chaque terme supplémentaire s’obtient en multipliant le précédent par
x. Ainsi :

Spix(x — B) = 2*S,(z — B).
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2.3.3 Développement et identités

Proposition 2.3.5 ([11]). Supposons que A = {x}. Alors :

1 — bt - '
enl W)y s =By 1
— X

Sj(z — B)
1—at

Démonstration : Nous partons de la relation :

HbeB(l - bt) - i
7=0
En développant la série :
=1+ S1(x—B)t+-+Sj(x — Bt/ + -

Puis en utilisant le développement géométrique :

=1+at+a >+,

1 —xt

nous obtenons la relation annoncée.

2.3.4 Factorisation des fonctions symétriques

Proposition 2.3.6 ([ 1]). Nous avons la factorisation suivante :

f:Sj(A — B)t! = (i Sj(A)tj) <§: Sj(—B)tj> :
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Démonstration : En utilisant les fonctions génératrices :

et

nous obtenons :

(A v | = e —b0)
(Z S](A)t> <Z S5( B)t> o)

>0 >0

Cette expression correspond exactement a la fonction génératrice de
Si(A— D).

Ainsi :

> Si(A-B)Y = (Z Sj(A)t]) (Z Sj(—B)tJ) .

J=0 J=0

Nous déduisons alors :

S(A-B) =308, s(A)S(~B).

k=0
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2.3.5 Applications a certaines suites

Corollaire 2.3.1 ([12]). La fonction symétrique associée aux polynomes de Jacobsthal-

Lucas bivariés est donnée par :

Jn = 2Sn(p1 + [=p2]) — 2y Sn_1(p1 + [=p2)).

Corollaire 2.3.2 ([12]). Pour les polynomes de Lucas complexes bivariés :

Ln = 25,(p1 + [—p2]) — i@Sn_1(p1 + [—p2])-

Corollaire 2.3.3 ([12]). La fonction symétrique associée aux nombres de Pell modifiés
s’écrit :

MP, = S,(p1 + [=p2]) = pSn-1(p1 + [—p2]).

2.3.6 Tableau récapitulatif

Suites et polyndomes Fonctions symétriques associées
Jn 25n(p1 + [=p2]) — 2ySn1(p1 + [—p2])
Ly, 25, (p1 + [=p2]) — 12Sn_1(p1 + [—p2])
MF, Sn(pr + [=p2]) — pSp-1(p1 + [—p2))

Tableau : Fonctions symétriques associées a certaines suites bivariées.
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Chapitre 3

Fonctions génératrices ordinaires des
produits du nombres et polynomes avec
des fonctions symétriques en plusieurs

variables

Dans ce chapitre, nous nous intéressons a 1’étude des fonctions génératrices ordinaires
associées a certains produits de suites numériques et de familles de polynomes. Plus pré-
cisément, nous ¢tablissons des fonctions génératrices faisant intervenir les fonctions sy-
métriques en plusieurs variables pour les produits des nombres de Pell modifiés ainsi que
pour les polyndomes bivariés de Jacobsthal-Lucas et de Lucas complexe. L’utilisation des
fonctions symétriques permet d’obtenir des représentations compactes et €légantes de ces
produits, tout en mettant en évidence plusieurs propriétés algébriques remarquables. Les
résultats développés dans ce chapitre constituent également un outil efficace pour 1’étude

de diverses identités et relations vérifiées par ces suites et polynomes
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3.1 Définitions et quelques propriétés

Définition 3.1.1 ([ 1 1]). Soit f une fonction sur R", la différence divisée 0, est définie

iy Qi41

par:

f(a17"'7ai7ai+17"'7an)_f(ala"'7a‘iflaa’i+17ai7"'7an)

a; — Q41

aai»ai+l (f) -

Définition 3.1.2 ([ 1]). L’ opérateur de symétrisation (551(1 , est définie par :

ok flar) = aif(@) —aiflo) o

ayp — a2

Théoréme 3.1.1. Soit P = {p1,pa} et A = {ay, as,a3,a4}.

Soient deux alphabets, alors on a :

o — (p1p2)es 2 + [(pip2) (pr + p2)] el t3
ZHn(a17a27a3>a4)Hn(p1 +po)t" = — [ 1 Jes
=0 [Tmi (1 — aipit) [T, (1 — aipat)

(p1p2) [(p1 + p2)* — pip2) 65;4)t4

H?:1(1 — a;p1t) H?:l(l - aipzt).

En remplagant p, par (—ps) dans l'identité précédente, nous obtenons :

o) (4) 3
., L+ (p1p2)€(4)t2 — |(p1p2)(p1 + p2) |es 't

ZHn(a17a/27a37a4)Hn(pl + [_p2])t — 1 2 |: 2j| 23

n=0 Hz‘:1 (1= (p1 — p2)ait — p1p2agt )

(p1p2) [(m —p)* + p1p2} 624)754
H?Zl (1—(p1 — p2)ait — p1p2a?t2)'
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De méme, on obtient :

€§4)t —(p1 — p2)e§4)t2 + [(pl - p2)2 + p1p2] 6;(;4)153

H?Zl (1 = (p1 — p2)ait — p1p2a?t?)

Z Hn(&b a2, Aas, a4)Hn*1 (pl + [_p2])tn =

n=0

(p1 — p2) [ (p1 — p2)* + 2p1p2} 6514)t4

1 )
Hi:l (1 —=(p1 — p2)ait — plpga?tQ)

3.2 les fonctions génératrices des nombres et des poly-

nomes

Dans cette partie, nous exploitons les théorémes précédents pour dériver de nouvelles
fonctions génératrices associées aux produits des fonctions symétriques a plusieurs va-
riables. Nous nous intéressons particulierement aux nombres de Pell-Lucas, aux poly-
ndmes bivariés de Lucas ainsi qu’aux polyndmes bivariés de Jacobsthal-Lucas, dont nous

¢tablissons plusieurs propriétés génératrices.

Proposition 3.2.1. [/3] Pour tout entier naturel n, la nouvelle fonction génératrice du
produit des nombres de Pell-Lucas gaussiens (p, q) et des fonctions symétriques a plu-

sieurs variables est donnée par

> Su(E)GQpgnz" = ,
n=0
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ou
P5(z) = 2 — 2ip + (4ip® + 2iq — 2p) etz
+ (—8ip® — 6ipg + 4p* + 2q) el 2?
+ (16ip" + 16ip>q + 2ig? — 8p® — 6pq) ey’ 2>
+ (—32ip° — 40ip®q — 10ipg® + 16p* + 16p>q + 2¢%) e{V 2%,

Démonstration : On remarque que

Qi = (2= 209)Su(pr + [=pa]) + (40> +20) = 20) s (s + 2]

Alors

Y SulB)GQpgnz" = (2= 2ip) Y Su(E)Su(p1 + [-pa]) ="

+ (1049 1 20) = 20) D Su(E)Ss(n + [-pa]) 2"

n=0

1+ ges? 2% — 2gpe’ 2% + q(4p® + q)el 2*

4
H (1 — 2pe;z — qefz2)

=1
(4) -9 4) 2 4 2 (4) 3 — 29(4 2 2 4) 4
n (i(4p2_|_2q)_2p) ez — 2pey 1—( p* + q)ey 2* — 2p(4p? + 2q)ey 2

H (1 — 2pe;z — qe§z2)

i=1

+ (2 — 2ip)

]

Proposition 3.2.2. [/3] Pour toutn € N, la fonction génératrice ordinaire du produit des

nombres de Jacobsthal gaussiens (p, q) et des fonctions symétriques a plusieurs variables
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est donnée par

> P,
N Su(E) Gy " = — 5(2) ,
n=0

(1 — peiz — 2qel-222)

=1

ou

. . 1.
Ps(z) = (3@19261 + 2iq® — p* — 4pg + 5@194) e
. 2 1.3\ 35 (4)
+ | —2ipqg +p +2q—§zp z°es

1 1 1
+ (iq —p+ §in) zze§4) + (1 — §z'p) 2654) + 51’.

Démonstration : Onremarqueque G.J,,,, = %Sn(pl + [=p2]) + (1 — @) Su_1(p1+ [—p2]) .

2
Alors
Z Sn(E)GJpqn" = B Z Sn(E)Sn(p1 + [—p2]) 2"
n=0 n=0
+ 11— @ iS (E)S _1(]91 + [—pg]) 2"
2 n:O n n

i1+ 2gelVz? — 2qpe§4)z3 + 2q(p* + 2q)e§14)z4
4
H (1 — peiz — qesz)

. 4 4 4 4
N (1 B @) el z — pel2? + (P + 2q)ef2® — p(p® + dg)el !

4
(1 — pe;z — 2qe322)
=1

(2

(1 — peiz — Qqefzz)
1

4
1=

]

Proposition 3.2.3. [/3] Pour tout entier naturel n, la nouvelle fonction génératrice du

produit des polynomes de Lucas bivariés et de la fonction symétrique en plusieurs va-
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riables est donnée par

> . 654) (22 4+ 2y)2% + (=23 — 33:y)236§4) + 64(14) (2t + 422y + 2012t + 2 — :Uze§4)
> Su(B)Ly(,y)2" = 1 2.2
n=0 Hi=1(1 —reiz — ye;z?)

Démonstration : On remarque que
Ly(z,y) = 25, (p1 + [—p2]) — 2Sn-1(p1 + [—p2]),

Alors

Z Sn(E)Ln(z,y)2" = 22 Sn(E)Sn(pl + [_p2]) - xz Su(E)Sn—1 (pl + [_pQ])

n=0

1+ ye§4)22 — a:yegl)z?’ +y(a? + y)eff)z“

H?Zl(l — zeiz — yeiz?)
654)Z — xe§4)22 + (2% + xy)e§4)z3 — z%(2? + 2y)ei4)z4
H?Zl(l — xe;z — yeiz?)

=2

e (22 + 2)2% + (—a3 — 3zy)2Bel) + eV (2t + 422y 4 2y2) 24 + 2 — wzel!

Hle(l — zeiz — yeiz?)

O

Proposition 3.2.4. [/3] Pour tout entier naturel n, la nouvelle fonction génératrice ordi-
naire du produit des polynomes de Jacobsthal-Lucas bivariés et de la fonction symétrique

en plusieurs variables est donnée par

(2% + 4y) 2% + (—aPy? — 6ay?) el + ('y* + 822y
0 + 8y2)z4ei4) +2— xyze§4)

Z Sn(E)jn(*Ta y)zn =

=0 [Tii (1 — ayesz — 2ye}z?)
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Démonstration : On remarque que

Jn(®,y) = 28, (p1 + [=p2]) — 2ySn-1(p1 + [-D2]).

Alors

ZS )in(z,y)z" —225 Sn(p1 + [—p2] —:L'yZS Sn-1(p1 + [—p2])
n=0

1+ 2yelh 22 — 2y2me§4)z3 + 2y(2?y? + 2y)e't 24

=2
H?Zl(l — zye;z — 2ye?z?)

ef‘) wye( )22 4 (2%y? + 2y)ey @) 3 — xy(z?y? + 4y)ef‘)z4
H?zl(l — xye;z — 2yelz?)

(22 + 4y) 22 + (—a3y3 — 6ay?)2Pel) + (vtyt + 822y
+8y?) el + 2 — zyzel?

Hle(l — zyeiz — 2ye?z?)
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CONCLUSION

Dans ce travail, nous avons étudié certaines propriétés des fonctions symétriques ain-
si que leurs relations avec les fonctions génératrices. En utilisant ces outils, nous avons
établi plusieurs résultats concernant les nombres de Pell-Lucas, les polyndmes bivariés
de Lucas et les polyndmes bivariés de Jacobsthal-Lucas. Les résultats obtenus mettent en
évidence I’importance des fonctions génératrices dans 1’étude des suites récurrentes et des
polyndmes associés. Ils ouvrent également des perspectives pour I’étude d’autres familles

de suites et de polynomes
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RESUME

Ce mémoire est consacré a I’étude de quelques théorémes fondamentaux sur les fonc-
tions symétriques et de leurs applications. Apres avoir présenté les notions préliminaires
nécessaires, nous avons étudié les fonctions symétriques élémentaires et complétes ainsi
que certaines relations algébriques qui les lient. Nous avons ensuite utilisé les fonctions
génératrices comme outil principal pour établir plusieurs résultats concernant les fonctions
symétriques et leurs applications a certaines suites récurrentes et familles de polyndmes.
En particulier, nous avons obtenu des fonctions génératrices associées aux nombres de
Pell-Lucas, aux polynomes bivariés de Lucas et aux polyndmes bivariés de Jacobsthal—
Lucas. Les résultats obtenus mettent en évidence 1’importance des fonctions symétriques

dans I’étude combinatoire et algébrique des suites et des polynomes.
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ABSTRACT

This dissertation is devoted to the study of some fundamental theorems on symmetric
functions and their applications. After presenting the necessary preliminary notions, we
investigate elementary and complete symmetric functions together with several algebraic
relations connecting them. We then use generating functions as a principal tool to establish
various results concerning symmetric functions and their applications to certain recurrent
sequences and families of polynomials. In particular, we derive generating functions asso-
ciated with Pell-Lucas numbers, bivariate Lucas polynomials, and bivariate Jacobsthal—
Lucas polynomials. The obtained results highlight the importance of symmetric functions

in the combinatorial and algebraic study of sequences and polynomials.
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