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Introduction générale

Les fonctions symétriques occupent une place importante dans plusieurs domaines des

mathématiques, notamment en algèbre, en théorie des polynômes, en combinatoire et en

théorie des nombres. Elles apparaissent naturellement lorsqu’on étudie des expressions al-

gébriques invariantes sous toute permutation des variables. Cette propriété fondamentale

leur confère un rôle essentiel dans la compréhension de nombreuses structures mathéma-

tiques.

L’étude des fonctions symétriques remonte aux travaux de mathématiciens tels que

Newton, Viète et Gauss, qui ont mis en évidence les relations profondes entre les racines

d’un polynôme et ses coefficients. Les théorèmes fondamentaux relatifs aux fonctions

symétriques permettent d’exprimer toute fonction symétrique comme un polynôme en les

fonctions symétriques élémentaires, offrant ainsi un outil puissant pour la résolution de

nombreux problèmes algébriques.

L’objectif principal de ce mémoire est de présenter quelques théorèmes fondamentaux

sur les fonctions symétriques et d’explorer leurs principales applications. Nous nous inté-

resserons en particulier aux propriétés des polynômes symétriques, aux relations entre les

différentes familles de fonctions symétriques ainsi qu’à leur utilisation dans l’étude des

équations algébriques.

Ce travail est organisé comme suit. Dans un premier chapitre, nous rappelons les no-
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tions préliminaires nécessaires concernant les polynômes et les fonctions symétriques. Le

deuxième chapitre est consacré à l’étude de quelques théorèmes fondamentaux, notam-

ment le théorème fondamental des fonctions symétriques et certaines de ses conséquences.

Enfin, le dernier chapitre présente diverses applications de ces résultats à la théorie des

polynômes et à d’autres domaines des mathématiques.

Nous espérons que cette étude permettra de mettre en évidence l’importance des fonc-

tions symétriques ainsi que leur contribution dans le développement de plusieurs branches

des mathématiques modernes.
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Chapitre 1

Notions préliminaires

Dans ce chapitre, nous présentons quelques notions fondamentales qui seront utilisées

tout au long de ce mémoire. Nous rappelons principalement les définitions et résultats de

base concernant les séries formelles, les relations de récurrence linéaires, les fonctions

génératrices ainsi que les fonctions symétriques. Ces outils seront indispensables dans les

développements effectués dans les chapitres suivants.

1.1 Séries formelles

1.1.1 Définitions et opérations

SoitK un corps commutatif (K = R ou K = C).

Définition 1.1.1. On appelle série formelle à coefficients dans K toute expression de la

forme
∞∑
n=0

anz
n, an ∈ K.
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L’ensemble des séries formelles est noté

K[[z]] =

{
∞∑
n=0

anz
n ; an ∈ K

}
.

Pour tout entier n ∈ N, le terme zn est appelé monôme de degré n et an son coefficient.

Définition 1.1.2. Soient u(z) =
∑∞

n=0 anz
net v(z) =

∑∞
n=0 bnz

n

deux séries formelles appartenant à K[[z]].

Les opérations suivantes sont définies sur K[[z]] :

1. Addition

u(z) + v(z) =
∞∑
n=0

(an + bn)z
n.

2. Produit

u(z)v(z) =
∞∑
n=0

(
n∑

k=0

akbn−k

)
zn.

3. Multiplication par un scalaire

Pour tout λ ∈ K,

λu(z) =
∞∑
n=0

λanz
n.

4. Dérivation formelle

u′(z) =
∞∑
n=0

(n+ 1)an+1z
n.

5. Intégration formelle
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∫
u(z) dz =

∞∑
n=0

an
zn+1

n+ 1
.

1.1.2 Inverse d’une série formelle

Définition 1.1.3. Soit
∑∞

n=0 z
n

La série v(z) est appelée inverse de u(z) si u(z)v(z) = 1.

Proposition 1.1.4. Une série formelle u(z) =
∑∞

n=0 anz
n

est inversible dans K[[z]] si et seulement si a0 ̸= 0.

Démonstration : Supposons que v(z) =
∑∞

n=0 bn soit l’inverse de

u(z) =
∞∑
n=0

anz
n.

Alors, (
∞∑
n=0

anz
n

)(
∞∑
n=0

bnz
n

)
= 1.

En appliquant le produit de Cauchy, on obtient

∞∑
n=0

(
n∑

k=0

akbn−k

)
zn = 1.

Par identification des coefficients, il vient

a0b0 = 1.

Par conséquent,

a0 ̸= 0.
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Réciproquement, supposons que

a0 ̸= 0.

Le système triangulaire



a0b0 = 1,

a1b0 + a0b1 = 0,

a2b0 + a1b1 + a0b2 = 0,

...

anb0 + an−1b1 + · · ·+ a0bn = 0

admet une solution unique (bn)n≥0.

Ainsi, la série u(z) possède un inverse dansK[[z]].

Example 1.1.1. 1. La série
∑∞

n=0 z
nest inversible et son inverse est 1− z.

2. La série
∑∞

n=0(−1)nznest inversible et son inverse est 1 + z.

3. La série exponentielle
∑∞

n=0
zn

n!
est inversible et son inverse est

∑∞
n=0

(−1)nzn

n!
.
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1.2 Relations de récurrence linéaires homogènes

Définition 1.2.1. Une relation de récurrence linéaire homogène d’ordre k à coefficients

constants est une relation de la forme :

un + d1un−1 + d2un−2 + · · ·+ dkun−k = 0,

Remarque 1.2.1.

La suite un = 0 est une solution de la relation précédente. Elle est appelée solution tri-

viale.

Cherchons des solutions sous la forme

un = zn, z ̸= 0.

En remplaçant dans la relation de récurrence, on obtient

zn + d1z
n−1 + d2z

n−2 + · · ·+ dkz
n−k = 0.

En divisant par zn−k, il vient

zk + d1z
k−1 + d2z

k−2 + · · ·+ dk = 0.

Cette équation est appelée équation caractéristique associée à la relation de récur-

rence.
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Définition 1.2.2. Le polynôme caractéristique associé à la relation précédente est défini

par

P (z) = zk + d1z
k−1 + d2z

k−2 + · · ·+ dk.

Théorème 1.2.1. Supposons que le polynôme caractéristique P (z)

admette k racines distinctes , z1, . . . , zk.

Alors, la solution générale de la relation de récurrence est donnée par

un = c1z
n
1 + c2z

n
2 + · · ·+ ckz

n
k ,

où c1, c2, . . . , ck sont des constantes réelles.

Proposition 1.2.3 (Dépendance des conditions initiales). Soient α0, α1, . . . , αk−1

des scalaires donnés.

Il existe une unique suite (un) solution de la relation de récurrence telle que

u0 = α0, u1 = α1, . . . , uk−1 = αk−1.

Remarque 1.2.2. La relation de récurrence ainsi que les conditions initiales déterminent

la suite de manière unique.

Example 1.2.1. Considérons la suite de Fibonacci définie par


Fn = Fn−1 + Fn−2, n ≥ 2,

F0 = 0, F1 = 1.

L’équation caractéristique associée est

z2 − z − 1 = 0.
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Le discriminant vaut

∆ = 5,

d’où les deux racines distinctes

z1 =
1 +

√
5

2
, z2 =

1−
√
5

2
.

La solution générale est donnée par

Fn = c1z
n
1 + c2z

n
2 .

Autrement dit,

Fn = c1

(
1 +

√
5

2

)n

+ c2

(
1−

√
5

2

)n

.

Les constantes c1 et c2 sont déterminées à partir des conditions initiales :


F0 = c1 + c2 = 0,

F1 = c1z1 + c2z2 = 1.

Après résolution du système, on obtient

c1 =
1√
5
, c2 = − 1√

5
.

Ainsi,

Fn =
1√
5

[(
1 +

√
5

2

)n

−

(
1−

√
5

2

)n]
.
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1.2.1 Relations de récurrence d’ordre deux de certaines suites

Définition 1.2.4 (Suite de Fibonacci généralisée [5]). La suite de Fibonacci généralisée

(Un)n∈N

est définie par la relation de récurrence suivante :


Un = aUn−1 + bUn−2, n ≥ 2,

U0 = α, U1 = β,

où a, α, β ∈ Z, b ∈ Z∗.

Le tableau suivant regroupe quelques suites récurrentes obtenues à partir de cette rela-

tion, notamment les suites de k-Fibonacci, k-Lucas, k-Pell, k-Jacobsthal et k-Mersenne.

Les valeurs de a, b, α, β Les suites Relations de récurrence

a = k, b = α = 1, β = 1 k-Fibonacci

 Fk,n = kFk,n−1 + Fk,n−2, n ≥ 2,

Fk,0 = 0, Fk,1 = 1

a = β = k, b = 1, α = 2 k-Lucas

 Lk,n = kLk,n−1 + Lk,n−2, n ≥ 2,

Lk,0 = 2, Lk,1 = k

a = 2, b = k, α = 0, β = 1 k-Pell

 Pk,n = 2Pk,n−1 + kPk,n−2, n ≥ 2,

Pk,0 = 0, Pk,1 = 1

a = k, b = 2, α = 0, β = 1 k-Jacobsthal

 Jk,n = kJk,n−1 + 2Jk,n−2, n ≥ 2,

Jk,0 = 0, Jk,1 = 1

a = 3k, b = −2, α = 0, β = 1 k-Mersenne

 Mk,n = 3kMk,n−1 − 2Mk,n−2, n ≥ 2,

Mk,0 = 0, Mk,1 = 1

Tab. 1.1 : Relations de récurrence de certaines suites d’ordre deux.

Cas particulier : k = 1

En prenant k = 1, les relations précédentes se réduisent à plusieurs suites classiques

bien connues.
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Les valeurs de a, b, α, β Les suites Relations de récurrence

a = 1, b = α = 1, β = 1 Fibonacci

 Fn = Fn−1 + Fn−2, n ≥ 2,

F0 = 0, F1 = 1

a = β = 1, b = 1, α = 2 Lucas

 Ln = Ln−1 + Ln−2, n ≥ 2,

L0 = 2, L1 = 1

a = 2, b = 1, α = 0, β = 1 Pell

 Pn = 2Pn−1 + Pn−2, n ≥ 2,

P0 = 0, P1 = 1

a = 1, b = 2, α = 0, β = 1 Jacobsthal

 Jn = Jn−1 + 2Jn−2, n ≥ 2,

J0 = 0, J1 = 1

a = 3, b = −2, α = 0, β = 1 Mersenne

 Mn = 3Mn−1 − 2Mn−2, n ≥ 2,

M0 = 0, M1 = 1

Tab. 1.2 : Relations de récurrence de quelques suites classiques.

1.2.2 Relations de récurrence d’ordre trois

Définition 1.2.5 (Suite de Tribonacci généralisée [6]). La suite de Tribonacci généralisée

(Vn)n∈N

est définie par la relation de récurrence suivante :


Vn = rVn−1 + sVn−2 + tVn−3, n ≥ 3,

V0 = a, V1 = b, V2 = c,

où

a, b, c ∈ C, r, s ∈ N, t ∈ N∗.

Example 1.2.2. 1. Pour r = 0, s = t = 1, et a = 1, b = 1+i, c = 1+i,
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on obtient la suite des nombres gaussiens de Padovan définie par


GPn = GPn−2 +GPn−3, n ≥ 3,

GP0 = 1, GP1 = 1 + i, GP2 = 1 + i.

2. Pour r = 0, s = 2, t = 1, et a = 1− i, b = 1 + i, c = 1 + i,

on obtient une autre suite gaussienne vérifiant une relation de récurrence d’ordre

trois.

1.2.3 Relations de récurrence de certains polynômes orthogonaux

Dans cette partie, nous présentons quelques propriétés fondamentales des polynômes

orthogonaux ainsi que certaines relations de récurrence associées aux polynômes de Che-

byshev. Ces polynômes jouent un rôle important dans plusieurs domaines des mathéma-

tiques appliquées et de l’analyse.

Définition 1.2.6 (Suite de polynômes orthogonaux [2]). Une suite (Pn(x))n∈N de poly-

nômes réels est dite orthogonale si :

• pour tout n ∈ N, le polynôme Pn(x) est de degré n ;

• les polynômes de la suite sont orthogonaux deux à deux relativement à un produit

scalaire donné.

Théorème 1.2.2 ([2]). Soit (Pn(x))n∈N une suite de polynômes orthogonaux normalisés

telle que

Pn(x) = anx
n + an−1x

n−1 + · · ·+ a0, an ̸= 0.
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Alors cette suite vérifie une relation de récurrence de la forme


Pn+1(x) = (x− αn)Pn(x)− βnPn−1(x), n ≥ 1,

P−1(x) = 0, P0(x) = 1,

où

(αn)n≥0 et (βn)n≥1

sont deux suites de nombres réels.

Proposition 1.2.7 (Favard [2]). Toute suite de polynômes satisfaisant une relation de ré-

currence linéaire d’ordre deux est une suite de polynômes orthogonaux.

Polynômes de Chebyshev

Définition 1.2.8. Les polynômes de Chebyshev de première espèce (Tn)n∈N sont définis

par Tn(cos θ) = cos(nθ), Par conséquent, pour tout x ∈ [−1, 1], on obtient

Tn(x) = cos(n arccosx).

Proposition 1.2.9. Les polynômes de Chebyshev de première espèce vérifient la relation

de récurrence suivante :



T0(x) = 1,

T1(x) = x,

Tn+2(x) = 2xTn+1(x)− Tn(x), n ≥ 0.



20

Démonstration : D’après la définition précédente, on a

Tn(cos θ) = cos(nθ).

En utilisant les formules trigonométriques,

cos((n+ 2)θ) + cos(nθ) = 2 cos((n+ 1)θ) cos θ.

Ainsi,

Tn+2(cos θ) + Tn(cos θ) = 2 cos θ Tn+1(cos θ).

Comme

x = cos θ,

on obtient finalement

Tn+2(x) = 2xTn+1(x)− Tn(x).

Définition 1.2.10. Les polynômes de Chebyshev de seconde espèce (Un)n∈N sont définis

par

sin θ Un(cos θ) = sin((n+ 1)θ), θ ∈ [0, π].

Proposition 1.2.11 ([4]). Les polynômes de Chebyshev de seconde espèce vérifient la
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relation de récurrence suivante :



U0(x) = 1,

U1(x) = 2x,

Un+2(x) = 2xUn+1(x)− Un(x), n ≥ 0.

Démonstration : La démonstration est analogue à celle des polynômes de Chebyshev de

première espèce.

Définition 1.2.12. Les polynômes de Chebyshev de troisième espèce (Vn)n∈N sont définis

par

Vn(x) =
cos
(
n+ 1

2

)
θ

cos
(
θ
2

) , θ ∈ [0, π],

où x = cos θ et x ∈ [−1, 1].

Proposition 1.2.13 ([3]). Les polynômes de Chebyshev de troisième espèce satisfont la

relation de récurrence :



V0(x) = 1,

V1(x) = 2x− 1,

Vn+2(x) = 2xVn+1(x)− Vn(x), n ≥ 0.

Démonstration : Il suffit de montrer que

Vn(x) + Vn+2(x) = 2xVn+1(x).
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D’après la définition précédente, on a

Vn(x) =
cos
(
n+ 1

2

)
θ

cos
(
θ
2

) .

Ainsi,

Vn(x) + Vn+2(x) =
cos
(
n+ 1

2

)
θ + cos

(
n+ 5

2

)
θ

cos
(
θ
2

) .

En utilisant les identités trigonométriques :

cos a+ cos b = 2 cos
(
a+ b

2

)
cos
(
a− b

2

)
,

on obtient

Vn(x) + Vn+2(x) = 2 cos θ
cos
(
n+ 3

2

)
θ

cos
(
θ
2

) .

Comme

x = cos θ,

on déduit que

Vn(x) + Vn+2(x) = 2xVn+1(x).

La relation cherchée est donc vérifiée.

Définition 1.2.14. Les polynômes de Chebyshev de quatrième espèce

(Wn)n∈N
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sont définis par

Wn(x) =
sin
(
n+ 1

2

)
θ

sin
(
θ
2

) , θ ∈ [0, π],

où

x = cos θ et x ∈ [−1, 1].

Proposition 1.2.15 ([3]). Les polynômes de Chebyshev de quatrième espèce vérifient la

relation de récurrence :



W0(x) = 1,

W1(x) = 2x+ 1,

Wn+2(x) = 2xWn+1(x)−Wn(x), n ≥ 0.

Démonstration : La preuve est similaire à celle de la proposition précédente.

Le tableau suivant présente quelques relations de récurrence associées à certaines fa-

milles de polynômes.

Suite de polynômes Relation de récurrence

Polynômes de Fibonacci


Fn(x) = xFn−1(x) + Fn−2(x), n ≥ 2,

F0(x) = 1, F1(x) = x

Polynômes de Lucas


Ln(x) = xLn−1(x) + Ln−2(x), n ≥ 2,

L0(x) = 2, L1(x) = x

Tab. 1.3 : Quelques relations de récurrence de certaines familles de polynômes.
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1.2.4 Polynômes bivariés complexes de Fibonacci et de Lucas

Dans cette partie, nous introduisons les polynômes bivariés complexes de Fibonacci

et de Lucas définis par des relations de récurrence linéaires d’ordre deux.

Définition 1.2.16 (Polynômes bivariés complexes de Fibonacci [1]). Les polynômes bi-

variés complexes de Fibonacci

(Fn(x, y))n≥0

sont définis par la relation de récurrence suivante :


Fn(x, y) = ixFn−1(x, y) + Fn−2(x, y), n ≥ 2,

F0(x, y) = 0, F1(x, y) = 1,

où

i2 = −1.

Définition 1.2.17 (Polynômes bivariés complexes de Lucas [1]). Les polynômes bivariés

complexes de Lucas

(Ln(x, y))n≥0

sont définis par la relation de récurrence :


Ln(x, y) = ixLn−1(x, y) + Ln−2(x, y), n ≥ 2,

L0(x, y) = 2, L1(x, y) = ix.

Example 1.2.3. Calculons les premiers polynômes de Fibonacci complexes. À partir de
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la relation de récurrence :

Fn(x, y) = ixFn−1(x, y) + Fn−2(x, y),

on obtient : F0(x, y) = 0, F1(x, y) = 1.

F2(x, y) = ixF1(x, y) + F0(x, y) = ix.

F3(x, y) = ixF2(x, y) + F1(x, y) = (ix)2 + 1.

Comme i2 = −1, il vient F3(x, y) = 1− x2.

1.3 Fonctions génératrices ordinaires

1.3.1 Définition et propriétés fondamentales

Définition 1.3.1 (Fonction génératrice ordinaire [7]). Soit (un)n≥0 une suite numérique.

La série formelle définie par G(z) =
∑∞

n=0 unz
n

est appelée fonction génératrice ordinaire associée à la suite (un)n≥0.

Proposition 1.3.2 ([7]). Soient G(z) =
∑∞

n=0 anz
n et H(z) =

∑∞
n=0 bnz

n

les fonctions génératrices des suites (an)n≥0 et (bn)n≥0.

Alors les propriétés suivantes sont vérifiées :

1. Le produit

G(z)H(z)



26

est la fonction génératrice de la suite

(
n∑

k=0

akbn−k

)
n≥0

.

2. Pour tous scalaires

λ, µ ∈ K,

la série

λG(z) + µH(z)

est la fonction génératrice de

(λan + µbn)n≥0.

3. La fonction

(1− z)G(z)

est associée à la suite

(an − an−1)n≥0.

4. La série

zG(z)

est la fonction génératrice de la suite

(un−1)n≥1.



27

5. La fonction

G(z)

1− z

est la fonction génératrice de la suite des sommes partielles

(
n∑

k=0

ak

)
n≥0

.

1.3.2 Fonctions génératrices de certaines suites

Dans cette partie, nous déterminons les fonctions génératrices associées à quelques

suites récurrentes classiques.

Théorème 1.3.1. La fonction génératrice de la suite de Fibonacci généralisée

(Un)n≥0

définie par

Un = pUn−1 + qUn−2, n ≥ 2,

avec

U0 = α, U1 = β,

est donnée par

G(z) =
α + (β − pα)z

1− pz − qz2
.

Démonstration : Posons

G(z) =
∞∑
n=0

Unz
n.
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Alors,

G(z) = U0 + U1z +
∞∑
n=2

Unz
n.

En utilisant la relation de récurrence,

Un = pUn−1 + qUn−2,

on obtient

G(z) = α + βz + p
∞∑
n=2

Un−1z
n + q

∞∑
n=2

Un−2z
n.

Par changement d’indice,

∞∑
n=2

Un−1z
n = z

∞∑
n=1

Unz
n = z(G(z)− α),

et
∞∑
n=2

Un−2z
n = z2G(z).

Ainsi,

G(z) = α + βz + pz(G(z)− α) + qz2G(z).

Après simplification, il vient

(1− pz − qz2)G(z) = α + (β − pα)z.

Donc,

G(z) =
α + (β − pα)z

1− pz − qz2
.
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Example 1.3.1. Pour la suite de Fibonacci classique définie par

Fn = Fn−1 + Fn−2,

avec

F0 = 0, F1 = 1,

on a

p = q = 1, α = 0, β = 1.

Ainsi, sa fonction génératrice est donnée par

G(z) =
z

1− z − z2
.

Example 1.3.2. Considérons la suite de Lucas définie par

Ln = Ln−1 + Ln−2,

avec

L0 = 2, L1 = 1.

La fonction génératrice correspondante est

G(z) =
2− z

1− z − z2
.

Le tableau suivant résume les fonctions génératrices de quelques suites particulières.
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Valeurs de p, q, α, β Suites Fonctions génératrices

p = k, q = 1, α = 0, β = 1 k-Fibonacci
z

1− kz − z2

p = β = k, q = 1, α = 2 k-Lucas
2− kz

1− kz − z2

p = 2, q = k, α = 0, β = 1 k-Pell
z

1− 2z − kz2

p = k, q = 2, α = 0, β = 1 k-Jacobsthal
z

1− kz − 2z2

p = 3k, q = −2, α = 0, β = 1 k-Mersenne
z

1− 3kz + 2z2

Tab. 1.4 : Fonctions génératrices de certaines suites récurrentes.
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Chapitre 2

Fonctions symétriques élémentaires et

complètes

Dans ce chapitre, nous présentons quelques notions fondamentales concernant les

fonctions symétriques. Ces fonctions jouent un rôle important en algèbre, en combina-

toire ainsi que dans l’étude des polynômes

Nous nous intéressons particulièrement aux fonctions symétriques élémentaires et com-

plètes ainsi qu’à certaines propriétés classiques de leurs fonctions génératrices.

2.1 Fonctions symétriques

Définition 2.1.1 ([8]). Soit f(x1, x2, . . . , xn) une fonction de n variables.

On dit que f est une fonction symétrique si, pour toute permutation σ ∈ Sn,

on a f(x1, x2, . . . , xn) = f(xσ(1), xσ(2), . . . , xσ(n)).

Autrement dit, la valeur de la fonction reste inchangée lorsque l’on permute les va-

riables.

Remarque 2.1.1 ([9]). Les fonctions symétriques apparaissent naturellement dans la théo-
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rie des polynômes et dans plusieurs problèmes combinatoires.

Example 2.1.1 ([9]). Considérons la fonction f(x, y) = x+ y.

Nous avons :

f(y, x) = y + x = x+ y.

Ainsi,

f(y, x) = f(x, y).

Donc cette fonction est symétrique.

Example 2.1.2. La fonction g(x, y, z) = x2 + y2 + z2 est également symétrique puisque

toute permutation des variables laisse la somme inchangée.

Example 2.1.3. Considérons maintenant h(x, y) = x− y.

Après permutation des variables, nous obtenons :h(y, x) = y − x.

Comme y − x ̸= x− y, la fonction h n’est pas symétrique.

2.1.1 Fonctions symétriques élémentaires

Définition 2.1.2 ([8]). Soient n et k deux entiers tels que 0 ≤ k ≤ n.

La fonction symétrique élémentaire de degré k, notée ek(λ1, λ2, . . . , λn)

est définie par ek(λ1, λ2, . . . , λn) =
∑

1≤i1<i2<···<ik≤n λi1λi2 · · ·λik .

Remarque 2.1.2. Par convention, e0 = 1.

Si k > n, alors ek = 0.

Example 2.1.4. Pour n = 2,

nous obtenons :

e
(2)
0 = 1,
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e
(2)
1 = λ1 + λ2,

e
(2)
2 = λ1λ2.

Example 2.1.5. Pour n = 3,

nous avons :

e1 = λ1 + λ2 + λ3,

e2 = λ1λ2 + λ1λ3 + λ2λ3,

e3 = λ1λ2λ3.

Proposition 2.1.3 ([9]). La fonction génératrice des fonctions symétriques élémentaires

est donnée par

E(t) =
∑
k≥0

ekt
k =

n∏
i=1

(1 + λit).

Démonstration : Nous allons montrer cette relation par récurrence sur n.

Pour n = 2, nous avons :

(1 + λ1t)(1 + λ2t) = 1 + (λ1 + λ2)t+ λ1λ2t
2.

Or,

e0 = 1, e1 = λ1 + λ2, e2 = λ1λ2.

Donc :

(1 + λ1t)(1 + λ2t) = e0 + e1t+ e2t
2.
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Supposons maintenant que

∑
k≥0

e
(n)
k tk =

n∏
i=1

(1 + λit).

Alors :
n+1∏
i=1

(1 + λit) =

(∑
k≥0

e
(n)
k tk

)
(1 + λn+1t).

En développant le produit, nous obtenons :

n+1∏
i=1

(1 + λit) =
∑
k≥0

e
(n+1)
k tk.

Ainsi, la propriété est vraie pour tout entier n.

2.2 Fonctions symétriques complètes

Définition 2.2.1 ([8]). Soient k, n ∈ N et (λ1, λ2, . . . , λn) une famille de variables.

La fonction symétrique complète d’ordre k, notée hk(λ1, λ2, . . . , λn), est définie par :

h
(n)
k = hk(λ1, λ2, . . . , λn) =

∑
i1+i2+···+in=k

λi1
1 λ

i2
2 · · ·λin

n ,

où i1, i2, . . . , in ≥ 0.

Par convention :

h
(n)
0 = 1 et h

(n)
k = 0 si k < 0.

Autrement dit, la fonction symétrique complète est la somme de tous les monômes

homogènes de degré k.
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Remarque 2.2.1 ([9]). Les fonctions symétriques complètes jouent un rôle fondamental

dans la théorie des fonctions symétriques. Elles interviennent dans les identités combina-

toires, les déterminants ainsi que dans l’étude des représentations linéaires.

Example 2.2.1. Prenons le cas n = 2.

On obtient :

h
(2)
0 = 1,

h
(2)
1 = λ1 + λ2,

h
(2)
2 = λ2

1 + λ1λ2 + λ2
2,

h
(2)
3 = λ3

1 + λ2
1λ2 + λ1λ

2
2 + λ3

2.

Tous les monômes possibles de degré total k apparaissent dans l’expression.

Example 2.2.2. Pour une famille de quatre variables λ1, λ2, λ3, λ4, nous avons :

h
(4)
1 = λ1 + λ2 + λ3 + λ4,

h
(4)
2 =λ2

1 + λ2
2 + λ2

3 + λ2
4

+ λ1λ2 + λ1λ3 + λ1λ4

+ λ2λ3 + λ2λ4 + λ3λ4.

Cette expression contient tous les monômes homogènes de degré 2.

Proposition 2.2.2 ([8]). La fonction génératrice des fonctions symétriques complètes est

donnée par :

H(t) =
∑
k≥0

h
(n)
k tk =

n∏
i=1

(1− λit)
−1.
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Démonstration : Par définition :

h
(n)
k =

∑
i1+i2+···+in=k

λi1
1 λ

i2
2 · · ·λin

n .

Commençons par le cas n = 2.

Nous avons :

∑
k≥0

h
(2)
k tk = h

(2)
0 + h

(2)
1 t+ h

(2)
2 t2 + · · ·

Donc :

∑
k≥0

h
(2)
k tk =1 + (λ1 + λ2)t

+ (λ2
1 + λ1λ2 + λ2

2)t
2 + · · ·

Or :

1 + λ1t+ λ2
1t

2 + · · · =
∑
k≥0

(λ1t)
k =

1

1− λ1t
,

et :

1 + λ2t+ λ2
2t

2 + · · · =
∑
k≥0

(λ2t)
k =

1

1− λ2t
.

En multipliant les deux séries, on obtient :

(∑
k≥0

(λ1t)
k

)(∑
k≥0

(λ2t)
k

)
=

1

(1− λ1t)(1− λ2t)
.

Le produit engendre exactement tous les monômes homogènes de degré total k.

Ainsi :
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∑
k≥0

h
(2)
k tk =

1

(1− λ1t)(1− λ2t)
.

Supposons maintenant que :

Hn(t) =
∑
k≥0

h
(n)
k tk =

n∏
i=1

(1− λit)
−1.

Montrons la propriété pour n+ 1.

Nous utilisons la relation :

h
(n+1)
k = h

(n)
k + λn+1h

(n+1)
k−1 .

En multipliant par tk et en sommant sur k ≥ 0 :

∑
k≥0

h
(n+1)
k tk =

∑
k≥0

h
(n)
k tk + λn+1

∑
k≥0

h
(n+1)
k−1 tk.

Comme :

∑
k≥0

h
(n+1)
k−1 tk = t

∑
k≥0

h
(n+1)
k tk,

nous obtenons :

Hn+1(t) = Hn(t) + λn+1tHn+1(t).

Donc :

(1− λn+1t)Hn+1(t) = Hn(t).
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Par hypothèse de récurrence :

Hn(t) =
n∏

i=1

(1− λit)
−1.

Ainsi :

Hn+1(t) =
Hn(t)

1− λn+1t

=
n+1∏
i=1

(1− λit)
−1.

La propriété est donc vraie pour tout entier n ≥ 1.

Proposition 2.2.3. Pour tout entier n ≥ 0, on a : H(t)E(−t) = 1.

Démonstration : On a :E(t) =
∑

k≥0 ekt
k =

∏n
i=1(1 + λit),

E(−t) =
∑
k≥0

ek(−t)k =
n∏

i=1

(1− λit),

H(t) =
∑
k≥0

hkt
k =

n∏
i=1

(1− λit)
−1.

Ainsi,

H(t)E(−t) =

(
n∏

i=1

(1− λit)
−1

)(
n∏

i=1

(1− λit)

)
= 1.
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2.3 Quelques propriétés des fonctions symétriques

2.3.1 Définitions fondamentales

Définition 2.3.1 ([11]). Soit n un entier positif et A = {a1, a2}. un ensemble de variables

données

La fonction symétrique complète de degré n est définie par :

Sn(A) = Sn(a1 + a2) =
an+1
1 − an+1

2

a1 − a2
.

Example 2.3.1. Nous obtenons les valeurs suivantes :

S0(a1 + a2) = 1,

S1(a1 + a2) = a1 + a2,

S2(a1 + a2) = a21 + a1a2 + a22.

Définition 2.3.2 ([11]). Soient A et B deux alphabets.

La suite (Sj(A− B))j≥0

est définie par la fonction génératrice :

∞∑
j=0

Sj(A− B)tj = E(−t)H(t),

où

H(t) =
∏
b∈B

(1− bt)−1,
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et

E(−t) =
∏
a∈A

(1− at).

2.3.2 Propriétés principales

Proposition 2.3.3 ([11]). Si A = ∅,

alors :
∞∑
j=0

Sj(−B)tj =
∏
b∈B

(1− bt).

Démonstration : Lorsque A = ∅, nous avons : E(−t) = 1.

En remplaçant dans la relation génératrice :

∞∑
j=0

Sj(A− B)tj = E(−t)H(t),

nous obtenons :
∞∑
j=0

Sj(−B)tj =
∏
b∈B

(1− bt).

Proposition 2.3.4 ([11]). Si B = ∅, alors :

∞∑
j=0

Sj(A)t
j =

1∏
a∈A(1− at)

.

Démonstration : Lorsque l’alphabet B est vide, la relation génératrice devient :

∞∑
j=0

Sj(A)t
j =

E(−t)

1
.
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Comme

E(−t) =
∏
a∈A

(1− at)−1,

nous obtenons immédiatement :

∞∑
j=0

Sj(A)t
j =

1∏
a∈A(1− at)

.

La propriété est donc démontrée.

Soient A = {x} et B = {b1, . . . , bn}. Pour tout entier k ≥ 0,

on a :

Sn+k(x− B) = xkSn(x− B).

Démonstration : À partir de la fonction génératrice :

∑
j≥0

Sj(x− B)tj =

∏n
i=1(1− bit)

1− xt
,

nous remarquons que le dénominateur produit une suite géométrique en puissances de x.

Après le rang n, chaque terme supplémentaire s’obtient en multipliant le précédent par

x. Ainsi :

Sn+k(x− B) = xkSn(x− B).
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2.3.3 Développement et identités

Proposition 2.3.5 ([11]). Supposons que A = {x}. Alors :

∏
b∈B(1− bt)

1− xt
= 1 + · · ·+ tj−1Sj−1(x− B) + tj

Sj(x− B)

1− xt
.

Démonstration : Nous partons de la relation :

∏
b∈B(1− bt)

1− xt
=

∞∑
j=0

Sj(x− B)tj.

En développant la série :

= 1 + S1(x− B)t+ · · ·+ Sj(x− B)tj + · · ·

Puis en utilisant le développement géométrique :

1

1− xt
= 1 + xt+ x2t2 + · · · ,

nous obtenons la relation annoncée.

2.3.4 Factorisation des fonctions symétriques

Proposition 2.3.6 ([11]). Nous avons la factorisation suivante :

∞∑
j=0

Sj(A− B)tj =

(
∞∑
j=0

Sj(A)t
j

)(
∞∑
j=0

Sj(−B)tj

)
.
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Démonstration : En utilisant les fonctions génératrices :

∑
j≥0

Sj(A)t
j =

1∏
a∈A(1− at)

,

et ∑
j≥0

Sj(−B)tj =
∏
b∈B

(1− bt),

nous obtenons :

(∑
j≥0

Sj(A)t
j

)(∑
j≥0

Sj(−B)tj

)
=

∏
b∈B(1− bt)∏
a∈A(1− at)

.

Cette expression correspond exactement à la fonction génératrice de

Sj(A− B).

Ainsi : ∑
j≥0

Sj(A− B)tj =

(∑
j≥0

Sj(A)t
j

)(∑
j≥0

Sj(−B)tj

)
.

Nous déduisons alors :

Sj(A− B) =

j∑
k=0

Sj−k(A)Sk(−B).
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2.3.5 Applications à certaines suites

Corollaire 2.3.1 ([12]). La fonction symétrique associée aux polynômes de Jacobsthal-

Lucas bivariés est donnée par :

jn = 2Sn(p1 + [−p2])− xySn−1(p1 + [−p2]).

Corollaire 2.3.2 ([12]). Pour les polynômes de Lucas complexes bivariés :

Ln = 2Sn(p1 + [−p2])− ixSn−1(p1 + [−p2]).

Corollaire 2.3.3 ([12]). La fonction symétrique associée aux nombres de Pell modifiés

s’écrit :

MPn = Sn(p1 + [−p2])− pSn−1(p1 + [−p2]).

2.3.6 Tableau récapitulatif

Suites et polynômes Fonctions symétriques associées

jn 2Sn(p1 + [−p2])− xySn−1(p1 + [−p2])

Ln 2Sn(p1 + [−p2])− ixSn−1(p1 + [−p2])

MPn Sn(p1 + [−p2])− pSn−1(p1 + [−p2])

Tableau : Fonctions symétriques associées à certaines suites bivariées.
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Chapitre 3

Fonctions génératrices ordinaires des

produits du nombres et polynômes avec

des fonctions symétriques en plusieurs

variables

Dans ce chapitre, nous nous intéressons à l’étude des fonctions génératrices ordinaires

associées à certains produits de suites numériques et de familles de polynômes. Plus pré-

cisément, nous établissons des fonctions génératrices faisant intervenir les fonctions sy-

métriques en plusieurs variables pour les produits des nombres de Pell modifiés ainsi que

pour les polynômes bivariés de Jacobsthal–Lucas et de Lucas complexe. L’utilisation des

fonctions symétriques permet d’obtenir des représentations compactes et élégantes de ces

produits, tout en mettant en évidence plusieurs propriétés algébriques remarquables. Les

résultats développés dans ce chapitre constituent également un outil efficace pour l’étude

de diverses identités et relations vérifiées par ces suites et polynômes
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3.1 Définitions et quelques propriétés

Définition 3.1.1 ([11]). Soit f une fonction surRn, la différence divisée ∂ai,ai+1
est définie

par :

∂ai,ai+1
(f) =

f(a1, . . . , ai, ai+1, . . . , an)− f(a1, . . . , ai−1, ai+1, ai, . . . , an)

ai − ai+1

.

Définition 3.1.2 ([11]). L’opérateur de symétrisation δka1a2 est définie par :

δka1a2f(a1) =
ak1f(a1)− ak2f(a2)

a1 − a2
, ∀k ∈ N.

Théorème 3.1.1. Soit P = {p1, p2} et A = {a1, a2, a3, a4}.

Soient deux alphabets, alors on a :

∞∑
n=0

Hn(a1, a2, a3, a4)Hn(p1 + p2)t
n =

1− (p1p2)e
(4)
2 t2 +

[
(p1p2)(p1 + p2)

]
e
(4)
3 t3∏4

i=1(1− aip1t)
∏4

i=1(1− aip2t)

−
(p1p2)

[
(p1 + p2)

2 − p1p2
]
e
(4)
4 t4∏4

i=1(1− aip1t)
∏4

i=1(1− aip2t)
.

En remplaçant p2 par (−p2) dans l’identité précédente, nous obtenons :

∞∑
n=0

Hn(a1, a2, a3, a4)Hn

(
p1 + [−p2]

)
tn =

1 + (p1p2)e
(4)
2 t2 −

[
(p1p2)(p1 + p2)

]
e
(4)
3 t3∏4

i=1 (1− (p1 − p2)ait− p1p2a2i t
2)

+
(p1p2)

[
(p1 − p2)

2 + p1p2

]
e
(4)
4 t4∏4

i=1 (1− (p1 − p2)ait− p1p2a2i t
2)
.
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De même, on obtient :

∞∑
n=0

Hn(a1, a2, a3, a4)Hn−1

(
p1 + [−p2]

)
tn =

e
(4)
1 t− (p1 − p2)e

(4)
2 t2 +

[
(p1 − p2)

2 + p1p2

]
e
(4)
3 t3∏4

i=1 (1− (p1 − p2)ait− p1p2a2i t
2)

−
(p1 − p2)

[
(p1 − p2)

2 + 2p1p2

]
e
(4)
4 t4∏4

i=1 (1− (p1 − p2)ait− p1p2a2i t
2)
.

3.2 les fonctions génératrices des nombres et des poly-

nômes

Dans cette partie, nous exploitons les théorèmes précédents pour dériver de nouvelles

fonctions génératrices associées aux produits des fonctions symétriques à plusieurs va-

riables. Nous nous intéressons particulièrement aux nombres de Pell–Lucas, aux poly-

nômes bivariés de Lucas ainsi qu’aux polynômes bivariés de Jacobsthal–Lucas, dont nous

établissons plusieurs propriétés génératrices.

Proposition 3.2.1. [13] Pour tout entier naturel n, la nouvelle fonction génératrice du

produit des nombres de Pell-Lucas gaussiens (p, q) et des fonctions symétriques à plu-

sieurs variables est donnée par

∞∑
n=0

Sn(E)GQp,q,nz
n =

P5(z)
4∏

i=1

(
1− 2peiz − qe2i z

2
) ,
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où

P5(z) = 2− 2ip+
(
4ip2 + 2iq − 2p

)
e
(4)
1 z

+
(
−8ip3 − 6ipq + 4p2 + 2q

)
e
(4)
2 z2

+
(
16ip4 + 16ip2q + 2iq2 − 8p3 − 6pq

)
e
(4)
3 z3

+
(
−32ip5 − 40ip3q − 10ipq2 + 16p4 + 16p2q + 2q2

)
e
(4)
4 z4.

Démonstration : On remarque que

GQp,q,n = (2− 2ip)Sn(p1 + [−p2]) +
(
i(4p2 + 2q)− 2p

)
Sn−1(p1 + [−p2]) .

Alors

∞∑
n=0

Sn(E)GQp,q,nz
n = (2− 2ip)

∞∑
n=0

Sn(E)Sn(p1 + [−p2]) z
n

+
(
i(4p2 + 2q)− 2p

) ∞∑
n=0

Sn(E)Sn−1(p1 + [−p2]) z
n

+ (2− 2ip)
1 + qe

(4)
2 z2 − 2qpe

(4)
3 z3 + q(4p2 + q)e

(4)
4 z4

4∏
i=1

(
1− 2peiz − qe2i z

2
)

+
(
i(4p2 + 2q)− 2p

)e(4)1 z − 2pe
(4)
2 z2 + (4p2 + q)e

(4)
3 z3 − 2p(4p2 + 2q)e

(4)
4 z4

4∏
i=1

(
1− 2peiz − qe2i z

2
)

=
P5(z)

4∏
i=1

(
1− 2peiz − qe2i z

2
) .

Proposition 3.2.2. [13] Pour tout n ∈ N, la fonction génératrice ordinaire du produit des

nombres de Jacobsthal gaussiens (p, q) et des fonctions symétriques à plusieurs variables
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est donnée par

∞∑
n=0

Sn(E)GJp,q,n z
n =

P6(z)
4∏

i=1

(
1− peiz − 2qe 2

i z
2
) ,

où

P6(z) =

(
3ip2q + 2iq2 − p3 − 4pq +

1

2
ip4
)
z4e

(4)
4

+

(
−2ipq + p2 + 2q − 1

2
ip3
)
z3e

(4)
3

+

(
iq − p+

1

2
ip2
)
z2e

(4)
2 +

(
1− 1

2
ip

)
ze

(4)
1 +

1

2
i.

Démonstration : On remarque queGJp,q,n =
i

2
Sn(p1 + [−p2]) +

(
1− ip

2

)
Sn−1(p1 + [−p2]) .

Alors

∞∑
n=0

Sn(E)GJp,q,nz
n =

i

2

∞∑
n=0

Sn(E)Sn(p1 + [−p2]) z
n

+

(
1− ip

2

) ∞∑
n=0

Sn(E)Sn−1(p1 + [−p2]) z
n

+
i

2

1 + 2qe
(4)
2 z2 − 2qpe

(4)
3 z3 + 2q(p2 + 2q)e

(4)
4 z4

4∏
i=1

(
1− peiz − qe2i z

2
)

+

(
1− ip

2

)
e
(4)
1 z − pe

(4)
2 z2 + (p2 + 2q)e

(4)
3 z3 − p(p2 + 4q)e

(4)
4 z4

4∏
i=1

(
1− peiz − 2qe2i z

2
)

+
P6(z)

4∏
i=1

(
1− peiz − 2qe2i z

2
) .

Proposition 3.2.3. [13] Pour tout entier naturel n, la nouvelle fonction génératrice du

produit des polynômes de Lucas bivariés et de la fonction symétrique en plusieurs va-
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riables est donnée par

∞∑
n=0

Sn(E)Ln(x, y)z
n =

e
(4)
2 (x2 + 2y)z2 + (−x3 − 3xy)z3e

(4)
3 + e

(4)
4 (x4 + 4x2y + 2y2)z4 + 2− xze

(4)
1∏4

i=1(1− xeiz − ye2i z
2)

.

Démonstration : On remarque que

Ln(x, y) = 2Sn

(
p1 + [−p2]

)
− xSn−1

(
p1 + [−p2]

)
,

Alors

∞∑
n=0

Sn(E)Ln(x, y)z
n = 2

∞∑
n=0

Sn(E)Sn

(
p1 + [−p2]

)
− x

∞∑
n=0

Sn(E)Sn−1

(
p1 + [−p2]

)

= 2
1 + ye

(4)
2 z2 − xye

(4)
3 z3 + y(x2 + y)e

(4)
4 z4∏4

i=1(1− xeiz − ye2i z
2)

− x
e
(4)
1 z − xe

(4)
2 z2 + (x3 + xy)e

(4)
3 z3 − x2(x2 + 2y)e

(4)
4 z4∏4

i=1(1− xeiz − ye2i z
2)

=
e
(4)
2 (x2 + 2y)z2 + (−x3 − 3xy)z3e

(4)
3 + e

(4)
4 (x4 + 4x2y + 2y2)z4 + 2− xze

(4)
1∏4

i=1(1− xeiz − ye2i z
2)

.

Proposition 3.2.4. [13] Pour tout entier naturel n, la nouvelle fonction génératrice ordi-

naire du produit des polynômes de Jacobsthal–Lucas bivariés et de la fonction symétrique

en plusieurs variables est donnée par

∞∑
n=0

Sn(E)jn(x, y)z
n =

(x2y2 + 4y)z2e
(4)
2 + (−x3y3 − 6xy2)z3e

(4)
3 + (x4y4 + 8x2y3

+ 8y2)z4e
(4)
4 + 2− xyze

(4)
1∏4

i=1(1− xyeiz − 2ye2i z
2)

.
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Démonstration : On remarque que

jn(x, y) = 2Sn

(
p1 + [−p2]

)
− xySn−1

(
p1 + [−p2]

)
.

Alors

∞∑
n=0

Sn(E)jn(x, y)z
n = 2

∞∑
n=0

Sn(E)Sn(p1 + [−p2])− xy

∞∑
n=0

Sn(E)Sn−1(p1 + [−p2])

= 2
1 + 2ye

(4)
2 z2 − 2y2xe

(4)
3 z3 + 2y(x2y2 + 2y)e

(4)
4 z4∏4

i=1(1− xyeiz − 2ye2i z
2)

− xy
e
(4)
1 z − xye

(4)
2 z2 + (x2y2 + 2y)e

(4)
3 z3 − xy(x2y2 + 4y)e

(4)
4 z4∏4

i=1(1− xyeiz − 2ye2i z
2)

=

(x2y2 + 4y)z2e
(4)
2 + (−x3y3 − 6xy2)z3e

(4)
3 + (x4y4 + 8x2y3

+8y2)z4e
(4)
4 + 2− xyze

(4)
1∏4

i=1(1− xyeiz − 2ye2i z
2)
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CONCLUSION

Dans ce travail, nous avons étudié certaines propriétés des fonctions symétriques ain-

si que leurs relations avec les fonctions génératrices. En utilisant ces outils, nous avons

établi plusieurs résultats concernant les nombres de Pell–Lucas, les polynômes bivariés

de Lucas et les polynômes bivariés de Jacobsthal–Lucas. Les résultats obtenus mettent en

évidence l’importance des fonctions génératrices dans l’étude des suites récurrentes et des

polynômes associés. Ils ouvrent également des perspectives pour l’étude d’autres familles

de suites et de polynômes
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RÉSUMÉ

Ce mémoire est consacré à l’étude de quelques théorèmes fondamentaux sur les fonc-

tions symétriques et de leurs applications. Après avoir présenté les notions préliminaires

nécessaires, nous avons étudié les fonctions symétriques élémentaires et complètes ainsi

que certaines relations algébriques qui les lient. Nous avons ensuite utilisé les fonctions

génératrices comme outil principal pour établir plusieurs résultats concernant les fonctions

symétriques et leurs applications à certaines suites récurrentes et familles de polynômes.

En particulier, nous avons obtenu des fonctions génératrices associées aux nombres de

Pell–Lucas, aux polynômes bivariés de Lucas et aux polynômes bivariés de Jacobsthal–

Lucas. Les résultats obtenus mettent en évidence l’importance des fonctions symétriques

dans l’étude combinatoire et algébrique des suites et des polynômes.
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ABSTRACT

This dissertation is devoted to the study of some fundamental theorems on symmetric

functions and their applications. After presenting the necessary preliminary notions, we

investigate elementary and complete symmetric functions together with several algebraic

relations connecting them.We then use generating functions as a principal tool to establish

various results concerning symmetric functions and their applications to certain recurrent

sequences and families of polynomials. In particular, we derive generating functions asso-

ciated with Pell–Lucas numbers, bivariate Lucas polynomials, and bivariate Jacobsthal–

Lucas polynomials. The obtained results highlight the importance of symmetric functions

in the combinatorial and algebraic study of sequences and polynomials.
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ملخص

ًأݠض ࢻࣖأَ؇ وڢڎ .؇ዛኤ؇وّޚٴ٭گ ل۰ اܳٺٷ؇ޖݠ ً؇ᄴᄟوال اৎ৊ٺأܹگ۰ ا৙৑ݿ؇ݿ٭۰ ل؇ت اܳٷޙݠ ًأݥ دراݿ۰ اৎ৊ڍாணة ۱ڍه ོྥٷ؇ول
ߙߵًޔ มฆܳا ل۰ ଫଊ᛻੊اࠍ اܳأఈఃڢ؇ت وًأݥ ᄭᄥ݁Ⴄၽܳوا ا৙৑وܳ٭۰ ل۰ اܳٺٷ؇ޖݠ اᄴᄟوال درݿٷ؇ ቕ቉ اఈዳዧز۰݁، اࡺ࢘ࢦ۳٭ڎل۰ ༇຀؇واܳٷٺ اৎ৊ڰ؇۱ࡗࡲ
ل۰ اܳٺٷ؇ޖݠ ً؇ᄴᄟوال اৎ৊ٺأܹگ۰ ༇຀؇اܳٷٺ ݆݁ اܳأڎࢴࣖ ৖৑ݿٺۛݠاج ر྘ཬފ٭۰ Ⴇ၍داة اܳٺިܳ٭ڎل۰ اᄴᄟوال আॻ༟ ا؜ٺ݄ڎَ؇ ،ዻዧذ ًأڎ .؇ዛዊ྘ྲྀ
دوال আॻ༟ اࠍ੆ݱިل ቕቆ ༠؇ݬ۰، وًݱڰ۰ اࠍ੆ڎود. ݁ٺأڎدات ݆݁ و༟؇فఈఃت اܳأިدل۰ اৎ৊ٺٺ؇ܳ٭؇ت ًأݥ আॻ༟ ؇ዛኤ؇وّޚٴ٭گ
༥؇܋૭૖ިٺ؇ل– ༡ڎود و݁ٺأڎدات اৎ৊ٺ؞ଫଃات ۰ਃಮ؇਍ು Ⴄ၍ިس ܳ ༡ڎود و݁ٺأڎدات Ⴄ၍ިس ਃಸܭ–ܳ ً؊༟ڎاد ਊಾਵਦޚ۰ ّިܳ٭ڎل۰
గጻዧٺٺ؇ܳ٭؇ت ل۰ ଫଊ᛻੊واࠍ اܳٺިاڣگ٭۰ اᄴᄟراݿ۰ ሒᇭ ل۰ اܳٺٷ؇ޖݠ اᄴᄟوال أᆇᆅ٭۰ ؇ዛዀܹ༟ اৎ৊ٺۜݱܭ ༇຀؇اܳٷٺ وଫଊّز اৎ৊ٺ؞ଫଃات. ۰ਃಮ؇਍ು Ⴄ၍ިس ܳ

ا௯௫௵؇ل ۱ڍا ሒᇭ أරඝى وّأ݄٭݄؇ت ّޚٴ٭گ؇ت أ݁؇م ا௯௫௵؇ل ّڰٺں პაႰ اࠍ੆ڎود، و݁ٺأڎدات
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