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Résumé

Dans ce mémoire, nous étudions les nombres de Legendre-Stirling et une
généralisation basée sur les structures combinatoires. Nous présentons les pro-
priétés fondamentales de ces nombres ainsi que leurs liens avec les permutations
et les fonctions génératrices. Une interprétation combinatoire en termes de tri-
plets et s-uplets de permutations est également étudiée, permettant d’obtenir de
nouvelles relations et fonctions génératrices associées.

Mots-clés : Nombres de Legendre-Stirling, nombres de Stirling, permutations,
fonctions génératrices, combinatoire.



Abstract

In this thesis, we study the Legendre ?Stirling numbers and a generalization
based on combinatorial structures. We present their fundamental properties as
well as their connections with permutations and generating functions. A com-
binatorial interpretation in terms of triplets and s-tuples of permutations is also
studied, leading to new relations and associated generating functions.

Keywords : Legendre-Stirling numbers, Stirling numbers, permutations, ge-
nerating functions, combinatorics.
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Introduction générale

La combinatoire constitue une branche importante des mathématiques. Elles
remontent a I’ Antiquité et se sont développées au fil du temps. Elle comporte plu-
sieurs domaines, dont la théorie des graphes, la théorie des ensembles et I'étude
des permutations et des combinaisons. La combinatoire est vaste et diversifiée et
elle occupe une place essentielle dans la résolution de ces problemes [39].

Les nombres de Stirling sont des objets combinatoires et arithmétiques
fondamentaux. C’est du mathématicien écossais James Stirling qu'’ils tirent leur
nom, lui qui les étudia au XVIII¢ siecle. On les trouve d’abord dans son Methodus
Differentialis [41]. Dans sa suite, Jordan les a étudiés dans le cadre de la théorie des
différences finies, en donnant une exposition complete de leurs propriétés prin-
cipales. Laplace et Cauchy ont donné par la suite plusieurs estimations asympto-
tiques et approximations relatives a ces nombres. Nielsen puis beaucoup d ?autres
ont poursuivi ces travaux et ont contribué au développement de la théorie des
nombres de Stirling sous ses différentes formes et généralisations. [12, 31]

Dans ce contexte, les nombres de Legendre-Stirling apparaissent comme
une généralisation remarquable des nombres de Stirling classiques. Introduits
initialement dans 1'étude des puissances des opérateurs différentiels associés aux
polyndmes de Legendre [16], ils possédent de nombreuses propriétés analogues
a celles des nombres de Stirling tout en présentant des caractéristiques combi-
natoires plus riches. L'étude de ces nombres a conduit au développement de
nouvelles interprétations combinatoires, de relations de récurrence, de fonctions
génératrices ainsi que de diverses structures énumératives associées.

L’objectif principal de ce mémoire est d’explorer les aspects combinatoires
des nombres de Legendre-Stirling et de mettre en évidence les différentes struc-
tures qui leur sont liées. Nous nous intéressons particulierement aux interpré-
tations combinatoires de ces nombres, a leurs propriétés fondamentales ainsi
qu'aux techniques énumératives permettant leur étude. Une attention particu-
liere est également accordée aux permutations de Legendre-Stirling et a certaines
de leurs généralisations, qui constituent aujourd’hui un domaine de recherche
actif en combinatoire algébrique. Dans la derniere partie de ce travail, nous
proposons une généralisation des permutations de Legendre-Stirling en introdui-
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sant les triple Legendre-Stirling permutations. Cette extension permet d’élargir
le cadre combinatoire classique et conduit a I’'obtention de nouvelles familles de
coefficients, de relations de récurrence et de fonctions génératrices. Les résultats
obtenus constituent une contribution a I'étude combinatoire de cette classe de
permutations et ouvrent la voie a de futures recherches dans ce domaine.

Ce mémoire est composé de trois chapitres :

Le premier chapitre est consacré aux notions fondamentales de la combina-
toire nécessaires a la compréhension de ce mémoire. Nous rappelons les principes
fondamentaux du dénombrement, les factorielles et les coefficients binomiaux,
puis nous introduisons les principaux objets et structures combinatoires, notam-
ment les permutations, les partitions et les fonctions symétriques. Ces concepts
constituent le cadre théorique indispensable pour les développements présentés
dans les chapitres suivants.

Le deuxiéme chapitre porte sur des outils analytiques fondamentaux en
combinatoire, notamment les fonctions génératrices,qui permettent de représen-
ter et d’étudier les suites numériques. Nous introduisons ensuite les nombres
combinatoires remarquables tels que les nombres de Stirling de premiere et de
deuxiéme espece, les nombres de Bell et les nombres d’Euler. Nous présentons
leurs propriétés principales, leurs relations de récurrence, leurs interprétations
combinatoires.

Le troisieme chapitre est étudie les différentes généralisations des nombres
de Legendre-Stirling. Apres un rappel des propriétés fondamentales et des princi-
pales structures combinatoires associées aux nombres de Legendre-Stirling, nous
nous intéressons aux généralisations obtenues a partir des triplets de permuta-
tions, en examinant les nombres, les polynomes et les interprétations combina-
toires correspondants. Nous terminons ce chapitre par 1’étude d"une généralisa-
tion de premiére espece liée aux s-uplets de permutations, ainsi que par l’analyse
des polyndmes et des fonctions génératrices qui leur sont associés.



Chapitre 1

Fondements combinatoires

L’objectif de ce chapitre est de présenter les notions combinatoires de base
nécessaires a la compréhension des notions abordées dans les chapitres suivants.
Nous introduisons d’abord les principes fondamentaux du dénombrement, puis
les factorielles et les coefficients binomiaux. Ensuite, nous étudions plusieurs
structures combinatoires classiques telles que les permutations, les partitions
d’entiers et les tableaux de Young. Enfin, nous terminons ce chapitre par une
introduction aux fonctions symétriques, qui constituent un outil essentiel dans
I’étude des polynomes et des fonctions génératrices en combinatoire.

1.1 Principe de base de dénombrement

Pour approfondir les notions abordées dans cette section et explorer les
aspects théoriques, le lecteur pourra se référer aux travaux de [3, 35, 12, 18].

1.1.1 L’addition

Définition 1.1.1 Soit S un ensemble fini et soient S1,S, ..., S, des sous-ensembles de S
tels que :

1. O Si=S,
i=1

2. S_i NS; = @, pour tout i # j.
On dit alors que les ensembles S1,S,, ..., S, forment une partition de I'ensemble S.

Principe combinatoire de la somme : Si un ensemble S peut étre divisé en plu-
sieurs parties disjointes Sq, Sy, ..., Sy, alors le nombre d’éléments dans S est égal
a la somme du nombre d’éléments dans chaque partie :

S=5+S+---+85, (1.1)

3
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Autrement dit, pour compter le nombre d’éléments possibles dans un en-
semble, on peut décomposer le probleme en cas mutuellement exclusifs, puis
additionner les résultats pour chaque cas.

1.1.2 Multiplication

Définition 1.1.2 Soient S; et S, deux ensembles, on définit le produit cartésien S; X S,
comme étant :
51X S5, = {(ll,b) | a€sS etbe Sz}

Exemple 1.1.1 Si Sy = {1, 2,3} alors,

S1x5=1{(1,1),1,2),(1,3),(2,1),(2,2),(2,3),(3,1),(3,2), (3, 3)}.

Principe combinatoire de la produit:Si Sy, S,, ..., S, des ensembles finis. Alors le
nombre total de facons de sélectionner un élément dans chacun de ces ensembles
successivement est égal au produit du nombre d’éléments de chaque ensemble :

51X 52 X -+ X Sy = [51] - S2] - ... - [Sl. (1.2)

Ceci revient a dire que s’il y a n; fagcons de compléter la tache s; et n, fagons de
compléter la taches, - - - et n, fagons de compléter la tache s, alorsily anj.n, - - - n,
fagons de compléter toutes les taches.

Remarque 1.1.1 Dans un produit cartésien, I'ordre d'un couple (a, b) est important; les
couples (a, b) et (b, a) sont différents.

1.1.3 Soustraction (principe d’inclusion exclusion)

Le principe d’inclusion-exclusion est une méthode de dénombrement per-
mettant de calculer le nombre d’éléments satisfaisant simultanément ou non cer-
taines propriétés.

Cas de deux ensembles : Soit A un ensemble fini, et soient A; et A, deux sous-
ensembles de A. Le principe d’inclusion-exclusion permet de déterminer le cardi-
nal de l'intersection de leurs complémentaires en soustrayant de |A| les cardinaux
de A; et A,, puis en réincluant le cardinal de leur intersection :

|A1 N Ayl = |A] = A = |Ag] + A1 N Ay (1.3)

Généralisation : Ce principe se généralise a une famille de n sous-ensembles
(A)1<i<n- En définissant Sy comme la somme des cardinaux de toutes les intersec-
tions de k sous-ensembles distincts, la formule s’écrit de maniére alternative :
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ATNA N NA=|Al =S+ S =S5+ + (DS +--- +(=1)"S, (1.4

Exemple 1.1.2 Dans une classe de 30 étudiants :
— 18 étudient I'anglais,
— 12 étudient I'espagnol,
— 5 étudient les deux langues.
On cherche le nombre d’étudiants qui n’étudient ni I’anglais ni l'espagnol.

On applique le principe d'inclusion-exclusion : 30 =18 — 12 +5 = 5.

Ainsi, il y a 5 étudiants qui n’étudient aucune des deux langues.

1.2 Factorielle montante et factorielle descendante

Soient x un nombre réel ou complexe et n un entier positif, on définit la
factorielle montante de x d’ordre n, notée x" [25], par :

x5:1, X"=x(x+1)---(x+n-1), sin>1. (1.5)
et la factorielle descendante de x d’ordre 1, notée x*, par :
=1, B=x(x—-1)---(x—n+1), sin>1. (1.6)

D’une maniere équivalente, on appelle la factorielle montante généralisée de x
d’ordre n et de coefficient p (p € IN), le polynéme

(xlp)a =1, (xlp)ﬁ =x(x+p)---(x+(n-1p), n=1 (1.7)

Et la factorielle descendante généralisée de x d’ordre n et de coefficient p (p € IN),
le polyndéme

(xlp)g =1, xp)r=x(x-p)---(x—=(m-1)p), n=>1 (1.8)

La relation entre la factorielle montante et la factorielle descendante est donnée

par: 3
X' =(-1)"(—x)~
1.2.1 Applications des factorielles montante et descendante

Les factorielles montante et descendante jouent un roéle fondamental en
combinatoire énumérative, notamment dans 1’étude des nombres de Stirling.
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Utilisation de la factorielle montante dans les nombres de Stirling de premiere
espece

Les nombres de Stirling de premiere espece c(n, k) apparaissent dans le dé-
veloppement de la factorielle montante :

X" = Z c(n, k)x*.
k=0

Ces nombres comptent le nombre de permutations de [1] ayant exactement
k cycles.

Exemple 1.2.1 Pourn =3, X3 = x(x + 1)(x + 2).
En développant : x> = x3 + 3x2 + 2x.
Ainsi,
¢3,3)=1, ¢(3,2)=3  ¢G,1) =2

On obtient alors :

2 =¢(3,3)2% + ¢(3,2)x% + ¢(3, Dx.

Utilisation dela factorielle descendante dans les nombres de Stirling de deuxieme
espece

Les nombres de Stirling de deuxiéme espece S(n, k) interviennent dans le dé-
veloppement des puissances ordinaires en fonction des factorielles descendantes :

X' = Z S(n, k)xk.
k=0

Les nombres S(n, k) comptent le nombre de partitions d’un ensemble de n
éléments en k sous-ensembles non vides.

Exemple 1.2.2 Pourn =3,

x> =53, xl + 5(3,2)x2 + S(3,3)x>.

Or,
S3,1) =1, 5(3,2) =3, 5(3,3) = 1.

Donc,
x> =x+3x(x — 1) + x(x — 1)(x — 2).

6
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En développant le membre de droite, on retrouve : x> = x°.

Ces développements montrent I'importance des factorielles montantes et descen-
dantes dans I’étude des nombres de Stirling et des structures combinatoires.

1.3 Coefficients binomiaux

Définition 1.3.1 Soit n,k € IN avec k < n. Le coefficient binomial est le nombre noté
V) qui égale de sous-ensembles a k éléments d’un ensemble de n éléments. La formule
explicite est donnée par

n\ _ nk k!(:ik)! si0<k<n,
kI k' o sik>nouk<0.

Ces coefficients apparaissent dans le développement de (a + b)" appelée relation du
binome de Newton qui a été découvert par Issac Newton (1646-1727) en 1676, ott a et b
sont des nombres réels ou complexe.

(@+b)" = (g)a + (’;)an—lb bt (n ! 1)ab"—1 + (Z)b - (Z)akb"‘k. (1.9)

Exemple 1.3.1 1. Pour n = 3, on écrit la formule comme suit :
(a +b)® = a° + 3a%b + 3ab® + b°.

2. Sia=1etb=1, on trouve :

Remarque 1.3.1 1. (;) = 1 car 'ensemble vide est I'unique sous-ensemble a zéro
élément.

2. () = 1 car l'ensemble lui-méme est I'unique sous-ensemble a n éléments.

3. Sik > n, (}) = 0 car il est impossible de choisir k éléments parmi un ensemble
contenant seulement n éléments.

Proposition 1.3.1 (Formule de Pascal) Le coefficient binomial satisfait la relation de
récurrence suivante :
n n—1 n-—1
= . 1.1

7
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Preuve. (}) est le nombre de sous-ensembles de [#] de cardinalité k. Ce nombre est
la somme du nombre de sous-ensembles de [n] de cardinalité k qui contiennent
le nombre 7, et du nombre de sous-ensembles de [n] de cardinalité k qui ne
contiennent pas le nombre 7.

1. Le nombre de sous-ensembles qui contiennent n est (Zj) (car si on enleve
n, il reste n — 1 éléments et il faut choisir k — 1).

2. Le nombre de sous-ensembles qui ne contiennent pas 7 est (";").

Done, (}) = (1) + (). =

Proposition 1.3.2 (Formule de Vandermonde ou Chu-Vandermonde) Le coefficient
binomial satisfait la relation suivante :

1 N B T G e

A partir de la formule de Pascal, nous pouvons construire le triangle de Pascal.
Voir la Table 1.1.

n/k{0 1 2 3 4 5 6 7 8 9
0 |1

1 |1 1

2 |1 2 1

3 /1 3 3 1

4 |11 4 6 4 1

511 5 10 10 5 1

6 |1 6 15 20 15 6 1

7 |1 7 21 3 3 21 7 1

8 |1 8 28 56 70 56 28 8 1
9 |1 9 36 84 126 126 84 36 9 1

TasLE 1.1 - Triangle de Pascal

1.4 Coefficients bi*nomiaux

Les coefficients bi*nomiaux constituent une extension naturelle des coeffi-
cients binomiaux classiques. Ils sont définis comme suit.

Soient s > 1 et n > 0 deux entiers. Pour tout entier k € {0,1,...,sn}, le

coefficient bi‘nomiaux (}), est défini comme étant le coefficient de x* dans le
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développement :

2 S\ _ ny
IT+x+x"+---+x°) —Z(k)x. (1.12)
k=0 \' /s
n\ _(n
kl, \k
(ot (}) désigne le coefficient binomial classique), et

(Z) =0 pourk>snouk<0.

Une expression en fonction des coefficients binomiaux classiques est donnée

par:
n\ _ n ]'1)'_.(]'5—1) (1.13)
(k)s j1+j2+Z"4-js=k (]1)(]2 Js
Ces coefficients vérifient les propriétés suivantes :
Symétrie

n n
o) =) 19

Relation de récurrence longitudinale

n ~(n-1
) =20 119

Relation de récurrence diagonale

n =~ (n\(k—m
(k)s ) m=0 (m)(n - m)s—l. (116)

Ces coefficients permettent de construire une généralisation du triangle de
Pascal, appelée le s-triangle de Pascal.

1.5 Objets combinatoire

En combinatoire, un objet combinatoire est une structure discréte ou dé-
nombrable que I’on construit a partir d'un ensemble d’éléments en respectant des
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n\k|{0 1 2 3 4 5
0 |1
1 |1 1
211 2 3 2 1
3113 6 7 6 3
4 |1 4 10 16 19 16
5 |1 5 15 30 45 51

TasLE 1.2 - Triangle des coefficients binomiaux (i),

regles de configurations bien précises.

1.5.1 Permutation

Pour approfondir les notions abordées dans cette section et explorer les
aspects théoriques, le lecteur pourra se référer aux travaux de [6, 9, 22, 21, 32, 38,
13].

Définition 1.5.1 Soit n € IN. Une permutation d’ordre n est une application bijective o
d’un ensemble E dans lui-méme, oii |E| = n. L'ensemble de toutes les permutations de E
est noté Sg.Le cardinal de Sg est n!. Dans le cas particulier oit E = {1,...,n}, on le note
simplement S,,.

Notation 1.5.1 La notation standard d une permutation place sur une premiere ligne les
éléments dans leur ordre naturel et sur une deuxieme ligne les images correspondantes :

1 2 3 -+ n
o(1) o(2) oB3) --- o)

Exemple 1.5.1 Soit E = {1,2,3}. Le nombre de permutations de E est 3! = 6. On a alors
[3] = {123,132,213,231, 312, 321}. Par exemple, on choisit une permutation o de [3] et
on l'écrit sous forme matricielle :
(1 23
=2 3 1)

Remarque 1.5.1 -La permutation identité, notée o, est la permutation qui conserve
chaque élément a sa position initiale :

123 - n
99=11 2 3 ... gl

10
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-Le produit de deux permutations o1 et 0, est défini par la composition des applica-
tions :
12345 (12345 (12345
25314 32541 3541 2)

-Pour déterminer I'inverse d’une permutation, il suffit d’échanger les éléments du
domaine avec leurs images. Ainsi,

12345 (12345
34521 ~\5412 3

Définition 1.5.2 Soit 0 € S,,. On définit les deux ensembles suivants :
Supp(o) ={i|o(i) #1},
Fix(o) = {i| o(i) = 1}.

L’ensemble Supp(o) est appelé le support de la permutation o, tandis que Fix(o)
désigne I'ensemble des points fixes de o.

Exemple 1.5.2 Soit
(1 2 6
7“6 4 1)

Supp(o) = {1,2,4,6}, Fix(o) = {3, 5}.

345
325

Alors,

Orbites, Décomposition en cycles

Définition 1.5.3 Soient n € IN* et ¢ € M,. Pour tout x € [n], on appelle orbite de x
sous l'action de o I'ensemble :

OW) = {o"(x) | k € Z).

Autrement dit, I'orbite de x est constituée de tous les éléments obtenus en appliquant un
nombre quelconque de fois la permutation o (ou son inverse) d x.

Exemple 1.5.3 Considérons la permutation
(1 23 4567
7715217 6 3 4)

— Pour l'élément 1 : 6(1) = 5, 0%(1) = 0(5) = 6, 5°(1) = 6(6) = 3, 6*(1) = 6(3) =
1. Donc l'orbite de 1 est

o) = {1,3,5,6} = O(3) = O(5) = O(6).

11
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() gl

1 2 3 4
~__—

Ficure 1.1 — Une 3-permutation de [4].

— Pour I'élément 2 : 6(2) = 2 et donc 6*(2) = 2 pour tout k € Z. L'orbite de 2 est
un singleton : O(2) = {2}.

— Pour l'élément 4 : 6(4) = 7 et 0*(4) = o(7) = 4. L'orbite de 4 (ou de 7) est
O4) =1{4,7}.

Ainsi, la permutation o possede exactement trois orbites :

O(1) =1{1,3,5,6}, OQ2)={2}, O4)=1{4,7}.

Définition 1.5.4 une permutation o de taille n est appelée cycle si tous les éléments de
[n] appartiennent a la méme orbite.

Exemple 1.5.4 la permutation

peut étre écrite
o =(1,2)3)4).

Cette représentation est appelée écriture en cycles. Nous conviendrons d’appeler
k-permutation toute permutation ayant k cycles.

Remarque 1.5.2 1. Le nombre de permutations de [n] a un cycle de longueur n
égale (n — 1)!.
2. Le nombre de permutations de [n] composées de k cycles disjoints égale au
nombre de Stirling de premiére espéce c(n, k).

Transpositions

Définition 1.5.5 Une transposition est une permutation qui échange exactement deux
éléments d’un ensemble fini, tous les autres éléments restant fixes. Elle correspond a un
cycle de longueur 2.

Par exemple :
2 345
4 3 2 5) = (29

;

12
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Remarque 1.5.3 Toute permutation de S, peut s’écrire comme un produit fini de trans-
positions. Cette écriture n’est pas unique.

Par exemple :

(12345

345 2 1)=(135)(24)=(13)(35)(24).

Définition 1.5.6 Une permutation est dite paire si elle peut étre écrite comme produit
d’un nombre pair de transpositions, et impaire dans le cas contraire.

Inversions

Définition 1.5.7 Soit o une permutation de {1,2,...,n}. Un couple (i, j) est appelé une
inversion si:i < j et o(i) > o(j). Le nombre d'inversions est noté inv(o).

(12345
9=15 3 2 41

(5,3),(5,2),(5,4),(5,1),3,2),(3,1),(2,1),(4,1)

Exemple 1.5.5 Soit
3
2

Les inversions sont :

Donc inv(o) = 8.

Remarque 1.5.1 Les nombres mahonienne comptent les permutations de [n] ayant exac-
tement k inversions.

Descente
Définition 1.5.8 Soito = (0(1),0(2),...,0(n)) une permutation del’ensemble{1,2,...,n}.
On appelle descent de o tout indicei € {1,...,n —1} tel que : 6(i) > o(i + 1). L'ensemble

des descentes de o est noté : Des(o) ={i € {1,...,n—1}|0(i)) > o(i + 1)}.

Exemple 1.5.6 Soit la permutation o = (3,1,4,2).

Ona:
3>1=1i=1est une descente,
1 <4 = pas de descenteeni =2,
4 > 2 = i = 3 est une descente.
Ainsi :

Des(o) = {1,3}, |Des(o)| = 2.

13
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Remarque 1.5.2 Les nombres d'Euler A(n, k) comptent le nombre de permutations de
[1] ayant exactement k descentes.

1.5.2 Partition d’un entier

Les fondements théoriques et les notions détaillés qui structurent cette sec-
tion s’appuient largement sur la littérature suivante [22, 2, 26].

Définition 1.5.9 Soit n € IN*. Une partition de n en m parties est une suite finie
d’entiers strictement positifs A = (A1, Ay, ..., Ay), telle que

M>2A>>2A,>0 et A+A+--+A,=n

On note :

— A v n: une partition (partage) de n,

— A les parts de A,

— I(A) =1 : la longueur de la partition A,

— P(n) : I'ensemble des partitions de n,

— p(n) : le nombre de partitions de n,

— p(n, k) : le nombre de partitions de n avec exactement k parts.
Exemple 1.5.7 Les partitions de l'entier 5 sont les suivantes :

&), &1, G2, G611, 221, (211,1, 1,1,111).

avec des longueurs respectives de 1,2,2,3,3,4 et 5. On en déduit que :

P =1, p5) =2, ps(5)=2, ps5) =1, ps() =1,

ot pn(5) désigne le nombre de partitions de 5 en exactement m parties.

Partitions remarquables

On peut considérer des classes particulieres de partitions en imposant des
conditions supplémentaires sur les parts A; d"une partition.

1. Partitions a parts toutes distinctes : On note P(D, n) le nombre de parti-
tions de n dont toutes les parts sont deux a deux différentes. Par exemple:

P(D,7)=5, P(D,5) =2, P(D,4)=23.

2. Partitions en exactement k parts : On note P(n, k) le nombre de partitions
de n comportant exactement k parts.

P(n,k) = P(n - 1,k — 1) + P(n — k, k), (1.17)

14
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avec la condition initiale : Py(0) = 1.
Interprétation combinatoire : On distingue deux cas disjoints :

— Cas 1 : une des parts est égale a 1. En supprimant cette part, on
obtient une partition de n—1en k-1 parts, ce qui donne P(n—1,k—1)
possibilités.

— Cas 2: toutes les parts sont supérieures ou égales a 2. En soustrayant
1 a chaque part, on obtient une partition de n — k en k parts, ce qui
donne P(n — k, k) possibilités.

Exemple 1.5.8 On considere P(5,2), c’est-a-dire le nombre de partitions de
U'entier 5 en 2 parts positives. P(5,2) = P(4,1) + P(3,2) On calcule : P(4,1) =
1 et P(3,2)=1Donc:P(5,2) =2

3. Partitions en parts impaires : On note P(I, n) le nombre de partitions de
n dont toutes les parts sont impaires. Par exemple :

P(I,7)=5, P({,5)=2, P(,4) =3.

Remarque 1.5.4 Toute partition A = (A1, Ay, ..., Ax) de l'entier n est en correspondance
bijective avec une suite (my, my, ..., m,) € IN" vérifiant Yo im;=n.La partition peut
alors s’écrire sous la forme multiplicative : A = 1"™2" - - - n" oy m; désigne la multiplicité
de la part i.

Exemple : La partition A = (8,6,5,5,1,1,1) de 27 s’écrit :

A = 132030405261708190 ... 270

1.6 Diagrammes de ferrers

Pour une analyse plus détaillée et exhaustive, nous renvoyons le lecteur aux
ouvrages de [22, 29, 34]

Définition 1.6.1 Un diagramme de Ferrers F pour une partition A = (A1, Ay, ..., Ax) de
n est défini comme une collection de n points dans le plan avec des coordonnées entieres
(i, ), telles que :

(i,7) €F sietseulementsi 1<j<ketl<i<A;

On note :
F={({)11<i<Aj, 1<j<kh.

Définition 1.6.2 La partition conjuguée d’une partition A = (A1, Ay, ..., Ax) est la par-

tition dont le diagramme de Ferrers représente les colonnes du diagramme correspondant
a A. La notation multiplicative de la partition conjuguée est donnée par :

1l phemhs (ke — 1) g

15
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Ficure 1.3 — Le diagramme de Ferrers conjugué.

Exemple 1.6.1 Lediagramme de Ferrersassociéala partition A = (6,3, 1) et ala partition
conjuguée A = (3,2,2,1,1,1) pour n = 10 est le suivant :

1.6.1 Tableau de young

Définition 1.6.3 Une fonction T : Y(A) — [n] est une représentation d’un tableau de
Young d’une partition A qui prend des valeurs dans [n], oit (i, j) correspond a T(i, j) = T} ;.
On construit un tableau de Young a partir du diagramme de Young en remplissant ses
cases avec des éléments de 'ensemble [n]. L'indexation se fait ainsi :

T={TG,j)|1<i<I(A), 1<j<A)

Exemple 1.6.2 Le tableau de Young pour n =13 et A = (5,4,4,2,2) est :

12|13

10|11
67|89
1123|415

TasLE 1.3 — Tableau de Young standard

Définition 1.6.4 1) Un tableau de Young est dit semi-standard si les entiers placés
dans ses cases sont ordonnés de maniere croissante le long de chaque ligne et strictement
croissante le long de chaque colonne. Autrement dit, pour tout couple d’indices (i, j), on a

TG, ) <TG j+1) et TG, j)<TGE+1,)).
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2) Un tableau de Young est dit standard s'il est semi-standard et si chacun des éléments
de l'ensemble [n] apparait exactement une seule fois dans le tableau.

Exemple 1.6.3 Tableau de Young semi-standard pour n = 13 et A = (5,4, 2,2) sont :

818

414
212127
11113419

TabLE 1.4 - Tableau de Young semi-standard

1.6.2 Formule des équerres

Définition 1.6.5 [23] L'équerre associée a une case (i, j) d’un diagramme est I’ensemble
H; ; formé par la case (i, j) elle-méme, ainsi que par toutes les cases du diagramme situées
sur la méme ligne a droite de celle-ci et sur la méme colonne en dessous d’elle.

La longueur de I'équerre issue de la case (i, j) est notée h; ; et correspond au nombre
total de cases appartenant a H; j, c’est-a-dire

hi; = |H; ;.
Théoreme 1.6.1 (Formule des équerres) Soient n € IN et A une partition de n. Alors,
le nombre de tableaux de Young de forme A est donné par la formule suivante :

n!
fl=e—
H(i,j)e/\ hi,j

oit le produit porte sur toutes les cases (i, j) du diagramme de Ferrers de forme A.

Exemple 1.6.4 Pour la partition (3,2), on obtient les longueurs des équerres suivantes

On a donc
51

(3’2) = : =
f 4x3x1x2x1 >
Ainsi, il existe 5 tableaux de Young standards de forme (3, 2).
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1.7 Fonctions symétrique

Pour une analyse plus détaillée et exhaustive, nous renvoyons le lecteur aux
ouvrages de [5, 10, 11, 22, 33]

Définition 1.7.1 Soit f(x1,xy,...,x,) une fonction de n variables. On dit que f est
une fonction symétrique si elle est invariante par toute permutation de ses variables.
Autrement dit, pour toute permutation o de I'ensemble {1,2,...,n},ona:

f(xll X2, ... /xn) = f(xﬁ(l)/ xU(Z)/ o /xU(Vl))' (118)

Exemple 1.7.1 1. Soit la fonction
fx1, x2) = 520 + 251,

Ona
f(x2,x1) = xixl + Xfxz = f(x1,x2),

donc f est symétrique.

2. Soit la fonction
h(x1,x2) = x1%2 + x%.

Condition d’existence : On suppose que h est définie sur un domaine D
stable par permutation des variables, c’est-d-dire que

(x1,x2) € D = (x2,x1) € D.

Alors
h(XQ, Xl) = XoX1 + X% #* X1Xp + X% = h(xl,xz).

Donc h n'est pas symétrique.

1.7.1 Fonctions symétriques monomiale

Définition 1.7.2 Soit A = (A4, Ay, ..., Ay) une partition telle que £ < n. On appelle
fonction symétrique monomiale associée a A le polyndme m, défini par

my(xX1, X2, ..., %X,) = Zxa, (1.19)

o

oit x* = x{'x,” - - - x;" et la somme porte sur toutes les permutations distinctes de .

Exemple 1.7.2 Pourn =4,0na:

m1(4) = X1+ Xp + X3+ Xy,
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m11(4) = X1X2 + X1X3 + X1X4 + XoX3 + XoXg + X3Xy,
my(4) =2+ x5+ 23 + 13,

mi1(4) = 0.

Proposition 1.7.1 Pour tout k > 0, I'ensemble {m, | A + k} des fonctions symétriques
monomiales forme une base de Zy. De plus, on a

dim Z; = P(k),

ot P(k) désigne le nombre de partitions de k.

1.7.2 Fonctions symétriques élémentaires

Définition 1.7.3 On appelle la k-ieme fonction symétrique élémentaire la fonction définie
par
e = oA, Aoy ey A) = Z Aipl Al 0<k<n, (1.20)
ip+ip++ip=k

aveciy, iy, . ..,i, € {0,1}.

Exemple 1.7.3 Pour une équation de degré 3 (n = 3) de racines A1, A», A3, on a

e =1,

e1 = A1+ A+ Aj,

er = AMAy + AAz + AsA3,
e3 = AAxAs.

e]((3) = ek(/\l/ /\2/ A3) =

Proposition 1.7.2 Soit ef{”) la fonction symétrique élémentaire, on a :

e,((””) = Ayt e](('i)l + e,((")

et
(n—i-1)

(k=1)
v T +/\kek .

e;(cn) = /\nel(fll) + /\n—1€;(<n__12) + o+ A

Proposition 1.7.3 Les fonctions symétriques élémentaires peuvent également étre défi-
nies comme les coefficients du développement en série formelle :

(o] n

E(z) = e,((”)zk = H(l + Aiz),

k=0 i=1

avec ex(A1, Ay, ..., Ay) = 0 pour k > n.
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1.7.3 Fonctions symétriques completes

Définition 1.7.4 On appelle fonction symétrique complete de degré k, associée aux va-
riables A1, Ay, ..., Ay, la fonction définie par :

K=Y AN AL, (1.21)

i1+ip+-+ip=k

ot i1,1p,...,1, € N.

Exemple 1.7.4 Pour une équation de degré 3 (n = 3, les racines : A1, Ay, A3), ona:

hy =1,

hi = A1+ A+ Aj,

hy = A2+ A5+ A3+ MAds + Az + A4,

hy = A3+ A5+ A3+ A2A5 + A2A5 + A5Aq + AdAs + A4 + A3As + A dods.

G _
h =

Proposition 1.7.4 Soit h,((”) la fonction symétrique complete, on a :
LAY = 2, hMY + 1,
2. h;(””) = AR AR qk=2p 0y Anﬂhf{”_)l + hf{”).

n+1 n+1 "1 n+1 2

Proposition 1.7.5 Soient E(z) et H(z) deux fonctions symétriques élémentaire et com-
plete respectivement. Alors on a

E(—z) X H(z) = 1.
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Chapitre 2

Fonctions génératrices et Nombres
remarquables en combinatoire

Ce chapitre est consacré aux fonctions génératrices, un outil fondamental
pour appréhender la complexité des suites numériques. Nous explorerons ensuite
les nombres de Stirling ainsi que les nombres de Bell, indissociables de la théorie
des partitions, avant de conclure par une étude des nombres d’Euler et de leurs
propriétés remarquables.
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2.1 Fonctions génératrices

On peut voir une fonction génératrice comme un moyen élégant de regrou-
per toute une suite de nombres dans une seule expression. Plus formellement, il
s’agit d'une série formelle dont les coefficients appartiennent au corps R ou C.
Pour manipuler ces objets, on utilise une notation tres pratique : sil’on considere

la série
F =Y o

n>0

on note simplement par [x"]f(x) = a, pour extraire le coefficient associé au terme
x", pour plus de détailles voir [25, 8, 43]. Notons que 'ensemble des séries for-
melles a coefficients dans un corps forme un anneau vis-a-vis des opérations
classiques d’addition et de multiplication.

2.1.1 Fonctions génératrices ordinaire et exponentielle

Définition 2.1.1 Soit A un anneau commutatif, ayant un élément unité. Les séries
formelles a coefficients a, dans A, et en l'indéterminée x, sont les expressions suivantes :

flx) = Zanx” et g(x) = Zanz—]:.

n>0 n>0

La série formelle f(x) s’appelle fonction génératrice ordinaire.
La série formelle g(x) s’appelle fonction génératrice exponentielle.

Exemple 2.1.1 Soit
xn
exp(x) = ) =,
n=0
On voit bien que exp(x) est une fonction génératrice exponentielle de la suite constante
a, =1.

Exemple 2.1.2 — La fonction génératrice ordinaire de la suite (1,1,1,...) est :
- 1
GX)=) X'=1+X+X*+X++-- = ——.
(X) Z;, %
— La fonction génératrice ordinaire de la suite (2") est :

- 1
X)= ) 2"X"=142X+2°X>+ - 4+ 2"X" = ———.
G(X) Z 1-2X

n=0

Proposition 2.1.1 Soient A(X) la fonction génératrice ordinaire de (a,).en et B(X) la
fonction génératrice ordinaire de (by,)nen. Alors :
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A(X) + B(X) est la FGO de (a,, + by)nen.

XA(X) est la FGO de (0,a9,a4,a5, .. .).

A’(X) est la FGO de (0,a,,2a5,3as, . . .).

A(X)B(X) est la FGO de (¢y)nen 08t ¢ = Yoo Wb
(1 — X)A(X) est la FGO de (ag, a1 — ag,a, — ay, . . .).

X
f A(t) dt est la FGO de (O, ag, 2,2, .. )
0

2737
AX) — 4o

X
AX)
1-X

IR

S

est la FGO de (aq,a5,4a3, .. .).

est la FGO de (ag, a9 + a1,a0 + a1 + ay, .. .).

2.1.2 Fonction génératrice double

Définition 2.1.2 Les fonctions génératrices double ordinaire et exponentielle de la suite
(anm) avec n,m € IN sont données respectivement par :

f(t,x) = Z (Z ay mt" [ X", (2.1)

n>0 \\m>0

et

n>0 \m=>0

gt,x)=)" [Z am% % 2.2)

2.1.3 Techniques de construction d’une fonction génératrice

Construire une fonction génératrice consiste a associer a une suite (a,),>0
une série formelle qui encode les termes de la suite sous forme de coefficients. Les
étapes principales sont les suivantes [43] :

1. Identifier la suite : déterminer la relation de récurrence ou une formule
explicite de la suite (a,).

2. Choisir le type de fonction génératrice :
— Fonction génératrice ordinaire :

flx) = i a,x".

n=0
— Fonction génératrice exponentielle :

[o0]

g(x) = Zanz—j.

n=0
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3. Manipuler la série : utiliser les opérations sur les séries formelles : addi-
tion, produit, dérivation, intégration.

4. Chercher une forme fermée : simplifier la fonction génératrice afin de
faciliter I’extraction des coefficients a,,.

Méthode 1 : Par analyse directe de la suite

On écrit directement la série a partir de 1’expression explicite de a,,.

Par exemple, soit la suite a,, = n. Alors FGO se construit comme suit,

o0

flx) = an" = (1_%)2, lx] < 1.

n=0

Méthode 2 : Par relation de récurrence

Lorsque la suite (a,) dénombre une famille d’objets combinatoires (chemins,
partitions, configurations, etc.), la fonction génératrice est obtenue en associant
a chaque objet de taille n le terme a,x". On utilise la relation de récurrence pour
construire une équation sur la fonction génératrice.

Exemple 2.1.3 Soit (a,),0 la suite définie par la relation de récurrence,

a =1, a, =2a,_, n>1.

On a A(x) s’écrit comme suit,

A(X) = ag + a1x + apx* + azx® + - -
En multipliant cette série par 2x, on obtient,
2xA(x) = 2a0x + 201X + 20,0 + - -+ .
D’apres la relation de récurrence a, = 2a,_1, on déduit que,
A(x) — 2xA(x) = aq.

Comme ay = 1, il évident que,
Ax)(1—-2x) =1.

Par conséquent,

1
Ax) = ——.
W) =15
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2.2 Nombres de Stirling

2.2.1 Nombres de Stirling de premiere espece

Les nombres de Stirling de premiere espéce représentent un outil essentiel
en combinatoire énumérative. La richesse de leurs propriétés combinatoires ainsi
que leurs nombreuses applications dans divers domaines des mathématiques
en font un sujet d’étude particulierement important.Leur analyse contribue de
maniére significative au développement des aspects théoriques et appliqués des
mathématiques discretes, pour plus de détailles voir [28, 18, 41].

Définition 2.2.1 Les nombres de Stirling de premiére espece (non-signés) c(n, k) comptent
le nombre de permutations de [n] ayant exactement k cycles.

Exemple 2.2.1 Considérons 'ensemble [3] = {1,2,3}. Les permutations de [3] et leurs
décompositions en cycles sont :

(H(2)(3), (12)(3), (13)(2), (23)(1),
(123),  (132).

On observe que :
— la permutation (1)(2)(3) posséde 3 cycles;
— les permutations (12)(3), (13)(2) et (23)(1) possedent chacune 2 cycles;
— les permutations (12 3) et (13 2) possedent chacune 1 cycle.
Par conséquent,

c(3,3)=1, c(3,2) =3, c(3,1) =
Remarque 2.2.1 Dans la littérature, les nombres de Stirling de premiere espece sont

souvent notés par
s(n, k) = [Z]

Remarque 2.2.2 Les nombres de Stirling de premiére espece signés et non-signés sont
liés par la relation suivante :

s(n, k) = (=1)"*c(n, k). (2.15)

Proposition 2.2.1 Pour toutn € N*,ona:
1. s(n,0) =0ets(n,n) =1.
2. s(n,1) = (=)' (n-1).

)=
)
3. LI O[Z]

g RH
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Relation de recurrence

Le sens combinatoire des nombres de Stirling de premiere espece est relatif
a 'ensemble des permutations d"un ensemble fini.

Théoreme 2.2.1 Pour tout n € IN* et k € IN, avec k < n, le nombre de permutations
d’un ensemble a n éléments qui possédent exactement k cycles est donné par [Z] .

Preuve. On applique le principe de 1’élément distingué en considérant le dernier
élément a,, de I'ensemble A, = {a;,45, ..., a,}. Deux cas sont a envisager :

Cas 1: g, est un point fixe. Dans cette situation, on dénombre les permuta-
tions de [nn — 1] comportant k — 1cycles,ce qui correspond a c(n — 1,k — 1).

Cas 2 :a, n’est pas un point fixe. Dans ce cas, I'élément a, est inséré dans un
cycle d"une permutation de [ — 1] ayant exactement k cycles. Cette insertion peut
se faire de n — 1 manieres différentes, d’ot le terme (n — 1)c(n — 1, k).

Par conséquent, le nombre de permutations de [n] en k cycles satisfait la
relation de récurrence suivante :

cn,k)=cn—-1,k—=1)+(n—-1)c(n —1,k). (2.3)
avec les conditions initiales :

c(0,00=1 et c(n,0)=0pourn>0.

A partir de cette relation de récurrence, on peut construire le triangle des
nombres de Stirling de premiére espéce, de forme analogue a celui de Pascal.

24 50 35 10 1
120 274 225 8 15 1
720 1767 1624 735 175 21 1

n/k|0 1 2 3 4 5 6 7
0 |1

1 10 1

2 |0 1 1

3 10 2 3 1

4 10 o6 11 6 1

5 10

6 |0

7 10

TasLE 2.1 — Nombres de Stirling de premiére espéce

Définition 2.2.2 Les nombres de Stirling de premiere espéce sont les nombres qui appa-
raissent comme coefficients dans le développement de la factorielle croissante x™ selon les
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puissances de x, c’est-a-dire

X" = c(n, k) x%, (2.4)
k=0

X" =x(x+D(x+2)---(x +n-1).

Fonction génératrice

Les fonctions génératrices constituent un outil fondamental en combina-
toire. Elles permettent de traduire des problemes de dénombrement en problemes
analytiques, facilitant ainsi 1’étude des suites numériques. Pour les nombres de
Stirling de premiére espece, on distingue principalement la fonction génératrice
ordinaire et la fonction génératrice exponentielle. En raison de la nature de ces
nombires, leur fonction génératrice ordinaire possede une expression relativement
complexe.

Théoréme 2.2.2 Pour toutk € IN,ona:

[0e]

Y stn, k)’;—t _ (In@ +)" 2.5)

k!
n=k

Preuve. On détermine de deux fagons différentes le développement (formel) de
la fonction f(x, y) = (1 + x)Y en série de Taylor en y.

D’une part, d’apres la formule du bindme généralisée, on a :

ouyr=yy—-1)---(y-n+1).
Or,

donc:

En inversant les sommes :

1 +x) = Z [Z s(n, k)’;—':] W (1)

k=0 \ n=k
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D’autre part, en utilisant I’exponentielle :

(1+2)" = exp (yIn(l + ) = i (mak%))kyk. @)
k=0 )

En identifiant les coefficients de y* dans (1) et (2), on obtient :

[o¢]

X" (In(1 +x))
;s(n,k)a =

Ce qui prouve le résultat. m

Formule explicite
Théoréme 2.2.3 Pour tous n,k € N aveck <n,ona:

n! 1
k) = (1) = _ 2.6
k) = (0 Y, 26
1y, =1
ny+-+n=n

Preuve. On part de la fonction génératrice donnée par :

[o¢]

n k
3 s = 0

k!
n=k

On développe :

m

In(1 +x) = i SVl X",
m=1

Donc:

i m+ k
(In(1 + x))* = (Z Hn)i 1xm] .
m=1

En développant ce produit, on obtient :

(In(1 + x))* = Z Z (e )

_ ny .- Ny
nxk | M1t n=n
n;>1
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Comme n; + - -+ + n, = n, cela donne :

(In(1 + x)) = Z(—1)"+k Z - f'nk X",

n=k nyte-+me=n
n;>1

En divisant par k! et en identifiant avec :

i s(n, k)Z—};,

n=k

on obtient :

s(n, k) = (—1)"”‘2—:

t o tee+ng=n
n;i>1

nl...nk.

Ce qui prouve le résultat. m

2.2.2 Nombres de Stirling de deuxieme espéce

La notation des nombres de Stirling de deuxieme espéce s’est progressi-
vement imposée au cours du XIXe siecle avec le développement de 'analyse
combinatoire. Aujourd’hui, la notation S(n, k) est universellement adoptée pour
désigner le nombre de partitions d"'un ensemble a n éléments en k sous-ensembles
non vides. Cette normalisation a contribué a unifier la présentation de ces nombres
dans la littérature mathématique et a faciliter 1’étude de leurs propriétés combi-
natoires et algébriques, [42, 25].

Définition 2.2.3 Le nombre de partitions de I'ensemble [n] en k blocs est appelé le nombre
de Stirling de deuxieme espece et est noté S(n, k).

Relation de récurrence et interprétation combinatoire

Les nombres de Stirling de deuxieme espece S(n, k) vérifient la relation de
récurrence suivante :

S(n,k)y=kS(n—-1,k)+S(n-1,k-1), (2.7)
pour n > 1 etk > 1, avec les conditions initiales :

5(0,00=1, S(n,0)=0, S0,k =0.

Preuve. Soit E un ensemble de 7 éléments et soit x € E un élément fixé.
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— Premier cas : I’élément x forme un sous-ensemble a lui seul. Dans ce cas,
on partitionne les n — 1 éléments restants en k — 1 sous-ensembles, ce qui
donne :

S(n—1,k-1).

— Deuxiéme cas : I'élément x appartient a 'un des k sous-ensembles exis-
tants. On partitionne d’abord les n—1 éléments en k sous-ensembles, puis
on choisit I'un des k blocs pour y ajouter x, ce qui donne :

kS(n —1,k).

En combinant les deux cas, on obtient la relation de récurrence En se servant
de la relation de récurrence (2.7), on obtient le tableau des premieres valeurs des
nombres de Stirling de deuxiéme espece :

12 3 4 5 6 7 8 9

1

1 1

1 3 1

1 7 6 1

1 15 25 10 1
1 31 90 65 15 1

1 63 301 350 140 21 1

1 127 966 1701 1050 266 28 1
1 255 3025 7770 6951 2646 462 36 1

@OO\”IO\U'IH;QJNHO%
OO OO OO OO OO

TaBLE 2.2 — Nombres de Stirling de deuxiéme espece.

Définition 2.2.4 Les nombres de Stirling de deuxiéme espece, notés S(n, k), sont définis
comme les coefficients apparaissant dans le développement de la puissance ordinaire x"
sur la base des factorielles décroissantes. Plus précisément,

X" = Z S(n, k) 2, (2.8)
k=0
olt
E=xx-1)x=2)---(x—k+1)

désigne la factorielle décroissante d’ordre k.

Exemple 2.2.2 Pour n = 4, la relation(2.8) donne

x* = 5(4,1)xt + S(4,2)x% + S(4,3)x2 + S(4, 4)x%.
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Comme
54,1)=1, 54,2)=7, 5(4,3) =6, 5(4,4)=1,

on obtient
xt =l + 72 + 622 + 2,

Cet exemple illustre le role des nombres de Stirling de deuxiéme espece comme coefficients
de changement de base entre les puissances ordinaires et les factorielles décroissantes.

Formules explicites

Théoreme 2.2.4 Pour tous n,k € IN avec k < n, les nombres de Stirling de seconde
espece admettent la formule explicite suivante :

1 - i k 11
S(n,k) = 5 Z(—l) (i)(k— iy,
" i=0

Preuve. On part de la fonction génératrice exponentielle :

I k) r_¢@ _1)k

n>k

En utilisant la formule du bindme de Newton, on obtient :

5 [k
(€ —1)f = Z (i)(_l)ie(k—i)x.

i=0

Donc:

x _ 1)k k k ) )
(6 . ) — %Z(i)(_l)ze(k—z)x.

i=0

Or, on sait que :
(k—z)x _ Z (k B l)n

Ainsi :

-1 (1w, (K, )«
=z[—!;<—1>(i)<k—z>]%

n=0 ’

En identifiant avec :

Y s, k)Z—]:,
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on obtient :

I, K, .
S(n,k) = Z(‘l) (i)(k — iy,
T i=0

Ce qui prouve le résultat. m

Fonctions génératrices

Les {Z} ont pour fonction génératrice double :

Z {Z} Z—T;uk = exp (u(e* - 1)).

n,k>0

Pour fonction génératrice ordinaire :

k
e 1
Z{Z}x kzgl—jx'

n=k

Et pour fonction génératrice exponentielle :

riE-et

n>k

2.3 Nombres et polynomes de Bell

(2.9)

(2.10)

(2.11)

Les nombres de Bell et les polyndmes de Bell sont des outils mathématiques
fondamentaux en combinatoire. Ils permettent de compter les facons de regrouper

des objets. Pour les lecteurs qui sont intéressés voir [30, 36] .

Définition 2.3.1 Pour tout entier n > 1, les nombres de Bell, notés ®,,, sont le nombre
total de partitions de I’ensemble [n]. Ils sont également définis comme étant la somme des

nombres de Stirling de deuxiéme espece :

S

Exemple 2.3.1 @, = 1, car la seule partition de @ est {@}.
@y =1, car la seule partition de {1} est {{1}}.

@, = 2, car les partitions de {1, 2} sont
{1}, 1211, (1,21},
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@5 =5, car les partitions de [1, 3] sont

{{{1}, {2}, (31}, {1, 2}, {31}, ({1, 3}, {2}, {{2, 3}, {1}}, {{1, 2, 3}}}-

2.3.1 Relation de récurrence

Les nombres de Bell vérifient la relation de récurrence suivante :
= (n
ou =2 o
k=0

Pour établir cette relation, considérons un entier n > 0 et dénombrons les partitions
de I'ensemble [n + 1]. Soit k le nombre d’éléments de [n] appartenant au méme
bloc que 1'élément n + 1 pour 0 < k < n. Le choix de ces k éléments parmi les
n éléments de [n] peut étre effectué de (}) facons. Une fois ce bloc fixé, il reste
n — k éléments a partitionner. Par définition des nombres de Bell, le nombre de
partitions possibles de ces 1 —k éléments est égal a ¢,,_¢. Par conséquent, pour une
valeur donnée de k, le nombre de partitions de [n + 1] est (})¢,—«. En sommant sur
toutes les valeurs possibles de k, on obtient

= (n
Pri1= Y (k)¢n_k.
k=0
En effectuant le changement d’indice j = n — k, il vient
~( n
¢n+1 = Z (n _ ])(;D]
j=0
Comme (n’ij) = (']1), on en déduit finalement la relation de récurrence

bra=Y) (’,Z)@.

=0

Les premieres valeurs de ces nombres sont données dans le tableau suivant :

2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12
2 5 15 52 203 877 4140 21147 115975 678570 4213597

Pn

TaBLE 2.3 — Les premieres valeurs des nombres de Bell.
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2.3.2 Fonctions génératrices

Les fonctions génératrices exponentielle et ordinaire des nombres de Bell
sont données respectivement par :

x" .
; q),% =exp(e’ — 1),

k

Z Pux" = Zxk (1-jx)
0

n=>0 k>0 j=

2.3.3 Formule de Dobinski

On a la formule de Dobinski suivante :

1 k"
Pn=3 2w

k>0

Une autre formule explicite, donnée par B.N. Guo et F. Qi [27], en termes de
fonction hypergéométrique de Kummer et des nombres de Stirling de deuxieme
espece :

1y i (") .
Gn = ;( DR+ 120). 2.12)
Les polynomes de Bell ¢,(x) sont définis par :
N1
Pu(x) = kZO‘ {k}x . 2.13)

Ces polyndmes sont appelés les polyndmes de Bell a une seule variable ou poly-
nomes exponentiels.

La fonction génératrice exponentielle pour ces polynomes est la suivante :

Y qbn(x)i—n! = exp (x(¢ - 1)). (2.14)

n=0

Les premiers polyndmes de Bell sont :

Qo(x) =1, P1(x) =x, Pa(x) =x+ X2,

P3(x) = x + 3% + 23, Qua(x) = x + 7x* + 6x° + x*.
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2.4 Nombers d’Euler

Pour approfondir les notions abordées dans cette section et explorer les
aspects théoriques, le lecteur pourra se référer aux travaux de [30, 39, 20]

Définition 2.4.1 Pour tous entiers n > 1 et 0 < k < n — 1, le nombre eulérien A(n, k)
est défini comme étant le nombre de permutations o de 'ensemble {1,2,...,n} ayant
exactement k descentes, c’est-a-dire le nombre d’indices i tels que o(i) > o(i + 1).

Exemple 2.4.1 Considérons n = 3. Les permutations de Sz sont :

(1,2,3), (1,3,2), (2,1,3), (2,3,1), (3,1,2), (3,2,1).

Calculons le nombre de descentes pour chacune :

(1,2,3) : 0 descente

(1,3,2) : 1 descente
— (2,1,3) : 1 descente

(2,3,1) : 1 descente
— (3,1,2) : 1 descente
— (3,2,1) : 2 descentes

Ainsi, on obtient :
AB3,00=1, A@B,1)=4, A@G,2)=1.

2.4.1 Interprétation combinatoire

Les nombres eulériens permettent de classifier les permutations selon leur
nombre de descentes. Ainsi, pour un entier n fixé, 'ensemble des permutations
S, est partitionné en classes disjointes selon le nombre de descentes. Autrement
dit, A(n, k) représente le nombre de permutations de n éléments ayant exactement
k descentes. Ces nombres satisfont la relation de récurrence suivante :

A ky=m-k)An-1,k-1)+(k+1)A(n-1,k), (2.15)
Pour1 <net0<k<n-1,avecla condition initiale :A(1,0) = 1.

Preuve.

Cette relation admet une interprétation combinatoire naturelle en termes
de construction des permutations de S, a partir de celles de S,_;, en étudiant
I’évolution du nombre de descentes lors de 'insertion de 1'élément #.

— Premier cas : On considére une permutation de S,_; possédant exacte-
ment k descentes. Une telle permutation se décompose en k + 1 segments
croissants. Lors de l'insertion de 1'élément 1, il est possible de l'insé-
rer dans l'une des k + 1 positions de fin de ces segments sans créer de
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nouvelle descente. Ainsi, le nombre de descentes reste inchangé, Ce qui
donne :(k + 1)A(n — 1, k).

— Deuxieme cas : On considere maintenant une permutation de S,_; pos-
sédant k — 1 descentes. L'insertion de 1’élément n peut alors augmenter
le nombre de descentes d’une unité, en créant exactement une nouvelle
descente. Le nombre de positions admissibles pour une telle insertion est
égal a n —k, ce qui correspond aux positions ot1 I'élément n engendre une
nouvelle rupture dans la structure croissante de la permutation, Ce qui
donne :(n —k)A(n — 1,k - 1).

2.4.2 Fonction génératrice

Les nombres eulériens admettent une fonction génératrice exponentielle

donnée par :
1-x

2 A (x) T 0 _x

n>0
Cette fonction génératrice constitue un outil puissant pour dériver plusieurs pro-
priétés des nombres eulériens. Ces nombres A(n, k) possédent plusieurs propriétés
importantes :

— Positivité :
An,k)>0, Vn>1,0<k<n-1.

— Somme des nombres eulériens :

n—1
A(n, k) = nl.
k=0

— Symétrie :
An,ky=An,n—-1-k), 0<k<n-1.

— Structure combinatoire riche : Chaque A(n, k) compte le nombre de per-
mutations de n éléments ayant exactement k descentes.
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Chapitre

Des généralisation des nombres de
Legendre-Stirling

Dans ce chapitre, nous étudions les nombres de Legendre-Stirling en tant
que généralisation des nombres de Stirling classiques, en mettant en évidence
leurs principales propriétés algébriques et combinatoires. Nous présentons leurs
définitions pour les deux types, ainsi que leurs relations de récurrence et leurs
conditions initiales.

Nous nous intéressons également aux polyndmes associés a ces nombres
et a leur organisation en triangles combinatoires, tout en analysant leurs pro-
priétés essentielles. Enfin, nous proposons une généralisation de ces nombres en
élargissant leur structure, afin d’obtenir des résultats plus profonds en analyse
combinatoire.
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3.1 Nombres de Legendre-Stirling de premiere espece

Andrews et Littlejohn [1] introduisent les nombres de Legendre-Stirling de

premiere espece [[ k]] a travers la relation génératrice suivante :

(= Y (1) H v, (3.1)
=0

ou
(0j=x(x=-2)(x—-6)---(x—(—1))),

comme défini précédemment. Toutefois, aucune autre propriété relative a ces
nombres n’a été donnée. Dans cette section, nous établissons une définition récur-

sive des nombres [[ kH , ainsi que de proposer une interprétation combinatoire de

ces nombres.

Définition 3.1.1 Pour tout n,k € Z, on note l Z ]] les nombres de Legendre-Stirling

(sans signe) de premiere espéce, donnés par les conditions initiales :

n [0
”: O :|:| = 611,0/ l_ k ]:I = 6k,0/ (32)
et la relation de récurrence :

H’ZH:HZ:1H+n(n—1)H”;1H, (n,k € Z). (3.3)

Cette récurrence permet de construire le tableau suivant :

n\k | 0 1 2 3 4 5 6
0 |1

1 10 1

2 10 2 1

3 10 12 8 1

4 |0 144 108 20 1

5 |0 2880 2304 508 40 1

6 |0 86400 72000 17544 1708 70 1

TasLE 3.1 — Premiers nombres de Legendre-Stirling de premiere espéce.

Exemple 3.1.1 On considere le nombre de Legendre-Stirling de premieére espéce : [[g]]
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D’apres la relation de récurrence :

3] _ [[2 2

AN
2 2] 3]

Orona.[[1H:2, [[2_]:1, Donc.lz_]:2+6:8

Les nombres de Stirling de premiere espece comptent les permutations de
[n] ayant exactement k cycles. Nous terminons cette section par une interprétation
combinatoire des nombres de Legendre-Stirling de premiere espece. A cet effet, on
appelle maxima de cycle d’'une permutation les éléments maximaux de chacun de
ses cycles. A titre d’exemple, pour la permutation 7t = (5)(4, 6, 1)(9,2,3)(7, 8)(10) €
S10, exprimée en notation cyclique, les maxima de cycle sont 5, 6, 8,9 et 10.

Définition 3.1.2 Soit (111, 7o) un couple de permutations de Legendre-Stirling de taille
n. On note que :
1. Le nombre de cycles de Tty est exactement supérieur de un a celui de ;.

2. Les maximas de cycle de 1, qui sont inférieurs a n + 1 coincident exactement
avec les maximas de cycle de ;.

Théoreme 3.1.1 Soient n > 0 et 0 < k < n. Le nombre de couples de permutations de
Legendre=Stirling (11, m2) de taille n, tels que la permutation T, possede exactement k

cycles, est égal au nombre de Legendre—Stirling de premiere espece [[Z]] .

Preuve. Soit a,; le nombre de couples de permutations de Legendre-Stirling
(111, T12) de taille n tels que 7, possede exactement k cycles. On a

Ano = 611,0 et aogk = 6O,k~
II suffit donc de montrer que, pour n > O etk > 0,

Ani = n(n — 1)ay_1x + Ap-1 k-1

On distingue deux cas selon la position de 1’élément 1.

e Premier cas : 1 est un point fixe de 7,. D’apres la définition, cela équivaut a
dire que 1 est aussi un point fixe de ;. En supprimant 1 et en réindexant
les éléments restants, on obtient un couple de taille n — 1 dans lequel n,
posseéde k — 1 cycles. Réciproquement, toute telle configuration permet
de reconstruire un couple de taille n en ajoutant 1 comme point fixe. On
obtient ainsi a,_1 k-1 possibilités.

e Deuxieme cas : 1 n’est pas un point fixe de m,. On part alors d'un couple
de taille n — 1 dans lequel 7, possede k cycles. L'élément 1 peut étre
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inséré dans les cycles de mt; et 7, de n(n — 1) fagons tout en respectant les
conditions imposées. On obtient ainsi n(n — 1)a,_1 x couples.

En combinant les deux cas, on obtient la relation de récurrence annoncée. m

3.2 Nombres de Legendre-Stirling de deuxiéme es-
pece

Définition 3.2.1 Les nombres de Legendre-Stirling de la deuxiéme espéce sont notés :
{{Z}} et sont définis par :

Conditions initiales

{{g}} = Ono, {{2}} = Oko- (3.4)

Relation de récurrence

(=i} ok (3.5)

Cette récurrence permet de construire le tableau suivant :

n\k |0 1 2 3 4 5 6
0 |1

1 /0 1

2 /0 2 1

3 /0 4 8 1

4 |10 8 52 20 1

5 10 16 320 292 40 1

TasLE 3.2 — Nombres de Legendre-Stirling de deuxieme espece.

Définition 3.2.2 Soit n > 1. On considere 'ensemble

[n]2 = {11/ ]-2/ 21/ 22/ e Ny, nZ}/

qui contient deux copies distinguées de chaque entier de 1 a n. Une partition de
Legendre-Stirling de [n], en k blocs est une partition de [n], en k + 1 blocs vérifiant les
conditions suivantes :

1. Un bloc est distingué et appelé bloc zéro.

2. Le bloc zéro peut étre vide, tandis que les autres blocs sont non vides.

3. Le bloc zéro ne contient jamais les deux copies d'un méme entier.
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4. Chaque bloc non nul contient les deux copies du plus petit entier qu’il contient,
mais ne contient pas les deux copies des autres éléments.

Le nombre de telles partitions est appelé nombre de Legendre-Stirling de deuxieme

espece et est noté {{Z}} .

Exemple 3.2.1 Pourn=3etk=1,0na
[3]2 = {11/ 12/ 21/ 22/ 31/ 32}

Le bloc non nul contient 1, et 1,, ainsi qu’une seule copie de 2 et une seule copie de 3. Les
partitions possibles sont :

121,31}, {11, 12, 25, 32}} 21,32}, {11, 12, 25, 34}},

22,31}, {11, 12,24, 3}} {22, 32}, {11, 1, 24, 31 }).

(A

3.3 Polyndémes de Legendre-Stirling

Ainsi,

On peut naturellement disposer les nombres de Legendre-Stirling de pre-
miére espece sous forme triangulaire; la Figures au dessous illustre les cinq pre-
miéres lignes de ce triangle. Nous présentons dans cette section certaines proprié-
tés élémentaires des suites situées parallelement aux cotés supérieurs droits de ce
triangle.

1
2 1
12 8 1

144 108 20 1
2880 2304 508 40 1

Ficure 3.1 - Le triangle de Legendre-Stirling de premiére espece.

Théoreme 3.3.1 Pour tout entier k > 0, l’expression” " 71;1 1 H définit un polynome

1

T On note ce polynome gi(n). De plus,

en n de degré 3k, dont le coefficient dominant est
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pour tout k > 1 et tout entier n, il vérifie la relation de récurrence :
gi() = ge(n = 1) + (n = 1)1 = 2) gea(n — 1). (3.6)
Sous la condition,

gx(0) = gx(1) = - - = g(k) = gi(k + 1) = 0. 3.7)
n—-1

n—k-1
nombres de Legendre-Stirling de premiere espéce

-2l

on remplace n par n — 1 et k par n — k — 1. Ainsi,

[[/_1211H=Hﬂifzﬂ+<’“—”<ﬂ—2>[{nr_lii ]]

Or, d’apres la définition de gi(n), on reconnait

[[nﬁzzz]]:gk(n_l)’ et[[nr_lzgl]]:gk_l(n_l)_

Par conséquent,

Preuve. Par définition, on a .En utilisant la relation de récurrence des

gx(n) = gie(n = 1) + (n = 1)(n = 2)g1 (n = 1).

3.3.1 Permutation de Legendre-Stirling

Nous passons maintenant a 1’étude de la fonction génératrice de gx(n),qui
est donnée par

Gy(x) = ), guln) " (338)
n=0
D’apres (3.7) et des résultats classiques concernant les fonctions génératrices ra-
tionnelles (voir [17, Cor. 4.6], par exemple), il existe des entiers By ; tels que

2%-1

k41 ‘

x Z By 3k X’
=

(1 _ x)3k+1

Gi(x) = (3.9)

42



Table des matieéres

Dans cette section, nous donnons une interprétations combinatoires de By ;. Nous
commengons par une relation de récurrence pour Gi(x), que nous utilisons pour

obtenir une relation de récurrence pour By ;.

Théoréme 3.3.2 Ona:

1
G0 =72
et, pour tout k > 1,
X d?
G(x) = T+ E(Gk—l(x))-

Preuve. On part de la relation de récurrence :

gi(n) = gk(n =1 + (n=D(n =2) gra(n = 1), (n21).

On multiplie chaque membre par x" et on somme pourn > 1:

D g = Y guln = D" + Y (1= 1) = 2) gialn — D"

n>1 n>1 n>1

On traite chaque somme séparément.

1. Premier terme :

Z gr(n = 1x" = x Z g(n—1x" ' =x Z Fe(m)x™ = xGy(x).

n>1 n>1 m>0

2. Deuxiéme terme : Posons m = n — 1, alors

Z(n -1)(n-2) gr_1(n — 1)x" =x Z m(m — 1) gi_1(m)x™.

n>1 m=0

Or, on utilise I'identité classique :

Z m(m — 1)a,x™ = x*A”(x), ot A(x) = Z apyx™.

m>0 m>0

Donc :
E m(m — 1) gi_1(m)x™ = xZG,’{’_l(x).
m=>0

Ainsi, le deuxiéme terme devient :

x -Gy (x) = ¥°GY (%)
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On obtient :
Gi(x) = gk(0) = xGi(x) + X°G}_ (%)

Or, pour k > 1, on a gx(0) = 0, donc :

Gi(x) = xGg(x) + x3G,'<'_ 1(x).

On isole Gi(x) :
(1 - 0)Gi(x) = X°G/, (),
d’our:
'x3 144
Gk(X) = m Gk—l(x)‘
Enfin, pour k = 1, on vérifie directement que :

1
1-x

Gi() = ) gr(mx" =

n>0

Définition 3.3.1 Pour tout entier n > 1, on considere le multi-ensemble
Mn = {1/11 i12/212/- . 'Inlnlﬁ}l

dans lequel chaque entier j € {1, ...,n} apparait trois fois : deux occurrences non barrées
et une occurrence barrée. Une permutation de Legendre-Stirling de taille n est une
permutation 1 de M, telle que, pour tous indices i < j < k, si 7(i) = m(k) correspondent
aux deux occurrences non barrées d'un méme entier, alors n(j) > m(i). Par ailleurs, une
descente de 1t est tout indice i, avec 1 < i < 3n, tel que i = 3n ou bien (i) > 7(i + 1).

Théoréme 3.3.3 Le nombre de permutations de Legendre-Stirling de My ayant exacte-
ment j descentes est égal a By ;.

Preuve. Soit by ; le nombre de permutations de Legendre-Stirling de M; ayant
exactement j descentes, il suffit de montrer que by ; satisfait la méme relation de
récurrence et les mémes conditions initiales que By ;. Les deux seules permutations
de Legendre-Stirling de M; sont 111 et 111, chacune possede une seule descente,
donc by; = 261.

Supposons maintenant k > 1. Toute permutation de Legendre-Stirling de M
peut étre construite en choisissant une permutation de Legendre—Stirling de M,
en insérant k entre deux entrées, puis en insérant le couple kk entre deux entrées de
cette nouvelle permutation. On peut obtenir une permutation ayant exactement j
descentes de quatre fagons. La premiere facon consiste a choisir une permutation
de M;_; ayant j descentes, a insérer k immédiatement aprés une descente, puis a
insérer kk immédiatement apres une descente ou immédiatement avant k. Dans
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ce cas, il existe by_1,; choix pour la permutation initiale, j facons d’insérer k, et
j + 1 fagons d’insérer kk. La deuxieme fagon consiste a choisir une permutation
de M;_; ayant j — 1 descentes, a insérer k immédiatement apres une descente, et
a insérer kk immédiatement apres une non-descente, mais pas immédiatement a
gauche de k. Dans ce cas, il existe by_y ;1 choix pour la permutation initiale, j — 1
facons d’insérer k, et 3k — 1 — j fagons d’insérer kk. La troisiéme fagon consiste a
choisir une permutation de My_; ayant j — 1 descentes, a insérer k immédiatement
apres une non-descente, puis a insérer kk immédiatement apres une descente ou
immédiatement a gauche de k. Dans ce cas, il existe by-1,j-1 facons de choisir la
permutation initiale, 3k — 1 — j facons d’insérer k, et j + 1 facons d’insérer kk. La
quatrieme fagon consiste a choisir une permutation de My_; ayant j—2 descentes, a
insérer kimmédiatement aprés une non-descente, puis a insérer kk immédiatement
aprés une non-descente, mais pas immédiatement a gauche de k. Dans ce cas, il
existe by_y,;_» facons de choisir la permutation initiale, 3k — j fagons d’insérer k, et
3k — 1 — j fagons d’insérer kk. En combinant tous ces cas, on obtient :

b = j(j + Dby, + 2j(3k — 1 = fbey,j1 + 3k — /)(Bk — 1 — f)br_1 /2,

Exemple 3.3.1 Considérons le multi-ensemble
M, =1{1,1,1,2,2,2}.
En appliquant la relation de récurrence
By, = j(j + 1)Bk—1,j +2jBk—-1- j)Bk—l,j—l + Bk —j)Bk—-1- j)Bk—l,j—z,
avec les conditions initiales
B, =2, Biy =Bi1p =0,

on obtient
BZ,l = 4, lez = 24, 82’3 = 12
Par conséquent,
(B2, B2p, Bas) = (4,24,12).

Ces coefficients correspondent au nombre de permutations de Legendre—Stirling de
taille 2 possédant respectivement 1, 2 et 3 descentes, ce qui illustre la validité de la relation
de récurrence précédente.
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3.4 Généralisation des nombres de Legendre-Stirling

3.4.1 Nombres de Legendre-Stirling associés aux triplets de per-
mutations

Dans la suite de notre travail, nous passons des paires de permutations
aux triplets de permutations. Cette généralisation permet d’enrichir la structure
combinatoire considérée et d’introduire de nouveaux parametres d’analyse.

Définition 3.4.1 Pour tout n,k € Z, on note Z H les nombres de Legendre-Stirling

(sans signe) de premiere espece, donnés par les conditions initiales :

0 ;
”] 1(1) m = Ou0, H[ ) m = Oko, H Z H =0 pourk > n. (3.12)

et la relation de récurrence :

[IIZmzﬂ[Z:””+n(n—1)(n+1)[H”;1m, mkez).  (3.13)

Cette récurrence permet de construire le tableau suivant :

n\k | 0 1 2 3 4 5
0 |1

1 |0 1

2 10 6 1

3 10 144 30 1

4 |0 8640 1947 90 1

5 |0 1036800 242280 12747 210 1

TaBLE 3.3 — premiers nombres de triplets permutation de premiere espece

Définition 3.4.2 (Triplet de permutations de Legendre-Stirling) Soit n > 0. Un

triplet de permutations de Legendre-Stirling de longueur n est un triplet ordonné
(111, T2, T3), 01 Tty € Sy4o, Ty € Spyq et T3 € Sy, satisfaisant les conditions suivantes :
1. Les nombres de cycles vérifient C(rty ) =k+2,C(rp ) =k+1,C(ri3 ) = k.

2. Les maxima cycliques de 1ty strictement inférieurs a n + 2 sont exactement les
maxima cycliques de Tt;.

3. Les maxima cycliques de i, qui sont strictement inférieurs a n + 1 sont exacte-
ment les maxima cycliques de 1.

Théoreme 3.4.1 Pour tout n > 0 et tout k avec 0 < k < n, le nombre de triplet
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de permutations de Legendre-Stirling (11, 7o, m3) de longueur n dans lesquelles 3 a

exactement k cycles est Z

Preuve. Soits,  lenombre de triplet de permutations de Legendre-Stirling (711, 712, 713)
de longueur 1 dans lesquelles 713 a exactement k cycles. Il est clair que s, o = 6, et
S0k = Oro, donc en vertu de (3.2), il suffit de montrer que sin > 0 et k > 0 alors

Snk =n(n—1)(n+ 1)sy-1x + Su-1k-1-

Pour ce faire, remarquons d’abord que, par la condition (2,3) de la Définition
(3.1.2), si (11, M2, T13) est une triplet de permutations de Legendre-Stirling de lon-
gueur 1, alors 1 est un point fixe dans 7, si et seulement si c’est un point fixe dans
Ty, Ti3. Les triplet (111, 1, 13) dans lesquelles 1 est un point fixe sont en bijection
avec les triplet(oy,02,03) de longueur n — 1 dans lesquelles 03 a k — 1 cycles, en
supprimant le 1 de chaque permutation et en diminuant toutes les autres entrées
de 1. Chaque triple (73, 7, 13) dans laquelle 1 n’est pas un point fixe peut étre
construite uniquement en choisissant une triplet (01, 0,, 03) de longueur n—1 dans
laquelle o3 a k cycles, en augmentant chaque entrée de chaque permutation de
1, puis en insérant 1 apres une entrée de chaque permutation. Il y a s,_1 triplet
(01,02,03),il y an + 1 fagons d’insérer une nouvelle entrée dans o4, il y a n fagons
d’insérer une nouvelle entrée dans o5, et n—1 fagons d’insérer une nouvelle entrée
dans 03. m

Exemple 3.4.1 Considérons le cas n = 2. Pour k = 1, les triplets de permutations de
Legendre=Stirling vérifiant les conditions de la définition sont

((12)(3)(4), (12)(3), (12)),
((13)(2)(4), (13)(2), (13)),
((14)(2)(3), (14)(2), (14)),
((23)(1)(4), (23)(1), (23)),
((24)(1)(3), (24)(1), (24)),
((34)(1)(2), (34)(1), (34)).

Ainsi,

HE

Pour k = 2, il existe un unique triplet :

(HR)B)@), (DQR)A), (1)(2)).

Par conséquent,
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Exemple 3.4.2 Soit n = 3. On considere les triplets de permutations de Legendre—
Stirling
(7—(1/ Tlp, 7—(3)/

ou
1 € 55, Tih € 54, T3 € 53,

vérifiant les conditions de la définition.

Pour k = 3. Le seul triplet admissible est
(D@E®E), (HER)E®), (DR)E)).

Ainsi,

HE

Ce résultat coincide avec la relation de récurrence.

Pour k = 2. Par exemple, on obtient les triplets suivants :

((12)3)(4)(5), (12)(3)(4), (12)(3)),
((13)(2)(4)(5), (13)(2)(4), (13)(2)),
((23)(1)(4)(5), (23)(1)(4), (23)(1)),

Le nombre total de triplets admissibles est

HE

Pour k = 1. Le nombre total de triplets admissibles est

HE®

On vérifie également que cette valeur satisfait la relation de récurrence.

Par conséquent,
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HERHENHE

La suite (n, k) est entierement déterminée par une construction combinatoire; ainsi,
pour tout n, la valeur obtenue coincide avec celle générée par le code correspondant :

3.4.2 Polyndmes des nombres de Legendre-Stirling associés aux
triplets de permutations

ki 1 |lfest un polyndéme en n de
On note ce polynome g,(f)(n). Alors, pour tout

Théoréme 3.4.2 Pour tout k > 0, la quantité [[[ ) -

degré 4k dont le coefficient dominant est -
k>1lettoutneZ,ona:

4k

7P =gV -1) + (n - D)(n - 2)(n - 3) g (n - 1). (3.14)

-1 . . . .
? k-1 admet une interprétation combinatoire :
elle compte le nombre de triplets de permutations de type Legendre—Stirling satisfaisant
certaines conditions sur leurs cycles. Ainsi, l'introduction de la notation gf’)(n) ne modifie
pas la quantité étudiée; elle permet simplement de la considérer comme un polyndme en

n, tout en conservant son sens combinatoire.

Remarque 3.4.1 La quantité

Théoréme 3.4.3 Pour toutk>1,0ona
g0 =gl =@ =--- =gk +1) = gk +2) = (3.15)

Preuve. On raisonne par récurrence sur k. Pour k = 1, le résultat estimmédiat
d’apres I'expression explicite de g(3)(n).

Supposons maintenant le résultat vrai pour un certain entier k —1 > 1. En
utilisant la relation de récurrence

g =g (n =1+ (1= D(n =2 = 3) g, (1 = 1).
On obtient
g (m) = g (n=1) = (n = (n =2 = 3) g, (n = 1).
Par hypothése de récurrence,
7O =g (D) == g2 (k) =0
Ainsi,pourl1 <n<k+2,0ona 9(3) (n—1) =0, donc g; )(n) (3)(11 -1).
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Comme g]((B)(O) =0, alors

70 =92 = =gk +2) =

3.4.3 Etude combinatoire des triples de permutations

D’apres (3.15) et des résultats classiques concernant les fonctions généra-
trices rationnelles, il existe des entiers By ; tels que

3k-1
® ‘
k+1 Z Bk 4k—-2— ] X!
©)
GOx) = (1 — (3.16)

Nous donnons maintenant une interprétation combinatoire des coefficients By ;.
A cet effet, nous introduisons une nouvelle famille de permutations, que nous
appelons permutations de Legendre-Stirling triples. Comme dans le cas classique,
notre objectif est d’interpréter les coefficients By; a 'aide de la statistique des
descentes sur ces permutations.

Théoréme 3.4.4 Ona:

1
3) _
G (x) = T
et, pour tout k > 1,
4
Y c®
GP() = 7 =5(G ()
Preuve.
On a

g0(m) = g, (n = 1) + (1= 1)1 = (1 = 3) g, (1 = 1)
On multiplie chaque terme par x" et on somme pour n > 0:

Y gl mx =Y gd - 1x" + Y (1= D(n - 2)(n - 3) g (n — D"

n>0 n>0 n>0
On pose :
GO =) g "

n>0

On traite chaque terme séparément.
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— Premier terme:

Z 7P - 1)x" = xZ gV -1t = xZ gV mx" = xGP(x)

n>0 n>0 n>0

— Deuxiéme terme : Posons m = n — 1, alors :

Y (n= 1)1 = 2)(n = 3) g, (n = 1)x"

n>0

devient,
Z m(m —1)(m — 2) g(3) (m)x™
m=>0
Or,
5 & d°
Z m(m —1)(m — 2) ax™ = x° I [Z amme = X4EG,(§_)1(X)
m=>0 m>0
Ce qui donne,
G 3 d3
)(x) = xG( )(x) +xt— 7 G 1(x)
Donc :
(1 -G (x) = x* G<3>1 (x)
Finalement :

&P
6 = 75 76

Déterminer les coefficients B,(f]?

En utilisant maintenant la relation (3.16) pour éliminer G](f)(x), puis en ré-
duisant au méme dénominateur on obtient

3k—4
Z Bk 1, 4k—6-%
G) (ry — 7"
Gy () = (1 — x)i=3

En appliquant trois dérivations successives et en utilisant la régle de Leibniz,
on obtient
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3k—4
Y0+ DG+ DB,
3 @ j=1 , ]
@Gk—l(x) = (1 — X)4k_3
3k—4 .
38k =3) Y+ 1 + DB,y o 7
j=1
+ (1 _ x)4k—2
3k—4
3(4k — 3)(4k - 2) Z(] FDBY,,
+ (1 _ X)4k 1
3k—4
3
(4k — 3)(4k — 2)(4k — 1) Z B aies
+ (1 _ x)4k
Par conséquent,
d3
G(x )— 3 G (),

d’ou

3k—4
DG+ + 2B,y 6
P = =

(1 — x)4k—2
3k—4

3(4k - 3) Z( NG+ B, o
i=1

+
(1 _ x)4k—1
3k—4
3(4k — 3)(4k — 2) Z( j+ 2B, g A
j=1
+
(1 —x)%
3k—4
3
(4k = 3)(4k - 2)(4k = 1) ) BY, o x/t+
j=1
+ (1 _ x)4k+1

En utilisant ensuite(3.16) pour éliminer Gf)(x) et en multipliant les deux
membres par (1 — x)%*1/x¥*1, on obtient
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3k-1 3k—4

3 i y . 3 ;
Z Blg,ik—z—jx] = (1-x° Z JG+DG+ Z)Bl(c—)1,4k—6—jx]
= p=n

3k—4

+ 3k =3)(1 -2 Y (j+ 1 +2)BY, o 1
j=1
3k—-4
+ 3@k—amk—zxy—m§10+szMb&ﬁﬂ2
j=1
3k—-4
+ Mk—&@k—%@k—DEZBQMF&ﬁ“?
j=1

En identifiant les coefficients de x/, on obtient la relation de récurrence véri-
tiée par les coefficients Bf’;.

Définition 3.4.3 Pour chaque entier n > 1, soit
MY =1{1,1,1,1,2,2,2,2,...,n,n,n,},

dans lequel nous avons trois copies non barrées et une copie barrée de chaque entier j, avec
1 < j < n. Une triple permutation de Legendre-Stirling est une permutation 7 de MY
telle que, si i < j < k et si 1(i) et m(k) sont deux copies non barrées d’'un méme entier,
alors 1i(j) > m(i). Une descente d'une triple permutation de Legendre—Stirling Tt est un
entier i, 1 < i < 4n, tel que i = 4n ou bien 7t(i) > 7t(i + 1).

Théoreme 3.4.5 On note Bf} le nombre de triplet permutations de type Legendre—
Stirling ayant exactement j descentes.

Preuve. Soit by; le nombre de triples permutations de Legendre-Stirling de M
ayant exactement j descentes. Comme dans la preuve du Théoréme 3.2.5, il suffit
de montrer que by ; satisfait la méme relation de récurrence.

Supposons k > 1. Toute triple permutation de Legendre-Stirling de M, peut
étre obtenue en choisissant une triple permutation de Legendre-Stirling de M;_,
en insérant d’abord la copie barrée k entre deux entrées, puis en insérant le bloc
kkk entre deux entrées de cette nouvelle permutation.

Nous pouvons obtenir exactement j descentes de trois fagons.

Dans le premier cas, on choisit une permutation de M;_; ayant j descentes,
on insére k immédiatement apres une descente, puis on insere le bloc kkk im-
médiatement aprés une descente ou immédiatement avant k. Dans ce cas, il y a
bi_1,j fagons de choisir la permutation initiale, j fagons d’insérer k et j + 1 fagons
d’insérer le bloc kkk. Ainsi, on obtient j(j + 1)by_1 ;.
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Dans le deuxiéme cas, on choisit une permutation de M;_; ayant j — 1 des-
centes, on insere k immédiatement aprés une descente, puis on inseére le bloc kkk
immédiatement apres une non-descente, mais pas immédiatement a gauche de k.
Le nombre de telles constructions est 2j(4k — 1 — j)bx_1,j-1.

Dans le troisiéme cas, on choisit une permutation de M;_; ayant j — 2 des-
centes, on insére k immédiatement aprés une non-descente, puis on insére le bloc
kkk immédiatement aprés une non-descente. Le nombre total de telles construc-
tions est :

(4k — j)(4k =1 = br_1,j-2-

En combinant ces trois cas, on obtient

by = GG+ Dbiers + 2j(4k = 1= iy joa + (k= 4Kk =1 = P2

3.5 s—Legendre-Stirling de premiére espeéce

Dans cette partie, nous proposons une généralisation des nombres de Legendre-
Stirling de premiere espece en utilisant la fonction génératrice définie dans (3.8),
a laquelle on donne une récurrence et une fonction génératrice ordinaire.

©)
Définition 3.5.1 On définit les nombres s—Legendre-Stirling de premiere espéce, notés [[Z]]

pour tous entiers n, k € Z, par
Conditions initiales

Relation de récurrence

I S S R
i e R S
i=1
avec (n)z =n(n+1)---(n+1i-1).est un factoriel croissant.

Définition 3.5.2 Soit s > 2. On appelle s-uplets de permutations de type Legendre—
Stirling de longueur n tout s-uplets ordonné (my, 1y, ..., ;) vérifiant les conditions
suivantes :

1. pour tout i = 1,8, 0na T € Spyai

2. La permutation 1,4, posseéde exactement une cycle de plus que ;.

3. Les maxima des cycles de 1,1 strictement inférieurs a n+i coincident exactement
avec les maxima des cycles de ;.
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Exemple 3.5.1 Soit n = 3 et s = 2. On considere le couple de permutations (1, 12) €
S3 X S5 défini par :
m = (1)2)3), m = (12)Q3).

On vérifie les conditions :

— Le nombre de cycles :
() =3 et c(mp) =2,

donc
c(m1) = c(mz).

— Les maxima des cycles sont :
Max(nl) = {1/ 2/ 3}/ MaX(HZ) = {2/ 3}/

donc :
Max(m;) € Max(m).

Ainsi, le couple (111, Tt2) est un exemple valide de s-uplets de permutations.

Théoréme 3.5.1 Pour n > 1 et 1 < k < sn, le nombre des s-uplets de permutations

de Legendre=Stirling (11, o, ..., ) de taille n, tels que la permutation (1) possede

®)
exactement k cycles, est donné par[[;;]] .

Preuve. Soit aif?{ le nombre de permutations de Legendre-Stirling (14, 1o, . . ., 7t5)
de taille 7 tels que m; possede exactement k cycles.

On a clairement
(s)
a

_ () _
n0 — 671,0/ aO,k - 61(,0'

Ainsi, il suffit de montrer que pour n > O etk > 0,

W% = (1= D[+ 1) (ks =1 a0

Considérons un s-uplets de permutations de Legendre-Stirling (m, ..., 7)
de taille n. D’apres la condition généralisée sur les points fixes, I'élément 1 est un
point fixe de 71; si et seulement s’il est un point fixe dans toutes les permutations
T, oo ., Tls.

— Premier cas : 1 est un point fixe dans toutes les permutations. En sup-
primant 1 de chaque permutation et en diminuant de 1 toutes les autres
valeurs, on obtient un s-uplet (oy,...,0;) de taille n — 1, ot 0, possede
k — 1 cycles. Cela établit une bijection avec afle,k_l.

— Deuxiéme cas : 1 n’est un point fixe dans aucune permutation. On part
d'uns-uplets (04, ..., 0,) de taille n—1 tel que o, possede k cycles. On aug-
mente toutes les valeurs de 1, puis on insere 1 dans chaque permutation.
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Le nombre de possibilités d'insertion est : n + s — 1 choix pour 711, n choix
pour 7y, ..., n — 1 choix pour 7. Ainsi, on obtient

(n=D|n@m+1)-(n+s-1)]a .

En combinant les deux cas, on obtient

) = (n - 1)[n(n +1)---(n+s— 1)]‘1,(211( ),

3.5.1 Polyndmes et fonctions génératrices de s—permutations

L’étude des paires puis des triplets de permutations nous conduit naturel-
lement & une généralisation des objets combinatoires classiques. Dans ce cadre,
nous introduisons les polyndmes généralisés afin de décrire plus finement ces
nouvelles structures.

Théoreme 3.5.2 Soit g]((s)(n) le polynéme considéré. Pour tout k > 1 et tout n € Z, on
obtient :

g0m) = gPm-1)+ (n = 1) [(n = 2)(n = 3)....(n =5 = 1)] g (n - 1).

Dans la continuité de 1’étude des cas des paires et des triplets, nous définissons
une fonction génératrice généralisée G]((s)(x) pour les nombres de Legendre-Stirling
associés aux s-uplets de permutations,qui est donnée par Gl(f)(x) =Y.50 gl(j)( ) X"

Théoréme 3.5.3

1
GP(x) = ——
et, pour tout k > 1,
xs+2 ds+1
G = T =5 (G ().
Preuve.
Ona:

gl =gdn -1+ -1)|(n-2)(n-3)---(n-s-1)| g (n 1),
On multiplie chaque membre par x" et on somme pour n > 0:

Z g( (n)x" = Z g(s)(n — 1" + Z(n -1)n-2)---(n— 1)9(5) (n—1)x".

n>0 n>0 n>0
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On pose,
GP =) g

n>0

— Premier terme : }.,., g]((s)(n —1)x" = xG,(f)(x).
— Deuxiéme terme : Posons m = n — 1, alors

Z(n 1)---(n—s- 1)g(s) (n—1x" —me(m 1)---(m— s)g(s) (m)x™,

n>0 m=0

Or, on sait que

s+1
Z m(m —1)---(m —s)a,x™ = xs”% [Z amxm].

m=>0 m>0

Dong,

dS d5+

— s+1 (S) (5)
=Xex dx s+1 ( ) s+1 (X)
On obtient I’équation fonctionnelle suivante :

GP(x) = xGP(x) + ¥ —— 60 .

dxs+1 k-1
Doncg,
(1-20GY(x) = x* d — G(s (x).
Finalement,
6= L6 )
|
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Conclusion générale

En terme de conclusion, ce travail nous a permis de comprendre certains
pricipes de la combinatoire énumérative a travers I'étude des nombres de Stirling
et de leurs diverses généralisations. Ce parcours tire I'intention a la puissance des
fonctions génératrices et des structures combinatoires, véritables clés pour modé-
liser, comprendre et énumérer avec rigueur de vastes familles d’objets discrets.

L’étude des nombres de Legendre-Stirling a montré qu’ils constituent une
extension naturelle des nombres de Stirling classiques tout en possédant des
propriétés combinatoires particuliérement riches. Les différentes interprétations
combinatoires présentées ont permis de mieux comprendre leur structure et les
liens qu’ils entretiennent avec les permutations et les partitions.

L’un des principaux objectifs de ce mémoire était d’examiner certaines gé-
néralisations de ces nombres. Dans ce cadre, nous avons étudié les nombres de
Legendre-Stirling associés aux triplets de permutations ainsi que leurs polyndmes
etleurs fonctions génératrices. Cette approche a conduit a l’obtention de nouvelles
relations de récurrence et a 1’élaboration d’interprétations combinatoires adaptées
a ces nouvelles structures. Nous avons également étalé notre généralisation de
premiere espéce aux s-uplets de permutations, ce qui a permis d’étendre davan-
tage le cadre classique des nombres de Legendre-Stirling.

Les résultats obtenus mettent en évidence la richesse des structures étudiées
et confirment 1'intérét des généralisations combinatoires dans le développement
de nouvelles familles de nombres et de polynomes.
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