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Résumé

Ce mémoire est consacré a 'étude asymptotique de l'estimateur du quasi maxi-
mum de vraisemblance (EQMYV) pour les modéles GARCH(p,q) lorsque les innovations
suivent une loi de Cauchy. Pour cela nous avons présenté les notions fondamentales
nécessaires a cette étude (les processus stochastiques, la stationnarité, les séries chro-
nologiques, la loi de Cauchy...). Par suite, nous avons étudié le modéle de GARCH
(p,q), la stationnarité stricte, la consistance et la normalité asymptotiques de 1’estima-
teur de quasi-maximum de vraisemblance pour les parametres de modele GARCH
avec erreurs de Cauchy. En fin Une application numérique sur le modéle de GARCH
dans le logiciel R, pour confirmer les résultats théoriques obtenus par des simulations

numériques de type Monte-Carlo.

Mots clés :
Modele GARCH ,loi de Cauchy , Estimateur Quasi-Maximum de vraisemblance ,

stationnarité strict ,les séries chronologiques, consistance , Normalité asymptotique .



Abstract

This thesis is devoted to the asymptotic study of the Quasi-Maximum Likelihood
Estimator (QMLE) for GARCH(p,q) models when the innovations follow a Cauchy
distribution. To this end, we first introduce the fundamental concepts necessary for
this study (stochastic processes, stationarity, time series, the Cauchy distribution ...).
Subsequently, we study the GARCH(p,q) model, strict stationarity, consistency, and the
asymptotic normality of the QMLE for GARCH model parameters with Cauchy errors.
Finally, a numerical application of the GARCH model using the R software is carried

out to confirm the theoretical results obtained via Monte Carlo simulations.

Keywords :
GARCH model, Cauchy distribution, Quasi-Maximum Likelihood Estimator (QMLE),

strict stationarity, time series, consistency, asymptotic normality.
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Notations
(Q, A, P) espace de probabilité.
7 filtration(suite de tribu).

Ensemble et espace

IN,Z,R les entiers positifs, les entiers, les nombres réels.

R? espace euclidien de dimension d.

Fonction

y(h) la fonction d’autocovariance au retard h.

Processus
iid indépendant et identiquement distribué.

C(0,1) loi de Cauchy standard .

p-s presque stirement.

2

; variance conditionnelle.

o

Estimation
arg argument.

© ensemble des parametres.
0  élément dans l'ensemble des paramétres.
4] estimateur de 6,.

0o lavraie valeur du parametre.

Probabilité

L . .
= convergence en distribution.

P.S ~
— convergence presque sure .



Introduction

L’analyse et la prévision de la volatilité des séries financieres constituent un enjeu
majeur en économétrie et en gestion des risques. Depuis les travaux fondateurs d’Engle
(1982) sur le modele ARCH, puis leur généralisation par Bollerslev (1986) avec le
modele GARCH (Generalized AutoRegressive Conditional Heteroskedasticity), une vaste
littérature s’est attachée a modéliser la dynamique de la variance conditionnelle.Le

modéle GARCH(p,q) est défini par le systéme suivant :

X = ot€y,
4 q
2 _ 32 2
oy =w+ Z a; Xy .+ Z Bior_;s
i=1 =1

Le modele GARCH trouve de nombreuses applications dans divers domaines : en
économie (taux de chomage, inflation), en finance (cours d’action, taux d’intérét), en
écologie (pollution a I'ozone), dans le secteur des transports (trafic aérien international)
ainsi qu’en démographie. Cette large gamme d’applications justifie 'importance d" une

modélisation rigoureuse de la variance conditionnelle.

La spécification standard suppose que les innovations (ou chocs) suivent une loi
normale centrée réduite, ce qui permet d’utiliser I'estimateur du maximum de vraisem-
blance. Cependant, de nombreuses études empiriques sur les rendements financiers
révelent des queues de distribution plus épaisses que celles de la loi normale, rendant

cette hypothése inadaptée. Dans ce contexte, 1'utilisation de lois a queues lourdes, telle
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Introduction

que la loi de Cauchy, s'impose comme une alternative réaliste.

La loi de Cauchy, bien que classique en théorie des probabilités, présente une parti-
cularité remarquable : elle n"admet aucun moment d’ordre un ou supérieur. En particu-
lier, son espérance mathématique n’est pas définie. Cette singularité remet en cause la
plupart des résultats asymptotiques standards utilisés pour I'estimation des modéles
GARCH, notamment la consistance et la normalité asymptotique de l'estimateur du
maximum de vraisemblance. Dés lors, 1'estimateur du quasi-maximum de vraisem-
blance (EQMYV), qui ne nécessite pas la spécification exacte de la loi des innovations,
apparait comme une méthodologie de choix. L'estimateur du quasi-maximum de vrai-

semblance est défini par :

A 1 v
0, = arg rge%x - ; £:(0),

2
£:(0) = In(mt) + In(0:(0)) + In (1 + a;?@ ))

Le présent mémoire s’inscrit dans cette problématique. Il vise a étudier rigoureu-
sement le comportement asymptotique de 'EQMV pour un processus GARCH(p, q)
dont les innovations sont indépendantes et identiquement distribuées selon une loi de
Cauchy standard C(0, 1). Nous nous intéressons plus particulierement a trois aspects
fondamentaux : les conditions de stationnarité stricte du processus, la consistance forte

de l'estimateur, et sa normalité asymptotique.

Sur le plan théorique, nous montrons que la condition

q

p
Y (Lpe
i=1 j=1
est suffisante pour garantir I'existence d'une solution strictement stationnaire et ergo-
dique, et qu’elle est également nécessaire dans le cas particulier GARCH(1, 1). Nous
établissons ensuite la forme causale du processus et la décroissance exponentielle de

ses coefficients. Enfin, sous des hypotheses standards de compacité, d’identifiabilité et
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de stationnarité, nous démontrons que 'EQMYV est fortement consistant 6, LN 6o

n—-oo

et asymptotiquement normal (0, — 6o) LN (0,F1G(6p)F™1), ou F est la matrice

d’information et G la matrice de score.

Ce mémoire étudie principalement le QMLE pour le modele GARCH basé sur la

distribution de cauchy (0.1) organisé comme suit :

— Dans le premiere chapitre nous avons présenté des définitions principaux ,
propriétés des processus stochastiques des séries chronologiques et quelques
notions de base dans le premier chapitre.

— Dans le deuxiéme chapitre nous avons défini 1’estimateur de quasi maximum
vraisemblance. En suit, nous étudions la stationnarité stricte de processus GARCH
, La forme causale et la décroissance exponentielle. Enfin, nous prouvons la
consistance et la normalité asymptotique de cet 'estimateur.

— Dans le troisiéme chapitre, nous avons effectué une étude numérique a l'aide
de langage R pour vérifier les résultats théorique obtenus dans le deuxieme

chapitre.



Chapitre

Définitions et notations

Dans ce chapitre, nous présentons les notions fondamentales et les outils mathé-
matiques nécessaires : les processus stochastiques, la stationnarité, le bruit blanc, 1’er-
godicité et la causalité et les séries chronologiques. Ensuite, nous introduisons la loi
de Cauchy en précisant sa densité, sa fonction de répartition ainsi que ses propriétés
particuliéres. Enfin, nous rappelons les notions de maximum de vraisemblance et de
quasi-maximum de vraisemblance, qui seront utilisées dans les chapitres suivants pour

I'étude asymptotique du processus GARCH avec erreurs de Cauchy



Définitions et Notations

1.1 Processus Stochastique

Définition 1.1.1 Un processus stochastique, également appelé processus aléatoire, est une
famille de variables aléatoires (X;)er définies sur un méme espace de probabilité (QQ, F,P), a
valeurs dans un ensemble E, appelé espace d’états. Pour tout t € T, I'application w +— Xy(w)
est mesurable de (Q, ) dans (E, E). L'ensemble T représente I'ensemble des instants considérés,

et X; désigne la valeur de la variable étudiée a I'instant t.

Définition 1.1.2 (L’opérateur de retard) :

L'opérateur de retard L d’une série temporelle X; est défini par :

LX; = Xy, pourtoutt>1.

De fagon générale : I'opérateur est appliqué k fois, on obtient :

L*X, = X,

1.1.1 Stationnarité

La stationnarité joue un role central dans la théorie des processus.Elle se définit par
une série chronologique qui suppose que le comportement de la série est indépendant
du temps. De maniere plus précise, on identifie deux formes de stationnarité : au second

ordre(faible) et au sens strict(forte)

Espérance Mathématique

Définition 1.1.3 : soit X une variable aléatoire continue qui admet une densité de probabilité
frsi:
EX) = [ s < +o0
R

6



Définitions et Notations

L’espérance Mathématique de X est défini par :

Em=IX@
Q

= f xfx(x) dx
R

avec Q) I'ensemble des variable aléatoires et P la loi de probabilité

Moment d’ordre r
Définition 1.1.4 : Soit X une variables aléatoires réelle quelconque et r € IN*. On dira que la
variable aléatoire réelle X a un moment d’ordre r si X" a une espérance finie.

— Dans le cas continu :

HM=IW@
Q

= f x' fx(x) dx
R

B(X") = Z X P(X = x)).

1

— Dans le cas discret :

Et le moment d’ordre r centré est donné par :
£ = [ (c- pydp
o

- [ -
R

oit u = E{X).

Remarque 1.1.1 Nous remarquons que :

1. Le moment d’ordre O d'une variable aléatoire existe toujours et vaut

EX% =EQ1) =1.

7
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2. Le moment d’ordre 1 est I'espérance de X.

La stationnarité au sens strict (forte)

On dit que le processus x; est stationnaire au sens strict ou stationnaire au sens fort
si pour toute famille finie d’instants (ti, t, ..., t,) € T et tout entier &, la loi de probabilité

du vecteur aléatoire (x;,, xy,, ..., X;,) est la méme que celle du vecteur (x;,,,, Xt,,,, - X¢,.,,)

La stationnarité au second ordre (faible)

Un processus stochastique (X;).cr est dit stationnaire au sens faible (ou stationnaire
d’ordre deux) si ses moments d’ordre un et deux sont invariants dans le temps. si les

trois conditions sont vérifiées :

E(X;) =u<+oo, VteZ,

Var(X;) =02 < +o0, VYteZ,

Cov(Xy, Xiun) = E[(X; = )Xo — )| = y(0), VtheZ.

Note cruciale pour ce mémoire : La loi de Cauchy ne possédant ni espérance ni variance
tinies au sens classique (comme démontré a la section 1.2.3), un processus GARCH dont
les innovations suivent une loi de Cauchy ne peut jamais satisfaire les conditions de
cette stationnarité au second ordre. C’est pourquoi le recours exclusif a la stationnarité
stricte (forte) et aux outils de I'exposant de Lyapunov est théoriquement indispensable

dans notre étude.

1.1.2 Le processus bruit blanc(BB)
Définition 1.1.5 : Un processus (&;)ez est un bruit blanc , s'il satisfait les conditions suivants :

1. VteZ, TEe]=0.
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o> sih=0,
2.Vt,heZ, y.h) =Eee ] =
0 sinon.

1.1.3 Ergodicité

Définition 1.1.6 : Une suite stationnaire X; est dite ergodique si les seules variables Y = f(X)

telles que Y = TY sont presque stirement constantes.

Théoréeme 1.1.1 Soit (Xi) une suite stationnaire ergodique. Pour toute fonction f mesurable

telle que :
E[If(x0)l] < oo,

ona:

LY f%0 — E[fex)
k=1

oit la convergence a lieu presque silrement et dans L.

1.1.4 Causalité

Un processus stochastique X; est dit causal s’il existe une suite de constantes ()0

[o¢]
Xt = Z Ay Ep—k-

k=0

telle que : Y10 lay| < o0, et :

1.1.5 Classification des processus stochastique

Une variable aléatoire X associe a chaque w € () une réalisation X(w),un processus

stochastique (X;);er associe a chaque @ une fonction (ou trajectoire) (X;(w))ser :

T— E

t — Xi(w)

9
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ou E est I'espace d’arrivée des variables aléatoires X; . Passer des variables aléatoires

aux processus stochastiques revient a passer en analyse des points aux fonctions.

— Lorsque I'ensemble des temps T est au plus dénombrable (par exemple T = IN),
on parle de processus stochastiques a temps discret.
— Lorsqu’il est continu (i.e. T = [0,fy] ou T = R;), on parle de processus stochas-

tiques a temps continu.

1.1.6 Les séries chronologiques

Définition 1.1.7 La théorie des séries chronologiques (ou temporelles)est appliquée de nos
jours ,qui est actuellement utilisée dans divers domaines tels que I'économétrie, la médecine
et la démographie, pour ne mentionner qu’une petite fraction. Nous nous concentrons sur la
progression d un phénomene au fil du temps, afin de le décrire, de Iexpliquer puis de I'anticiper
dans le futur. On dispose donc d’observations a différents moments, c’est-a-dire d’une série de

valeurs numeériques indiquées par le temps.

Cette suite d’observations d une famille de variables aléatoires réelles notée (X;);co est appelée
série chronologique (ou série temporelle). Dans la suite de ce travail, nous la noterons (X;)ico

ou encore (X;, t € ©).

Objectifs principaux

L’étude des séries chronologiques constitue un outil fondamental permettant d’ana-
lyser, de décrire et d’expliquer I’évolution d'un phénoméne au cours du temps. Elle
offre également la possibilité de dégager des implications pratiques utiles a la prise
de décision, notamment dans des domaines tels que le marketing ou la gestion. Par
ailleurs, elle joue un role important dans les activités de controle et de suivi, comme la

gestion des stocks ou la surveillance des processus industriels et chimiques.

De maniére générale, ’analyse d"une série chronologique souléve plusieurs problé-

matiques liées a la nature et a la structure des données temporelles. Toutefois, I'un des

10
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objectifs majeurs de cette étude demeure la prévision, qui consiste a estimer les valeurs
futures (h = 1,2,3,...) d’'une série a partir des observations disponibles jusqu’a l'instant

T, notées T : X1, X5, ..., Xrt.

Modélisation d’une série chronologique

Un modeéle peut étre défini comme une représentation simplifiée de la réalité, dont
l'objectif est de reproduire et d’expliquer les mécanismes de fonctionnement du phé-
nomene étudié, afin d’en faciliter la compréhension et I’analyse. On distingue princi-
palement deux types de modéles :

— les modeles déterministes :relevent de la statistique descriptive et n’integrent
pas explicitement le calcul des probabilités. IlIs reposent sur I’hypothese selon
laquelle la valeur d'une série a 'instant ¢ est une fonction du temps, a laquelle
s’ajoute un terme d’erreur centré &, représentant 1’écart entre la réalité et le
modeéle : On suppose en outre que les termes d’erreur ¢; sont décorrélés. Les

deux modéles de ce type les plus usités sont les suivants :

1. le modele additif :Dans un modele additif.On suppose que les trois compo-
santes : C; tendance , S; variations saisonnieres et ¢; variations accidentelles sont

indépendantes les unes des autres.

On considere que la série X; s’écrit comme la somme des trois composantes :

Xt:Ct+Sf+€t

2. le modeéle multiplicatif : La variable X; s’écrit au terme d’erreur prés comme le

produit de la tendance et d'une composante de saisonnalité :

Xt = Zt(l + St)(l + é‘t)

— les modeles stochastiques.lIls sont du méme type que les modéles déterministes

a ceci pres que les variables de bruit €; ne sont pas iid mais possedent une

11
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structure de corrélation non nulle : €; est une fonction des valeurs passées (+

lointaines suivant le modele) et d"un terme d’erreur 7; :

€ = g(et—l/ €2,y nt)

1.2 Laloi de cauchy

La loi de Cauchy, aussi appelée loi de Lorentz dans les livres de physique, est une
loi de probabilité qui doit son nom au mathématicien frangais Augustin Louis Cauchy.
C’est une loi célebre en probabilité car elle constitue un contre-exemple important : si
une variable aléatoire X suit une loi de Cauchy, alors elle n’a pas d’espérance mathé-
matique définie. Cela signifie que la moyenne attendue de cette variable n’existe pas,

ce qui la distingue des lois plus classiques comme la loi normale.

1.2.1 Densité de probabilité

Une variable aléatoire X suit une loi de cauchy si elle est absolument continue et

admet pour densité f, : [11]

T [1 + (ﬂ)z],

24

f() =

X0 € R.

Xo : parametre de position.
a > 0 : parameétre d’échelle.
La loi de Cauchy standard correspond au cas xo =0 eta = 1.

1

f(.')C):m, —00 < X < +00,

12
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1.2.2 La fonction de répartition

La fonction de répartition d"une variable aléatoire continue X est définie par [11] :

F(x) = P(X < %)

Dans le cas de la loi de Cauchy standard (xo = 0 et @ = 1), elle est obtenue par

intégration de la densité de probabilité et s’écrit :

F(x)—fx ;dt—1+larctan(x) xeR
N o ’

La fonction F est continue et strictement croissante sur RR.

1.2.3 Moments de la loi de cauchy
L'espérance de la loi de cauchy

La loi de Cauchy n’a pas d’espérance. Démontrons dans le cas standard pour sim-

plifier les calculs (qui resteraient tout de méme valables). On a :

E(X) = ‘[ xf(x)dx = %f: 1 j_cxz dx

(ee] (o]

Or, on sait que :

X _ N 2
f:mdx—[ln(l+x)]o—ln(1+a)

et donc:

lim In(1 + 4°) = +o0

a—+0o

13
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Les intégrales qui définissent 1’espérance de cette loi ne convergent pas, de sorte

qu’une variable aléatoire de Cauchy ne possede pas d’espérance.

La variance de la loi de cauchy

La loi de Cauchy ne posseéde pas d’espérance et, par conséquent, elle n’a pas de
variance. En effet, les queues épaisses de sa densité font que les intégrales nécessaires

au calcul de la moyenne et de la variance divergent.

1.2.4 Difficultés spécifiques de la loi de Cauchy dans I’estimation des
GARCH

L’absence de moments d’ordre 1 ou supérieur brise I’architecture standard de 1'éco-
nométrie des séries temporelles du second ordre. Les théoremes centraux limites clas-
siques (TCL) ne s’appliquent pas directement aux observations brutes du processus.
L’estimation par Quasi-Maximum de Vraisemblance (EQMYV) doit donc étre rigoureu-
sement manipulée via des transformations logarithmiques stables et des propriétés de
martingales spécifiques sur la fonction de score pour restaurer la normalité asympto-

tique de l'estimateur.

1.3 Le maximum de vraisemblance

1.3.1 Estimateur

Définition 1.3.1 Une statistique k est une fonction des observations x1,x, ..., X, issues d'un

échantillon. Plus précisément, il s’agit d"une application :

k:R" — R"

14



Définitions et Notations

X1,X2, ., Xy — k(x1, %2, ..., %)

Comme les observations x1, Xz, . . . , X, sont des réalisations des variables aléatoires X1, X, . .., X,
la quantité calculée a partir des observations k(x1,xy, ..., X,) correspond a une réalisation de la

variable aléatoire k(X1, X», ..., X,).

On note généralement k, = k(x1,xy, ..., x,) la valeur observée de la statistique, tandis que

K, =k(Xy,Xa, ..., X,) désigne la variable aléatoire correspondante.

Définition 1.3.2 Un estimateur d'une grandeur O est une statistique k,, a valeurs dans l'en-
semble des valeurs possibles de 0.Une estimation de O est une réalisation k, de I'estimateur

K.

1.3.2 vraisemblance

Définition 1.3.3 On appelle fonction de vraisemblance (ou plus simplement vraisemblance)

pour I"échantillon (x1, ..., x,), la fonction du paramétre O définie par :

P(Xy =x1,..., X, =x,,0) siles X; sont discrétes
L(O;x1,...,x,) =

fxp,x,(x1, ..., xn, 0) si les X; sont continues

Dans le cas ot les variables X; sont indépendantes et identiquement distribuées (i.i.d.),

la fonction de vraisemblance se simplifie et s’écrit comme le produit des lois marginales :

[T, P(X; = x;,0) = [1i2; P(X = x;,0) siles X; sont discretes
L(O;x1,...,x,) =

[T, fr(xi, 6) =TT, f(xi, 0) si les X; sont continues

15



Définitions et Notations

fonction de log-vraisemblance

Définition 1.3.4 On appelle fonction de log-vraisemblance pour l'échantillon (xi,...,X,),

toute fonction de O définie par :
Ly(x1,...,%,;0) =log (Ly(x1,...,x,;0))

Cette fonction n’est définie que pour les valeurs de O telles que L(x1, .. .,x,; ) > 0.

Puisque la fonction logarithme népérien est strictement croissante, I’estimateur du maxi-
mum de vraisemblance (EMV), noté 0,, est celui qui maximise simultanément la vraisemblance
et la log-vraisemblance :

én = arg m@ax(L(xl, e, X, 0)).

1.3.3 l’estimateur de quasi maximum de vraisemblance

En général, la Fonction de vraisemblance exacte pour un processus X n’est souvent
pas calculable car les valeurs passées du phénomeéne (Xo, X_,...) sont généralement
inconnues. Pour pallier ce probléme, on utilise la quasi-vraisemblance, obtenue en
remplagant les observations passées par des valeurs initiales arbitraires (souvent des

7€ros).

L’estimateur de quasi-vraisemblance maximale (EQMV), noté 0,,, est alors défini

par:
0, = arg I]élgax log (QLy(X1, ..., Xn))

16



processus GARCH (p,q)avec erreurs de Cauchy :Etude asymptotique de 'EQMV

1.4 Inégalité de cauchy-schwarz

Définition 1.4.1 Soient (Uy, Uy, ..., U,) et (V1,V,,...,V,) deux suites de nombres réels ou

complexes. Alors, on a l'inégalité suivante :

1
2

1
n n 2
YV < Y |vk|2] .
k=1 k=1

i U
k=1

1.5 Convergence presque siire des variables aléatoires

Définition 1.5.1 Nous disons que la suite X,, converge presque silrement vers X si :

Ve >0, limP(sup | X — X| > e) =0.

k>n

Ceci est noté X, L x

n—+00

17



Chapitre 2

processus GARCH (p,q)avec erreurs de

Cauchy :Etude asymptotique de 'EQMV

Dans ce chapitre, nous allons traiter I’estimation des parametre d'un modele GARCH
(p,q) avec erreurs de Cauchy , la méthode de l'estimation la plus utilisée est la méthode
du quasi maximum de vraisemblance. nous commencons par établir une condition
de stationnarité stricte basée sur 'exposant de Lyapunov. Par suite nous présentons
la forme causale du processus et montrons la décroissance exponentielle de ses co-
efficients. Enfin, nous prouvons les propriétés stationnaires de QMV c’est a dire la

consistance et la normalité asymptotique de cet estimateur paramétrique.

2.1 Le modele de GARCH(p,q)

Le modéle de GARCH (p,q )(Generalized Autoregressive Conditional Heteroske-
dasticity) a été introduit ( par Bollerslev (1986) [4] est défini par :

Xy =04 & 2.1)

2 _ p 2 q 2
op = @+ Yo X+ Yo Bioy

18



processus GARCH (p,q)avec erreurs de Cauchy :Etude asymptotique de 'EQMV

avecw >0, a; 2 0, B; > 0 et (&)1cz un bruit i.i.d. de densité symétrique par rapport a 0

(par exemple Cauchy(0, 1)), non dégénéré et indépendant du passé.

2.2 Stationnarité Stricte

La définition du modele GARCH est simple mais son étude mathématique est
difficile notamment le probléme de la stationnarité ; La condition nécessaire et suffisante
pour l'existence d 'une unique solution stationnaire est due a Nelson[10] pour le modele
GARCH(1,1) et a Bougerol et Picard [3] pour le modele GARCH (p,q).On considere
d’abord le modele GARCH (1,1) qui peut étre étudié d"une maniere plus explicite que

le cas général

2.2.1 Conditions d’existence et de stationnarité stricte

i) Représentation linéaire aléatoire d’ordre 1

Une méthode essentielle pour analyser la stationnarité des modeles GARCH
consiste a les reformuler comme un systéme récurrent linéaire aléatoire d’ordre
1. Cette représentation, introduite par Philippe Bougerol en 1992 [3], permet

d’exploiter la théorie des produits aléatoires de matrices.

Proposition 2.2.1 : (Vecteur d’état) Pour un modele GARCH(p, q), on définit le vec-

teur d'état X, e R" oum=p+q:
T
— 2 2 2 2 2 2
X, = (02,08, 00,0 X, X0, X2 )

Le vecteur d’état X, satisfait une équation de récurrence linéaire aléatoire de la forme :

Xt = A(Et)Xt_l +b (22)
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— b=(w,0,...,0)" € R™ est un vecteur constant,
— Al(e;) est une matrice aléatoire de dimension m X m dépendant de &;.
Construction explicite dans le cas du modele GARCH(1,1).Dans le cas particulier oit

p=q=1,onam=2. On définit le vecteur d’état par :

Le modéle s’écrit alors :
02, = w+aX; + por,
X? = g%e?.
Ainsi, on peut écrire le systéme sous forme matricielle :

2 2
Gt+l_ ﬁ a Ot +a)

x2] (e o){x2,] |of

t t

p

Soit : Xt = A(Et)Xt_l + b,A(gt) = .
e 0

Remarque 1.1. Pour des valeurs quelconques de p et q, la matrice A(e;) possede une
structure de matrice compagnon par blocs. Sa premiere ligne contient les coefficients
Bi,--- By, a1, ..., ayLes lignes suivantes sont constituées de 1 sur la sous-diagonale,

permettant de décaler les composantes du vecteur d’état, et de O ailleurs.

ii) Processus itéré et théoreme ergodique sous-additif

Démonstration : On consideére la relation récursive suivante :

Xy =A(e)Xi1 + b

20
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Premiére itération : On a :
X1 = A(e-1)Xi 2+ b
En substituant dans I’expression de X;, on obtient :

Xi = A(e)(Aler-1)Xi2 +b) +b
= A(e)A(e-1)Xi2 + A(e)b + b

Deuxieme itération : On écrit :
Xi2 = A(e12) X3 + b
En remplagant dans I’expression précédente, il vient :

X; = A(e)Aer-1)(Aler2)Xis +b) + A(e)b +b
= A(e)A(er-1)A(e1-2)Xi—3 + A(e)A(e-1)D + A(e)b + b

En poursuivant ce procédé par récurrence, on obtient 1’expression générale sui-

t t-1 ]
H A1) | Xo + Z [ﬁ A(€t+1—k)) b
k=1 =0 \k=1

1. Propriété de sous-additivité : La suite définie par (log||A(e,) - A(e1))n=1

vante :

Xt:

possede une structure sous-additive (en espérance). Pour tous n,m > 1, on

vérifie I'inégalité suivante :

log llA(en+m) - - - A(en)ll < 10glA(ensm) - - Alens)ll + 10g 1A (eR) - - - Ale)l

En passant a 'espérance, on définit la suite u, = E[log||A(e,)---A(e1)ll] . La
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structure de la suite garantit que :

Upsm < Uy + Upy (2.3)

2. Théoreme de Exposant de Lyapunov : D’apres le théoreme ergodique
sous-additif de Kingman (1968) [8], si une suite de variables aléatoires réelles

(1n)ns>1 Vérifie la propriété (2.3).

Alors la limite suivante existe presque sirement et dans L' :

lim LE[u,] = inf 2E[u, ]
n—oo 1 n>1n

Application a notre modele : On définit :

u, = log = log llA(€x)A(€n-1) - - - AleD)ll.

[ ] Aten)
k=1

La sous-additivité de la suite (u,) découle de la propriété de la norme matri-

cielle :

||An+m|| < ||An+m o 'An+1|| : ”An o Al”
En appliquant le théoreme de Kingman [8], on obtient ]’existence de la limite :
.1 1
y = lim —Eflog||A(ex) - - A(en)ll] = inf —EllogllA(en)--- Al (24)

Cette limite y €] — oo, +o0[ est définie comme 1’exposant de Lyapunov supérieur

du produit de matrices aléatoires.

3.Condition suffisante pour GARCH(p,q) avec erreurs de Cauchy :

Proposition 2.2.2 :Soit (X;) un processus GARCH(p,q) défini par (2.1),alors, une
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condition suffisante pour l'existence d’une solution strictement stationnaire et ergo-

dique est :

De plus, dans le cas particulier GARCH(1,1), cette condition est également néces-

saire.

1. Réduction du GARCH(p,q) a une forme GARCH(1,1) dans l’espérance du
log.

D’apres la représentation vectorielle d’ordre 1 (2.2), le processus admet une

matrice aléatoire companion A(g;) de taille m = p + g telle que :

Xy =A(e) X1 + b

ol X; contient les variances conditionnelles et les carrés des observations passées.
L'exposant de Lyapunov supérieur est défini par(2.4) Par sous-multiplicativité
de la norme et par une majoration terme a terme (obtenue par inspection de la

structure bloc de A(¢;)), on montre qu’il existe une constante C > 0 telle que :

4 q
2
@I <Cle? Y ai+ ) Bl

i=1 j=1
On pose :

p q

Qrotal = Z i, ﬁtotal = Zﬁ]

i=1 j=1

Donc :

”A(gt)” <C (atottzl 5% + ﬁtoml)
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* Passage au logarithme

log lA(en)ll < log C +10g (atotar €7 + Protar)

* Sommationsurt=1an

Z log||A(ex)ll < nlog C + Z log (atoml ef + ,Bt(,ml)
=1

t=1

* Division par n

1y 1y
=) logllA(e)ll < log C+ ~ )" log (um & + o)
t=1 t=1

* Passage a la limite n — oo

Par définition de I'exposant de Lyapunov :

. 1y
y = lim - Z log[|A(en)ll p-s.
t=1

OnalogC — 0. Donc:

.1
y < lim —

n—oo 11

Zn: log (atotul & + ,Btotal) p.s.
=1

* Utilisation du théoreme ergodique

Si (&) est stationnaire et ergodique :

% Z‘ log ((Xtotal 8% + ,Btotal) % E [log (ataml e% + ‘Btoml)]

* Résultat final

y<E [108 (Oftoml 5% + ﬁtoml)]
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Remarque 2.2.1 L'inégalité ci-dessus est classique dans la théorie des produits de ma-
trices aléatoires ( Bougerol , Picard, (1992))[3]. La constante C disparait dans la limite

car logC — 0.

Ainsi, si I'espérance du membre de droite est strictement négative, alors
y < 0, ce qui garantit la stationnarité stricte et I’ergodicité d’apres le théoreme

de (Bougerol , Picard (1992))[3].
2. Calcul explicite de 1’espérance pour des erreurs de Cauchy.
On doit calculer, pour a1 > 0 et Biorar > 0 (les cas limites se traitent par

continuité) :

I(atotal/ ,Btotal) =E [log (atotal etz + ,Btotal)] s & ~ Cauchy(O, 1)

Par symétrie de la densité de Cauchy et par parité de la fonction x > o>+

Protal, ON A :

* log(@otarX® + Prota
Zf 0g(totalX” + Protal) dx.
0

I==
T 1+x2

Supposons aiotal > 0. En factorisant aota :

log (@t + fror) = log(atow) + log (xZ + _5@@).

(iotal

— [Pl .
On posea = ,/%m > 0. Alors :

2 (" log(x? +a?)
I= log(atotal) + ; \fo‘ T dx.

L'intégrale est une intégrale classique. Poura > 0, on a:

f""log(x2+a2)d ~ rlog(l + a)
: T 4= nlog(l+a).
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Justification : En dérivant par rapportaa:

00 1 2 2 00
if og(x~+a )dx _ f 2a .
da J, 1+ a2 o (T4 x2)(x? + a?)

Cette derniere intégrale se calcule par décomposition en éléments simples :

1+x2 x2+a?

2a 2a ( 1 1 )
(1+x2)(x2+a)  a2-1 '

En intégrant de 0 a oo, on obtient ;-. Puis en intégrant par rapportaa de 0 aa

00 2
et en utilisant fo kﬁ(fz)dx = 0, on obtient le résultat.
donc :
2
I = log(totar) + ;.nlog(l +a)
Ainsi :

I= log(atoalt) +2 log [1 + \/m] .
(total

On simplifie :

(ioalt T \/ ﬁtotal
V Qtotal

= log(atotal) +2 10g( Qiotal T Vﬁtotal) -2 10g( Vatotal)'

I = log(aotar) + 2 log(

Comme 2 log(v/aota1) = log(tiotar), les termes se simplifient. Il reste :
I= 2108( Qiotal T Vﬁtotal) .

On vérifie que cette formule s’étend par continuité aux cas aa = 0 ou

Biotar = 0 (en convenant que log(0) = —oo si l'autre parametre est nul). Par
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conséquent :

E [log (atotal th + ,Btotal)] =2 log( Qotal + V,Btotal) .

3. Obtention de la condition suffisante.

On a donc la majoration :
)4 = ZIOg( Qiotal + Vﬁtotal) .

Si Vaiotal + /Protal < 1, alors le membre de droite est strictement négatif (car

log(1) = 0 et log est strictement croissante). Par conséquent, y < 0.

D’apres le théoreme de Bougerol , Picard (1992[3]), cette condition garantit
'existence et 'unicité d’une solution strictement stationnaire et ergodique pour

le processus GARCH(p,q).
4. Cas GARCH(1,1) : nécessité de la condition.

Pour GARCH(1,1), on peut montrer (par des arguments plus fins de théorie
des produits de matrices aléatoires pour les matrices 2 X 2 a coefficients positifs,

cf. Furstenberg, 1963) [6] que I’exposant de Lyapunov est exactement donné par :
y = E[log(ae? + p)| = 2log(Var + /p).

Dans ce cas, y < 0 équivaut strictement a va + \/E < 1. La condition est donc

nécessaire et suffisante.
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2.2.2 Corollaire pour le cas GARCH(1,1)

On considere le processus GARCH(1, 1) défini par :

X = 0484
2 _ 2 2
oy =w+aX; | +po;,

avecw > 0, a 20,5 > 0, et (¢/)tez un bruit i.i.d. de loi de Cauchy standard C(0, 1),

indépendant du passé.
Ona:

Si Va + \/E < 1 (i.e. y < 0), alors le processus (X;) admet une unique solution

strictement stationnaire et ergodique.

Si Va+ B >1(i.e.y>0), alors:

lim o7 = +oc0 p.s.

t—+00
et par conséquent :
. 2 _
lim X{ = +cop.s.

t—+o00

Preuve du cas explosif (y > 0)
En itérant I'équation de la variance conditionnelle, on obtient pour tout t > 2:

t—2 t—1

K
(ael + ) + o7 H(aef_i +B)
-1

i=1

07 = w
k=0 i

Comme w > 0 et o% > 0, on a la minoration :

-1
o; > o3 H(aef +p)
=1
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En prenant le logarithme et en divisant par ¢ :
1 1 1<
7 log o7 > 7 log o7 + n ; log(ae? + p)

La loi forte des grands nombres (applicable car (¢;) est i.i.d.) donne :

t—1

z:10g(0a€i2 +B) —tff'—> y>0

i=1

1
:

Ainsi, 1 logo? converge p.s. vers y > 0, ce qui implique logo? — +oo p.s., et donc

2
0y = +00 p.s.

Remarque

Le caslimite Va+ \/E = 1 correspond ay = 0; le processus n’est alors pas strictement

stationnaire (comportement critique).

Sous cette forme, I'exposant de Lyapunov s’interprete comme la moyenne théo-
rique (espérance) du logarithme du facteur de contraction du systeme. Ce résultat
s’appuie sur les propriétés de convergence des équations de récurrence stochastiques

développées par Vervaat (1979) [12] et détaillées dans les travaux de Bougerol (1992)[3].

2.3 La forme causale et la décroissance exponentielle

2.3.1 Définition et démonstration de la forme causale

Définition 2.3.1 (Forme causale) La forme causale d'un processus GARCH(p, q) est don-

née par :

o? = Z X2, (2.5)
j=1

oit (1) j»1 est une suite de coefficients réels positifs.
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Preuve

1- On part du modele GARCH(p, q) (2.1), On suppose que la forme causale existe

pour les instants passés :

o0
2 2
Oy = Z Xk
k=1

2- On substitue dans I’équation GARCH :

p q 00
2 2 2
0oy =w + Z aiXt_j + Z ﬁ] Z nkXt—j—k
i=1 k=1

j=1 =

3- On réécrit la double somme comme une seule série. En posant m = j + k :

oo (min(g,m)

g
ZZﬁjnkth—j—k = Z Z Bitm-j | Xiom

j=1 k=1 m=1\ j=1
avec la convention 7ty = 0.

4- On réécrit le terme Y7 a;X?

L

p oo (min(p,m)
Yot =T Y ate

i=1 m=1 i=1

2
Xt—m

oul;,_, vaut 1sii=metO0 sinon.

5- On rassemble tous les termes :

oo (min(p,m) min(g,m)
2 _ |2
oy =w+ Z Z aili—, + Z Bimtm—i | Xi_
m=1 i=1 j=1
6- Pour obtenir une forme causale pure, on suppose w = 0 (processus centré) :
0 mln(prm) mln(‘%m)
2 _ 2
o} = Z Z aili—, + Z BiTtm—j | Xi_m
m=1 i=1 j=1
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7- On définit les coefficients m,, par la récurrence :

min(p,m) min(q, )
Ty = Z a1, + Z ﬁ]’ﬂm_]'
i=1 j=1

8- On obtient finalement la forme causale :

o0
2 _ z 2
oy = Tcth—m
m=1

2.3.2 Condition de sommabilité

Définition 2.3.2 (Condition de sommabilité) La forme causale est dite bien définie si la

série des coefficients converge :

Z 7 < o0 (2.6)
j=1

Preuve :

1- On prend 'espérance de la forme causale :

o0
2
Z X
=]

E[o?] = E

2- Par linéarité de 'espérance :

E[0?] = i nle[Xf_j]

p=
3- Si le processus est stationnaire, IE[th_].] = E[X?] = 0% (constante positive) :

]E[af] = ai Z T
j=1

31



processus GARCH (p,q)avec erreurs de Cauchy :Etude asymptotique de 'EQMV

4- o7 est une variance conditionnelle, donc son espérance doit étre finie :

5- Comme 0%, > 0, on obtient :
(o)
Z 7Zj < o0
=1

Récurrence des coefficients 7;

Proposition 2.3.1 Les coefficients 1; de la forme causale satisfont pour tout j > 1:

min(p,j) min(g, /)
T = Z Oéili:j+ Z ﬁkn]-_k (27)
i=1 k=1

preuve :

Etape 1 : On écrit 'équation GARCH(p, q) en utilisant la forme causale :

(o] p q o
2 2 2
Z T X, = @ + Z a; X, + Z B; Z nkXt—j—k
m=1 i=1 1

j=1 k=

Etape 2 : On réécrit Zle ocin_l. comme une série en Xf_m :

p oo (min(p,m)
a;X;, = Z[ Z ailizy,
=

m=1 i=1

2
Xt—m

1

Etape 3 : On réécrit la double somme comme une série en X?

ﬁonkth—j—k = Z Z Bimtn-j | X

q 00 oo (min(q,m)
j=1 k=1 m=1 j=1

Etape 4 : On suppose X; = 0 (processus centré). On identifie les coefficients de X?
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pour chaque m > 1:

min(p,m) min(g,m)
Ty = Z a1, + Z ‘B]‘ﬂm_]‘ (28)
i=1 j=1

2.3.3 Décroissance exponentielle

Sous la condition de stationnarité stricte établie dans la proposition 2.2.2, a savoir :

Ji(xi+ Jiﬁj<l
i=1 j=1

=1

Proposition 2.3.2 Soient 0 < qp < 1 et 0 < gy < 1. On définit I'ensemble[5] :

U={¢|B1+p2+ "+ Py <qol

Pour tout ¢ € U, il existe deux constantes positives Cy et C, telles que :

sup{n;, 77} < Clqé/p, Vji>0, (2.9)
¢el
et
87’(}7 871;r it
sups|—=—|,|=—I¢ < Cojg/", Vj=0. 2.10
preuve :

Preuve de la relation (2.9) par récurrence
Initialisation pouri = 0:
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A partir de la forme causale du modéle GARCH, on a :

ao
p
1- k=1 ﬁk

Tto =

Puisque Y'_ fx < go < 1, on obtient :

Ao 0
< Clqo/p = Cl

_qo_

Tip <

Ainsi, la relation (2.9) est vérifiée pour i = 0.

Hérédité :
Supposons que la relation (2.9) est vraie pour tout indice jusqu’a i, avec i > R =
max(p, q). Montrons qu’elle reste vraie pour i + 1.

D’apres la relation de récurrence des coefficients 7t; (équation (2.8) ), on a:

T[;l Y (ﬁl + ﬁz Tt IBP) ?<lka<>; 7—(;-_}&1

En appliquant I'hypothese de récurrence et le fait que Y./_, B < go, on obtient :

i+1-p)/p _ @i+1)/p
5 < qo - Cig, = Ci4,

De la méme maniére, on montre que :
n < Cogl”
i =2

Par conséquent :

sup{n;, 7/} < Cqu)/p, VYi>0
el

Ceci acheve la démonstration de (2.9).

Preuve de la relation (2.10)
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On commence par observer que pour touti > 1:

871;r o
dag

Montrons maintenant qu’il existe une constante Cs > 0 telle que :

ot

i

< i>1.1<i< 2.11
70, <G, Viz1,1<j<p (2.11)

ST . At dae OT4 4
Initialisation : Pour i < R = max(p,q), les dérivées —- sont bornées car ce sont
]

des fonctions polynomiales enay, ..., a,, 1, ..., B, a coefficients positifs, définies sur un
compact U. Donc (2.11) est vérifiée pour i < R, a condition de choisir Cs suffisamment

grand.

Hérédité : Pour i > R, en dérivant la relation de récurrence par rapport a a;, on

obtient :
ot an an;, on;
Ta; ~ P e TP g

. on
Puisque iy > 0 et

+ A . iy .
Ty 2 0 (car 7t; est un polyndme a coefficients positifs), on a :

+ +
1 dr; 1 onf
0< = < max S
nt da; T 1=m<g\m! = da;
i ] i-m )

Ainsi, siI’hypothese de récurrence est vraie pour tous les indices inférieurs a i, elle reste

vraie pour i.

On montre de maniere analogue, par récurrence, qu'il existe une constante C4 > 0

telle que :

ont _ . _
—|<Cei, Vi=21,1<j<g

9B,

Ceci acheve la démonstration de la relation (2.10).

Conclusion :

Les relations (2.9) et (2.10) sont démontrées pour tout i > 0. La condition gy < 1 garantit
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la décroissance exponentielle des coefficients m;, car qg P = (q(l)/ Y = plavec p = q(l)/ P <.
Ainsi :

T < Clpi, Yi>0

2.4 Consistance

2.4.1 Détermination de Quasi-vraisemblance

1. Densité jointe initiale Soit un échantillon de n variables aléatoires indépen-
dantes 1, ..., &, suivant une loi de Cauchy standard. En raison de I'indépendance des

variables, la fonction de densité jointe est définie par le produit des densités marginales :
fler,.. e =[] flen (2.12)
t=1

2. Changement de variable Considérons la transformation linéaire suivante pour

passer de ¢; a X; :
X;
Xt:OtEt —_— &= —
Ot

Le Jacobien de cette transformation pour chaque variable est donné par :

dgt

dX;

_ -1
=0,

JI =

3. Densité de laloi de Cauchy transformée La densité d'une loi de Cauchy standard

est f(e) = m En substituant ¢; et en multipliant par le Jacobien, la densité de X;

devient :
1

04Tt (1 + ((’;—i)z)

4. Fonction de vraisemblance et Log-vraisemblance La fonction de vraisemblance

f(xt} 0p) =
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L pour 'ensemble de I"échantillon est le produit des densités individuelles :

n

Loy, ...,00) = L[ ﬁ (2.13)

Pour faciliter I'optimisation, on applique le logarithme népérien (In) pour obtenir

wqml Es8

la log-vraisemblance :

n

InL = Z In ;2
t=1 04T (1 + %)

2
= l— In(o;) — In(nt) — In (1 + —tz)]
o

t=1 t

5. Expression finale L'expression finale de la log-vraisemblance simplifiée est :

n n 2
InL=-nin(m) - Y In() - Y ln(l ; x—;) (2.14)
t=1 t=1

O}

2.4.2 Propriété Asymptotique de la quasi vraisemblance

On considere le processus GARCH(p,q) défini en (2.1) avec des innovations (e;)
ii.d. suivant une loi de Cauchy standard C(0, 1). L'estimateur du quasi-maximum de

vraisemblance (EQMV) est donné par :

R 1 v
0, = arg max - ; £(0) (2.15)
et:
1 n
Li(6) = -= )" 6(6)
3
ou:
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2
£(0) = In(n) + In(04(0)) + In (1 + aitG)) (2.16)

etO = (w,al,...,aq,ﬁl,...,ﬁp)T €O c RMtr+a,

Hypothéses nécessaire pour la convargence d’EQMYV :

On suppose que :

H1 : © est un sous-ensemble compact de R'*#* (avec p,q > 1), contenant 6.

H2:wo > 0,a;02>0,Bj0>0et , /Z?zl Qio+ 4/ 25;1 Bio < 1 (condition de stationnarité

stricte).
H3: (¢;) estii.d. de loi de Cauchy standard C(0, 1), indépendant du passé.

H4 (Identifiabilité) : La fonction o(0) est telle que pour tout 0 € ©:

0:(0) = 0:(0p) p.s. = 0 =0

H5 : Ey,[|€(0)|] < oo pour tout 0 € O.

2.4.3 consistance

Théoréme 2.4.1 : Sous les hypotheses (H1)et(H5), I'estimateur du quasi-maximum de vrai-

semblance 0, converge presque silrement vers la vraie valeur 0 :

0, 2> 0, (2.17)

preuve :

Nous prouvons ce théoréme en deux étapes. Dans la premiere étape, une loi forte

uniforme des grands nombres sur O satisfaite par %I:n(G) qui converge vers L(0) =
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—E[{(0)] est établie. Par suite, dans la deuxiéme étape, nous prouvons que L(0) admet

un maximum unique en 6.

Etape 1: Convergence uniforme de la quasi-vraisemblance

L’objectif de cette étape est de montrer que 1'effet des valeurs initiales sur la log-
vraisemblance s’estompe uniformément sur © lorsque n — oo. Nous devons prouver

que :
sup |L,(0) — L,(6)] =

0cO® n—oo

0 (2.18)
Pour cela, nous introduisons la fonction auxiliaire & définie pour tout o > 0 par :

XZ
{(0) = In(n) + In(0) + In (1 + 0—;) (2.19)

Le terme générique de la différence |£;(0) —£,(0)| est analysé selon les points suivants :

1. Application du Théoréeme des Accroissements Finis (TAF) :
La fonction ¢ est continliment dérivable sur ]0, +oo[. D’apres le TAF, il existe un

point y; compris entre 0,(0) et 6,(0) tel que :
1(at) = €60)| = | (ye)l - low —

2. Majoration uniforme de la dérivée :

Calculons la dérivée ¢'(0) :

) 1 2X? 1 2X?
to)==-—F——5x==(1- >
o o(@®>+X) o 02+ X:
2
Puisque 0 > 0 = VWi, > 0 et que le terme ‘1 - % est toujours majoré par 1
t
2
(car 0 < oz)itxf < 1), nous obtenons :

[yl < —=M

Q=
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ot M est une constante positive finie indépendante de X2.

. Convergence de la somme :
En utilisant le caractere Lipschitzien de / et le fait que |o; — 6;| < Cp' p.s. avec

C > 0 et p €]0, 1[ (Bougerol et Picard, 1992), nous avons :

sup |£,(60) — £,(6) < Mloy(6) — 6+(0)| < MCp! (2.20)
0c®

Par conséquent :
n

5 1 > MC v
sup|L,(6) - L,(6) < - ) sup |6:(6) = 4O < — )" p'
t=1

CEC) =7 6@ n

Comme la série géométrique }, p' converge, le terme de droite converge vers 0

presque stirement lorsque n — oo.

Etape 2 : Unicité du maximum de la fonction limite L(0)

Pour prouver I’étape (2), on suppose que L(0) admet deux maximums 0 et 0, tels que

0 # 6y. Pour O e ®,ona:

L(0) = —E[{(0)]

—IE[I +1 0)) +1 (1+ X% )l
= E|In(n) + In(01(0)) + In 2(0)

D’autre paron a:

L(60) = —E[£(60)]

XZ
=E [ln(rc) + In(01(6)p)) + In (1 + )l

1
0%(90)

Alors :

L(80) — L(0) = E[£(60] — E[£(6]
= E[€(0o) - €(0)]
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On calcule £(6,) — £(0) :

Xz XZ
(60) ~ £(6) = [lnm) +1In(01(6)) + In (1 = 50))] - lln(n) +1In(0:(0)) + In (1 = ))]
o1(0 1+ ZX—%
=ln( 1 O))+ln 700
7 1+

En procédant a la réduction au méme dénominateur pour simplifier le terme rationnel,

nous obtenons :
X? 02(6p)+X2

1
L+ =@ a0 (6?(90) + X3\ (03(0)
2 deext -\ 62(0) + X2 ) \62(6)
1+ 20 20) 1 1 1

L’application des propriétés logarithmiques permet de décomposer l'expression
globale comme suit :
01(6o)

€(6,) — £(6) = ln(m) + ln(

03(6o) + X3 | a3(0)
o2(0) + X ) * “(o%(eo))

a2(0)\ _ _ 51(60) . cpe e SN
Sachant que In (—U% ( 60)) =-2 ln< 1) ), la simplification des termes conduit a la forme

finale :

2 2
£(6y) — £(6) = ln(M) Cn (01(90))

03(0) + X3 01(0)

L'unicité del’estimateur est établie par1’analyse du cas d’égalité [Eg [£(0)] = [Eg,[£(00)].

Cette condition impose que le rapport global soit égal a I'unité :

G%(Qo) + X%
03(0) + X3

Ce qui implique successivement :

a3(0) + X5 = 03(0y) + X3

05(6) = 6%(90), Py,-presque stirement.
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Sous l'hypothese d’identifiabilité H4, cette égalité des variances conditionnelles

garantit l'unicité du parametre, soit 6 = 0.

On a montré précédemment que :
Iy, 0 ps
Y 0
t=1
On conclut que 0, maximise %Zle £,(0) et 6, maximise L(6). la convergence étant

uniforme sur © (car © est compact et les fonctions sont continues), on obtient :

A p-s.
0, — 0O

n—oo

2.5 Lanormalité asymptotique

Maintenant, nous donnons le théoréme prouvant la normalité asymptotique pour

l'estimateur.

Lemme 2.5.1 Soit Oy = (ap, a1,..., %5, Y1,---, Vg, P1,-- .,ﬁp)T le vrai vecteur des parametres.
Sous I’hypothese que (X;)iez est une solution stationnaire et ergodique du modele (2.1), alors le

vecteur score normalisé vérifie :

1 o 96(00)
W;‘ 55 = N(0,G(00)

ot G(0p) est la matrice d’information de Fisher définie par :

ACHIZACH)
90, a0,

G(6o) = IE[

1<i j<d
avec d = p + 2q + 1 représentant la dimension du vecteur des parametres 0.
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Preuve:

1 do; 2X? doy
O 86, O’t(Gtz +Xt2) 861

0t89i Gt2+Xt2

1 9o, (2 + X2 2X2
(o 861 G%+Xt2

1 do; (07 — X}
O}a@l‘ O—%+Xt2

[ 1 aUt Otz_th
=E|E{——|—— _
| {Ut89i(at2+th |¢t !

1801} Gf_Xg
=E|(———-E _
Utaei {G%+Xt2 lﬁl

0

=0.
E 'a&(ew _gl[tde  2XF oo
&61- (o} 891 Gt(G% + X?) 076,
_E l&at 1 2Xt2
(on} 391 G% + XtZ
o |Lde (242
O¢ 891 U% + th
- F laﬁt ) Gf_th
(on} 391 G% + X2
1 aGf Gf - x2
<E/L|[— .
- { 0 00; } sgp 07 + x2
|

1
a(715(60)
00,

< ce{

< 00,

}

Donc (9¢:(0)/96;; F1) est un martingale-differnces.

Théoréeme 2.3.2 (la normalité asymptotique)
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Soit X; une solution stationnaire de (2.1), avec 6, € ©, et que les conditions du
théoreme (2.20) vérifiée, si la fonction de probabilité cumulée de ¢, est continiment
différentiable alors :

Va(0, — 65) = N, F1GE™)

ou les matrices G(0y) définit dans (2.20) et F(0,) est définit par :

9*64(6p)
(991'89]'

F(Qg)zE{ }pour1<i,]'<p+q+1. (2.21)

Justification de la forme « Sandwich » F-!GF~! : Dans le cas idéal d’'un Maximum
de Vraisemblance (EMV) conditionnel parfaitement spécifié ou la loi exacte des in-
novations est connue pour étre une Cauchy standard, 1'identité de l'information de
Fisher s’applique, ce qui impliquerait F(6p) = G(6y) et réduirait la variance a F'. Ce-
pendant, nous maintenons ici la structure robuste en « Sandwich » F"!GF™! propre
au Quasi-Maximum de Vraisemblance (EQMYV). Cette formulation est rigoureusement
nécessaire pour immuniser ’estimateur contre deux biais majeurs : (i) une éventuelle
mauvaise spécification de la distribution lourde réelle des données empiriques, et (ii)
l'approximation inhérente au traitement des valeurs initiales du processus (o3 et X3)

qui s’estompe asymptotiquement mais affecte la vraisemblance a taille finie.
Preuve 6 (preuve du Théoreme 2.3.2)

La premieére dérivée de L, est

A

dL,(6,)
d0

=0

L'estimateur 0, annule la dérivée de la log-vraisemblance (le score). En effectuant un
développement de Taylor de premier ordre de la fonction de score )| g—lé au voisinage

de la valeur vraie 9,, on obtient :

n

dL,(6 = 92L,(0)) A
) a(6°)+(t (?)(en—eo)
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Avec n suffisamment grande telle que 6,,; € ©, qui est entre 6, et 6,

(92Ln<é)]‘1 OL,(60)

O =B =~ [ 00,00, 20

En multipliant par v/, nous isolons le terme qui nous intéresse :

V0~ 00) = - [‘zéa(g)] V2O

Le terme Vi =45% aL”(QO) ‘/_ Yiq agt(e") est une somme de vecteurs de différence de martin-

gale. En effet, IE [% ﬁ_l] =

D’aprés le Théoréme Central Limite (TCL) pour les martingales :

Z 20 £ N0, o)

tell que G(0) définie dans (2.21)

Soit F,(0) = 1Y/, %. Par la loi forte des grands nombres (LFGN) pour les

processus stationnaires et ergodiques, nous avons la convergence presque siire :

F,(0) % F(6y) = E [—azlt(‘%)]

06,00

Pour calculer la forme explicite de F, nous dérivons la fonction de score. Par application

de I’espérance conditionnelle [E[- | #;_1], nous obtenons :

azlt(eo) 1 aUt aGt 477%
E[_ 96,96 | Fra| = 0290, 90, Bl )2

On définit n, tel que n; = X;/0;

Sous l’hypothese que 1; suit une loi de Cauchy standard, l'intégrale donne IE [ ( 1+n2)2] =
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%. Ainsi, la matrice d’information limite est définie par :

_ 1 1 aO} aGt
F= ZIEIGtZ 861 &6]]

En appliquant le lemme de Slutsky [1], qui permet de combiner les convergences

en loi et en probabilité, on obtient finalement :
Va6, ~ 60) 5 N(O, F'G(O0)F )

Lemme 2.5.2 Soit Oy = (ag, a1, ..., a4, p1,- .. ,ﬁp)T avec (X;) est une solution stationnaire de

|1 %Lu(e)  GPL(O) p-s. LPLO) _ | P6®)
(21))’ lllors ona Hn 391‘89]' 39,‘961‘ H—>+00 : 391‘39]' =-E 391‘39]' :

0 avec

2 .
Preuve : VO € O, la suite (g;ég?) est stationnaire ergodique (car c’est une fonction
995 4

mesurable de (X;) qui est ergodique).

Par le théoreme ergodique de Birkhoff [2] :

1y 226(0) ps. 9%6,(0)
E; 89139] n—+00 E 89186]

24,(0)
90,00,

Puisque O est compact, la fonction 0 est continue, et :

32,(0)
00,00,

p-s.
—

1 v 82&(9)_]]5[9251(9)]

l< X e |14 90,00, (9690,

E [sup
0O
Par dérivation sous l'espérance (justifiée par la continuité et la bornitude) :

PLO) P
00,00, ~ 96,90,

E[6,(6)] = E [8251(6)]

26,06
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Chapitre 3

Etude numériques

Dans ce chapitre, nous réalisons des expériences de Monte Carlo sur le comporte-
ment de 'EQMYV pour le processus GARCH(1,1) avec innovations de Cauchy standard
C(0, 1), al'aide du programme R pour différentes tailles d’échantillons. Nous illustrons
la consistance du parametre 6, obtenu a travers un tableau. Ensuite, nous réalisons une
représentation en boite des parameétres du processus. Enfin, nous utilisons une repré-
sentation de I’histogramme et de la densité des parametres pour confirmer la normalité

asymptotique

3.1 La consistance

Dans cette section, nous illustrons le RMSE (RMSE(6,)) pour plusieurs tailles
d’échantillons n = 100, 1000, 5000 avec des valeurs différentes des parametres. Nous

exposons les résultats dans le tableau 3.1 .

Considérons le modele GARCH(1,1) défini par :

Xt = 0t&, &~ C(O, 1),
2 _ 2 2
o, =w+aX; | + o,

47



Etude numériques

avec w = 0.05,a = 0.2, = 0.3 (condition de stationnarité stricte vérifiée : V0.2 +

V0.3 ~ 0.9949 < 1).

. . Moyenne Biais

n Parametre | Vraie valeur ( é) ( én — 6y) RMSE
@ 0.05 0.0618 +0.0118 | 0.0325

100 a 0.20 0.1832 —0.0168 | 0.0912
B 0.30 0.3156 +0.0156 | 0.0803

@ 0.05 0.0515 +0.0015 | 0.0128

1000 a 0.20 0.1981 —0.0019 | 0.0375
B 0.30 0.3008 +0.0008 | 0.0321

@ 0.05 0.0502 +0.0002 | 0.0059

5000 a 0.20 0.1995 —0.0005 | 0.0162
B 0.30 0.3001 +0.0001 | 0.0140

TasLE 3.1 — Résultats des simulations pour le modele GARCH(1,1) avec erreurs de
Cauchy

-Le tableau (3.1) montre une relation inverse entre la taille de 1’échantillon 7 et
chacune des valeurs absolues du biais et de la racine de I’erreur quadratique moyenne
(RMSE) pour tous les parameétres du modele (w, «, ), ce qui prouve statistiquement la

consistance de ces estimateurs.

En effet, nous constatons que plus la taille de I’échantillon augmente de n = 100 a
n = 5000, plus les valeurs estimées (Moyenne) se rapprochent significativement de la

vraie valeur.
La représentation en boit

Nous représentons les paramétrer (w, @, ) en boit pour déférant tailles d’échan-

tillons, dans les figures (3.1),(3.2),(3.3) respectivement.
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Boxplot de I'estimateur &

n
’—‘—‘ t B3 100
<302 =

| ] =1 B3 1000

B3 5000
:
01
100 1000 5000
Taille d'échantillon (n})
Ficure 3.1 — Boxplot du parametre a.
A
Boxplot de I'estimateur
05
04
n
[ ]
e B3 100
! B 1000
0.3 F------1 =T = E3 5000
i
02

100 1000 5000
Taille d'échantillon (n})

Ficure 3.2 — Boxplot du parametre .
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Boxplot de I'estimateur &

0.15 .

n
s ' E3 100
B 1000
0.05 ’——‘—‘ rflﬁ E 5000

100 1000 5000
Taille d'échantillon (n})

Ficure 3.3 — Boxplot du parametre w.

3.2 Lanormalité asymptotique

Nous avons fait représentation de I'histogramme avec une courbe représentant la

densité des chaque parametres de processus GARCH(1.1) , nous trouvons :

Histogramme de o (n=1000) Histogramme de o (n=5000)
o _
w
o — Densité estimée — Densité estimée
™ — = =02 7 — = ;=02
(]
= & N
g (=) E .
a - a g |
[Te] _ |
I
(o] o - 1
T 1 [ — — T T T T T 1
0.05 0.15 0.25 0.35 0.05 0.15 0.25 0.35
A A
i L

FiGure 3.4 — Représentation en histogramme de a.
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Density

Density

Les histogrammes présentés dans les figures (3.4) ,(3.5) et (3.6). montrent que la
distribution des estimateurs & , f et @ tend vers une forme symétrique en cloche
lorsque la taille de I’échantillon n augmente. Cette convergence visuelle confirme le

résultat théorique démontré dans la section 2.5, a savoir la normalité asymptotique de

A A
Histogramme de  (n = 1000) Histogramme de  (n = 5000)
o — Densité estimée 2 — Densité estimee
o - = Pp=03 — = =03
A Z 2
w =~
2 5
(] o] |
0 o™ I
I, '
o o 1
I — T T T T T T 1
0.15 0.25 0.35 045 015 0.25 0.35 045
A A
p p

Ficure 3.5 — Représentation en histogramme de .
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F1Gure 3.6 — Représentation en histogramme de w.

I'estimateur du quasi-maximum de vraisemblance (EQMV).

On observe également que le centre de la distribution coincide pratiquement avec
les vraies valeurs des parametres (ap = 0,20, fp = 0,30, wy = 0,05 ), et que la variance

empirique diminue notablement lorsqu’on passe den =100 an = 5000 . Ces observations
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renforcent la propriété de consistance de 1'estimateur, établie dans la section 2.4.
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Conclusion

Dans ce mémoire, nous avons étudié 1'estimateur du quasi-maximum de vraisem-
blance pour le modele GARCH(p,q) lorsque les innovations suivent une loi de Cau-
chy.Nous avons d’abord rappelé les concepts fondamentaux : processus stochastiques,

stationnarité, loi de Cauchy et maximum de vraisemblance.

Ensuite nous avons établi une condition de stationnarité stricte \/ Y i+ \/ YrBi<
1 est suffisante pour garantir I’existence d’une unique solution strictement stationnaire
etergodique, et qu’elle est également nécessaire dans le cas particulier GARCH(1,1).Nous
avons également montré la décroissance exponentielle des coefficients de la forme cau-

sale du processus.

La partie centrale de ce travail a porté sur I'estimation paramétrique par la méthode
du quasi-maximum de vraisemblance (EQMV). Sous des hypotheses standards de
compacité, d’identifiabilité et de stationnarité, nous avons démontré que I'EQMYV est

fortement consistant et asymptotiquement normal.

Enfin, les simulations Monte Carlo a 1’aide du logiciel R confirment ces résultats :le
biais et le RMSE diminuent quand la taille de 1’échantillon augmente, dans le derniere
partie nous avons fais une représentation en boit et de 1’histogramme avec courbe

densité des parametres de processus

Ce travail peut étre étendu a d’autres modéles asymétriques comme le GJR-GARCH

ou a d’autres lois a queues épaisses. En perspective immédiate, ce modéle gagnerait a
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étre confronté a des applications empiriques sur données réelles caractérisées par une
volatilité extréme (telles que les rendements journaliers des crypto-monnaies ou d’actifs
financiers en période de crise systémique), domaines dans lesquels la loi de Cauchy
surpasse le cadre gaussien traditionnel. Une extension comparative incluant la loi de
Student-t ou les lois a-stables permettrait d’offrir un parametre de forme additionnel

afin de moduler plus finement le comportement des queues de distribution.

54



Bibliographie

[1] Billingsley, P. (1995). Probability and measure (3rd ed.). New York : Wiley-

Interscience

[2] Birkhoff, G. D. (1931). Proof of the ergodic theorem. Proceedings of the National
Academy of Sciences of the United States of America, 17(12), 656-660

[3] Bougerol, P .and Picard, N. (1992), Stationarity of GARCH processes and of some

nonnegative time series. Journal of Econometrics, 52, 115-127.

[4] Bollerslev,Tim.(1986),Generalized autoregressive conditional heteroskedasticit ,
Journal of Econometrics, 31 (3), 307-327.

[5] Boularouk, Y. (2024). GJR-GARCH process with normal errors of varying mean.
Communications in Statistics - Simulation and Computation.

[6] Furstenberg, H. (1963). Noncommuting random products. Transactions of the
American Mathematical Society, 108, 377-428.

[7] Francq, C.and Zakoian, ]J. M. (2004). Maximum likelihood estimation of pure
GARCH and ARMA-GARCH processes. Bernoulli, 10(4), 605-637.

[8] Kingman, J.E.C. (1968). The ergodic theory of subadditive stochastic processes.
Journal of the Royal Statistical Society Series B, 30, 499-510.

[9] Kullback, S., & Leibler, R. A. (1951). On information and sufficiency. The Annals
of Mathematical Statistics, 22(1), 79-86.

[10] Nelson, D. B. (1990) Stationarity and Persistence in the GARCH(1,1) Model.
Econometric Theory. Vol. 6, 318-334.

55



Bibliography

[11] Ross, S. M. (2014) A First Course in Probability ( 9th ed .).Person Education.

[12] Vervaat, W. (1979). On a stochastic difference equation and a representation of
nonnegative infinitely divisible random variables. Advances in Applied Proba-

bility, 11(4), 750-783.

56



	 Introduction
	Définitions et notations
	Processus Stochastique
	Stationnarité
	Le processus bruit blanc(BB)
	Ergodicité
	Causalité
	Classification des processus stochastique
	Les séries chronologiques

	La loi de cauchy
	Densité de probabilité
	La fonction de répartition
	Moments de la loi de cauchy 
	Difficultés spécifiques de la loi de Cauchy dans l'estimation des GARCH

	Le maximum de vraisemblance
	Estimateur
	vraisemblance
	l'estimateur de quasi maximum de vraisemblance

	Inégalité de cauchy-schwarz
	Convergence presque sûre des variables aléatoires

	processus GARCH (p,q)avec erreurs de Cauchy :Etude asymptotique de l'EQMV 
	Le modèle de GARCH(p,q)
	Stationnarité Stricte 
	Conditions d'existence et de stationnarité stricte
	Corollaire pour le cas GARCH(1,1)

	La forme causale et la décroissance exponentielle
	Définition et démonstration de la forme causale
	Condition de sommabilité
	Décroissance exponentielle 

	Consistance
	Détermination de Quasi-vraisemblance
	Propriété Asymptotique de la quasi vraisemblance
	consistance

	La normalité asymptotique

	Étude numériques 
	La consistance
	La normalité asymptotique

	 Conclusion

