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Abstract

The main objective of this dissertation is to solve and study the asymptotic behavior of the
solutions of a third-order nonlinear difference equation.

In the first chapter, we recall some definitions and known results on the theory of linear and
nonlinear difference equations.

In the second chapter, we analyze the global behavior of the studied equation according to
the sign of the discriminant, we establish explicit formulas for the solutions and we characterize
their convergence.

The last chapter is devoted to the analytical resolution of the proposed equation.

Keywords : Difference equations, asymptotic behavior, forbidden set, invariant set, conver-

gence.



Résumé

L’objectif principal de ce mémoire est de résoudre et d’étudier le comportement asympto-

tique des solutions d"une équation aux différences non linéaire du troisiéme ordre.

Dans le premier chapitre, nous rappelons quelques définitions et résultats connus sur la

théorie des équations aux différences linéaires et non linéaires.

Dans le deuxiéme chapitre, nous analysons le comportement global de 1’équation étudiée en
fonction du signe du discriminant, nous établissons des formules explicites pour les solutions

et nous caractérisons leur convergence.

Le dernier chapitre est consacré a la résolution analytique de 1’équation proposée.

Mots-clés : Equations aux différences, comportement asymptotique, ensemble interdit, en-

semble invariant, convergence.
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Introduction

Les équations aux différences constituent un outil fondamental en analyse appliquée, dont
les origines remontent aux travaux pionniers de L. Euler, P.L. Tchebycheff et A.A. Markov. Une
équation aux différences est une relation reliant les termes d’une suite (x,), ot I'inconnue est
précisément la suite elle-méme. Ces équations apparaissent naturellement dans la modélisation
de phénomenes discrets issus de divers domaines scientifiques tels que la biologie, 1’économie,

la physique et la gestion des ressources.

L’objectif de ce mémoire est d’étudier le comportement global des solutions d’une classe

particuliere d’équations aux différences non linéaires du troisieme ordre, a savoir :

XnXn-2

—— neN
—ax,_1 + bx,_»

Xn+l =

ol a et b sont des parametres réels, et les conditions initiales x_, x_1, xo sont données.
Le mémoire ce organiser de trois chapitres :

Dans le premier Chapitre nous rappelons quelques définitions et résultats fondamentaux
concernant les équations aux différences linéaires et non linéaires. Nous présentons également
certaines méthodes de linéarisation permettant de transformer certaines équations non linéaires

en équations linéaires, notamment les équations de Riccati et leurs généralisations.

Dans le deuxiéme Chapitre nous analysons en détail le comportement global de I"équation
proposée. En fonction du signe du discriminant A = b? — 44, nous établissons des formules

explicites pour les solutions, nous étudions l'invariance de certains ensembles et nous carac-
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térisons la convergence des solutions. Des simulations numériques illustrent les différents cas

possibles.

Dans le dernier Chapitre nous présentons succinctement une méthode de résolution analy-
tique de 1’équation étudiée. Enfin, une conclusion générale synthétise les principaux résultats

obtenus et ouvre des perspectives pour des travaux futurs.



Chapitre

Preliminaries

Dans ce chapitre, nous présentons quelques préliminaires qui nous seront utiles pour la
suite de notre mémoire. Dans la premiere partie, on présente quelques définitions et résultats
généraux concernant les équations aux différences. Dans la deuxiéme partie nous présentons
également certaines méthodes de linéarisation permettant de transformer certaines équations

non linéaires en équations linéaires, notamment les équations de Riccati et leurs généralisations.
1.1 Equations aux différences

1.1.1 Equations aux différences linéaires

Définition 1.1.1 Une équation aux différences linéaire d’ordre k, est une équation de la forme

Ynsk + P10 Ypak—1 + - + pr(m)yn = g(n), n € Ny, (1.1)

avec g(n), pi(n),i =1,k sont des fonctions réelles définies sur Ny, et py(n) non nul pour tout n € INy,.

Remarque 1.1.1 L'équation (1.1) est dite non homogene.

Remarque 1.1.2 En général on associe k valeurs initiales avec I'équation aux différences linéaire (1.1)

Yo = €0s Yng+1 = C1, ***  Yng+k—1 = Chk—1 (1.2)
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oit cj,i = 0,k — 1 sont des constantes réelles ou complexes.

Exemple 1.1.1 L'équation suivante est une équation aux différences linéaire d’ordre trois.

4yy3+2Yps1 +yp =4nlnn+n+1, ne€Na. (1.3)

Définition 1.1.2 Une suite {y,},2;,, est dite solution de I'équation (1.1) si elle satisfait cette équation.

Théoreme 1.1.1 (2) L'équation (1.1) avec les conditions initiales (1.2) admet une solution unique

+00

(W),
Définition 1.1.3 On appelle équation homogene associée a I'équation (1.1) I'équation

Yusk + PL0)Ynik-1 + -+ pr(m)yn = 0, 1 € Ny, (1.4)
Théoreme 1.1.2 L'ensemble S des solutions de I’équation (1.4) est un K-espace vectoriel.

Définition 1.1.4 Un ensemble de k solutions de I'équation (1.4) linéairement indépendantes est dit

ensemble fondamental de solutions.

Définition 1.1.5 Soient {y',}%, , i = 1,k des solutions de I'équation (1.4), on définit le Casoratien

n=ngy’
W(n) de ces solutions par
Yo Vi v
1 2 . k
W(n) = det| 7 i y i y i (1.5)
1 2 k
yn+k—1 yn+k—1 o yn+k—1

Lemme 1.1.1 ( (Lemme d’Abel)) Soient {v}}}, , i = 1,k des solutions de I'équation (1.4) et soit

n=ngy”’

W(n) leurs Casoratien , alors

n—1

W(n) = (=)t [H pk(i)] W(ng), ¥n €Ny, (1.6)

i:no
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aovec

=1, k<j 17)

k
i=j

Pour démontrer ce lemme on a besoin du lemme suivant.

Lemme 1.1.2 Considérons I'équation aux différences linéaire du premier ordre suivante

Yne1 = p(M)yn, 1 €Ny, (1.8)

avec Yy, = Yo et p(n) est une fonction non nul définie sur IN,,. Alors la solution générale de I'équation

(1.8) est donnée par

n—1
Yn = [H p(i)] Yo, Yn €Ny, (1.9)
i=ﬂ0
avec
k
Hai =1, k<j (1.10)
i=j

Preuve. Par récurrence.
Pour n = np + 1. De I’équation (1.8), on a
19
Yno+1 = P(10)Yn, = p(no)yo = HP(Z') Yo,
i=1’lo
donc (1.9) est vraie pour n = ng + 1.
Maintenant supposons que
n—1
Yn = H p(D)| Yo,
i=7lo
et montrons que

Ynt1 = {H P(i)] Yo- (1.11)

i=7’lg

De (1.8) et I'hypothese on trouve

n-1
Yns1 = p(n)y, = p(n) [H P(i)} Yo
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= [ P(i)} Yo-

Corollaire 1.1.1 Supposons que pr(n) # 0 pour tout n € N, alors W(n) # 0 pour tout n € Ny, si et

Do (1.11) m

seulement s'il existe it € N, tel que W(it) # 0.

Proposition 1.1.1 Soit {y}, y2,- - , yk} une famille des solutions de I'équation (1.1). Alors ces solutions

sont linéairement indépendantes si et seulement si leurs Casoratien est non nul pour tout n € IN,.

1.1.2 Equations aux différences linéaires a coefficients constants

Considérons 1’équation aux différences linéaire homogene d’ordre k a coefficients constants

suivante

Ynik ¥ P1lYnsk—1 + -+ pcyn =0, n €Ny, (1.12)

avec p;, i = 1,k sont des constantes réelles et py # 0,avec les valeur initiales Y, Yny+1, - Yng+k—1

, Ny € Z.

Théoreme 1.1.3 L'équation (1.12) a des solutions de la forme y, = A" avec A € C* si A une racine du
polynome

PA) = Ak p AR gy (1.13)

Preuve. Considérons 1'équation (1.12) et soit A une racine de P. Supposons que y, = A",

+00

Vn € Ny, et montrons que {y,},2;, est une solution de I'équation (1.12).

Ona
AR L p AR A = AP AR+ i AR ) = APP(A) = 0. (1.14)

donc y, = A" est une solution de (1.12). m
Définition 1.1.6 Le polynome P(A) est appelé polyndme caractéristique associé a I'équation (1.12).

Définition 1.1.7 L’équation P(A) = 0, est appelée équation caractéristique associée a I'équation (1.12).
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Théoréeme 1.1.4 Si A;,i = ﬁ sont des racines distinctes de P, alors 'ensemble {A’ll, ... ,)\Z} est un

ensemble fondamental de solutions de I'équation (1.12).

Preuve. Soient A;,i = ﬁ les racines distinctes de P, d"apres le Théoreme 1.1.3 on trouve que
A ey 1= 1,k sont des solutions de I’équation (1.12). Soit W(n) le Casoratien de ces solutions,

d’apres le Corollaire 1.1.1 suffit de montrer que W(0) # 0.

Ona
11 1
wo =det| 7 T
k-1 k-1 k-1
Al /\2 Ak

c’est le déterminant de Vandermonde, alors

W(0) = H (A = A (1.15)

1<i<j<k

Puisque les A;,i = 1,_k sont distinctes, alors W(0) # 0, donc {/\T,...,/\I’Z} est un ensemble

fondamental de solutions de 1’équation (1.12). m

Remarque 1.1.3 Soient A;,i = 1,k les racines distinctes de P. Alors la solution générale de I'équation

(1.12) est

k
Y = Z A, ¢ eC. (1.16)
i=1

Lemme 1.1.3 (2) Soient Ay, Ay, ..., A, des racines de P(A) de multiplicités respectives my,mo, ..., m,
tel que my + mp + ---+m, = ket r <k, alors I'ensemble

AT AR, MR AL AL AR, L ™A (1.17)

est un ensemble fondamental de solutions de I'équation (1.12) et la solution générale de cette équation

dans ce cas est

r mi—l
Yn = Z Z‘ Ci,]?’l]A?, Ci,j € C. (118)

i=1 j=0
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1.1.3 Equation aux différences linéaire d’ordre 2

Considérons 1’équation aux différences linéaire d’ordre 2 suivante
Yne2 +bYps1 +ay, =0 n=0,1,2......
L’équation caractéristique correspondante est :
AP +bA+a=0 (1.19)

donc

A=0b*—4da
Cas1 A > 0:L'équation (1.19) admet deux racines réelles distinctes

—b+ Vb2 —4a A —b— Vb? —4a
=) M=

A
! 2 2

.d" ou la solution générale est donné par :

, avec C; et C; sont des constantes définies selon les valeurs initiales v et y;

Cas 2 A = 0:L’équation (1.19) admet une racine double

A=—=
2

, alors

Yn = (Cr + CZ”)AH

, avec Cp et Co sont des constantes définies selon les valeurs initiales yo et 1
Cas 3 A < 0:L’équation (1.19) admet deux racines complexes conjuguées
—b+iVda - b? _ —b—iV4a -2

Al:f, Ay = 5
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. On écrit ces racines sous forme trigonométrique :

‘ ‘ b
A1 = pe'?, Ay = pe ™, avec = a, cosp = —,

1=p 2=p p % 2a
. Donc la solution est

Yn = p"(Cl cos(ng) + Co sin(ngo))

sing =

Exemple 1.1.2 Considérons I'équation aux différences linéaire homogene suivante

yn+2_2yn+1+3ynzoz n:O/]-/"'

L’équation caractéristique associée a I'équation (1.20) est
A2 =21 +3=0.

et les racines de cette équation sont

AM=1+V2i et Ay=1- V2i

donc la solution générale est
yn=c1(1+ \/ﬁz’)” +c(1 - \/Ei)”, c1,0€C, n=0,1

s’écrit sous la forme trigonométrique :

yoee e

Yn = (\/5)”(/1 cos(nB) + B sin(n@)), n=0,1,...

et

\2
cosf = —, sinf=—
V3 V3

, donc
1 V2

0 =cos™! (—) =sin™! (—)

V3 V3

V4da — b?

2+a

4

(1.20)

(1.21)

(1.22)

(1.23)

¢ €(0,m)
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Alors

0 = arctan(V2)

1.1.4 Equations aux différences non linéaires

Soit G une partie de R et soit f : IN x G¥*! — G une fonction continue.
Définition 1.1.8 Une équation aux différences non linéaire d’ordre k + 1 est une équation de la forme
Xpe1 = f(0,Xp, Xp-1,"++ ,Xp—k), n=0,1,-- (1.24)
oit f n'est pas de la forme (1.1).

Exemple 1.1.3 Soit
Xp—1 + X

Xn+1 =
" xn_z—l

c’est une équation aux différences non linéaire d’ordre 3.

Remarque 1.1.4 L'équation (1.24) est appelée équation aux différences non autonome.

Siona

Xn+l = f(xﬂ/ Xn—1,""" /xl’l—k)/ n= 0/ 1/ e (125)

alors I'équation (1.25) est dite autonome.
Définition 1.1.9 Une suite {x,}2> ., est dite solution de I'équation (1.25) si elle satisfait cette équation.
Remarque 1.1.5 L’équation (1.25) avec les valeurs initiales xo, x_1,- -+ , X_ admet une solution unique.

Définition 1.1.10 Soit {x,}2> ., une solution de I'équation (1.25),la solution est dite

— éventuellement périodique de période p si
dp > 1,3n0 2k, xp4p = x4, Y11 2 ng.

— périodique de période p si

=21, xp4p =X, Yn 2 —k.

10
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Exemple 1.1.4 Soit

Xn+l = n>0
Xn
Alors
1 1
Xnt2 = —— = T T Xn
Xn+1 =
Xn

Donc la solution {x,},>0 est périodique de période 2. D’oi1 la solution est :

Xop = X9, VYn€eNN,
_ 1
Xontl = 3

Définition 1.1.11 (Ensemble invariant) Soit f : E¥ — E. Un ensemble A C E est invariant pour

I'équation aux différences d’ordre k
Xpak = f(n, Xnsts -+ ) Xnak-1)-
si, pour tout (xo,X1,...,Xk-1) € Ak ona
x, €A pour tout n > 0.
De maniere équivalente, en posant le vecteur d’état
Xn = (X, Xpa1, -+ Xnsk—1) € Ek/
et Uapplication F : EF — E* définie par
F(X;,) = (xn+1/ Xn42s s Xnak=1, f (Xus o o0 /xn+k—1))/

L’ensemble A C E est invariant si
F(AF) c AF,
Cela signifie que pour toute condition initiale (xo, ..., xx_1) € AX, la trajectoire vérifie x, € A pour tout

n>0.

Définition 1.1.12 (Ensemble interdit) L'ensemble interdit ¥ del’équation (1.24) est I'ensemble des

11
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valeurs initiales (xo,x_1, ..., X_x) pour lesquelles la solution n’est pas définie a partir d’un certain rang.
Ona:

F = {(xo,x_l, ce,X_) € R . 3n e N, x, n'existe pas}

Définition 1.1.13 Soient (u,) et (v,) deux suites réelles, avec v, # 0 a partir d'un certain rang. On dit

que uy, et v, sont équivalentes a I'infini lorsque :

. Uy
lim —=1.
n—+o0o Uy,

On note alors :

un ~ vn.

1.2 Transformation del’équation aux différences nonlinéaire al’équa-

tion aux différences linéaire

Généralement, la majorité des équations aux différences non linéaires ne peuvent pas étre
résolus explicitement. Cependant, quelques types des équations non linéaires peuvent étre
résolus selon des changements des variables qui permet de transformer 1’équation non linéaire
a une équation aux différences linéaire. Dans cette section, nous présentons quelques types des

équations aux différences non linéaire qui admet une transformation linéaire.

1.2.1 Equation de Riccati homogene et non homogeéne

L'équation de Riccati homogene
L’équation homogene de Riccati est donnée par :
Xn+1Xn + P(M)Xp41 +g(n)x, =0, nelN (1.26)

ou p et g sont des fonctions définies sur IN.

On pose
1
Yyn=—, neN,

12
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alors
1
Xn = —.
Yn
Donc lI'équation (1.26) devient :
+ p(n) ! +(n)i—0 nelN (1.27)
Yn+1Yn P Yn+1 1 Yn ’ .
On multiplie (1.27) par y,+1Y», on obtient :
1+pmyn +qM)yps1 =0, nelN (1.28)

c’est une équation aux différences linéaire homogene d’ordre 1.

L'équation de Riccati non homogene

L’équation aux différences non homogene de Riccati est donnée par :

Xp41Xn + P(1)Xps1 + q(n)xy = g(n), ne€NN (1.29)

ol p, g et g sont des fonctions définies sur IN.

On pose

Xn = (]/;+1) - P(”),

n

on substitue dans 1’équation (1.29), on trouve

Ynt2 Mp(n +1)+ q(n)M —q(n)p(n) = g(n),
Yn+1  Yn Yn
donc
Y2 _ I b +1) + g 22— gnp(n) = g,
Yn Yn Yn

on multiplie par y,, on trouve

Yns2 = Yna1p(n + 1) + g(n)yns1 — qm)p(n)yn = g(n)yy,

13
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alors

Ynez + (=p(n+ 1) +4(m)yns1 = ((m)p(n) + g(1))yn = 0.
c’est une équation aux différences linéaire homogeéne d’ordre 2.

1.2.2 Equation aux différences de Riccati généralisée

Soit I’équation aux différences de Riccati généralisée suivante

a(n)x, + b(n

_ )
Xpsl = (), + ()’ neN (1.30)

ol g, b, c et d sont des fonctions définies sur IN avec c(n) # 0 et a(n)d(n) — b(n)c(n) # 0.

On pose
c(m)x, +dn) = M, nelN
alors
_ Yn+1 _ @
c(myn c(n)’
on remplace dans I'équation (1.30) on obtient
Yn+2 dn+1) Y1 d(n)) Yn y
o+ Dy cnrp) (c(n)yn c(n)) Vot
donc
Ynv2  _a(m) o d(1) Ya Yo dn+1)
Dy e e v Ty e+
alors
a(n) _ ), 1) +b 1) +d(n+1
Yn+2 = C(Tl) c(n+1)yn o(n) (Mync(n + 1) + b(n)ync(n + 1) + d(n + 1) yn41,
= (%c(n +1)+dn+ 1)) Yne1 + (b(n)c(n +1) - %d(n)c(n + 1))
d’ou
Yns2 — ( E ;c(n +1)+dn+ 1)) Yn+1 + (a(n)d(n) (n(+)1) b(n)c(n + 1)) Yn =0. (1.31)
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Preliminaries

On pose

a(n)c(n + 1) +d(n + 1)c(n)
B c(n) ’
c(n+1)

c(n)

p1(n) =

p2(n) = (a(m)d(n) — b(n)c(n))

Donc I'équation (1.31) devient

Yni2 t 1 (n)yn+1 + pZ(n)yn =0,

c’est une équation aux différences linéaire homogene d’ordre 2.
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Chapitre

Comportement global de 1’équation aux

XnXp—2
—ax,,_1+bx;,_»

différences x,, .1 =

Dans ce chapitre, nous détaillions les résultats présentés dans l’article de Abo-zaid [1],plus
précisément , on va déterminer la forme de solution et étudier le comportement asymptotique
des solutions de I'équation aux différences non linéaire du troisieme ordre suivante :

XnXn-2

T — IN 2.1
—ax,_1 + bx,—o ne 2.1)

Xn+1 =

Nous allons analyser le comportement global des solutions,En fonction du signe du discrimi-
nant A = b? — 4a, De plus ,nous déterminant les ensembles invariants et interdits.En fin , Des

simulations numériques viendront illustrer les résultats obtenus.

21 Cas1b?>4a

Nous supposons que b? > 4a.

On pose ' '
A=A
V2 —4a’

b2 —4a :
+ =, j=0,1,...

0;

i

N _b b2—4a _
ouA-=3—-"F"etA, =

Lemme 2.1.1 Les identités suivantes sont vraies pour tout j =0,1,2, ...

16



XnXn-2

Comportement global de I'équation aux différences X1 = 5 —

1. —(19]' + b6j+] = 6]'+2.
2. —a(—axOQj + x_19j+1) + b(—axOQjH + x_18j+2) = —axp0j+2 + x-10 3.

3. —a(—ax_le]- + x_29]-+1) + b(—ax_16j+1 + X_29j+2) = —ax_19]-+2 + X_26j+3.

Preuve.
)
Soit . .
N-A
0,="2—"=, j=0,1,...
Vb2 — 4a
o b0 —a(AL = ALy + b = AT
_a . . 1 = 7
! " Vb? - 4q
_ AL =AY+ (A + A)A - AT
Vb2 — 4q '
A AT A QT e AT AT
b2 —4a
(AT AT+ (AT A £ A7 -
b2 —4aq
040+ AP0
b2 —4aq '
B Ai+2 _ /\sz
2 —4a

= 9]'+2.

Donc
—LZQJ' + b9j+1 = 9]'+2, Vj >0

@

On utilise la relation fondamentale

—a0; + bOy11 = Okio |, Yk > 0.

17



XnXn-2

Comportement global de I'équation aux différences X1 = 5 —
n— n—

1. Pour k = j, on multiplie les deux membres par —ax :
—axo(—aej + b6j+1) = —ax 012
2. Pour k = j + 1, on multiplie les deux membres par x_; :
x_l(—a9j+1 + b9]-+2) = x-10j43.
3. On additionne membre a membre les deux égalités :
—axg(—aej + b6j+1) + x_1(—u6]-+1 + b6j+2) = —axp 042 + X1 O43.

Donc

—El(—QXQQj + x_19]-+1) + b(—ax06j+1 + X_19]'+2) = —ax08j+2 + x_16]-+3 .

(3)

On utilise la relation fondamentale

—a0 + b0 = Oryn |, Yk > 0.

1. Pour k = j, on multiplie la relation fondamentale par —ax_;
—ax_l(—aej + b6]-+1) = —ax_1 Oj;2.
2. Pour k = j + 1, on multiplie la relation fondamentale par x_»
x_z(—anH + b9]-+7_) =X_9 8]-+3.
3. On additionne membre a membre les deux égalités obtenues
—ax_l(—aej + b6j+1) + x_z(—ﬂ6j+] + b6j+2) =—ax_1 012 + X2 Ojy3.
En développant les parentheses dans le membre de gauche, on obtient exactement

—a(—ax_1 0;+ x_29]-+1) + b(—ax_1 Oj+1 + x_29j+2) = —ax_1042 + x20j3.

18



XnXn-2

Comportement global de I'équation aux différences X1 = 5 —
n— n—

Alors :

—a(—ax_l 0; + x_26j+1) + b(—ax_1 Oj+1 + x_26j+2) = —ax_10j12 + x20j43

Théoreme 2.1.1 Soit {x,} _, une solution admissible de I'équation (2.1). Alors

v  n=13,5,....
o () v ()

Yo (%) z7)/—1 (%)’

Xy =
n=2,4,6,....

oll U = XgX_1X_p et

’)/0(”) = —axo0y + x-10,11 ‘

’7/—1(”) = —ax_10, + x20,41 ‘

Preuve.
Preuve par récurrence de la forme explicite des solutions

On peut écrire la formule (2.2) comme suite

X = v . s nmeom+l
Z) .
Xom+2 = Yo+ 1) )/_1(m+1)' si: n=2m+?2.
sim =0 donc
=2
' 0y
— X0X-1X-2
X0X-1X-2
- = = 1 =
G cartixg (=0 0i=10:=b)
__Mra
- —ax-1 + bx_zl

= X1.

19



XnXn-2

Comportement global de I'équation aux différences X1 = 5 —
n— n—

et

v
X2 = — <~ s
yo(1) y-1(1)
_ X0X-1X-2
h (—EIX()Ql + x_192)(—ux_191 + x_262)’
X0X-1X-2
- 6:=1, 6,=0),
(—axg + bx_1)(—ax_q + bx_p) G 2=10)
X1X-1 .. X0X-2
= —1=1 1 —ax. o=
o (en utilisant —ax_q + bx_p o ),

= X7.
Les formules sont vraies pour m = 0 (c’est-a-dire pour x; et x2). On suppose que la formule 2.2
est vraie pour un certain m > 0. On a donc:

0 0 0
Yoy am+ 1) T Yim = Dyam) T Yem)y—i(m)

Xom+1 =

20



Comportement global de 'équation aux différences x,,1 = ——212

—ax,_1+bx,—o
alors
E= Xom+1X2m-1
—aXom + bXop-1
v v
_ yom)y_1(m+1) yo(m —1)y_1(m)
- [ v /

sy T etm = Dy

02

_ yo(m)y_1(m + 1)yo(m — 1)y_1(m)

v (—a . b ) ’
y-1(m) \yo(m) ~ yo(m —1)

v 1
= yo(m)y_1(m + Lyyo(m —1) ( b )
yo(m) — yo(m—1)

v 1
" yo(m)y_1(m + L)yo(m — 1) —ayo(m — 1) + byo(m)’
Yo(m)yo(m — 1)

_ v ~ yo(m)yo(m —1)
yo(m)y_1(m + 1)yo(m —1) —ayo(m — 1) + byo(m)’

(Y

B y-1(m + 1)(—ay0(m -1+ byo(m))'

d’aprés le Lemma 2.1.1,0on a

—ayo(m — 1) + byo(m) = yo(m + 1)
Donc

E- v
y-1(m + 1)yo(m + 1)

= X2m+2

21



7z . e ops _ XnXp—2
Comportement global de I'équation aux différences X1 = 5 —

X2m+2 X2m
F= ,
—a Xome1 + b Xy
v ' v
_ yom+Tyya(m+1) yo(m)y—_i(m)
= T v ’

ey T Yty m)
,02

yo(m + 1)yy_1(m + 1)yo(m)y—1(m)

v ( —a . b )/
yo(m) \y-1(m+1)  y_1(m)

v 1

_Vo(m+1)7—1(m+1)y—1(m)( L )
yaa(m+1)  y_1(m)

v 1

yo(m + 1)y_1(m + 1)y_1(m) —ay_1(m)+by_1(m+1)’
y-1(m)y_1(m + 1)

v y-1(m)y_1(m + 1)

~ yo(m+ 1)y_(m+ 1)y_1(m) —ay_1(m) +by_1(m+1)

(%

yolm +1)(~ay_1(m) + by_1(m + 1))’

D’apres le Lemma 2.1.1,0on a:

—ay-1(m) +by_1(m +1) = y_1(m + 2),

alors :
Fe v
yo(m + 1)(—ay_1(m) +by_1(m + 1)),
B v
yo(m + 1)y_1(m +2)’
= X2m+3-
]
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7z . e ops _ XnXp—2
Comportement global de I'équation aux différences X1 = 5 —

Théoreme 2.1.2 les ensembles D1 et D, sont dits invariants pour I'équation (2.1)

_ 3. __ ¥ _
Dl—{(x,y,z)elR : =1 —z}

A2 [a2
X Y
Dy =4(x,v, R3: = =
2 {(x y,z) € e T z}
Preuve. supposons que (x_, x_1,Xg) € D; alors :
X0 X_1
= =X-2,

A2/a2 Aifa

donc
X0 X_1
7
/\_%/5@ Ayla
Ay A%
X0 — =X-1"—>,
a a
A2 a
X0 =X-1"—F 57—
a2 Ay
Ay
Xp = —X
a
et aussi
X1
= x_z
Ay/a !
a
X2 =—X_1.
At

montrons que (x_1, X, x1) € D1 Tout d’abord ,en simplifier x;

X0X_-2
—ax_q +bx_p

X1 =

23



XnXn-2

Comportement global de I'équation aux différences X1 = 5 —
n— n—

On remplace xp et x_; :

X1 =

—ax_1 + K—lix_l
2
) S
X1 (—a + %),

X-1

ab
s

X

—a+

Donc

X1 =

Alors

en montré que (x_1,xp,x1) € Dy

- x—ll

A2 /a2 A2 /a2

A
X0 |

Aja Aa TV

alors
X1 X0
)\_% Ja?2  Ai/a

X_1.
Ceci implique que (x1,x0,x-1) € Dj. Maintenant, On suppose que (x;, X,-1,X,—2) € D1, et on
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XnXn-2

Comportement global de I'équation aux différences X1 = 5 —
n— n—

montre que (X,+1, Xn, Xn—1) € D1 Supposons que (x;, x,-1, X,—2) € D1 donc

Xn  Xp-1 _ x
= = Xp-2.
Ai/az Ayla
On en déduit
As a
Xn = —Xn-1, Xn—2 = 7—Xn-1
a +
L’équation (1) donne
x _ XnXn-2
1= 5
" —ax,—1 + bx,_o
En remplagant
A
(1) (o)
Xn+l1 = B s
—ax,-1+0b (an_l)
2
_ xn—l
B ab\’
Xn_]_ (—H + /\_+)
_ Xn—-1
- 7
a (—1 + )\_)
_ Xp-1
==
a- N
At
= aA_ x?l—ll
alors
Ay A%
Xn+l = 7 Xn-1= _an—1/
a- . a
+
ainsi :
AL
Xn+l = _2xn—1
ona: R
Xn 7+xn—1
Xn—-1
Ayla Ayla Y
A2 Ay
Xn+l = —5Xn-1, Xn = —Xp-1
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XnXn-2

Comportement global de I'équation aux différences X1 = 5 —
n— n—

On vérifie alors ,
A

X+l u_;x”_l
A2/a2 A2 /a2

= xn—lx

A
Xn 7 Xn-1 —
Adfa~ Aga - "H

Ainsi
Xn+l _ Xn
A2 /a2 Aila

Xp—1-

Donc

(Xn+1,Xn, Xy-1) € Dy.

Par conséquent, D1 est un ensemble invariant pour1’équation (2.1). Supposons que (xo, x-1, X_2) €

D,, alors
X0 X_1
=— =X
AZja2  A-/a
D’ou
A a
X0 = —X_-1, X2 = —X_1.
a A

Montrons que (x1, X9, x-1) € D> Tout d’abord ,en simplifier x;

XoX-2
—ax_1 +bx_p’

() (21)

7
—ax_1+Db (A”—_x_1)

X1
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Comportement global de I'équation aux différences x,.1 =

XnXn-2

—ax,_1+bx,—o
Donc
AZ
X1 = —_x_l
72
A
X0 -7 X-1 1
A_ja  A_/a -
A
X1 X1 Al a? a
= = — _x—l = x—l = x—l‘
A2/a2  A%/a2  ady A2 ApA_
Donc
X1 X0
= = x—l
A%2/a2  Aja ’
ainsi
‘(xllxo, x-1) € Dy ‘
On suppose que (x, Xy—1, X4—2) € D2, c’est-a-dire
Xn _ Xp-1 _ x
=y .
A2/a2 Afa "
On en déduit
A a
Xn = —Xn-1, Xn—-2 = 7—Xp-1-
a A_
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XnXn-2

Comportement global de I'équation aux différences X1 = 5 —
n— 1=

En remplagant

XnXn-2
—ax,—1 + bx,_»

() (o)

7
—ax,_1+b (A”—_xn_l)

2
n—1

aXy-1 (—1 + Ai_)’

Xn-1

a (—1 + A%)
Xn—-1

Xn+1 = ’

A
= 7 Xn-1,
+
A
- a x}’l—l/
TAC
AZ

= —Xp-1-
a2

Xn+1 =

X

Alors N
Xy = Xn-1

A Ja Aja v

A2
Xn+1 _ g1

A2/a2 A2 /a2

= Xn-1,

Ainsi
Xn+l _ Xno x
A2/a2  A_fa 7

1,

donc

‘ (xn+1/ Xn, xn—l) €D ‘

Alors D; est un ensemble invariant pour I'équation (2.1). m

Théoréme 2.1.3 Soit {x,}’ _, une solution admissible de I'équation (2.1). Les affirmations suivantes

sont vraies

[o0]

1. Sib>a+1,alors la solution {x,} _,

converge vers zéro.
2. Sib=a+1,alors nous avons les cas suivants :

(a) Sib<2,alors la solution {x,};__, converge vers une limite finie.

2
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XnXn-2

Comportement global de I'équation aux différences X1 = 5 —
n— 1=

(b) Sib > 2,alors la solution {x,}> _, converge vers zéro.
3. Sib <a+1,alors nous avons les cas suivants :

(a) Sib <2,alors lim,— e X; = +00.

(b) Sib > 2,alors la solution {x,}> _, converge vers zéro.

Preuve. Nous avons

Alors

A Ay
0<—x«1 d li (—) =0.

et on peut écrire 0; comme suite :

D’ou

© Vp2 —4q

Premier cas : b > a + 1 . Nous commencons par montrer que: Ay > 1.Ona

b+ Vb2—4a_

Ar—1 > 1,

b+ Vb2 —4a-2

= 5 ,
comme

b>a+1>0,
alors

b —4a>@+1)%—4a=(a-1)>
Ainsi
Vb2 —4a > |a - 1|,

donc

b+ Vb2 —4a-2>b+a—1]-2.
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XnXn-2

Comportement global de I'équation aux différences X1 = 5 —
n— n—

or
b>a+1.
Ainsi
b+la-1-2>a+1+a-1-2,
donc

b+la-1-2>a-1+a-1>0

Par conséquent

Ay > 1.

D’apres (2.4) alors

lim 9]- = +o00.

j—+oo

Ainsi de suite

lim yo(m) = +oo,

m—+oo

Et
i p-am) = oo

Par conséquent , comme

. B v

2T Yomyy 1 (m + 1)
Et
. B v

2m+2 = yo(m +1)y_1(m+1)

Alors
llm Xom+1 = O/
m—+00

Et

lim Xom+2 = 0.
m—+oo

c’est a dire , les deux sous suites paire et impaire sont convergentes vers 0, Donc la solution

[o¢]

{xu})> _, converge vers zéro .

Deuxiémecas:b=a+1.Si:b > 2 Nous avons b>2 et b=a+1,

alorsa > 1.
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XnXn-2

Comportement global de I'équation aux différences X1 = 5 —
n— n—

D’autre part
b —4a = (a-1)?

ainsi

Vb2 —4a=la-1=a-1,
alors

a+1+a-1

A+ = 2 =a,

donc
Ay > 1.

D’ot1 la suite de la démonstration est similaire que a la partie précedente .

Si:b<2

Commeb=a+1<2,Donca <1 etalors

a—1=1-a.

Ainsi

donc d’apres (2.4),

Par conséquent, les suites intermédiaires sont convergentes. Ainsi

xoX_1x_2(b? — 4a)

lim x =
m—roo” 2 (—axo + x_1)(—ax_q1 + x_3)’
I xoxX_1x_2(b? — 4a)
im x = )
m—voo " 22T (g + x_y)(—ax_q + X_)

Donc les deux sous suites paire et impaire convergent vers la méme limite ,alors

, xoX_1x_o(b? — 4a)
Iim x, = .
m—-+o00 (—axo + x-1)(—ax-1 + x-2)

Donc
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XnXn-2

Comportement global de I'équation aux différences X1 = 5 —
n— n—

’ La suite {x,} converge vers une limite finie .

Troisiéme cas: b <a+1

Nous avons b < a + 1, donc

V> —4a < (b-2)>

Par conséquent Vb2 —4a < |b—2|.

Si: b < 2alors

b—2=2-b,
Ainsi
Vb2 —4a <2 -b
D’ou
b+ Vb2 —4a<?2
Donc
b+ Vb? —4a
Apg=——-——<1.
2
Donc d’apres (2.4) ona
lim 6; =0,
j—+oo

ainsi de suite

lim yo(m) =0, mlig}oo y-1(m) = 0.

m—+00

Par conséquent

lim X941 = +00, lim X940 = +00.

m—+00 m—+0o

lim x, = +o0.
m—+oo

(o]

c’est a dire La solution {x,}

est diverge .

Si:b > 2alors

1. = b+ Vb? —4a >?
+ — 2 2/
donc
Ay > 1.



XnXn-2

Comportement global de I'équation aux différences X1 = 5 —
n— n—

25F 1

15} .

0 50 100 150

F1Gure 2.1 — Comportement de la solution poura = 1.1 etbh = 2.2.

D’ot1 la suite de la démonstration est similaire que a la partie précedente . m

Exemple 2.1.1 Soita = 1.1 et b = 2.2. Nous avons

b>a+1,

Pour les conditions initiales :

X_p = 3 , X_1= -1 , Xp = 2.

La Figure 2.1 montre que la solution admissible {x,} _, de I'équation (3.1) converge vers zéro.

Exemple 2.1.2 Soita = 0.7 et b = 1.7. Nous avons :
b=a+1 et b<2.
Pour les conditions initiales :

X3 = 3 ’ X_1= -1 ’ X0 = 2.
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XnXn-2

Comportement global de I'équation aux différences X1 = 5 —
n— n—

25+ .

151 .

05+ -
Limite
0 — 1 - — —

0 50 100 150 200

F1Gure 2.2 — Comportement de la solution poura = 0.7 eth = 1.7.

La Figure 2.2 montre que la solution admissible {x,}’ _, del'équation (3.1) converge vers la limite finie .

v(b?* - 4a)

=~ 0.06081.
(—axo + x_1)(—ax_1 + x_2)

Exemple 2.1.3 Soita = 0.2 et b = 1. Nous avons :

b<a+1 et b<?2,

pour les conditions initiales :
X_p = 3 ’ X_1= -1 ’ X0 = 2.

La Figure 2.3 montre que la solution admissible {x,}_ _, de I'"équation (3.1) est non bornée.

Exemple 2.1.4 Soita =3 et b = 3.7. Nous avons
b<a+1 et b>2

Pour les conditions initiales

La Figure 2.4 montre que la solution admissible {x,} _, de I'"équation (3.1) converge vers zéro.
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XnXn-2

Comportement global de I'équation aux différences x4 = — 57—
n— n—

0 50 100 150

Ficure 2.3 — Comportement de la solution poura =0.2etb = 1.

25+

0 50 100 150

F1GURE 2.4 — Comportement de la solution poura =3 etb =3.7.
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XnXn-2

Comportement global de I'équation aux différences X1 = 5 —
n— 1=

22 Cas3b?=4a

Dans cette section, nous supposons que : b* = 44

Théoreme 2.2.1 Soit {x,,}> _, une solution admissible de I’équation (2.1). Alors

n=-2
n
(%) _147) REG n=13...,
o2 w1 (25)
Xy = (2.5)
2\" 4v
(E) " Y 7’122,4,...,
bo3) u-1(3)
ol
U =x0X_1X—2, , M-i(n)=-bnx_;j+2(1+n)x_i—1 , i=0,1, n=0,1,...
Preuve. Il suffit de réécrire la formule (2.5) sous la forme :
2m+1
(%) v , si: n=2m+1,
b)) potm)u_(m+ 1)
Xy = (2.6)
2 2m+2 4y
(—) , Si: n=2m+2.
b)  o(m+ Dui(m+1)

ot les suites auxiliaires () et p_1(m) sont données par :

po(m) = m(=bxg + 2x_1) + 2x_q,
et
p—1(m) = m(=bx_q +2x_) + 2x_5.

ce qui acheve la démonstration. m

Remarque 2.2.1 Nous avons

N B (2)2m+1 4y
) polmyua(m+ 1)’
et
. B (%)2m+2 4y
227 \b) po(m+ Dy (m + 1)
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XnXn-2

Comportement global de I'équation aux différences X1 = 5 —
n— n—

Supposons que

—bxo+2x_1 =—-bx_1+2x_, =0.
Alors, pour tout m, nous avons
po(m) = —=bmxg + 2(1 + m)x_q,

=m(—bxg + 2x_1) + 2x_1,

= 2x_1.

Et
p-1(m) = =bmx_y + 2(1 + m)x_y,
=m(—=bx_1 +2x_3) + 2x_p,
=2x_o.
Donc
o2l g o \2m+1
wali) sman =)
et
o\2m+2 g 9\2m+2
wa=(G) mas () e

Par conséquent, ¥n € IN,

b
Donc
X0, sib= 2,
lim x, =<0, sib>2,
n—+oo
+o00, sib<?2.
Do :

— Si b =2, la solution converge vers xj.
— Si b > 2, la solution converge vers 0.

— Si b <2, la solution est divergente.
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Théoréme 2.2.2 Soit {x,}}* , une solution de I'équation (2.1). Supposons que :

—bxg+2x_1 #0,
or

—bx_1+2x_, #0.

Alors les affirmations suivantes sont vraies :

1. Sib > 2, alors la solution {x,}'2 , converge vers zéro.

2

2. Sib <2, alors la solution {x,} > , est divergente.

Preuve. Nous avons

2 2m+1 4y
X == ,
2l (b) Ho(m)p_ (m + 1)
et
2 2m+2 Ay
Fom+2 = (E) o(m + D (m + 1)
De plus,
po(m) = —bmxg + 2(m + 1)x_q,
et

p-1(m+1) = =b(m + 1)x_1 + 2(m + 2)x_5.

On peut écrire g et u_; comme suite :
po(m) = m(=bxo + 2x_1) + 2x_1,

et

p—1(m) = m(=bx_1 +2x_p) + 2x_».

Alors,
|2x_1|, si — bX() +2x_1 =0,
m uo(m)| =

+00, sinon.
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Et

2x_5]|, si —bx_1+2x_,=0,
lim | ()] =
+00, sinon.

D’ou, lorsque
—bxg+2x_1#0 or —bx_1+2x_5#0,
nous avons, pouri=0ori =1,

lim_|uo(m) g1 (m + )| = +oo.

Si:b > 2, alors:

2 2m+1 4y
lim x = lim (—) =0,
m— o0 2m+1 m—co \ b /,lo(m)/,t_l(m + 1)
‘ ) 2 2m+2 4y
Jim_ Xoms2 = nlzlflo(E) po(m + D (m+1)

lim x, = 0.

n—-oo

Si:b =2, alors

lim x lim v
1 = =
S Xome1 = 0 po(m)p—1(m + 1)

lim Xomeo = i dv =0
oo V212 = IO uo(m + Du_y(m+1)

/4

De méme,
Iim x, =0.

n—+oo

Si: b <2, on peut écrire g et u_jcomme suite :
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po(m) =m [—bxo + 2(1 + %)x_l],

p-i(m+1) = m[—b(l + %)x_l +2(1 + %)x_z]‘

Par conséquent,

o] = (%)zm+1 2ol
" b mzl[—bx0+2(1 + %)x_ll[—b(1+ %)x_l +2<1 + %)x-z]ll
Alors|xo41| ~ (g)2m+1 4| .
b [m2(=bxg + 2x_1)(=bx_1 + 2x_5)|
De méme,
|x | B (g)2m+2 4|Z)|

IR [cb (14 D) xo+ 2 (14 2) x| [b (14 2) v +2(1+ 2)xs]|

Alors,

2m+2
2
b 4fv|

m2  |(=bxg + 2x_1)(=bx_1 + 2x_5)|’

IX242| ~

Comme b < 2, alors :

2
E > 1,
ainsi
5 2m+1
(3
lim — =+,
m—+co
donc
lim |me+1| = +00.
Mm—>+00
De méme,

lim |me+2| = +00.
m—+oo

Par conséquent

{xn}727, est divergente lorsque b < 2|,

Exemple 2.2.1 La Figure 2.5 montre que, pour a = 0.64etb = 1.6 (b2 = da et b < 2), une solution de

I'équation (3.1) , avec les conditions initiales x_» = 3, x_1 = =1 et xo = 2, diverge.

40



XnXn-2

Comportement global de I'équation aux différences x,, ;1 = —2"2—
p 8 q axy x5

><1O14

12

10

0 50 100 150

F1GUre 2.5 — Comportement de la solution pour a = 0.64 et b = 1.6.

Exemple 2.2.2 La Figure 2.6 montre que, pour a = 2.25 et b = 3 (b* = 4a et b > 2), une solution de

I'équation (3.1) , avec les conditions initiales x_» = 3, x_1 = —1 et xo = 2, converge vers zéro.

2.3 Cas30b?<4a

Théoréme 2.3.1 (A < 0) Soit {x,}; _, une solution admissible de I'équation (2.1) . Alors, pour tout

n>1,ona:
sin? x %
1
"2 pofn = 3) pafn +3)
X, = “'2 poln—z) paln+3 2.7)
sin“ x v

a® Bo(n) p-1(n)’
Oll U = XoX_1X_2,
et

B-i(n) = x_;sin(na) — x_;_1 sin((n + 1)a) pour i=0,1.

Donc

Bo(n) = Va xg sin(na) — x_; sin ((n + 1)a),

B-1(n) = Va x_; sin(na) — x_ sin ((n + 1)a).
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—ax,_1+bx,—o

25F

151

0 50 100

Ficure 2.6 — Comportement de la solution poura = 2.25etb = 3.

et
a=tan  — € ]0,
b
Preuve.

Preuve par récurrence de la forme explicite des solutions

On peut écrire la formule (2.7) comme suite

2

sin“ x v
X =
21 1 Bo(m) p1(m+1)
2m+—=
a_, 2
sin“ x v
Xom+2 =

2752 Bo(r + 1) oy + 1)

A partir de la définition de a :
Vda — b?

tana =
b

Considérons le triangle rectangle suivant :

Coté opposé aa : Vda —b?,

Coté adjacent aa : b,

Hypoténuse : \/( Vaa —12)2 + 12 = V4a — 02 + b2 = V4a = 2+a.

42
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n=2m+1,

n=2m+2.
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Donc R
cosa = b etsina = da — b2
2va' 2a
On utilise I'identité :
’sinZa = 2sina cosa ‘
alors
sin 2« b b
- =2cosqa =2 —— = —
sin a 2va  a
sin2a b
sina  +a
Pourm=0:
Bo(0) = Vaxpsin(0) — x_ sin(a) =0 — x_; sina = —x_ sina,
B-1(1) = Vax_isina — x_psin2a,
Et

Bo(1) = Va xgsina — x_ sin 2a.
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Zax, 1 +bY%,
Donc
_ sin? o ()
TTTNE RO

B sin? & ‘ v
C\a (—x_1 sina)~(\/ﬁx_1 sina—x_zsinZOc),
_sina . v
C Va —x_l( Vax_isina — x_psin 20() '

sina ' v

Va —x_1 -sina ( Vax_q - %x_z)

[

—X_q (\/Ex_l - %x_z),

2]~

v
ax_q — bx_p’
\a

1 va
Va —x_i(ax_q —bx_p)’
XoX-1X-2
—x_1(ax_1 — bx_3)’
X0X-2
—ax_q1 +bx_o’

2~

_x_l
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Et
N sin? o v
2 = . ’
a  Po(1)p-1(1)
sin? a v

4
a ( Vaxgsina — x_ sin Za)( Vax_isina — x_osin Za)

_sinza‘ %
a b b '
sinzac( ax ——x-)( ax_ ——x_)
Vaxo va 1| Vax, va 2
_1 v
T

(o )

1 v

T4 (axg — bx_q1)(ax_1 — bx_p)’
a

1 v-a

T4 (axg — bx_1)(ax_1 — bx_p)’

3 v

~ (axo — bx_1)(ax_1 — bx_)’

B v

"~ (—axg + bx_1)(—ax_q + bx_p)’

_ X1X-1

T —axo+bx_q’

Les formules sont vraies pour m = 0 (c’est-a-dire pour x; et x2). On suppose que la formule (2.8)

est vraie pour un certain m > 0. On a donc:

2

X sin“ « Y%
2m-1 = :
" a3 Polm=1)B_1(m)’
N sin? a v
2m = :
" am  Bo(m) f-1(m)’
tr sin? a v
etXy;;4+1 = . .
T ek Bo(m) Poa(m + 1)
Par conséquent
X X sin? a v sin? a v
2m+1 " X2om-1 = : . . ,
LT el Bo(m)poa(m+ 1) g3 Bolm — 1)p1(m)
sin*a - v?

a?m - Bo(m — 1) Bo(m) B-1(m) f—1(m + 1)
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Zax,_ 1 +bX
Et
e + b __a(sinza ' v )+ (sinza ' v
2m + DXom-1 = a" Bo(m)p_1(m) an=t Bolm = 1)pa(m) )’
_ sin®a - v (_ a N b )
a"3p_(m) | atBom)  Polm—=1))’
_ sinfa-v (_ \a . b )
- a"=3p_y(m) \ Po(m) ~ Bo(m—1))’
_ sina-v ‘ —\/El,Bo(m — 1) + b po(m)
- gm_%ﬁ_l (m) ,BO(m -1 ﬁO(m) ‘
Alors
G = X2m+1X2m-1
 —axoy + bxom—1’
sin*a - 02
_ @ Bo(m = 1) Bo(m) f-1(m) p-1(m + 1)
sina - v - VaBo(m — 1)+ bpo(m)
am_%ﬁ_l(m) Bo(m — 1) Bo(m)
_ sin*a - 0? _@"73Boa(m) - po(m — 1) po(m)
a2 - Bo(m = 1) o(m) B1(m) B-1(m +1) * sin? a0+ (= vapom 1) + bﬁo(m))'
_ sin®a - v
a3 - p_y(m +1) - (= Vapom — 1) + b o(m))
.2
S SIva- o (d’aprés : bPo(m) — Vao(m —1) = VaBo(m + 1))/
a2 By (m+1) - Napo(m +1)
_ sin® & . v
T oamtl Bo(m+1)Boa(m +1)
= X2m+2-
Ona aussi

sin* o 02

a2+ Bo(m) Bo(m + 1) f-1(m) f-1(m + 1)’

Xom+2 * Xom =
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—ax,_1+bx,—o
Et
—ax + bx __a.sinza. v + _sinza‘ 9
am T g+t Po(m)Boi(m +1) a" Bo(m)B_1(m)’
B sin?av B a N b
a"po(m) \ aip_ym+1) B-1(m))
_ sinfav (_ \a . b )
@ Bo(m) \  pa(m+ 1) poi(m))’
B sin v = Vap_1(m)+bB_1(m+1)
" Bo(m)  pi(m) y(m + 1)
Alors
j Xom+2X2m )
—aXom41 + bXom
sin* a v?

a2+ Bo(m)Bo(m + 1)B_1(m)B-1(m + 1)
sin? a v - Vap_1(m)+bp_1(m+1) ’
am Bo(m) B-1(m)B-1(m + 1)

_ sin* @ v? a" Bo(m) B—1(m) B-1(m +1)

a2 Bo(m)Bo(m + DB (m)B(m+1) ~ sin? g v (— NaB_1(m) +bp_1(m + 1))/

B sinav
am+1 o(m +1) (= Vapoy(m) + b poy(m + 1))

_ sin® a v (d’aprés : = Vapoa(m)+bpog(m+1) = Vap_y(m+ 2)),
a1 Bo(m +1) Naf-1(m +2)
sin® o v

a3 Bo(m + 1) Boy(m +2)’

= X2m+3-

alors elles sont vraies pour m + 1 (c’est-a-dire pour xp,42 et X2,,43).
Par le principe de récurrence, les formules sont vraies pour tout m > 0, c’est-a-dire pour tous
les termes de la suite {x;},>1.

Ceci acheve la preuve du Théoréme. =

Théoreme 2.3.2 Soit {x,},__., une solution admissible de I'équation (2.1) et posonsa = 1. Si @ = %n

n=—oo

o0
n=—00

est un multiple rationnel de 7 (avec 0 < I < % ), alors {x,} est périodique de période principale 2k.

Preuve. Supposons quea = leta = %n, oul,keZ,0<1<k/2. Enutilisant la formule (2.8) (qui
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donne une expression de x,,,+1 en fonction des fonctions f), on peut écrire :

0

Bo(m + k) B-1(m +1 +k) (10)

.2
Xom+2k+1 = SIN™ &
Calculons p_i(m + k) :

B-i(m + k) = x_;sin((m + k)a) — x_j_1 sin((m + 1 + k)a),
= x_;sin(ma + ka) — x_;_1 sin((m + 1)a + ka),
= x_sin(ma + In) = x_i_y sin((m + )a + In) (Puisque ka = I),
= x_i{(=1)'sin(ma)| - x_;1[(-1)' sin((m + 1)) (En utilisant ~sin(6 + I) = (~1)'sin 0),
= (=1)![xi sin(ma) - x_i_y sin((m + 1)),

= (=1)!B-i(m).

Ainsi, on a montré

Bi(m + k) = (=1)'B_i(m)

Donc

Bo(m + k) = (-1)!Bo(m),
Bo(m + k+1) = (=1)'Bo(m + 1),
Boi(m+1+k) = (=1)'B_1(m +1).

Par conséquent
Bo(m + k) B_1(m + 1+ k) = (=1)!Bo(m) - (~1)!B_1(m + 1) = (=1)?Bo(m) f-1(m + 1)

. Alors

v
Bo(m +k)B_1(m+1+k)
=sin® - Y comme(-1)% =1,

(=1)#Bo(m) p-1(m + 1)

— in?
Xom+2k+1 = SIN” &

=sin®a

(%
Bo(m) -1(m + 1)’

= X2m+1-
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Et

_ w2 o %

Xo(m+k)+2 = Xom+2k+2 = SN Bo(m +k+1)B_y(m+k+1)
sina - Y ,

[(=1)Bo(m + 1)] - [(=1)!B-1(m + 1)]
sin a - Y

(=1)2Bo(m + 1) p_1(m + 1)
i o v
m A i D) p(m + 1)

Comme(—l)ZI =1,

= X2m+2-

Cela implique que pour tout entier 7 :

Xn+2k = Xn

Théoreme 2.3.3 Soit {x,}° _, une solution admissible de I'équation (2.1). Les affirmations suivantes

sont vraies :

1. Sia<1,alors lim x;, = c0.

n—oo

2. Sia > 1, alors la solution {x,}__, converge vers zéro.

Preuve.

On dispose des formules explicites suivantes pour la solution :

)
sin” a
Xomel = — Po(m) B_1(m + 1)
am+§
sin’ &
Xom+2 = prT Bo(m + 1) _1(m + 1)

ou B_i(n) = x_;sin(na) — x_;_1 sin((n + 1)a)

Donc

_Isin®a] - |Bo(m)B_1(m + )| |sin®al- |Bo(m)B_1(m +1)| (1\"
[X2me1l = = (—)

am+% gl/z a

_Isin?al - |Bo(m + DP_y(m+1)| _ |sinal-[Bo(m + DP_y(m+1)| (1\"
[X2m42| = = . (—)

am+% al/2 a
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Les fonctions f sont bornées car | sin(-)| < 1 et les valeurs initiales x_», x_1, xp sont des constantes

fixées.

Cas1:sia<1 Alorsl>1, donc

lim |xp41] = 00
m—o0
lim |x42| = o0
m—o0

Par conséquent, lim |x,| = co.
Nn—o0

Cas2:sia>1 Alorsl <1, donc
lim |x2p41/ =0
m—o0
lim |x2p42| =0
m—00
Par conséquent, lim [x,| = 0. Les deux sous-suites (indices impairs et indices pairs) convergent
n—-oo

vers 0, donc lim x, = 0.

n—0o00

Ceci achéve la démonstration. m
Exemple 2.3.1 (7) La figure 7 montre que, si

-5 2
a=1, b= (avecb2<4aeta:?n),

alors une solution {x,};> _, de I'équation (2.1) avec les conditions initiales
est périodique de période principale 10.

Exemple 2.3.2 (8) La figure 8 montre que, si

a=1 b= V3 (avecb2<4aeta:%),
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15

-0.5

0 20 40 60 80

Fig. 7 Xn+1 = XnXn-2

1-V3
—Xp-1t 57 Xn-2

alors une solution {x,} >~ _, de I'équation (2.1) avec les mémes conditions initiales

Xxo=3 x1=-1, x9=2

est périodique de période principale 12.

Théoréme 2.3.4 Les énoncés suivants sont vrais :

(1) Sib? > 4a, alors I'ensemble interdit de I'équation (2.1) est

2

b= U{(”O' U, u) € R :u_j =0
i=0
) 10
U U {(uO’ U-1, u—Z) S R3 tUp = E m+1}
Om
m=1
Y O {(”01 U_t, ) € R® 1 uy = =2 Om1 }
a Oy

1

3
I

(2) Sib? = 4a, alors I'ensemble interdit de I'équation (2.1) est

2
Fy = Jiuo,uor,u0) € R 1y = 0)
i=0
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Example 8
[ .
| i
| i
<
1 i
1 i
Lk _
: - 2 50 80 100
n
. N Ot
Flg- 8 Xn+l = _xn_1+\/§xn—2

® 1+m
U U {(ug, U_1,U_p) € R3:uy=2 - u_l}

m=1

® 1+m
U U {(M(), 1/[_1,1/{_2) S ]R3 U = 2 p M_z} .

m=1

(3) Sib* > 4a, alors I'ensemble interdit de I'équation (2.1) est
q

2

F3 = U{(uo, u_1,u) € R?:u_; =0}
i=0

i +1
_ sin(m + 1)« M-l}

s

{(uo, Uu_1,u_p) € R? : up

et Vasinma
(o] .
sin(m + 1)a
U U {(uo, U_1,U_p) € R:u4= _—u_z}.
4 Vasin ma

3
I

Preuve. On consideére I’équation aux différences (2.1) avec b? > 4a :

UpUn-—2

———  neN
—au,_1 + buy_o

Upt1 =

L'ensemble interdit # est ’ensemble des conditions initiales (u, u_1, u_2) pour lesquelles la
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solution n’est pas définie a partir d'un certain rang, c’est-a-dire qu’il existe un entier n > 0 tel
que le dénominateur s’annule :

—au,_1 +buy,_, =0

ou que 'une des conditions initiales soit nulle.

Cas1:1% > 4a
1. Conditions initiales nulles

Siu_1 =0ouu_p =0,lasolution n’est pas définie. Ainsi :

2
U{(HO,M—LM—Z) eR’:u_; =0}
i=0

2. Annulation du dénominateur
D’apres la (2.3), on a les formules explicites :

0 0
, u =
Yomyy_1(m+ 1) " yom + N)y_1(m + 1)

Um+1 =

.oU v = ugu_1u_p, Yo(n) = —aug0, + u_10,41 et y_1(n) = —au_10, + u_20,41.

La solution n’est pas définie si l'un des dénominateurs yo(m), y-1(m) ou y_1(m + 1) s’annule

pour un certain m > 0.

— Siyog(m)=0:
_ U1 Oy
—augBy, +u_16,,,1 =0 = uyg=—- 0 m>1
m

— Siy_1(m)=0:

U2 O

—au_10, +u_30,,1 =0 = uq4=—- , m2=1
a O,

Le cas m = 0 correspond aux conditions initiales nulles déja traitées.

Cas 2:b% = 4a
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1. Conditions initiales nulles

Siu_1 =0ouu_p =0,lasolution n’est pas définie. Ainsi :

2
(Mo, 11, u2) € Ry = 0,
i=0

2. Annulation du dénominateur on a les formules explicites suivantes :

2 )2m+1 4p

2 2m+2 4p
Um =\ ’
2m+1 (b po(m)p—1(m + 1) )

u =|=
22 (b wo(m + 1)u_1(m + 1)
ol v = ugt_1u_p, p—j(n) = =bnu_; + 2(1 + n)u_;_1, pouri =0, 1.

La solution n’est pas définie si1'un des dénominateurs (), —1(m) ou p_1(m +1) s’annule

pour un certain m > 0.
— Si po(m) =0 pourm >1:

1+
—bmug+2(1+mu_1=0 = wuy=2- m

U

— Sipu_y(m)=0pourm>1:

1+
—bmu_1 +201+mup,=0 = wu_1=2- m

U-p

Le cas m = 0 correspond aux conditions initiales nulles déja traitées.

Cas 3: 0% < 4a
1. Conditions initiales nulles

Siu_1 =0ouu_p =0,lasolution n’est pas définie. Ainsi :

2
(Mo, 11, u2) € R0y = 0)
i=0

2. Annulation du dénominateur
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D’apres la (2.8), on a les formules explicites suivantes :

sin? a v sin? a v

ol Bompa(m+ 1) 22T e Bo(m + D (m + 1)

Uam+1 =
.Ou v = upu_qu_y, B-i(n) = Vau_;sin(ne) — u_;_1 sin((n + Na), pouri =0,1, et

a =tan™

1 Vda - b? e
|

La solution n’est pas définie si 1'un des dénominateurs Bo(m), f—1(m) ou f_1(m + 1) s’annule

pour un certain m > 0.
— Sipo(m) =0pourm >1:

Vaug sin(ma) —u_jsin((m+1)a)=0 = ug= Mu_l
Va sin(ma)
— Sifp_1(m)=0pourm >1:

Vau_ysin(ma) —u_psin(m+1)a)=0 = u_j= sin((1m + 1)0é)u_2

Va sin(ma)

Le cas m = 0 correspond aux conditions initiales nulles déja traitées. m
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Chapitre

Résolution analytique de 1'équation aux

XnXp—2
—ax,,_1+bx;,_»

différences : x,, ;1 =

Dans ce dernier chapitre, a I'aide de quelques transformations, nous recherchons analyti-

quement l'expression explicite des solutions de 1’équation aux différence suivante

XnXn-2

_— =0,1,... A
—axn_1+bxn_2' n 0/ ’ (3 )

Xn+l =

otta, b > 0 et les valeurs initiales x_,, x_1 et xo sont des nombres réels.

3.1 Transformation en équation de Riccati

Par le changement de variable

Xn—1 X2 X-1
= avec Y1 =—,1Yp=— 3.2
Yn = Y= Y= (3.2)

_

on obtient d’apres 1'équation (3.1)

1 _ X+l _ Xn-2
- - 4
Ynel  Xp  —0Xp_1 +bxyp
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—ax,_1+bx, o
donc
Xn-1
=—q +b,
Yna1 Xn o
alors, I’équation (3.1) devient
a
Yn+1 =b— , n=0,1,... (3.3)
Yn-1

L’équation (3.3) est une équation aux différences du second ordre. On remarque que les
termes d’indices pairs sont séparés des termes d’indices impairs, par conséquent, on obtient

deux sous-suites indépendantes. En effet :

Pour n = 2n, on obtient

a
—p- ,
Yon+1 Yot
on pose
Zn = Yon-1, (3.4)
alors
e =b-2,  u=0,1,... (3.5)
Zn
D’autres part, pour n = 2n + 1, on obtient
a
Yon+2 = b- E’
on pose
hy = Yon, (36)
alors
M =b—2,  n=0,1,... (3.7)
hy,

I’équation (3.5) est de la méme forme que 1'équation (3.7) (c’est des équations de Riccati),

mais elles sont différentes en raison des valeurs initiales distinctes.
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3.2 Transformation en équation linéaire

Considérant I’équation (3.5), on pose :

6n+1

Zny = P 90 = 1, 91 = 20, (3.8)
On
alors :
z — 6n+2
n+1 6n+1 ’

6n+2 —ph— a
9n+1 6n+1 ’
On
donc:
9n+2 971
=b-a ,
9n+1 9n+1

en multipliant par 0,1, on obtient 'équation aux différence linéaire homogene d’ordre 2 sui-

vante

Oy40 — b@n” +a60,=0, 6p=1, 61 =2z. (3.9)

Maintenant, considérant 1’équation (3.7), on pose :

9/
=t =1, 6=, (3.10)
n
alors
0., — b0, +a0;, =0, 0;=1, 0] =ho. (3.11)
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—ax,_1+bx, o

3.3 Forme explicite de la solution générale de I'équation

3.3.1 Forme explicite de la solution de I’équation linéaire
L’équation caractéristique de (3.9) est
A2 —bA+a=0,
Casb> —4a >0
Dans ce cas la solution générale de I'équation (3.9) est donnée par :

Qn = C1Af + C2A1_1

ou A, et A_ sont les racines de 1’équation caractéristique

b+ Vb%2—4a b— Vb%2—4a
/\+=f, /\—=f,

et les constantes ¢ et ¢, sont déterminer selon les valeurs initiales comme suite

c1+c=60p=1

Ay + A =01 =2

donc
Cy = 1- (o5}
A+ —2Z0 = C2(A+ - A_)
alors
Co = /\+ — 20
Sy
et

=l —cr=1— )\+—ZQ _ Zo—/\_
L W T P I
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n— n—

d’ot1 la forme explicite de la solution générale de 1’équation (3.9) est

_ Zo—)\_ n /\+—ZQ n _
O = T At 4 T A" n=0,1,..| (3.12)

De méme, la forme explicite de la solution générale de 1’équation (3.11) est

oz A e Azl A", n=0,1,.. (3.13)

9”_/\+—)\_ AL = AL

Remarque 3.3.1
/\++/\_:b, A+/\_:a
b A b A

—=1l+— = -14+—=—
Ay Ay Ay Ay
Cas b? — 4a = 0 Dans ce cas, l'équation caractéristique posséde une racine double :
b
A=
2
La solution générale de 1’équation (3.9) est donnée par :

0, = (c1 + con)A™.

Les constantes c; et ¢; sont déterminées a ’aide des conditions initiales 6y = 1 et 61 = 2 :

90=C1=1 C1=1
=
Z0
01 =(c1+c)A =29 szi_l‘

Ainsi, la forme explicite de la solution est :

0, :(1+(%°—1)n)w, n=0,1,...

De méme, pour I'équation (3.11) avec 6) = 1et 6] = ho :
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n— n—

Cas b —4a < 0 Dans ce cas, les racines de I’équation caractéristique sont complexes conjuguées :

b+iVda — b2 b—iVda - > —
A I D

On écrit ces racines sous forme trigonométrique :

Ay =1e'?, A_=re'?,

avec
b Vda — b?
r= va, cos@ = —, sinp = ————, €0, m
Va = ova Y= ¢ €(©0,m)
La solution générale de 1’équation (3.9) s’écrit alors :
On = r"(A cos(np) + Bsin(np)).
Les conditions initiales 6y = 1 et 81 = zg donnent :
= Zo/t — cos @
. o/
61:r(ACOS(p+Bsmg0):zo :W'

Par conséquent, la forme explicite de la solution est :

M sin(n(p)), n=0,1,...

O,=r (Cos(ngo) + Sing

De la méme maniere, pour l'équation (3.11) avec 6 = 1 et 0] = ho :

;o ho/r —cosq B
0,=r (cos(ngo) + W sm(ngo)), n=0,1,...

3.3.2 Forme explicite de la solution de I’équation de Riccati

Nous avons d’apres (3.4) et (3.8)

0
Y1 = 5=, Go=1, 01=ya, (3.14)
n
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n— n—

aussi, d’apres (3.6) et (3.10), on obtient

67/1+1 ’ ’
Yon = 6—,, 60 = 1, 61 = Yo, (315)
n

Cas b? — 4a > 0 Dans ce cas la forme de solution de I’équation (3.3) est

_ G — A AT+ (A ) A
Yon-1 (y_l — /\_) /\2 " (/\+ — y_l) = )
_ (yo —A2) /\’}_H + (As — yo) A+l
Y2n (yo—/\_)/\f+(/\+_y0)Af ’

n=0,1,..

n=20,1,..
Cas b? — 4a = 0 Dans ce cas, I'équation caractéristique posséde une racine double :
b
A=,
2

D’apres (3.14) et la solution de I"équation linéaire dans le cas A = 0,on a:

O = (1 +(% - 1)11)/\”.

Par conséquent,

0., (1+(FE-D)@E+D)At 1+ (B -1)@m+1)
Yon-1= = = .
+

0 (1+(BE-1n)ar T 1+ (B-1)n
Ainsi,

1+(5 1)@ +1)

Yon1=A 1;2%_1)” , n=0,1,...

De méme, pour la sous-suite paire :

Y _

yznz/\H(A 1)(n+1), n=0,1,...
1+(%-1)n

Cas b* —4a < 0 Dans ce cas, les racines de 1'équation caractéristique sont complexes conjuguées :

Ay =re'®, Al =re,
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Xnt1 = —ax,_1+bx, >

avec
Vda — b2
r= Va, cosp = —, sinp = ————, € (0, ).
Va Y= W @ €(0,m)
La solution de "équation linéaire s’écrit :
o Y-1/r—cosq |
0,=r (cos(ngo) + —sin(p sm(n(p)).
D’apres (3.14), on obtient :
cos((n + 1)) + w sin((n + 1))
Yono1 = 6n+1 — n
" 0, Y-1/r—cosq
cos(ngp) + v sin(ng)
Ainsi,
Y1 ) sin((n + 1))
1 I
cos((n + 1)p) + ( . cos @ sing
Yon-1=7 - , n=0,1,...
cos(ne) + (E — Cos )M
14 r v sin @
De méme pour la sous-suite paire :
Yo sin((n + 1))
cos((n + 1)) + ( . —cos (p) sing
Yo =71 : , n=20,1,...
(yo ) sin(n¢)
cos(np) +|=— —cos | —
r sin @

3.3.3 Forme explicite de la solution de notre équation

Nous avons d’apres (3.2)

1
X, = —2x,-1, n=-1,0,1,..,
n
alors
Xon = —— Xop-1,
Yon
1
Xon+1 = X2n,
Yon+1
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Donc
1
Xon = ———— Xon-2,
Yon Yon-1
1
Xop+l = ——— Xon-1,
Yon+1 Yon
D’ot
T
Xop = Xo, (3.16)
i1 Y2i Y2i-1
71
Xopsl = X1 (3.17)
im0 Y2i+1 Y2i
Maintenant, d’apres (3.14) et (3.15), on obtient
n n
9i+1 6n+1
H Y2i-1 = H — =
i=1 i O 61
ﬁ]/z‘ _ - 6z/‘+1 _ 6;1+1
L r ’
i=1 i=1 91‘ 61
ﬁyZ' | = - 91+2 — 6n+2
o i fm O
ﬁyz' _ s 91/‘+1 _ 61I1+1
L= ’ ’
i=0 i=0 61 60
Donc
01 0
Xon = o 9’_1 Xo, (3.18)
n+l Yy
01 6
Xopsl = 6_1 6’_0 X_1. (3.19)
n+2 Yy
Cas b? — 4a > 0 Dans ce cas, d’apres (3.12) et (3.13), on obtient
o = Ay — A Ay — A N
T o A AT+ — y ) AT (o — A0 AT+ (A — ) A1 VYO
]/ + ]/ y + y
Ay — A Ay —A_
Yon+1 = n+; n+2 +J{ 1 Y-1x-1
-1~ A- + A — Y1) AL 0—A- + (A —Yo)AZ
(-1 = A) AT+ (A —y-) AT (yo — A-) AT + (Ay —yo) AL
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—ax,_1+bx, o
Donc
Y = b? —4a .
TUER AT+ Ay = )AL AL ATT (A, - S AT
P b? —4a i
T IE S A (= AN - A AT+ (A - S
alors
X0, = (bZ - 40) X_2X_1X0
2n = [(X—Z - x_l/\_) A’;’_‘*’l + (A+x_1 - x_z) A71+1][(x_1 _ xo/\_)A11+1 + (/\_}.X() _ x—l)/\’l-'—l],
(bZ - 4:0) X_2X_1X0
Xon+1 =

[(x_p — x1A2) A2 4 (Apxog — x2p) A2 [(x2g — x0A)ATH! + (Ayxg — x_q)AH]

Cas b? — 4a = 0 Dans ce cas, I'équation caractéristique posséde une racine double :
b
A=<
2

D’apreés les solutions de 1’équation linéaire pour A = 0, on a:

(e (S a)uan, o= (14 (2o t)a)re
o= (S o= (2o 1)u)an

En utilisant les relations (3.18) et (3.19), on obtient :

O1=y-1, 01=yo, 06;=1,

61 = (14 (52 = 1) 04 D),
Onss = (1 + (% - 1) (n+ 2))A”+2,
Yo

Par conséquent

Y-1 . Yo ‘0
1+ (5 -1)@m+D)Am (14 (2 -1)@+D)art

xZn—<

Y-1 ‘ 1
1+ (5 -1)+2) A2 (1+ (R -1)(n+1)) A

Xon+1 = ( X_1.
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n— n—

En simplifiant et en remplagant y_; = ;ﬁ, Yo = %, on obtient :
-1 0
Y-1 ) Yo )
1+ (5 -1+ D)A1 (1+ (R —1)(n+1)) Ane?

Xon = ( X0

Y1 ) 1 .
1+ (5 -1)+2) A2 (1+ (% 1)+ 1) A

X-1

X_1 X0 1

N = o n][1+ (3 1)@ )

X_l/\

_ X_2 1
204D (m4+1)x_p —nx_gA (n+ 1)x_1 — nxpA
x_M X()/\

) Yo X_1x0A2
2n = )
EVECE) |1+ )2 = x4 [0 + 1xy = nAxo]

_ X_2X_1X0
2n —
/\2”[(11 +1)x_p — n/\x_l][(n +1)x_q — n/\xo]

1 1
Xon+1 = ’
A2n+3 [ ( X2 ) ][ (E _ ) ]
1+ Py 1)(n+2)[|11+ ol 1)(n+1)
X_2 1
A28 (n+2)x_p — (n+ 1)x_1A  (n+ 1)x_1 —nxpA
x_1A XA

Xon+1 =

; Yo X_1xpA2
2n+1 = )
n+1 = 243 [(n +2)xp—(n+ 1)Ax_1][(n +1)x_1 — n)\Xo]

X_2X_1X0
A2n+1 [(1’1 +2)x_p—(n+ 1)/\)(_1][(71 + 1)x_q — Tl/\XO]

Xon+1 =

Cas b —4a < 0 Dans ce cas, les racines de I’équation caractéristique sont complexes conjuguées :

A =re'®, A_=re®,
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avec
b Vda — b2
r= Va, cosp = —, sinp = ————, € (0, ).
Va Y= W @ €(0,m)
Les solutions de I'équation linéaire s’écrivent :
o Y-1/r—cosq |
O, =r (cos(ngo) + —sin(p sm(n(p)),
;o Yo/r —cosq .
0,=r (cos(n(p) + —sin<p sm(n(p)).

N X-2 X1
ouy-1 = x—etyo = x—o.

En utilisant les relations (3.18) et (3.19), on obtient :

o= O 0
” Ons1 91,1+1 "
Sachant que 61 = y-1 et 6] = yo, on obtient :
_ Y Yo
Yon = P ’ m+1Q - X0,
oul’on a posé :
_1/r—
P = cos((n + 1)g) + yl/Sm—COS(P sin((n + 1)),
r — Cos
Q =cos((n+ 1)) + yO/.—(P sin((n + 1)@).
Ainsi,
_ Y-1YoXo
Xop = m (320)
Ona
y1_ X2
ro x_qr
Donc
X-—2
—— —Cos @
Yy-1/r—cos@  x_yr X —X_1rCOSQ
sing ~ sing  x_qrsing

Par conséquent
2 —X_1rCOS @

P = cos((n + 1)p) + a sin((n + 1)@).

X_1rsing

67



XnXn-2

Résolution analytique de 'équation aux différences : Xp11 = 75—
n— n—

En réduisant au méme dénominateur

x_1rsing cos((n + 1)p) + (x_z — X_1¥COS (p) sin((n + 1))

X_1rsing

Séparons le numérateur en deux parties :

Np = x_qrsin@ cos((n + 1)@) — x_1rcos @ sin((n + 1)p) + x_p sin((n + 1)¢).

On factorise x_;7 dans les deux premiers termes
Np = x_1r[sin(p cos((n + 1)) — cos g sin((n + 1)(p)] + x_p sin((n + 1)@).
En utilisant I'identité trigonométrique
sin @ cos((n + 1)) — cos @ sin((n + 1)p) = sin((p -(n+ 1)(p) = sin(—ngp) = —sin(ngp),

on obtient

Np = —x_jrsin(ng) + x_ sin((n + 1)¢).

Ainsi,
_ x_psin((n + 1)@) — x_17sin(ne)

p :
X_1rsing

De la méme maniere, on trouve

_ x-qsin((n + 1)) — xor sin(ne)

Q Xor sin @
Alors
(x-z sin((n + 1)) — x_lrsin(ngo))(x_l sin((n + 1)¢) — xor sin(n(p))
PQ = . (3.21)
x_1xpr? sin® @
X_2 X1
Ona y_1yoxo = ; . —0 - Xp = x_». En remplagant dans (3.20) :

X_2 1
Xon = 55— 5~
" pms2 pQ
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Puis en utilisant (3.21) :

X_p x_1xpr? sin® @
Xon = 2142 (

x_psin((n + 1)) — x_1rsin(ng0))(x_1 sin((n + 1)¢) — xor sin(ngo))'

: 2
X_2 X_1 Xp SIN
Xon = 2%-1% S0 @ . (322

rzn[x_z sin((n + 1)p) — x_1r sin(n(p)][x_l sin((n + 1)@) — xor sin(n(p)]

Sil’on pose

_ x_psin((n + 1)) — x_17sin(ne)

A _ x_psin((n + 1)) — xor sin(ng)

, Bu=

7

sin¢@ sin¢@

alors (3.22) devient

etona:
01 %

Xon+l = 5—— " 57 X-1-
! On+2 61/1+1

En utilisant les solutions de 1’équation linéaire, on obtient :

Y-1 1
7’”+2P2 ) 1’”+1Q

Xon+1 = *X-1,

ou
Yy-1/r — cos

Py = cos((n + 2)¢p) + ng i sin((n + 2)p),

Q = cos((n + 1)¢) + y‘)/r,_—;ow sin(( + 1)¢).

sin
Ainsi,
X = o, (3.23)

Apres simplification, on trouve :

_ x_psin((nn + 2)p) — x_yrsin((n + 1))

P

7

X_1rsing

_ x—qsin((n + 1)) — xor sin(ng)
Bl Xo7 sin ¢ '
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Par conséquent,

PO = (x_z sin((n + 2)@) — x_1rsin((n + 1)@))(9(_1 sin((n + 1)¢) — xor sin(ngo)) (324
2Q= x_1xor2 sin® @ ’ '

En substituant (3.24) dans (3.23) et sachant que y_1x_; = x_», on obtient :

X_p X_1Xo1? sin? Q@
x211+1 - }"2”+3 : (

x_p sin((n + 2)p) — x_qrsin((n + 1)(p))(x_1 sin((n + 1)@) — xor sin(n(p))'

. 2
X_2X_1Xp SINn
Xons1 = ! 4 . (3.25)

p2n+l [x_2 sin((n + 2)p) — x_1rsin((n + 1)(p)][x_1 sin((n + 1)) — xor sin(n(p)]

Sil’on pose

C - x_psin((n + 2)@p) — x_1rsin((n + 1)) D. = x-1 sin((n + 1)) — xor sin(ne)
n — ’ n — Sln(P 7

sin ¢

alors (3.25) devient

X_2X_1X0

_—, n=0,1,...
72n+1 Cn Dn

Xon+1 =
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Conclusion

Dans ce mémoire, nous proposons d’examiner en détail les résultats établis dans l'article
d’Abou Zaid. Plus précisément, nous vérifions I'expression explicite des solutions, puis nous
analysons leur comportement asymptotique a travers I'étude de leur convergence et de leur
divergence. En outre, nous enrichissons cette étude par de nouveaux résultats relatifs aux
ensembles interdits, a 1’existence de solutions périodiques et par la présentation de plusieurs
exemples permettant d’illustrer les résultats obtenus. Comme perspective de recherche, la
démarche analytique adoptée dans le troisieme chapitre pour obtenir pas a pas l'expression
explicite de la solution pourrait étre généralisée et appliquée a d’autres classes d’équations aux
différences non linéaires d’ordre supérieur, ouvrant ainsi la voie a de futures études consacrées

a la détermination de solutions explicites et a 'analyse de leur comportement dynamique.
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