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Résumé

Cette these propose une avancée méthodologique pour I'estimation des modeles GARCH lorsque
les innovations présentent a la fois des queues épaisses et une moyenne non nulle, caractéris-
tiques fréquentes des séries financieéres mais mal prises en compte par les approches classiques.
Pour pallier les limitations des modéles gaussiens standards, un estimateur en deux étapes est
développé, fondé sur la distribution gaussienne généralisée (GED) avec un parametre de forme
r et une moyenne y. La premiére étape estime r via un estimateur hybride robuste, combinant
les estimateurs QMLE Laplacien et Gaussian. La seconde étape estime conjointement les para-
meétres de volatilité du GARCH et la moyenne p des innovations, avec des preuves rigoureuses
de consistance forte et de normalité asymptotique.

La validation expérimentale repose sur des simulations de Monte Carlo exhaustives et une appli-
cation aux rendements du S&P 500 (2020-2024). Les simulations démontrent la nette supériorité
de estimateur proposé, en particulier pour les distributions a queues épaisses (r proche de 1), ou
les erreurs quadratiques moyennes sont réduites jusqu’a 90 % par rapport aux estimateurs gaus-
siens. L’application empirique confirme la pertinence du cadre GED a moyenne non nulle, avec
une estimation significative de p et un 7 < 2 indiquant des queues plus épaisses que la normale.
Les résidus standardisés du modele estimé satisfont les diagnostics de validation, attestant de sa
capacité a capturer I’hétéroscédasticité conditionnelle et les propriétés stylisées des rendements
financiers. Ainsi, cette thése offre un outil théorique et appliqué robuste pour une modélisation
plus fidele de la volatilité et du risque en finance.

Mots clés : Modeles GARCH, Distributions non gaussiennes, Distribution Gaussienne Gé-
néralisée (GED), Moyenne non nulle, Quasi-Maximum de Vraisemblance (QMLE), Consistance,
Normalité asymptotique, Simulations de Monte Carlo.
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Abstract

This thesis proposes a methodological advancement for the estimation of GARCH models when
innovations exhibit both fat tails and a non-zero mean, characteristics frequently observed in
financial time series but inadequately addressed by classical approaches. To overcome the limi-
tations of standard Gaussian models, a two-step estimator is developed, based on the generalized
error distribution (GED) with a shape parameter r and a mean p. The first step estimates r via
a robust hybrid estimator, combining Laplace and Gaussian QMLE estimators. The second step
jointly estimates the GARCH volatility parameters and the innovation mean y, with rigorous
proofs of strong consistency and asymptotic normality.

The experimental validation relies on comprehensive Monte Carlo simulations and an applica-
tion to S&P 500 returns (2020-2024). The simulations demonstrate the clear superiority of the
proposed estimator, particularly for fat-tailed distributions (r close to 1), where root mean squa-
red errors are reduced by up to 90% compared to Gaussian estimators. The empirical application
confirms the relevance of the GED framework with a non-zero mean, with a significant estimate
of y and 7 < 2 indicating tails heavier than normal. The standardized residuals of the estimated
model satisfy validation diagnostics, attesting to its ability to capture conditional heteroscedasti-
city and the stylized properties of financial returns. Thus, this thesis provides a robust theoretical
and applied tool for more accurate modeling of volatility and risk in finance.

Keywords : GARCH models, Non-Gaussian distributions, Generalized Error Distribution
(GED), Non-zero mean, Quasi-Maximum Likelihood Estimation (QMLE), Consistency, Asymp-
totic normality, Monte Carlo simulations.
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Introduction

Pendant longtemps, les modeles financiers reposaient sur une hypothése simplifiée : la va-
riance des erreurs était considérée comme constante dans le temps. Cette approche, appelée
homoscédasticité, facilitait les calculs mais ne reflétait pas la réalité des marchés financiers ou
les risques présentent une volatilité marquée et changeante dans le temps. Cette variation de la
volatilité au cours du temps (hétéroscédasticité) n’est pas qu'un probléme mathématique. Elle
montre comment fonctionnent vraiment les marchés financiers.

Une véritable révolution est intervenue avec les travaux d’Engle (1982) (17) sur les modéles
ARCH (Autoregressive Conditional Heteroskedasticity), puis prolongée par Bollerslev (1986) (8)
avec le cadre GARCH (Generalized ARCH). Ces modéles novateurs n’approchent plus I'hété-
roscédasticité comme une nuisance a corriger, mais bien comme un phénomene structurel a
modéliser et exploiter. Ils offrent un double avantage stratégique :

1. Ils corrigent les biais dans les estimations statistiques.
2. Ils permettent de prévoir I’évolution future de la volatilité.

Le modéle GARCH(p, q) généralise I'approche GARCH(1,1) en offrant une modélisation plus
fine de la volatilité conditionnelle des séries financiéres, tout en intégrant la composante aléa-
toire inhérente aux marchés. Sa formulation générale s’écrit comme une combinaison linéaire
des carrés des chocs passés (termes ARCH) et des variances conditionnelles antérieures (termes
GARCH), auxquels s’ajoute un bruit blanc {; de variance unitaire :

P q
— 2 _ 2 2
Xy =p+0,;, aveco;, =w+ Z o X, + Z Bioi_;
i=1 j=1
ou {; ~ N'(0,1) représente le bruit aléatoire, supposé i.i.d.
Les modeles GARCH ont connu de nombreuses extensions pour mieux capturer les spécifi-
cités des données financiéres. Ces améliorations portent a la fois sur :

— la dynamique de la volatilité : Des modéles asymétriques comme, EGARCH (Exponen-
tial GARCH) présenté par Nelson (1991) (44) qui capture leffet asymétrique des chocs
(les mauvaises nouvelles augmentent plus la volatilité que les bonnes), et le GJR-GARCH
(Glosten-Jagannathan-Runkle) Glosten et al. (1993) (26) qui introduit une asymétrie via
I'indicateur [,_;. Un modéles a mémoire longue FIGARCH (Fractionally Integrated GARCH)
Baillie et al. (1996) (2) modélise la décroissance hyperbolique de I'impact des chocs.

— L’évolutions sur la Modélisation du Bruit {; : Les modeles SV (Stochastic Volatility)
proposés par Taylor (2008) (49) caractérisent une volatilité stochastique avec une sépa-
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ration explicite entre le bruit observationnel ¢; (bruit de mesure) et le bruit de volatilité
z; (bruit du processus latent). Le modéle GARCH-M, introduit par Engle, Lilien et Robins
(1987)(18), étend le cadre GARCH standard en intégrant une prime de risque directement
liée a la volatilité dans I’équation des rendements. Le modéle GARCH standard a été étendu
par Bollerslev (1987) (9) en supposant que les innovations suivent une distribution Student-
t centrée réduite a d degrés de liberté. Cette amélioration permet de capturer 'exces de
kurtosis (queues de distribution épaisses) caractéristique des rendements financiers, qui
ne peut étre modélisé par la distribution normale.

Nelson (1991) (44) a proposé une alternative plus flexible utilisant la Distribution d’Erreur
Généralisée (GED) pour les innovations, {; ~ GED(r). La GED peut s’adapter a différents
degrés de kurtosis :

— Pour r < 2 : queues épaisses (leptokurtique, adaptée aux crises financiéres).
— Pour r = 2 : distribution normale.

— Pour r > 2 : queues fines (platykurtique, rare en finance mais utile pour certains
actifs).

Cette flexibilité permet d’ajuster précisément la forme de la distribution aux caractéris-
tiques empiriques des données.

Les extensions non-gaussiennes des modeles GARCH ont considérablement amélioré leur capa-
cité a capturer les propriétés stylisées des marchés financiers, notamment les événements ex-
trémes et les distributions a queues épaisses, tout en conservant la structure GARCH de base
pour la modélisation de la volatilité conditionnelle.

Cette analyse met en lumiére 'importance cruciale du modele développé dans notre thése, dont
les fondements théoriques et apport original seront explicités dans la section problématique de
I'introduction.

La modélisation GARCH a dii dépasser I’hypothese restrictive de normalité des innovations pour
mieux refléter les propriétés empiriques des marchés financiers. Les travaux fondateurs de Bol-
lerslev (1987) (9) et Nelson (1991) (44) ont initié cette évolution en proposant des distributions
alternatives pour les résidus. Les distributions a queues épaisses (comme la Student-t) et asy-
métriques (telles que la Skew-t de Hansen, 1994 (29)) ont permis de capturer respectivement
I'exces de kurtosis et I'asymétrie des rendements. Les développements ultérieurs ont introduit
des approches plus sophistiquées comme la Generalized Error Distribution (Bauwens et Laurent,
2005(5)) et les mélanges de distributions normales (Alexander et Lazar, 2006 (1)), offrant une
flexibilité accrue pour modéliser la multimodalité des rendements. Les développements récents
incluent les copules dynamiques (Patton, 2013 (47)) et les méthodes semi-paramétriques (Hafner
et Reznikova, 2010 (27)), élargissant significativement les possibilités de modélisation des dépen-
dances non-linéaires.. Ces avancées, implémentées dans des packages comme rugarch (Ghala-
nos, 2020 (25)), trouvent des applications cruciales dans le calcul du VaR, le pricing d’options
exotiques et la gestion de portefeuille en période de stress de marché. Cette évolution vers des
spécifications plus riches pour le bruit souligne la nécessité d’outils adaptés pour répondre aux
défis posés par les données financiéres contemporaines.

Cependant, pour que ces modeles avancés fonctionnent correctement, il faut estimer avec
précision les parameétres de base du modele GARCH. Le GARCH(1,1), bien que simple, est essen-



Introduction 3

tiel : il forme la base sur laquelle des versions plus complexes peuvent étre construites.
L’estimation des modéles GARCH(1,1) repose sur la détermination de trois parameétres clés aux
interprétations économétriques distinctes : — o (niveau de variance inconditionnelle), — « (sen-
sibilité aux chocs récents) et — f (persistance de la volatilité historique). Le processus itératif
s’appuie sur une équation dynamique simple mais puissante,

2 _ 2 2
o, =w+aX,, +po;_,,

ne nécessitant que la variance passée et le carré du dernier résidu. Cette spécification induit
une répartition des influences entre mémoire longue (1—a — f), inertie historique (f) et réactivité
aux nouveaux chocs ().

Pour garantir des propriétés statistiques cohérentes, des conditions strictes s’imposent : o +
B < 1 assure la stationnarité, tandis que la positivité des parameétres (w, @, f > 0) préserve le
caractere défini positif de la variance. La variance inconditionnelle, donnée par

- @
C1l-a-p

sert d’ancrage théorique aux prévisions.

Comme I'ont démontré (8) et comme en témoignent les implémentations actuelles (notam-
ment via le package rugarch), ce cadre paramétrique allie avec efficacité flexibilité d’utilisation
et robustesse statistique. Il permet de modéliser deux phénomeénes clés des marchés financiers :
1. le regroupement des épisodes de volatilité (clustering), et 2. leur persistance dans le temps. Les
parameétres offrent une interprétation économique intuitive :

o

— o mesure la réactivité immeédiate aux chocs de marché,
— B quantifie 'inertie des fluctuations de volatilité.

Cette double caractéristique explique pourquoi les modéles GARCH restent indispensables
pour I’étude des actifs financiers, ou la volatilité évolue de facon dynamique.

L’estimation des modéles GARCH fait appel a une pluralité d’approches, chacune adaptée a
des contextes spécifiques. La méthode du maximum de vraisemblance (ML) — et son extension
robuste, la quasi-vraisemblance (QML) — constitue le cadre standard, particuliérement efficace
pour les grands échantillons (Bollerslev, 1986 (8); Bollerslev Wooldridge, 1992 (10)). Toutefois,
d’autres méthodes pallient ses limites :

La méthode des moments généralisés (GMM, Hansen, 1982 (28)) offre une alternative robuste
aux spécifications erronées de distribution.

Les approches bayésiennes (MCMC) capturent I'incertitude paramétrique pour les petits échan-
tillons (Geweke, 1989 (24) ; Bauwens et Lubrano, 1998(4)).

Les méthodes semi-paramétriques (Linton et al., 2010(37)) et robustes (Muler et Yohai, 2008(42))
répondent aux défis des distributions non-gaussiennes et des outliers’.

Le choix entre ces méthodes dépend fondamentalement des caractéristiques des données
(taille d’échantillon, comportement des queues de distribution) et des objectifs d’analyse (Francq

1. Les outliers (ou valeurs aberrantes en francais) désignent des observations extrémement rares et atypiques
qui s’écartent fortement du comportement général des données.
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et Zakoian, 2019(22)). Cette nécessaire adaptation refléte I’évolution des pratiques en économé-

trie financiere, ou flexibilité et robustesse s’imposent face a la complexité croissante des marchés.

Parmi ces méthodes, la Quasi-Maximum Likelihood (QML) s’est particuliérement imposée pour

I'estimation GARCH, offrant une solution élégante au probleme crucial des valeurs initiales in-

observables (X, X_i, ...). En initialisant conventionnellement ces valeurs a zéro et les variances
w

conditionnelles a leur niveau stationnaire o? = TS 2, 1la QML combine efficacité compu-
L J

tationnelle et solidité théorique - un compromis que notre recherche prolonge et affine dans le
cadre spécifique des modeles GARCH-GED.

Problématique

Les modeles GARCH classiques, largement utilisés pour modéliser la volatilité condition-
nelle des séries financieres (Bollerslev, 1986(8)), reposent souvent sur I’hypothese restrictive
d’une distribution gaussienne centrée pour les innovations. Or, les données financiéres pré-
sentent fréquemment des asymétries, des queues épaisses (Mandelbrot, 1997(40)) et des déca-
lages de moyenne (Engle, 2001(20)), caractéristiques mal capturées par ces modéles traditionnels.
Ces limites entrainent une sous-estimation des risques extrémes (Longin, 1996(38)) et une mau-
vaise spécification des dynamiques de volatilité, notamment dans des contextes de crises (Cont,
2001(15)) ou de chocs de marché. Bien que des extensions utilisant des distributions non gaus-
siennes (e.g., Student de Bollerslev (1987)(9), Laplace de Zhu et Zinde-Walsh (2009)(53)) aient
été proposées, peu d’études intégrent explicitement une moyenne non nulle aux innovations,
malgré son importance pratique pour modéliser des effets systématiques ou des biais persistants
(Hansen et Lunde, 2005(30)). Cette lacune souléve un défi majeur : comment développer un cadre
d’estimation robuste pour les modeles GARCH, capable de conjuguer flexibilité distributionnelle
(via des lois a queues épaisses) et prise en compte d’'une moyenne non nulle, tout en garantissant
des propriétés asymptotiques solides ?

Contribution de la theése

Cette these propose une avancée méthodologique significative en développant un estimateur
quasi-maximum de vraisemblance (QMLE) en deux étapes pour les processus GARCH avec in-
novations suivant une loi gaussienne généralisée (GED) a moyenne non nulle. La premiére étape
introduit un estimateur hybride du parameétre de forme r, combinant les estimateurs QML La-
placien et Gaussien, démontré convergent méme en présence d’'une moyenne p # 0. La seconde
étape estime conjointement les parametres du GARCH (w, ay, ..., Ap, Py s ﬁq) et la moyenne
U, avec des preuves rigoureuses de consistance et de normalité asymptotique. En outre, des si-
mulations de Monte Carlo révelent que cette approche surpasse les méthodes existantes (e.g.,
Boularouk et Bardet, 2024(14)), avec une réduction notable des erreurs quadratiques moyennes
(RMSE), notamment pour des échantillons de taille modérée. Ces contributions comblent ainsi

2. La consistance des estimateurs QML est préservée sous cette condition (Bollerslev, 1986(8))
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un vide théorique tout en offrant des outils opérationnels pour 'analyse de séries financiéres
réalistes.

Cette these est structurée en quatre chapitres, dont 'objectif est de développer et de valider
une méthode d’estimation robuste pour les modeles GARCH avec des erreurs non gaussiennes a
moyenne non nulle.

Chapitre 1 : Fondements théoriques Le Chapitre 1 pose les fondements théoriques des
modeles GARCH classiques sous 'hypothése gaussienne. Il aborde les définitions formelles,
les propriétés de stationnarité (stricte et faible), la représentation markovienne des processus
GARCH(p,q), ainsi que les moments marginaux et la kurtosis. Ce chapitre établit les bases né-
cessaires a la compréhension des extensions non gaussiennes.

Chapitre 2 : Revue critique de la littérature Le Chapitre 2 propose une revue critique de la
littérature sur les méthodes d’estimation des modeles GARCH. Il analyse les approches classiques
(moindres carrés, maximum de vraisemblance, quasi-maximum de vraisemblance) ainsi que les
méthodes alternatives (GMM, théorie de LeCam, semi-paramétriques, bayésiennes et robustes).
Une classification selon la nature de la méspécification tolérée y est présentée, mettant en lumiere
les forces et limites de chaque méthode.

Chapitre 3 : Innovation méthodologique Le Chapitre 3 constitue le coeur méthodologique
de la these. Il introduit un estimateur en deux étapes pour les modeles GARCH a innovations
suivant une loi gaussienne généralisée (GED) a moyenne non nulle. La premiére étape estime le
parametre de forme r via un estimateur hybride, et la seconde étape estime conjointement les
parametres du GARCH et la moyenne p. Les propriétés asymptotiques (consistance et normalité)
de l'estimateur proposé sont rigoureusement démontrées.

Chapitre 4 : Validation expérimentale Le Chapitre 4 est dédié a la validation expérimen-
tale. Il comprend une étude par simulations de Monte Carlo pour évaluer les performances en
échantillon fini de I'estimateur dans divers scénarios, ainsi qu'une application empirique sur les
rendements du S&P 500 (2020-2024). Les résultats mettent en évidence la supériorité de I’ap-
proche proposée par rapport aux méthodes classiques, en particulier en présence d’innovations
a queues épaisses et de moyenne non nulle.



Chapitre 1
Théorie générale des processus GARCH

Ce premier chapitre établit les fondements théoriques et mathématiques des modeles GARCH,
en les présentant dans leur cadre canonique sous ’hypothése de perturbations gaussiennes. Bien
que lobjectif principal de cette thése soit d’étendre ce cadre aux distributions d’erreurs non
gaussiennes, une compréhension approfondie des propriétés du modeéle standard — sa définition,
ses conditions d’existence et ses caractéristiques structurelles — constitue un préalable essentiel.
Nous structurerons ce chapitre en quatre sections. Nous débuterons par la définition formelle
du modele GARCH classique et une illustration de ses propriétés caractéristiques via des si-
mulations. Nous analyserons ensuite de maniere rigoureuse les conditions de stationnarité du
processus, avant d’étudier les propriétés de sa distribution marginale, notamment I’existence de
ses moments et son kurtosis. Ces développements poseront ainsi le socle théorique nécessaire a
la généralisation aux innovations non gaussiennes abordée dans les chapitres suivants.

1.1 Modele GARCH Classique

Les modeles GARCH ont constitué une avancée majeure pour la modélisation de ’hétéros-
cédasticité conditionnelle, ou la volatilité évolue dynamiquement en fonction des informations
passées. Afin de formaliser cette dynamique et de comprendre son évolution, la Définition (1.1.1)
présente le cadre mathématique du modele GARCH, en s’appuyant sur des conditions précises
concernant ses deux premiers moments conditionnels.

Définition 1.1.1. (Processus GARCH(p, q)) Un processus (X;),cz est appelé un processus GARCH(p, q)
si ses deux premiers moments conditionnels existent et satisfont :

1. E(X)| X, u<t)=0,t€Z.

2. Ils existent des constantes w, o;,i = 1,...,p et f;, j = 1,..., q telles que

P q
ol =Var(X;| X, u<t)=ow+ Z X, + Z ol (1.1)
j=1

i=1

La Définition 1.1.1 établit les conditions fondamentales pour un processus GARCH(p,q) :
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Le premier point de la définition est une caractéristique standard en modélisation écono-
métrique et financieére. Il stipule que I'espérance conditionnelle des innovations X;, donnée toute
I'information passée disponible (F;_; = {X,, u < t}), est nulle. Cela implique I’absence de corréla-
tion linéaire dans la série des innovations, signifiant que leur moyenne future n’est pas prédictible
a partir de leur passé.

Le second point définit la dynamique de la variance conditionnelle 6 = Var(X,|F,_,). Cette
variance est une mesure de la volatilité future attendue et, étant conditionnelle, elle évolue au fil
du temps en réponse aux informations passées. Ses composants sont :

— o : Une constante strictement positive, représentant le niveau de variance de base ou de
long terme du processus. Elle garantit que la variance ne dégénére pas a zéro, méme en
I’absence de chocs récents ou de volatilité passée.

— YP &X?  (Composante ARCH) : Cette somme modélise I'impact des p carrés des inno-
vations passées sur la variance actuelle. Les coeflicients o; (qui doivent étre non négatifs
pour garantir une variance positive) quantifient la réaction de la volatilité aux chocs inat-
tendus antérieurs, souvent désigné comme I’« effet news ». Un choc de grande magnitude
(X2, élevé) se traduit par une augmentation de la volatilité actuelle.

— X.5-1 Bjoi ; (Composante GARCH) : Cette somme intégre la dépendance de la variance
actuelle aux q variances conditionnelles passées. Les coefficients f; (également non néga-
tifs) traduisent la persistance de la volatilité, ou I’« effet mémoire ». Un niveau élevé de
volatilité passée entraine un maintien de la volatilité actuelle, illustrant le phénomeéne de
"volatility clustering" ou les périodes agitées sont suivies de périodes agitées.

L’équation (1.1) du modéle GARCH combine donc I'impact des innovations passées (com-
posante ARCH) et la persistance de la volatilité passée (composante GARCH), offrant ainsi une
flexibilité supérieure au modele ARCH original de Engle (1982) pour la modélisation des séries
financieres.

La Définition 1.1.1, bien que générale, ne permet pas de construire directement un processus
solution satisfaisant aux conditions requises. La définition 1.1.2 suivante, plus restrictive, pallie
cette limite en facilitant ’obtention de solutions explicites.

Soit 1 une distribution de probabilité d’espérance nulle et de variance unitaire.

Définition 1.1.2. (Processus GARCH(p, q) fort) Soit ({;) une séquence i.i.d. avec la distribution
1. Le processus (X;) est appelé un GARCH(p,q) fort (par rapport a la séquence ({;)) si

X, = O-tévt (1 2)
ol =Var(X|X,,u<t)=w+ Yl aXt, + Y1, Biot; :

ou les a; et B; sont des constantes non négatives i.e.a; > 0 pouri =1,...,petf; >0pourj=1,...,q

et w est une constante (strictement) positive i.e.co > 0.

Alors que la Définition 1.1.1 pose les fondements théoriques des processus GARCH en termes
de leurs moments conditionnels, la Définition 1.1.2 du GARCH fort est particuliérement perti-
nente pour la construction et ’analyse concréte de ces processus. En spécifiant une séquence
d’innovations (; i.i.d., elle permet de générer des trajectoires de processus GARCH et d’observer
directement les caractéristiques dynamiques de leur volatilité. Avant d’aborder les conditions
formelles de stationnarité, il est instructif d’examiner le comportement typique de ces modeles
a travers des simulations, révélant ainsi visuellement les phénomeénes stylisés qu’ils capturent.
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1.2 Propriétés Observées des Trajectoires GARCH Simuléss

Contrairement aux modeles a variance constante, les modeles GARCH permettent a la va-
riance conditionnelle ¢* d’évoluer dynamiquement en fonction de l'historique des chocs. L’ana-
lyse de trajectoires simulées offre ainsi un moyen concret de visualiser cette propriété théorique
fondamentale et les comportements complexes qu’elle engendre. Les figures suivantes présentent
conjointement la série temporelle observée X; et sa variance conditionnelle sous-jacente o2, cal-
culée simultanément lors de la simulation. Cette double visualisation est essentielle car elle ré-
vele le mécanisme caché générant les phénomenes observés en surface, permettant de faire le
lien direct entre I’équation de la volatilité et la dynamique apparente de la série.

Le Volatility Clustering La caractéristique la plus saillante, évidente sur les figures 1.1, 1.3
et 1.4, est le volatility clustering. On observe des grappes de fortes volatilités (périodes avec de
grandes variations de X;) suivies de grappes de faibles volatilités (périodes calmes). Ce phéno-
mene est une conséquence directe de la structure autorégressive de I’équation de la variance (1.1).
Un choc important (X2 , élevé) entraine une hausse de o?. Cette volatilité élevée a ensuite une
forte probabilité de se transmettre aux périodes suivantes via le terme GARCH (o2 ,), créant
ainsi une persistance et la formation de "grappes". La figure 1.3, ou f est élevé, montre des clusters
de volatilité plus longs et plus lisses.

Stationnarité et Stabilité des Trajectoires La stationnarité est une condition cruciale pour
I'inférence statistique. Les figures 1.1, 1.3 et 1.4 correspondent a des processus strictement sta-
tionnaires. La variance conditionnelle o fluctue autour d’un niveau moyen constant (la variance
inconditionnelle y, = w/(1 — a — B)), ce qui est le signe d’une stationnarité de second ordre. A
I'inverse, la figure 1.5 présente un cas ou « + f > 1. La variance conditionnelle montre une ten-
dance explosive claire, divergant vers I'infini. La série X; exhibe des sauts de plus en plus amples,
signant la non-stationnarité en variance du processus. Ceci souligne 'importance cruciale des
conditions sur les parameétres pour la stabilité du modele.

Impact des Coefficients « et  sur les Moments et la Persistance Les parametres o (ré-
action aux chocs) et f (persistance) influencent profondément le comportement du processus,
méme a variance inconditionnelle constante.

— Persistance et Mémoire Longue : La figure 1.3 (@ = 0.05, f = 0.90) illustre un processus
avec une mémoire tres longue. Aprés un choc, la variance conditionnelle met beaucoup
de temps a revenir a sa moyenne, résultant en des clusters de volatilité larges et étalés. La
fonction d’autocorrélation des X? décroit trés lentement.

— Réactivité et Queues de Distribution Epaisses : La figure 1.4 (¢ = 0.40, 8 = 0.55) pré-
sente le méme a + f = 0.95 et donc la méme variance inconditionnelle. Cependant, la
dynamique est radicalement différente. Le processus est beaucoup plus réactif aux chocs
(o plus élevé), ce qui se traduit par des pics de volatilité plus abrupts. Surtout, cette confi-
guration favorise I’apparition de valeurs extrémes plus fréquentes (queues de distribution
plus épaisses), car un choc isolé a un impact immédiat plus fort sur la volatilité. On peut
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montrer que le moment d’ordre quatre (kurtosis) existe pour la figure 1.3 mais peut ne pas
exister ou étre beaucoup plus élevé pour la figure 1.4, selon la distribution des innovations.

Ces observations empiriques, et en particulier la visualisation conjointe de X; et de o2, mettent
en lumiére la capacité des modeles GARCH a capturer de maniére parcimonieuse les comporte-
ments observés sur les marchés financiers. La compréhension de I'effet distinct des parameétres o
et ff est primordiale pour I'estimation et 'interprétation économique de ces modeles, et servira
de base a leurs extensions non gaussiennes.

Processus ARCH(1) - Série temporelle

0 100 200 300 400 500

Temps
Variance conditionnelle

14
1

10

0 100 200 300 400 500

Temps

FIGURE 1.1 — (ARCH(1) Stationnaire) : = 1, « = 0.5, n = 500

1.3 Stationnarité des processus GARCH

L’étude de la stationnarité constitue une étape préliminaire indispensable a toute modélisa-
tion GARCH, car elle garantit la stabilité des propriétés statistiques du processus et valide les
procédures d’inférence et de prévision. Introduits par Engle (1982) (17)puis généralisés par Bol-
lerslev (1986)(8), ces modeéles présentent une structure de dépendance complexe qui a nécessité
le développement de conditions de stationnarité spécifiques. On distingue principalement la sta-
tionnarité stricte (ou de premier ordre) de la stationnarité faible (de second ordre), concepts qui
délimitent des régions distinctes dans I’espace des parameétres et ont des implications profondes
sur lexistence des moments. Alors que la condition de stationnarité faible, formalisée par Bol-
lerslev (1986), impose une simple contrainte sur la somme des coefficients ARCH et GARCH
(O, ai + Y B; < 1), la stationnarité stricte, établie pour le GARCH(1,1) par Nelson (1990a) puis
pour le cas général par Bougerol et Picard (1992) (11), repose sur une condition moins restrictive
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Processus ARCH(1) - Série temporelle
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FIGURE 1.2 — (ARCH(1) Proche de la Non-Stationnarité) : w = 1, a = 0.95, n = 500.

Processus GARCH(1,1) - Série temporelle
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F1GURE 1.3 - (GARCH(1,1) Persistant) : @ = 0.1, « = 0.05, f = 0.90, n = 1000.
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Processus GARCH(1,1) - Série temporelle
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FIGURE 1.4 - (GARCH(1,1) Réactif) : w = 0.1, & = 0.40, f = 0.55, n = 1000.
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F1GUrE 1.5 - (GARCH(1,1) Non-Stationnaire/Explosif) : @ = 0.1, « = 0.30, f = 0.75, n = 200.
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liée a la top Lyapounov. Cette distinction est cruciale : un processus GARCH peut étre stricte-
ment stationnaire sans posséder de variance finie, une caractéristique qui permet de capturer
I’épaisseur extréme des queues de distribution observée sur les marchés financiers.

1.3.1 Types de stationnarité

Avant d’aborder les conditions spécifiques aux processus GARCH, il est essentiel de définir
les différents types de stationnarité qui seront examinés dans ce chapitre :

Définition 1.3.1. Stationnarité de Second Ordre (ou au sens faible) : Un processus stochastique
(X,) est dit stationnaire de second ordre si :

1. Son espérance est constante et finie pour tout t : E(X,) = p.
2. Sa variance inconditionnelle est constante et finie pour tout t : Var(X;) = 0% < oo,

3. Sa fonction d’autocovariance ne dépend que du décalage h et est finie pour tout t et h :
Cov(X;, X;-p) = y(h) < 0.
Pour les processus GARCH, qui sont des bruits blancs conditionnellement hétéroscédas-
tiques, I'espérance est souvent nulle. La variance conditionnelle o? n’est pas constante, mais
la stationnarité de second ordre exige que la variance inconditionnelle ¢ le soit.

Définition 1.3.2. Stationnarité Stricte : Un processus stochastique (X;) est dit strictement sta-
tionnaire si la distribution conjointe de (X, ..., X, ) est identique a celle de (X, 1p, ..., Xi+1n) pour
tout k > 1, tout ensemble d’indices ty, ..., ty et tout décalage h. En d’autres termes, toutes les proprié-
tés statistiques du processus sont invariantes dans le temps. La stationnarité stricte est une condition
plus forte que la stationnarité de second ordre

Ces concepts de stationnarité sont fondamentaux car ils sont intimement liés a la propriété
d’ergodicité, indispensable pour I'inférence statistique. En effet, un processus stationnaire ne
suffit pas toujours a lui seul pour garantir que les moyennes calculées sur une longue série tem-
porelle convergent vers les espérances théoriques. C’est ici que I'ergodicité prend tout son sens,
permettant de relier le comportement observé d’une trajectoire unique aux propriétés statistiques
de 'ensemble du processus.

Définition 1.3.3. Ergodicité : Un processus stochastique est dit ergodique si ses propriétés sta-
tistiques peuvent étre fidélement estimées a partir d’une seule réalisation suffisamment longue du
processus. Plus formellement, I’ergodicité implique que les moyennes temporelles convergent vers les
moyennes d’ensemble lorsque la taille de I’échantillon tend vers ’infini. Pour un processus station-
naire (X;), l’ergodicité garantit que :

T
lim % Z g(X,) = E[g(X)]

presque siirement, pour toute fonction g mesurable telle que E[|g(X,)|] < oo
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Cette propriété est fondamentale pour I'inférence statistique car elle permet d’estimer les
moments théoriques (inconditionnels) a partir de I'observation d’une unique trajectoire du pro-
cessus, rendant ainsi les procédures d’estimation et de test statistiquement valides.

Pour les processus GARCH définis avec des innovations i.i.d., la stationnarité stricte est par-
ticuliérement pertinente. Elle assure non seulement un comportement statistique stable du pro-
cessus (X;) lui-méme, mais elle est également, sous des conditions générales, une condition suffi-
sante pour I'ergodicité. Cette propriété conjointe de stationnarité stricte et d’ergodicité est abso-
lument essentielle pour la validité des résultats asymptotiques, tels que la loi des grands nombres
et le théoréme central limite, dans le contexte de I’estimation des parameétres du modele GARCH.
Sans ergodicité, 'estimation des parametres par des méthodes comme le maximum de vraisem-
blance ne serait pas consistante, et les inférences statistiques seraient biaisées ou invalides.

Remarque 1.3.1. Un processus peut étre ergodique sans avoir de moments finis. Cependant, le
théoréme ergodique de Birkhoff 1993 (7)' nécessite E[|X,|] < oo pour garantir que les moyennes
temporelles convergent vers l’espérance. Sans moments, l’inférence via des moyennes est impossible.

1.3.2 Théoremes de Stationnarité pour les Processus GARCH

La stationnarité des processus GARCH a fait 'objet de nombreuses études fondamentales, et
ses conditions, qu’elles soient strictes ou de second ordre, sont bien établies pour comprendre le
comportement a long terme de ces processus. Dans cette section, nous présenterons les princi-
paux théorémes et lemmes qui caractérisent la stationnarité des modéles GARCH, en nous ap-
puyant sur les travaux de référence. Cependant, nous n’entrerons pas dans le détail des démons-
trations formelles de tous ces résultats; nous nous concentrerons spécifiquement sur celles qui
contribuent directement a I’établissement de la stationnarité dans le cadre de notre propre theése.
Nous mettrons ainsi I’accent sur les discussions de ces résultats et leurs implications concreétes
pour notre modélisation de la volatilité.

Le modeéle GARCH(1,1) est la forme la plus simple mais la plus utilisée des processus GARCH.
Il est défini par :

X: =04, () iid
ol =w+aX?, + po’, (1.3)

avec w >0, >0, >0.

Théoréme 1.3.1. (Stationnarité Stricte du processus GARCH(1,1)) Si—co < y := Elog(a{?+
B) < 02, alors il existe une solution unique, strictement stationnaire, non anticipative et ergodique
au modéle GARCH(1,1). Si y > 0 et w > 0, il n’existe pas de solution strictement stationnaire.

Ce théoréme est d’'une importance capitale car il établit la condition nécessaire et suffisante
pour l'existence d’une solution strictement stationnaire et ergodique pour le modele GARCH(1,1).

1. Théoréme Ergodique de Birkhoff 1993 (7) : Soit {X;} un processus strictement stationnaire et ergodique. Pour
toute fonction f mesurable telle que E[|f(X,)|] < oo, ona: + Y1 f(X;) AN E[f(Xo)].
n—oo

2. L’exposant y est appelé exposant de Lyapunov topologique. Une discussion détaillée de cette quantité et de son
interprétation dans le cadre des modéles GARCH sera présentée ultérieurement dans ce chapitre.
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Cette propriété est la pierre angulaire de toute analyse statistique valide, garantissant la conver-
gence des estimateurs et la pertinence des inférences a long terme. La condition centrale y :=
Elog a{? + B < 0 est directement liée & I’exposant de Lyapunov supérieur du systéme, un concept
issu de la théorie des systemes dynamiques. Un exposant de Lyapunov négatif signifie que les
perturbations s’atténuent au fil du temps, assurant la stabilité et le retour a I’équilibre du pro-
cessus. L’'interprétation de y < 0 est que la croissance géométrique moyenne de la volatilité
conditionnelle, représentée par a{? + 3, doit étre inférieure a 1. Si y > 0, cela indique une crois-
sance moyenne exponentielle de la volatilité, rendant le processus explosif et non stationnaire,
a moins que le terme constant @ ne soit nul (auquel cas la volatilité s’annule trivialement).

Un défi majeur de cette condition est sa vérification pratique. La quantité Elog al? + f est
souvent difficile a calculer analytiquement car elle dépend explicitement de la distribution exacte
des innovations {;, qui est généralement inconnue ou hypothétique. Cela nécessite souvent I'uti-
lisation de techniques d’approximation ou de simulation pour évaluer cette condition en pratique.

Par exemple, considérons le cas particulier du modéle ARCH(1), ou f = 0. La condi-
tion de stationnarité stricte se simplifie alors a Elog{a{?} < 0. Pour des innovations indé-
pendantes et identiquement distribuées (i.i.d.) {; avec E[{?] = 1, cela peut étre réécrit comme
log @ + E[log {?] < 0, ou de maniére équivalente, @ < exp(—E[log ¢?]). Si nous prenons des
innovations Gaussiennes standard {; ~ N(0, 1), il est connu que E[log {?] = —1.27. Par consé-
quent, la condition devient @ < exp(1.27) = 3.56. Ce seuil est significativement plus élevé que la
condition & < 1 requise pour la stationnarité de second ordre dans le cas ARCH(1), illustrant clai-
rement que la stationnarité stricte permet une gamme plus large de parametres pour I'existence
du processus, au-dela de ce que la stationnarité de second ordre autorise.

Remarque 1.3.2. (Sur o et les solutions triviales) : L’hypothése v > 0 est cruciale pour Uexis-
tence d’un processus de volatilité significatif. En effet, siw = 0 et y < 0, la seule solution strictement
stationnaire est le processus trivial X, = 0 pour tout t. Dans ce cas, la volatilité conditionnelle
o’ serait également nulle, ce qui contredit I'objectif de modéliser une volatilité dynamique et non
constante. Ainsi, un GARCH(1,1) avec @ = 0 n’a pas d’intérét pratique pour la modélisation des
séries financieres volatiles.

Remarque 1.3.3. (Lien avec la stationnarité de second ordre) : La condition y < 0 implique
nécessairement § < 1. Plus important encore, il existe un lien fondamental avec la stationnarité de
second ordre. Si la condition a + f§ < 1 (connue pour la stationnarité de second ordre) est satisfaite,
alors, grace a I'inégalité de Jensen pour les fonctions concaves, on aElog a{? + f < logEal? + f =
log(aE[Z?] + B). SiE[{?] = 1 (une hypothése standard), cela simplifie d log(a + ). Par conséquent,
sia+ f < 1, alorslog(a + f) < 0, ce qui implique y < 0. Cela démontre que la stationnarité
de second ordre est une condition suffisante pour la stationnarité stricte, mais non nécessaire. 1l est
possible d’avoir un processus strictement stationnaire méme lorsque o + > 1, ce qui souligne la
généralité et la force de la condition de stationnarité stricte.

L’analyse précédente souligne la supériorité théorique du concept de stationnarité stricte,
capable de caractériser la stabilité d'un processus GARCH méme en 1’absence de moments d’ordre
deux. Cette robustesse s’accompagne néanmoins d’'une complexité opérationnelle accrue,
puisque sa vérification repose sur le calcul d’'un exposant de Lyapunov dont I’évaluation peut né-
cessiter des méthodes numeériques, contrairement a la condition algébrique simple (3, o;+ ), f; <
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1) qui garantit la stationnarité de second ordre. Cette distinction fondamentale — entre une condi-
tion sur les paramétres du modeéle et une condition sur la distribution complete des innovations —
est cruciale pour une interprétation correcte des propriétés du modele estimé. Elle implique no-
tamment qu'un processus peut présenter une volatilité conditionnelle extrémement persistante,
voire explosive en moyenne quadratique, tout en possédant une distribution invariante dans le
temps, une caractéristique typique des séries financiéres.

Théoréme 1.3.2. (Stationnarité de Second Ordre du processus GARCH(1,1)) Soit @ > 0.

— Sia + B > 1, il n’existe pas de solution non anticipative et stationnaire de second ordre au
modeéle GARCH(1,1). Cela signifie que la variance inconditionnelle du processus est infinie ou
non définie.

— Sia+ f < 1,le processus GARCH(1,1) admet une unique solution non anticipative et station-
naire de second ordre. Ce processus constitue un bruit blanc faible, ce qui implique que ses
espérances et covariances sont finies et stationnaires.

Ce théoreme établit la condition fondamentale de stationnarité de second ordre du processus
GARCH(1,1), formulée initialement par Bollerslev (1986) (8). La condition nécessaire et suffi-
sante o + f < lest particuliérement remarquable par sa simplicité de vérification comparée a
celle de la stationnarité stricte, puisqu’elle ne dépend pas de la distribution spécifique des inno-
vations {;. Sous cette condition, le processus admet une variance inconditionnelle finie donnée
par Var(X;) = w/(1 — a — p), et constitue un bruit blanc faible.

La simplicité de la condition ¢+ f < 1 est son principal atout. Contrairement a la stationnarité
stricte, elle ne dépend pas de la distribution spécifique des innovations {;, mais uniquement des
parametres « et f du modele, qui peuvent étre estimés.

La Figure 1.6 illustrerait typiquement les différentes régions de stationnarité dans le plan

(0.’, ﬂ)

Région o + f < 1: Stationnarité de Second Ordre
Cette région représente le comportement "bien rangé" du GARCH, ou les moments d’ordre deux
sont finis et constants. La plupart des applications économétriques se situent dans cette région,
permettant des inférences statistiques standard. La variance inconditionnelle finie permet une
interprétation claire de la dispersion moyenne des rendements sur le long terme.

Région o + f = 1 : IGARCH (Integrated GARCH)

Lorsque @ + f = 1, le modele est dit "intégré" (IGARCH). Dans ce cas, la variance incondition-
nelle E(X?) devient infinie. Cela ne signifie pas que le processus n’est pas stationnaire au sens
strict. En fait, les modéles IGARCH sont un cas particulier de processus strictement stationnaires
(sous la condition de Nelson, E[log(«{? + )] < 0) mais non stationnaires de second ordre. Leur
variance conditionnelle a une mémoire infinie, ce qui signifie qu'un choc passé sur la volatilité
persiste indéfiniment. Ce comportement est souvent observé dans les séries financieres avec une
persistance tres forte de la volatilité.

Région o + f# > 1: Au-dela de la Stationnarité de Second Ordre
Lorsque a + 8 > 1, le processus n’est pas stationnaire de second ordre. Cela signifie que sa
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Régions de stationnarité pour un GARCH(1,1) avec innovations normales

Non-stationnaire

Stationnaire
sec ordre

Non-stationnaire Stationnaire de second ordre et strict
Région
Stationnaire strict

Ligne continue: a + B = 1 (IGARCH)
Ligne paintillée: Eflog{alo®+ g =0

FIGURE 1.6 — Frontiéres de stationnarité pour un GARCH(1,1) a innovations gaussiennes

variance inconditionnelle est infinie ou non définie. Cependant, cela ne signifie pas nécessai-

rement que le processus est non strictement stationnaire. Dans cette vaste région a + f > 1,

il faut distinguer deux sous-cas, basés sur la condition de Nelson pour la stationnarité stricte :

y :=Elogal?+p<0.

— Sous-région : Stationnarité Stricte (mais pas de Second Ordre) a+f > 1ETEloga{? + f <

0 (condition de Nelson).
Dans cette sous-région, le processus est strictement stationnaire. Cela signifie que la dis-
tribution de X, converge vers une distribution invariante et que le processus ne "explose"
pas au sens stochastique. Toutefois, comme « + f > 1 il n’a pas de moments d’ordre deux
finis; sa variance inconditionnelle est donc infinie.

— Sous-région : Non-Stationnarité ni Stricte ni de Second Ordre (Explosion de la Vo-
latilité) Elog a{? + f > 0. Lorsque la condition de Nelson Elogal? + f§ < 0 n’est pas
vérifiée (c’est-a-dire > 0), le processus n’est pas strictement stationnaire. Dans ce cas, la
volatilité conditionnelle tend a croitre de maniere explosive au fil du temps, et les ren-
dements peuvent également présenter une volatilité qui croit sans borne. Les parametres
dans cette région ne sont pas compatibles avec I'observation de séries financieres stables
sur des périodes prolongées, car ils impliqueraient une instabilité insoutenable et une vola-
tilité divergente. C’est la véritable région "explosive". (L’exception triviale de w = 0 menant
a X; = 0 reste une particularité qui n’est pas pertinente pour la modélisation de volatilité.)

Relation avec la Stationnarité Stricte : Comme mentionné précédemment, la condition de sta-
tionnarité de second ordre & + 8 < 1 est une condition suffisante pour la stationnarité stricte,
mais pas nécessaire. C’est-a-dire, si un processus GARCH(1,1) est stationnaire de second ordre,
il est aussi strictement stationnaire. Cependant, I'inverse n’est pas vrai : un processus peut étre
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strictement stationnaire (par exemple, un IGARCH) sans étre stationnaire de second ordre. La

région de stationnarité de second ordre est donc une sous-région de la région de stationnarité
stricte, comme le montrerait la Figure 1.6.

L’étude de la stationnarité pour les modeles GARCH(p,q) plus généraux nécessite une ap-
proche vectorielle, souvent via la représentation markovienne.

1.3.3 Représentation Markovienne et Vectorielle du Processus GARCH(p,q)

Le modele GARCH(p,q) peut étre représenté comme un processus vectoriel autorégressif a
coefficients aléatoires de dimension r = p + q. On définit le vecteur d’état :

X2

t

X
Zt — t 127+1 € ]Rerq’
O.t

2
O-t—q+1
qui regroupe les carrés des erreurs passées et les variances conditionnelles retardées. Ce vecteur
satisfait une récurrence markovienne® du premier ordre :

Zy =B+ AZi

ou B, est un vecteur aléatoire et A, une matrice aléatoire, tous deux fonctions de {; ~ i.i.d(0, 1),
et sont définis comme suit :

wlf
0
B.=| o |eRrrt, (1.4)
0
0
et
@l e @l BD - B

1 0 .. 0 0 0
1 0 0 0
0 o1 0 0 ... 0 0
(4] ap '61 IBq
0 0 1 0 .. 0
0 0 0 1 0
0 0 0 0 1 0

3. La distribution de Z; conditionnellement 4 I’ensemble de son passé infini coincide avec sa distribution condi-

tionnelle a Z;_; uniquement. Cette propriété implique que {Z;} est un processus de Markov, justifiant ainsi la déno-
mination de représentation markovienne du modele GARCH(p,q).
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Cette représentation est cruciale car elle transforme un processus de volatilité non linéaire
en un systeme linéaire de vecteurs avec des coefficients aléatoires. Les matrices A; sont i.i.d.
et positives (si a;, f; > 0). L’itération de cette équation permet d’écrire Z, comme une somme
infinie :
+o00
Zi=Bit ) A Avkn Bk, (1.6)
k=1
Cette série est cruciale car son existence presque siire est une condition nécessaire a la station-
narité stricte du processus GARCH. La recherche des conditions garantissant la convergence de
cette série est 'objet principal de I’analyse de la stationnarité stricte, souvent via ’exposant de
Lyapunov supérieur. Il est important de noter que I'existence de ce vecteur somme ne garantit
pas automatiquement que toutes ses composantes sont positives, ce qui est impératif pour des
grandeurs comme les variances conditionnelles ou les carrés des erreurs. Une condition suffisante
pour que Z; > 0 (c’est-a-dire que toutes les composantes du vecteur soient strictement positives
presque siirement) est que les parametres du modeéle soient positifs : @ > 0, > 0 (pouri =
1,...p), et f; > 0 (pour j = 1,..., q). Ces conditions assurent que la volatilité reste toujours po-
sitive et non nulle, reflétant une caractéristique fondamentale des séries financieres.
Pour caractériser rigoureusement la convergence de cette série et donc la stationnarité stricte
du modéle, on introduit la notion centrale d’exposant de Lyapunov supérieur, défini comme suit :

Définition 1.3.4. (Exposant de Lyapunov Supérieur)
Soit A, t € Z. une suite de matrices aléatoires strictement stationnaire et ergodique telle que E log" |A;|
est fini. L’exposant de Lyapunov supérieur y est défini par :

.1 . 1
Yy = }1_)12 p E(log|AA_;... Al]) = }Lrglo p.s. n log|A;A-; ... A,

ou | - | est une norme matricielle quelconque.

La condition sur 'exposant de Lyapunov permet d’établir un critére fondamental pour l'exis-
tence d’une solution stationnaire au modéle GARCH(p,q), comme I’énonce le théoréme suivant :

Théoréme 1.3.3. (Bougerol et Picard, 1992 Stationnarité Stricte du processus GARCH(p,q))
Une condition nécessaire et suffisante pour lexistence d’une solution strictement stationnaire au
modeéle GARCH(p,q) (1.1.2) est que y < 0, ott y est I'exposant de Lyapunov supérieur de la séquence
A, t € Z définie par (1.5). Lorsque la solution strictement stationnaire existe, elle est unique, non
anticipative et ergodique.

Démonstration. 1. Partie Suffisante (y < 0 — existence et unicité) : Soit n € Z. Nous
cherchons une solution de la forme Z, = ;;:) ApAn_i - Ay_ki1Bn—i. Pour que cette série
converge presque strement (p.s.), il faut que les termes généraux |A,A,—1 - Ap—k+1Bnkl
tendent vers zéro suffisamment vite.

(a). Convergence de |B,_;| : Nous supposons que E(log"* |B,|) < o0, ceci permet d’ap-
pliquer I'inégalité de Markov exponentielle a Y = log" |By|. Pour tout § > 0, il

4. Cette hypothése est vrai pour le processus GARCH car B, contient {? (qui a un moment d’ordre § > 0). Elle
est essentielle et garantie que |B,_¢| ne croit pas exponentiellement avec k, ce qui est crucial pour la convergence
de la série définissant Z,,.
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(b).

existe C = E[e’Y] < +oo tels que : P(log" |By] > y) < Ce . Et on obtient :
P(|Bo| > x) = P(log™ |By| > log x) < Ce 108 Ajnsi, pour tout § > 0 ( suffisamment
petit), il existe C > 0 tel que :

C
P(|Bo| > x) < L3 bour x assez grand.

Ceci implique que |B| a des queues légéres. Cela découle du fait que si E[e”] < oo,
alors P(Y > y) décroit plus vite que toute puissance de y (ici, Y = log™ | B|).

Fixons maintenant y” > 0 et définissons les événements :

k /
Vi = {1og+ IB,_il > TY} |
Par stationnarité, P(V;) = P(log" |By| > ky’/2). D’aprés I’étape précédente, pour k
assez grand :
]P(Vk) < Ce_(SkY /2.

Choisissons § tel que §y’/2 > 0. Alors la série Y, P(V;) converge (série géométrique
de raison e~®'"/? < 1). Par le lemme de Borel-Cantelli :

Z P(V}) < oo = P(limsup V;) =0
k

k—s 00

Alors il est presque certain que seulement un nombre fini d’entre eux se produi-
ront(par définition de la lim sup). Ainsi, presque sirement, pour k assez grand :

k /
log" |B,] < ~1-.

On a donc: ,

1
lim sup P log™ |B,_i] < }/? p.s.

k—+o00

Comme y’ > 0 est arbitraire, on peut le faire tendre vers 0, d’ou :

1
lim sup P log" |B,t| =0 ps.

k—+o0

Enfin, comme log |B,_i| < log™ |B,_|, on obtient :

. 1
limsup —log|B,—«| <0 p.s.

k—+oco0 k
b \ . A .
c’est-a-dire que la norme |B,_| ne croit pas exponentiellement avec k.

Comportement du produit de matrices |A, -+ A,_¢.1] : La convergence de notre
série repose crucialement sur le comportement asymptotique du produit de matrices.
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(c).

Par définition de 'exposant de Lyapunov supérieur, si y < 0, nous avons presque
stirement (a.s.) :

o1
khm Elog"An,An_l, vy Ankal =y <.
Cette relation fondamentale signifie que pour des valeurs de k suffisamment grandes,

la norme du produit de matrices décroit exponentiellement. Plus précisément, nous
pouvons approximer le comportement de la norme comme suit :

”AnAnfl An7k+1|| =~ eky

Puisque y est strictement négatif, e tend vers zéro trés rapidement lorsque k aug-
mente, ce qui indique une contraction exponentielle des produits de matrices.

Convergence de la Série Y, : Nous allons maintenant démontrer la convergence
presque stre de la série Y, en analysant le comportement de son terme général :

log”AnAnfl Ankaranfk" < log"AnAnfl An7k+1|| + log”ank”

Divisons par k et prenons la limite supérieure :

.1 1 . 1
I{lm P log |AnAn—1 - Apgs1Bnil < I{lm P log |A,An—1 -+ Ap—g1| + lim sup x log |B,—«|

k—o0

<y+0=y.

Puisque y < 0, cette inégalité implique que la norme des termes de la série décroit ex-
ponentiellement rapidement. Par le critére de convergence de Cauchy pour les séries
a décroissance exponentielle, la série :

Y, = Z ApAn . Apk1Bok
k=0

converge presque sirement. Cela garantit que Y, est bien définie et finie presque
strement.

. Vérification que Y, est une solutionde Z, = B, + A,Z,_; :

On pose :

+o0
Yo = ), AvAnt - ApiiBo.
k=0

Alors :
+00
B, +A,Y,.1 =B, + A, Z Apn1Apg - ApkBpi i
k=0

Effectuons le changement d’indice j = k + 1:

+o0
B,+A,Y, 1 =B, + Z ApApy - An—j+1Bn—j-

j=1
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Or, le terme pour j = 0 est B, (produit vide = identité)”, donc :

+00
B, + ZAnAn—l o Ap ]+1Bn -j = ZA Ap1 An j+1Bn—j =Y,

j=1

Ainsi, Y, est bien une solution.

(e). Propriétés de la solution Y, : La solution
Y, = Z ApAn g Ay k1 Bk

possede des propriétés fondamentales garantissant sa robustesse et son utilité pra-
tique. Strictement stationnaire, elle hérite cette propriété de la structure i.i.d. de la
suite {(A;, B;)}, puisque sa construction comme série infinie de termes dépendant uni-
quement des chocs passés et présents préserve I'invariance temporelle de sa distribu-
tion. Non anticipative, Y, ne dépend exclusivement que des innovations {{;};<, (via
Aj; et B;), assurant qu’elle n’incorpore aucune information future, ce qui est essentiel
pour la modélisation et la prévision. Ergodique, cette solution combine la stationna-
rité stricte et le caracteére i.i.d. des coefficients, permettant d’estimer ses propriétés sta-
tistiques (moyennes, variances) a partir d’'une unique trajectoire temporelle grace au
théoreme ergodique, et garantissant ainsi la consistance des estimateurs empiriques.
Ces trois propriétés font de Y, une solution théoriquement fondée et empiriquement
utilisable pour le modele GARCH.

(f). Preuve de I’'Unicité : Soit {Z,} une solution strictement stationnaire de 1’équation :
Zn = Bn + AnZn—1~

Soit Y, = Yoy AnAn_i - Ap_k+1Ba_i la solution construite dans la partie suffisante,
qui converge p.s. puisque y < 0.
Pour tout N € N, en itérant I'équation de récurrence, on obtient :

N
Zy =Y Av AnrBuk + Ay ApnZnny = YV + Ry,
k=0

ou Y,SN ) est la somme partielle et Ry = A, -+ A,_nZ,-n-1 est le terme résiduel.

Considérons la différence :
Zn =Yy = (Zy = YY)+ (VY = Y,) = Ry + (VY = V).

Prouvons que |Z, — Y,| = 0 p.s. quand N — oo :

— Par construction, Y™ — Y, p.s. quand N — oo, donc [Y™) — Y| — 0 p.s.

5. Lorsque k = 0, il n’y a aucun terme A; dans le produit. Par convention, un produit vide est défini comme étant
la matrice identité (I).
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— Puisque y < 0, il existe ¢ > 0 tel que :

1
lim sup N log|A, - Apn| < —c  ps.

N—ooo

N p.s.

Ainsi, pour N assez grand, |A, - A,_ny| < e
— La stationnarité de {Z,} implique que Z, y_; a une loi indépendante de N. En
particulier, E[log(1 + | Z])] < oo.

— Dongc, pour presque tout o, il existe Ny(w) tel que pour N > Ny(w) :

IRn] < e - [ Znal.

cN

Puisque eV — 0 et |Z,_n_i| est stationnaire (donc ne croit pas avec N), on a

|Rn| — 0 pss.

Ainsi, Z, — Y, = limy_[Ry + (YY) — Y,)] = 0 p.s., ce qui prouve que Z, = Y, p.s.
pour tout n. La solution strictement stationnaire est donc unique.
2. Partie nécessaire (y < 0 < existence et unicité) : Soit {Y,} une solution strictement
stationnaire non anticipative. Par itération successive, on obtient pour tout k > 0 :
k-1
Yo = ), Ave AviniBui + Ay Apon Yoo
i=0
Puisque {Y,} est stationnaire, la suite {Y,_x} a méme loi que {Y,} pour tout k. Notons Ry =
A, - Ap_is1 Yook le terme résiduel.

La solution étant bien définie, on doit avoir Ry L quand k — oo. En particulier,
p.s.
”An An—k+1 Yn—k” — 0.

Par stationnarité, | Y, | est presque siirement finie. Le théoréme ergodique sous-multiplicatif®
donne :

1
lim Elog |An - Apkal =y pes.

Siy > 0, alors pour tout € > 0, on aurait |A, -+ A,_g1] > er=k infiniment souvent, ce qui
contredirait la convergence de Ry vers 0. Et donc nécessairement, y < 0.

]

Une remarque importante sur la stricte Stationnarité et 'Exposant de Lyapunov :

Remarque 1.3.4. Il est crucial de ne pas confondre la condition d’existence de la solution Y, avec
sa propriété de stricte stationnarité. L’exposant de Lyapunov négatif (y < 0) est une condition
nécessaire et suffisante pour garantir la convergence presque sure de la série infinie de-
finissant Y,, assurant ainsi que Y, est un processus bien défini. Une fois I’existence de Y, établie
grace a y < 0, sa stricte stationnarité découle de la nature i.i.d. de la suite (A,, B;) dont elle
est une fonction mesurable du passé. En d’autres termes, y < 0 est la clé de ’existence de Y,, tandis
que le caracteére i.i.d. des entrées est la clé de sa stationnarité une fois qu elle existe.

6. Théoréme fondamental en théorie ergodique (Furstenberg-Kesten, 1960(23) ; Oseledets, 1968 (45)) garantissant
que pour des matrices i.i.d. avec E[log™ | Ay|] < oo, 'exposant de Lyapunov y = lim,_,e % log|A; -+ Ay existe p.s. et
est constant.
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Le résultat suivant fournit une condition nécessaire simple pour la stationnarité stricte, sous
trois formes différentes mais équivalentes. Ces caractérisations multiples offrent aux praticiens
plusieurs perspectives pour vérifier cette propriété essentielle selon le contexte d’application.

Corollaire 1.3.1. (Conséquences de la stationnarité stricte) Soit y l'exposant de Lyapunov
topologique de la suite{A;, t € Z} définieen(1.5). Siy < 0, on a les propriétés équivalentes suivantes :

q
2 Bi<1;
j=1

1-Piz——=Pz1=0=|z[ > 1;
p(B) < 17, ot B est la sous-matrice de A, définie par

,Bl ﬁz ﬁq

1 0 0
B=]0 1 0
0 1 0

Exemple 1.3.1 (Modele GARCH(1,1)). Le modéle GARCH(1,1), largement utilisé en finance, pré-
sente une structure permettant le calcul explicite de I’exposant de Lyapunov.
La matrice A; s’écrit dans ce cas spécifique comme :

a= () s @y,

La structure particuliére des matrices A, = w,v' (ouu, = ({3, 1)" et v = (a, )") permet une
simplification remarquable du produit. L observation clé est que le produit v u,_ est un scalaire
(une valeur numérique, non une matrice) :

Vi = all+p

Ainsi, le produit matriciel se simplifie en :

t—1
AAr A= H(agtz—k + ﬂ) - Ar
k=1

En prenant le logarithme de la norme de ce produit, nous avons :

t—1

log[AiAry -+ Al = ) log(al?, + B) + log |A.l.
k=1

L’exposant de Lyapunov topologique y est alors donné par la limite presque stire :

1
y = lim —log|4, A,y - A = E [log(agf + )]

7. Le rayon spectral p(B) d’une matrice B est défini comme la plus grande valeur absolue de ses valeurs propres.
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ou la derniére égalité découle de la loi forte des grands nombres appliquée a la suite stationnaire et
ergodique {log(al? + )}

La condition nécessaire et suffisante pour la stationnarité stricte du processus GARCH(1,1) s’ex-
prime donc par Uinégalité :

E [log(al? + B)] <0,

coincidant avec les résultats classiques. Notons que dans le cas gaussien standard ou {; ~ N'(0, 1),
cette condition devient :

E [log(al? + B)] = \/%_n /: log(ax” + e /*dx <0,

qui peut étre évaluée numériquement pour différentes valeurs des paramétres a et f5.
Pour ce cas de GARCH(1,1), les conditions équivalentes de stationnarité stricte (voir corollaire
1.3.1) se spécialisent comme suit :

(a) La condition générale },7_, B; < 1 se réduit a f < 1 puisque q = 1.

1

‘E:

(c) B est simplement le scalaire f, donc p(B) = |f|. La condition p(B) < 1 devient donc |f| < 1, ce qui
est équivalent a f < 1 puisque f est positif par définition.

(b) 1—fz =0 = |z| > 1; L’unique solution est z = +, et la condition |z| > 1 est équivalente a f < 1.

Remarque 1.3.5. Le cas du modéle GARCH(1,1) présenté dans ’Exemple 1.3.1 est particulier car il
permet une expression explicite de I'exposant de Lyapunov:y = E [log(ozg”[2 + ,B)] . Pour le modeéle
GARCH(p,q) général, contrairement au cas GARCH(1,1), il n’existe pas de formule close pour y
en fonction simple des paramétres (a;, ;) et de la loi de ;. Le calcul de y doit étre abordé numeéri-
quement.

L’exemple suivant 1.3.2 montre ’établissement numérique de la condition de stationnarité
pour un cas ARCH(2).

Exemple 1.3.2. (Modéle ARCH(2)) Pour un modéle ARCH(2), la matrice A, prend la forme sui-

vante : , ,
_ [l @l
A= ( 1 0

Contrairement au cas GARCH(1,1), il n’existe pas de condition analytique explicite pour la sta-
tionnarité stricte en fonction des coefficients a, et a,. La région de stationnarité doit donc étre évaluée
par des méthodes numériques.

Dans une étude de simulation, on calcule une approximation de l’exposant de Lyapunov :

1
y = ——log | Ao00Agge -+ A
Y 1000 & [ A1000Ago 1
Pour différentes valeurs des coefficients a; et a,, on obtient des estimations de y basées sur 1000
simulations de taille 1000, avec des innovations {, suivant une loi normale N'(0, 1).
Quelques observations remarquables :

— Dans le cas ARCH(1) (ou a; = 0), la simulation fournit une bonne approximation de la condition
analytique o < 3.56.
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— La frontiere de la région de stationnarité peut étre visualisée sur la Figure 1.7, construite a partir de
ces simulations.

Cet exemple illustre la complexité accrue des modeéles ARCH d’ordre supérieur et la nécessité de
recourir a des méthodes numeériques pour établir leurs conditions de stationnarité.
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2 3

&
Non-stationnaire Stationnaire de second ordre

Région :
Stationnaire strict

FIGURE 1.7 — Frontiéres de stationnarité pour un ARCH(2) a innovations gaussiennes

La stationnarité au sens strict, bien que fondamentale d’un point de vue théorique, ne garantit

pas l'existence des moments de second ordre (variance finie), qui sont essentiels pour 'analyse
quantitative de nombreuses séries, notamment financieres. C’est pourquoi I’étude de la station-
narité du second ordre (ou stationnarité au sens large) est primordiale pour 'utilisation pratique
des modeéles GARCH.
Le résultat fondateur concernant la stationnarité du second ordre du processus GARCH(p, q)
standard est dit a Bollerslev (1986)(8). Son raisonnement intuitif et puissant, consiste a supposer
I'existence d’une solution stationnaire au second ordre et non-anticipative pour en dériver une
condition nécessaire sur les coefficients.

Théoréeme 1.3.4 (Condition de stationnarité du second ordre, Bollerslev 1986). Le processus

GARCH(p, q) défini en 1.1.1 est stationnaire au sens large, avec E(X;) = 0, Varn(X,) = W
i=1 X~ 2uj=1Pj

et Cou(X;, X;) = 0 pour t # s, si et seulement si

p q
Yo+ pi<l (1.7)
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Démonstration. L’idée fondamentale de cette preuve s’inspire du Théoréme 1 de Milhoj (1984)
(41). Nous cherchons a établir les conditions sous lesquelles la variance inconditionnelle de X;
est finie et constante.

Commengons par substituer X? = ¢?{?* dans 1’équation de la variance conditionnelle :

P q
2 _ 2 v2 2
o, =0+ Z a0y G+ Z :Bjat—j
i=1 j=1

Réarrangeons cette équation pour regrouper les termes Uf :

max(p,q)
ol =0+ Z (lli + Br)ory
k=1

(ou ax = 0 pour k > p et B = 0 pour k > q).

En itérant cette équation, nous pouvons exprimer o comme une somme infinie. Soit M(t, k)
une suite de termes définis de maniére récursive. Pour simplifier, définissons les opérateurs
AL) = X, ol L' et B(L) = L, B;L7. Alors, 07 =  + (Ai(L) + B(L))o}. Cela peut étre
réécrit comme :

(1-A(L) - B(L))o} = o

Si l'opérateur (1 — A,(L) — B(L)) est inversible, alors :
ot = (1= A1) - BIL) o

En développant en série de Neumann (si les conditions de convergence sont remplies)®, nous
obtenons :

ol=w i(At(L) + B(L))*1
k=0

ol1 1 est la constante 1. Chaque terme (A,(L) + B(L))*1 correspond a une somme de produits de
a; (%, et B;. Soit M(t, k) la partie de (A,(L) + B(L))*1 qui n’est pas une constante. Nous avons
alors :

ocl=w Z M(t, k)
k=0

ou M(t,0) =1, et pour k >0 :

p q
Mt k+1) = > a2 M(t—i k) + Y. BiM(t— j. k)

j=1

Ce M(t, k) représente la somme de tous les chemins possibles de retour a o2 aprés k étapes.
Nous cherchons maintenant E(X?) = E(c?{?). Comme ; est indépendant de o (qui dépend
des informations passées), nous avons :

E(X{) = E(c))E({)) = E(0;) - 1 = E(o7)

8. Le développement en série de Neumann est une généralisation de la somme d’une série géométrique infinie :
1+x+x2+x3 4= ﬁ pour |x| < 1. Ici, x est Popérateur (A,(L) + B(L)).



1.3. STATIONNARITE DES PROCESSUS GARCH 27

Prenons I'espérance de I’expression de o? en série :

E(c?) =E (a) i M(t, k)) = w i E(M(t, k)
k=0 k=0

Puisque {7 esti.i.d., les moments de M(t, k) ne dépendent pas de ¢. Ainsi, E(M(t, k)) = E(M(s, k))
pour tout k, t, s. En prenant I’espérance de I’équation récursive pour M(t,k + 1) :

P q
EM(t,k+1)) = E (Z aGlE Mt -1, k) + ) BM(t -, k))
i=1 j=1
Par indépendance de {*; et M(t — i, k), et sachant E({%,) = 1:

P q
EM(t,k + 1) = 37 aiB(CE)EM(t =, k) + 3 BEMM(t = j, )

J=1

p
EM(t,k+1)) = Y aiE(M(t — i, k) + zq: BEM(t — j, k))

i=1 j=1

Comme E(M(t, k)) est indépendant de ¢, nous pouvons écrire E(M(k)) :
) q
EM(k+1D)=( Y a;i+ ), B | EQM(K))
i=1 j=1
C’est une relation de récurrence simple. Puisque E(M(0)) = E(1) = 1, nous obtenons :
p q k
EM) = Y ai+ ) B
i=1 j=1

Pour que la série },;” ) E(M(k)) converge, il faut que |Y.7, & + X%, ;| < 1. Puisque o; > 0 et
B; > 0 pour assurer une variance positive, cela se réduit a :

P q
Zai+2ﬁj<1
i=1 j=1

Si cette condition est satisfaite, la somme de la série géométrique est :

1

- ( Do+ Z]q':l :81)

> E(M(K)) =
k=0 1

Ainsi, la variance inconditionnelle de X; est :
w

1 —'<§:£ﬂ ai*‘EZ?:lﬁ%)

Pour que cette variance soit finie et positive (ce qui est requis pour la stationnarité au sens large),
il est nécessaire et suffisant que 3.7, o + X1, f; < 1.

Var(X,) = E(X?) = E(c?) =

O]
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Des travaux ultérieurs, notamment ceux de Francq et Zakoian (2019)(22), ont complété ce
résultat en démontrant que la condition (1.7) est également suffisante pour garantir I'existence
et I'unicité d’une solution strictement stationnaire, non-anticipative, et qui est un bruit blanc
faible (et donc stationnaire au second ordre).

Bien que cette approche rigoureuse soit d'une grande importance théorique, le raisonnement
de Bollerslev, fondé sur le calcul des moments, s’avere particulierement adapté et puissant pour
généraliser I’étude de la stationnarité du second ordre a des modeles aux innovations non gaus-
siennes.

C’est précisément cette voie que nous avons suivie dans nos travaux pour établir la condi-
tion de stationnarité du second ordre de notre processus GARCH a innovation non gaussienne.
L’approche de Bollerslev nous a permis de dériver une condition analogue sur les coefficients et
d’obtenir une expression explicite de la variance inconditionnelle, généralisant ainsi le résultat
classique ( voir Chapitre 3).

1.4 Propriétés de la distribution marginale

Dans les modeles GARCH(p, q), la loi marginale de X; est généralement inconnue sous forme
explicite, mais elle peut étre caractérisée a travers ses moments d’ordre pair 2m et la kurtosis des
innovations. Ces éléments permettent de décrire I’épaisseur des queues et d’évaluer les condi-
tions d’existence des moments du processus.

1.4.1 Moments d’ordre 2m

Dans ce qui suit, nous faisons appel a la représentation markovienne du modéle GARCH
présentée en section 1.3.3, ainsi qu’a la définition 1.3.4 concernant 'exposant de Lyapunov.

Théoréme 1.4.1 (Stationnarité d’ordre 2m). On suppose E({?™) < oo et que la radius spectral
vérifie p(A(m)) < 1. Alors la série Z, définie en (1.6) converge dans L™. La composante pertinente de
Z, (par ex. o2 ou X?) est strictement stationnaire et admet des moments jusqu’a I’ordre m. Récipro-
quement, si p(A(’")) > 1, il n’existe pas de solution strictement stationnaire possédant un moment
d’ordre 2m.

Preuve du Théoréme 1.4.1. Pour k > 0, posons
Ak = AiAiy - Ak Zik = At,kbt—k:

avec la convention A,y = I, et Z,y = b,. Remarquons que les composantes de

Zt = Z Zt,k
k=0

sont presque strement définies dans [0, +00) U {+oo}, sans hypothése supplémentaire sur les co-
efficients du modéle. On note | - | la norme matricielle donnée par [A| = Y, ; |a;jl.
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En utilisant les égalités élémentaires du produit de Kronecker et son associativité, on obtient,
pour k > 1,
E(ZF') = B(Aukbik ® -~ ® Acbii) = E(AZPDET).

Par la propriété (AX)®" = A®™X®" et 'indépendance des matrices A,_; (puisqu’elles dépendent
des innovations {;_; i.i.d.), on en déduit que

E(Z2r) = (A™)"pm, (2.55)

ot A = E(A®™) et b™ = E(b®™), dés que ces espérances existent.
Posons |Z|,, = (E|Z|™)!/™. Par I'inégalité triangulaire en L™ et en utilisant (2.55), on a

1Z < Y N Zokhn < Y {CATYeBIY™, (2.56)
k=0 k=0

Si le rayon spectral p(A(’")) < 1, alors (A™)F tend exponentiellement vers la matrice nulle
lorsque k — oo. Dés lors la somme de droite de (2.56) converge, ce qui implique que Z, est presque
strement fini, que la décomposition Z; = )., Z: fournit la solution strictement stationnaire
de ’équation d’état correspondante (équation (2.16) du texte) et que cette solution appartient a
L™ Par ailleurs, la composante appropriée (par exemple X?) est alors en L™. Ainsi p(A(’")) <1
est une condition suffisante pour 'existence des moments d’ordre 2m.

Réciproquement, supposons que la variable X? (la composante observée au carré) appar-
tienne a L™. Pour deux vecteurs x et y de méme dimension, on écrit x < y lorsque la différence
y — x a toutes ses composantes positives. Alors, pour tout n > 0,

E(Zf") = E((Zig + + + Zun + Ar o AcnZiea-)™") 2 ) E(ZE),
k=0

puisque tous les termes considérés sont a composantes non négatives. En utilisant (2.55) on ob-

tient donc, pour tout n > 0,
n

E(27) 2 Y (A7) b

k=0

Comme les composantes de IE(Z?’") sont finies par hypothese, il s’ensuit que

lim (A™)"p™ = 0. (2.57)

n—oo

Pour conclure, il suffit de montrer que (2.57) implique

lim (A™)" = o, (2.58)

n—o0

ce qui est équivalent a p(A(’”)) < 1. Pour déduire (2.58) a partir de (2.57), il suffit de vérifier

k
qu’il existe un entier k tel que toutes les composantes du vecteur (A(’")) b™ soient strictement
positives :

k
les composantes de (A(m)) b™ sont strictement positives. (2.59)
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Or, d’apres les calculs précédents,
(Am) 5~ B(237).

Compte tenu de la structure des matrices A, (qui dépendent des innovations {;_;) et des vecteurs
b;, on vérifie facilement que, si a, et f, sont non nuls, alors la premiére composante de Z;
n’est pas presque sirement nulle pour tout k > q + 1, et des arguments analogues s’appliquent
aux autres composantes en parcourant la structure en décalage des vecteurs d’état. Ainsi, pour
k suffisamment grand (par exemple k > max{2p, 2¢}), aucune composante de Z, ; n’est presque
strement nulle, donc ]E(ng’,:”) a toutes ses composantes strictement positives, ce qui établit (2.59).

Dans le cas ou certains coefficients frontieres o; ou 8; sont nuls, on procéde par réduction de
dimension en supprimant les composantes correspondantes du vecteur Z; et les lignes/colonnes
associées de A;; cette réduction conserve les valeurs propres non nulles de A; et conduit au méme
argument. On obtient alors (2.58) et, par conséquent, p(A(’”)) <1

Cela acheve la preuve. O

Exemple 1.4.1 (Moments du GARCH(1,1)). Pour p = q = 1 on peut écrire (de facon compacte)
a
A=t ().

A™ = E((n}, D®") (a1, f1)®".

Toutes les valeurs propres de A™ sont nulles sauf une : la condition nécessaire et suffisante d’existence

de E(X?™) s’écrit
m m . .
Z < ; ) a B e < 1, (1.8)

i=0

d’ou

ot iz = E().

1.4.2 Kurtosis

Une maniére simple de quantifier I’épaisseur des queues d’une loi est d’utiliser le coefficient
de kurtosis. Pour une loi centrée (de moyenne nulle), ce coefficient est défini comme le rapport
du moment d’ordre 4 (supposé exister) au carré du moment d’ordre 2. Pour la loi normale centrée,
ce coeflicient vaut 3, valeur qui sert de référence.

Dans le cadre des modeles GARCH, il est utile de distinguer les queues de la distribution
conditionnelle de celles de la distribution marginale. Pour une solution strictement stationnaire
(X;) du modele GARCH(p, q) défini par (1.1.2), les moments conditionnels d’ordre k satisfont

E(X* | Fio) = a2 E(),

puisque {; est indépendant du passé. Le coefficient de kurtosis de la loi conditionnelle est donc
constant et égal au coeflicient de kurtosis de ¢;.
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Considérons maintenant un processus général de la forme
X = 04y,

ou o, est mesurable par rapport au passé F,_;, ({;) est i.i.d. centré et indépendant du passé.
Supposons que les moments nécessaires existent; le coefficient de kurtosis de la loi marginale
stationnaire de X, s’écrit alors

_ _EX) _ BEOGIFL)) o E(e)
ExD))  (EEX?|F))  (E6D)

ou k; = E({/') désigne le coefficient de kurtosis de ().

Cette expression montre que les queues de la distribution marginale de X; sont d’autant plus
épaisses que la variance de o? est grande par rapport au carré de son espérance. Le minimum
possible de k est k, obtenu lorsque o7 est presque stirement constante (absence d’effets ARCH) :

K 2 Ky,

avec égalité si et seulement si o est presque sirement constante.
Pour le modéle GARCH(1,1), les calculs précédents fournissent la formule explicite suivante :

1—(a + ﬁl)z ,
1= (a + ) — (ke —1) %

(2.60)

En introduisant les excés de kurtosis par rapport a la normale, k" = k —3 et k; = k; — 3, on
obtient pour le GARCH(1,1) la relation

60[12 + KZ(l - (0(1 + ﬂl)z + 30(12) N 3
K = , K, = Ky — 3.
1= (e + B — 208 — K o

Cette expression montre que I'excés de kurtosis de X; augmente avec celui de {; et qu’il diverge
lorsque les coefficients du GARCH se rapprochent de la zone ou le quatriéeme moment cesse
d’exister. On note également une asymeétrie dans la maniére dont @; et f; interviennent dans la
formule de I'exces de kurtosis.



*Chapitre 2
Methodes d’estimation des modeles

GARCH : Revue critique de la
littérature

Ce chapitre propose une revue critique des méthodes d’estimation développées pour les mo-
deles GARCH. Notre analyse s’articule autour de plusieurs axes : I’évolution historique des dif-
férentes approches, leurs fondements théoriques, leurs propriétés asymptotiques, et leurs limita-
tions pratiques. Nous accordons une attention particuliere a la classification des méthodes selon
la nature de la méspécification qu’elles tolerent, distinction qui s’avére fondamentale pour com-
prendre les choix méthodologiques sous-jacents.

L’objectif principal de cette revue est double. Premiérement, il s’agit d’établir un état de I’art
structuré des connaissances actuelles en matiére d’estimation des modeles GARCH. Deuxiéme-
ment, cette analyse prépare le terrain pour I'introduction de notre propre contribution méthodo-
logique, qui sera présentée en détail dans le chapitre suivant. Notre approche se distingue par son
traitement explicite du probléme des valeurs initiales non observées, question souvent négligée
dans les développements théoriques classiques.

2.1 Les méthodes classiques : fondements théoriques et dé-
veloppements historiques

2.1.1 Estimation par moindres carrés ordinaires

Les premieres tentatives d’estimation des modéles ARCH, précurseurs des modeles GARCH,
ont naturellement utilisé des méthodes des moindres carrés. Engle (1982)(17), dans son article
fondateur sur les modeles ARCH, proposa initialement une estimation par maximum de vrai-
semblance, mais reconnut également la possibilité d’utiliser des méthodes des moindres carrés.

Au cours des années 1980, plusieurs auteurs (Weiss, 1984 (50), 1986 (51)) explorérent les pro-
priétés des estimateurs des moindres carrés pour les modeles ARCH. Ces travaux démontreérent
rapidement les limitations fondamentales de cette approche, conduisant a son abandon progressif
au profit de méthodes basées sur la vraisemblance.

32
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Pour un modeéle ARCH(q) défini par :
q
Xt = O'tévt, O-? =w+ Z O(iXtZ_i,
i=1

ou {{;} est une suite i.i.d. avec E[{;] = 0 et Var({;) = 1, Pestimateur des moindres carrés mini-
mise :

0u(0) = ), (X7 - o}(0))",

t=q+1

avec 0 = (0, ay, ..., ag).

Weiss (1984 (50), 1986(51)) établit les premieres propriétés asymptotiques des estimateurs des
moindres carrés pour les modeles ARCH. Sous des conditions de stationnarité et de moments,
I'estimateur est consistant :

Théoréeme 2.1.1 (Weiss, 1986(51)). Sous les conditions :
1. Le processus ARCH(q) est strictement stationnaire et ergodique
2. E[g¥] < oo
3. L’espace des parameétres © est compact et 6, est intérieur a ©
4. Le modele est identifiable

Alors Uestimateur des moindres carrés 0%° satisfait :
n
ALS
0," — 0.

Démonstration. Esquisse : La preuve repose sur la convergence uniforme de la fonction objectif
0,(0)/n vers sa limite théorique E[(X? — 02(6))?], et sur I'identification du minimum unique en
0y. O]

Limitations

Les limitations fondamentales de I’estimation par moindres carrés sont :

1. Inefficacité : L’estimateur n’atteint pas la borne de Cramér-Rao, méme sous normalité des
innovations.

2. Absence de normalité asymptotique standard : Pantula (1986)(46) montra que la dis-
tribution asymptotique de I’estimateur dépend de moments d’ordre supérieur des innova-
tions, rendant I'inférence statistique complexe.

3. Sensibilité aux valeurs extrémes : La fonction quadratique de perte amplifie I'influence
des observations aberrantes.

4. Difficultés d’extension aux modéles GARCH : La structure récursive des modéles
GARCH rend l'estimation par moindres carrés peu adaptée.

Ces limitations ont conduit a I’abandon quasi-total des méthodes des moindres carrés pour
I'estimation des modeles GARCH, au profit d’approches basées sur la vraisemblance.
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2.1.2 Estimation par maximum de vraisemblance : le paradigme théo-
rique
L’estimation par maximum de vraisemblance représente ’approche canonique en statistique
paramétrique. Pour les modéeles GARCH, sa formulation naturelle découle de la spécification

compléte de la distribution des innovations. Considérons un processus GARCH(p, q) défini par
les équations fondamentales :

X = 0, (2.1)

p q
O'? =w+ Z aithfi + Z ﬂjo-?fj’ (22)
i=1 j=1

ou (¢;) est une suite de variables aléatoires indépendantes et identiquement distribuées de
densité f connue, avec E[{;] = 0 et Var({) = 1.

La vraisemblance conditionnelle, étant donné les observations Xj,..., X, s’exprime alors
comme :

n

1 X,
L®=]] o/ (m(@)) : (2.3)

t=1

ou 0 = (w, a1, ..., &, f1, ..., Bg) désigne le vecteur des parametres inconnus.

Les propriétés asymptotiques du maximum de vraisemblance pour les modéles GARCH ont
fait 'objet d’investigations approfondies depuis les années 1990. Les travaux pionniers de Lee
et Hansen (1994)(35) et Lumsdaine (1996) (39) ont établi les premiers résultats de consistance
et de normalité asymptotique pour le cas particulier du modele GARCH(1,1). Ces travaux ont
été généralisés par la suite, avec des contributions majeures de Berkes, Horvath et Kokoszka
(2003)(6), qui ont fourni des conditions suffisantes pour la validité des propriétés asymptotiques
dans le cas général des modeles GARCH(p, q).

Le théoréme fondamental, synthétisant ces différents résultats, peut s’énoncer ainsi :

Théoréme 2.1.2 (Berkes, Horvath et Kokoszka, 2003 (6)). Soit (X;) un processus GARCH(p, q)
strictement stationnaire et ergodique. Sous les conditions suivantes :
. L’espace des paramétres © est compact et 0, appartient a son intérieur

. La densité f des innovations est strictement positive, deux fois continiment différentiable, et satisfait
des conditions de régularité standard

- E[llog f(&; no)l] < e0
. Le modéle est identifiable : 62(0) = o2(6,) presque siirement implique 0 = 6,
. Il existe § > 0 tel que E[|(,]°] < o0

alors estimateur du maximum de vraisemblance O™ vérifie :

. Consistance forte : 0 — 0,

. Normalité asymptotique : \/ﬁ(éf\lﬂ —0y) — N(0,171(6y))
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ou I(60,) désigne la matrice d’information de Fisher.

La preuve de ce théoreme repose sur une combinaison d’arguments techniques sophistiqués.
L’étape initiale consiste a établir une loi uniforme des grands nombres pour la fonction de log-
vraisemblance normalisée, exploitant ’ergodicité du processus GARCH sous les conditions de
stationnarité appropriées. L’identification du modele est garantie par une application de I'inéga-
lité de Jensen stricte, qui permet de montrer que ’espérance de la log-vraisemblance atteint son
maximum uniquement en 6,. La normalité asymptotique est obtenue via un développement de
Taylor approprié et 'application d’un théoréme central limite pour des différences de martin-
gales.

Limitations pratiques et défis d’implémentation

Malgré ses propriétés théoriques optimales sous spécification correcte, 'approche par maxi-
mum de vraisemblance présente plusieurs limitations pratiques importantes. La plus significa-
tive concerne sa sensibilité a la méspécification de la distribution des innovations. En pratique,
la vraie distribution f, est rarement connue avec certitude, et son remplacement par une distri-
bution paramétrique incorrecte peut conduire a des estimateurs biaisés et inconsistants. Cette
sensibilité est particuliérement problématique dans le contexte financier, ou les innovations pré-
sentent souvent des queues de distribution plus épaisses que celles de la distribution normale.

Un deuxieme défi majeur concerne 'initialisation des récursions de volatilité. Le calcul des
02(0) nécessite des valeurs initiales pour o, 02,,... et Xp, X_1,..., qui ne sont pas observées.
Dans la pratique, cette difficulté est contournée par différentes stratégies : conditionnement par
les premieres observations, utilisation de valeurs arbitraires (souvent nulles), ou recours a des
estimateurs initiaux. Cependant, ces solutions conventionnelles peuvent influencer les propriétés
des estimateurs, particuliérement en petits échantillons.

Enfin, 'implémentation numérique du maximum de vraisemblance souléve des difficultés
liées a 'optimisation de fonctions potentiellement mal conditionnées et présentant de multiples
maxima locaux. Ces difficultés sont accentuées dans le cas des modéles GARCH par la structure
récursive des équations de volatilité.

2.1.3 L’approche par quasi-maximum de vraisemblance : robustesse a la
méspécification distributionnelle

Cadre théorique de Francq et Zakoian (2010)(21)

Pour pallier le probleme de la méspécification distributionnelle, Bollerslev et Wooldridge
(1992)(10) ont introduit I'estimateur du quasi-maximum de vraisemblance (QMLE). Cette ap-
proche, magistralement exposée et généralisée dans 'ouvrage de référence de Francq et Zakoian
(2010)(21), constitue aujourd’hui la méthode standard pour I'estimation des modeles GARCH en
pratique.

Le principe fondamental du QMLE consiste a maximiser une fonction de vraisemblance construite
a partir d’une distribution de travail, typiquement la distribution gaussienne, méme lorsque la
vraie distribution des innovations est différente. Formellement, pour un processus GARCH défini
par (2.1)-(2.2), le QMLE gaussien maximise la fonction de quasi-vraisemblance :
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. . 1 X?
L.(0) = ————eX (— L ) . (2.4)
];:_‘1[ \J2mai(6) P 207(0)
La fonction de quasi-log-vraisemblance correspondante s’écrit :
o) =—1 Z log(27) + log 0%(8) + 1 (2.5)
Y] RO |

t=1

Francq et Zakoian (2010) (21)ont établi des conditions générales pour la consistance et la
normalité asymptotique du QMLE gaussien. Leurs résultats principaux peuvent étre synthétisés
dans le théoréme suivant :

Théoréme 2.1.3 (Francq et Zakoian, 2010). Soit (X,) un processus GARCH(p, q) strictement sta-
tionnaire et ergodique. Sous les conditions :

. L’espace des paramétres © est compact et 0, appartient a son intérieur

. Pourtout0 € ©,y1, ;<1

. Les polynomes Ag(z) = 2.1, aiz' et Bo(z) = 1 — Y%, B;z/ n’ont pas de racine commune
CE[Gl=0et B[] =1

. Soit E[{}] < oo, soit Y, 1_, f; < 1 pour tout 0 € © avec inégalité stricte pour 0,

alors Uestimateur QMLE gaussien O vérifie :

. Consistance forte : 09 — 6,

. Sous I’hypothése additionnelle E[{}'] < co, normalité asymptotique :
V(02" — 60) — N(O.J T
avec I = E[V£,(0,)VE:(0,)"] et ] = E[V2¢£,(0,)]

La démonstration de ce théoréme repose sur des arguments similaires a ceux utilisés pour le
MLE, mais avec des complications supplémentaires dues a la méspécification distributionnelle.
L’identification est établie via 'inégalité :

0'?(90) 0'?(90)
05(9)+G?(9)—1 >0, (2.6)

avec égalité si et seulement si 0%(6) = 0%(6,) presque siirement.

E[2(0)] — E[£(00)] = log

Avantages et limitations du cadre classique

La robustesse du QMLE gaussien a la méspécification distributionnelle constitue son prin-
cipal avantage. Cette propriété est particulierement précieuse dans les applications financiéres,
ou la distribution exacte des innovations est rarement connue. Cependant, cette robustesse s’ac-
compagne de plusieurs limitations importantes.
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Premiérement, le QMLE gaussien présente une perte d’efficacité lorsque la vraie distribution
s’éloigne significativement de la distribution gaussienne. Cette perte d’efficacité peut étre sub-
stantielle dans le cas de distributions a queues épaisses, fréquemment observées dans les données
financieres.

Deuxiémement, la condition E[{}'] < oo nécessaire & la normalité asymptotique peut étre
restrictive. Pour des distributions a queues trés épaisses (comme la distribution de Student avec
peu de degrés de liberté), cette condition n’est pas satisfaite, ce qui peut affecter les propriétés
de l'estimateur en échantillon fini et compliquer I'inférence statistique.

Troisiemement, le cadre théorique de Francq et Zakoian (2010) (21)suppose que les valeurs
initiales sont observées et fixées. Cette hypotheése, bien que commode pour les développements
théoriques, ne correspond pas a la réalité pratique ou les valeurs initiales sont inconnues et
doivent étre traitées comme des parameétres de nuisance.

Notre perspective méthodologique : inversion du probleme de méspécification

Notre contribution, qui sera développée en détail au chapitre suivant, adopte une perspec-
tive fondamentalement différente. Alors que Francq et Zakoian (2010) (21)tolérent une méspéci-
fication de la distribution des innovations mais supposent les valeurs initiales observées, nous
considérons le cas inverse : la distribution des innovations est supposée connue (et correctement
spécifiée), mais les valeurs initiales sont remplacées par des valeurs arbitraires, typiquement
nulles.

Cette approche conduit naturellement a I’étude d’une vraisemblance approchée construite a
partir de volatilités 62(0) calculées récursivement avec des conditions initiales fixées. Formelle-
ment, nous définissons les volatilités approchées par :

p q
5?(9) =w+t Z aiXtZ_i{t—izl} + Z ,Bja-f—j(e){t—jZl} =+ Co, (2.7)
i=1

j=1

ou ¢, est une constante incorporant 'effet des valeurs initiales fixées.
La vraisemblance approchée s’écrit alors :

carm _ TT 1 X,
Lo =1] En(@)f(&t(@))’ (2.8)

t=1

et I'estimateur correspondant maximise la log-vraisemblance approchée :

n

X
£(60) = ), |~log5,(6) + 1o —~ 1. 2.9
V(0= ) |~ loga0) +log £ s (2.9)

Le probleme théorique central consiste a étudier I'impact de cette approximation sur les pro-
priétés asymptotiques de I'estimateur résultant. Plus précisément, il s’agit de déterminer sous
quelles conditions 'erreur d’approximation 6(0) — o%(6) décroit suffisamment rapidement pour
ne pas affecter la consistance et la normalité asymptotique de I'estimateur.
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2.2 Approches alternatives : diversité méthodologique et contri-
butions notables

2.2.1 Méthodes des Moments Généralisés (GMM) : flexibilité au prix de
Pefficacité

Les méthodes des moments généralisés (GMM), introduites par Hansen (1982) (28), repré-
sentent une approche flexible pour I'estimation de modéles économétriques sans nécessiter la
spécification complete de la distribution des erreurs. Leur application aux modéles GARCH a
été explorée par plusieurs auteurs dans les années 1990, notamment par Glosten, Jagannathan et
Runkle (1993)(26) et Kroner et Ng (1998)(32).

Le principe fondamental du GMM consiste a estimer les paramétres en annulant, autant que
possible, un vecteur de conditions de moment de la forme E[h,(6,)] = 0, ot h,(0) est un vecteur
de fonctions dépendant des observations et des parametres.

Conditions de moment pour les modeles GARCH

Pour un modele GARCH(1,1), des conditions de moment naturelles exploitent la structure
des moments conditionnels et non conditionnels. Parmi les conditions couramment utilisées, on
peut citer :

W
E[X!]= ——— 2.1
E[X!] = 3E[o}] (sous normalité conditionnelle), (2.11)
E[X?X2,] = [X,] + (o + PE[XEXE,]. (2.12)

L’estimateur GMM minimise la forme quadratique :

Qn(0) = <% > ht(0)> W, <% > ht(9)> , (2.13)

ou W, est une matrice de poids convergeant vers une matrice optimale W™.

Propriétés asymptotiques et limitations

Les propriétés asymptotiques de I'estimateur GMM ont été établies par Hansen (1982) (28).
Sous des conditions de régularité standard, on a :

Théoréme 2.2.1 (Hansen, 1982). Consistance : 09 — @),

. Normalité asymptotique : Jn(6S™ — 6,) — N'(0, %) avec
5 = (GTW*G)'GTW*QW*G(GTW*G)™!

ouG = E[aht(ﬁo)/(?@T] et Q = E[ht(eo)ht(go)T]
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. Efficacité : Le choix optimal W* = Q' donne la variance asymptotique minimale

Malgré sa flexibilité, ’'approche GMM présente plusieurs limitations importantes. Le choix
des conditions de moment est crucial pour I'efficacité de I’estimateur, et un mauvais choix peut
conduire a une perte d’efficacité substantielle. Les estimateurs GMM sont également connus pour
leurs biais en petits échantillons, particulierement lorsque le nombre de conditions de moment est
important. Enfin, 'estimation de la matrice de poids optimale Q™' peut étre délicate en pratique.

2.2.2 Théorie de LeCam (la normalité asymptotique locale (LAN)) : cadre
unificateur pour lefficacité

La théorie de la normalité asymptotique locale (LAN), développée par Le Cam (1960(33),
1986(34)), fournit un cadre unifié pour I’étude des propriétés asymptotiques des modéles sta-
tistiques. Son application aux modéles GARCH a été initiée par Drost et Klaassen (1997)(16), qui
ont établi les propriétés LAN pour une large classe de modeles GARCH et ont introduit le concept
d’estimateurs adaptatifs.

Le concept central de la théorie LAN est la notion de dérivabilité en quadratique moyenne des
familles de distributions. Formellement, une suite d’expériences statistiques (P 0 € O} est dite
LAN au point 6, s’il existe une matrice I,,(0,) (matrice d’information de Fisher) et une statistique
A,(6,) (score empirique) telles que :

dp(n) 1
bg—iﬁ%ﬁ:hﬁyww—ghﬁw0h+m%ﬁl (2.14)
0o

avec A,(0y) — N(0,1(0,)) sous P{S:).

Application aux modeles GARCH

Drost et Klaassen (1997)(16) ont montré que, sous des conditions de régularité appropriées,
les modeéles GARCH satisfont une propriété LAN. Leur résultat principal peut s’énoncer ainsi :

Théoréme 2.2.2 (Drost et Klaassen, 1997). Pour un modéle GARCH(p, q) avec innovations de
densité f réguliére, sous conditions de stationnarité et d’existence de moments, la famille est LAN
avec matrice d’information de Fisher :

1 9c%(0) dc%(h)

o0 290 207 x I(f), (2.15)

sz%[

, 2
onl(f)=/ (J;((;C))) f(x)dx est 'information de Fisher de la densité des innovations.

Implications théoriques et intérét pratique

La propriété LAN a plusieurs implications importantes pour 'estimation des modeles GARCH.
Premiérement, elle permet d’établir que la borne de Hajek-Le Cam est atteinte par I'estimateur
du maximum de vraisemblance sous spécification correcte. Deuxiémement, elle fournit un cadre
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pour étudier 'adaptativité, c’est-a-dire la possibilité d’estimer les parameétres de volatilité aussi
efficacement que si la densité des innovations était connue.

Cependant, la complexité technique du cadre LAN limite son utilité pratique directe. Il s’agit
davantage d’un outil théorique pour établir des bornes optimales et étudier les propriétés fon-
damentales des estimateurs que d’'une méthode d’estimation directement implémentable. Néan-
moins, les insights théoriques dérivés du cadre LAN ont influencé le développement d’estima-
teurs semi-paramétriques efficaces.

2.2.3 Méthodes semi-paramétriques : concilier flexibilité et efficacité

Les méthodes semi-paramétriques pour les modeles GARCH ont émergé dans les années 1990
comme tentative de concilier la flexibilité des approches non-paramétriques avec 'efficacité des
méthodes paramétriques. Parmi les contributions fondatrices, on peut citer les travaux de Engle
et Gonzalez-Rivera (1991)(19), qui ont proposé une approche ou la densité des innovations est
estimée non-paramétriquement tandis que les parametres GARCH sont estimés paramétrique-
ment.

Formellement, 'approche de Engle et Gonzalez-Rivera (1991)(19) maximise conjointement
sur fet f:

n

1 X,
L6, f) = H Ut(e)f ((It(e)) , (2.16)

t=1

ou f appartient a un espace de fonctions suffisamment réguliéres, typiquement estimé par
des méthodes a noyau.

Estimateurs adaptatifs et propriétés asymptotiques

Drost et Klaassen (1997)(16) ont développé une approche différente basée sur le concept d’es-
timateurs adaptatifs. L’idée fondamentale est d’estimer d’abord les parametres GARCH de ma-
niére inefficace (par exemple, par QMLE gaussien), puis d’utiliser ces estimateurs préliminaires
pour estimer non-paramétriquement la densité des innovations, et enfin de ré-estimer les para-
metres GARCH en utilisant I'information sur la densité estimée.

Sous des conditions de régularité appropriées, ces estimateurs adaptatifs atteignent la méme
efficacité asymptotique que si la densité des innovations était connue. Plus précisément :

Théoreme 2.2.3 (Drost et Klaassen, 1997). Sous conditions de régularité, les estimateurs adaptatifs
pour les modéles GARCH sont \/n-consistants et asymptotiquement normaux avec variance [ '(6y),
ou I(60,) est la matrice d’information de Fisher.

Limitations et défis d’'implémentation

Malgré leurs propriétés théoriques attrayantes, les méthodes semi-paramétriques présentent
plusieurs limitations pratiques importantes. Leur implémentation est souvent complexe, nécessi-
tant le choix de parameétres de lissage (bandwidth) pour les estimateurs non-paramétriques. Ces
choix peuvent influencer significativement les propriétés des estimateurs en échantillon fini. De



2.2. APPROCHES ALTERNATIVES : DIVERSITE METHODOLOGIQUE ET CONTRIBUTIONS
NOTABLES 41

plus, la charge computationnelle est généralement importante, limitant I'applicabilité a des jeux
de données de tres grande taille.

2.2.4 Approches bayésiennes et méthodes MCMC : une perspective pro-
babiliste complete

Les approches bayésiennes pour les modéles GARCH ont gagné en popularité avec le dé-
veloppement des méthodes MCMC (Markov Chain Monte Carlo) dans les années 1990. Parmi
les contributions fondatrices, on peut mentionner les travaux de Geweke (1989)(24), Bauwens et
Lubrano (1998)(4), et Nakatsuma (2000)(43).

Le cadre bayésien repose sur la spécification d’une distribution a priori 7(8) pour les para-
metres, suivie du calcul de la distribution a posteriori via le théoréeme de Bayes :

2(6)X) o L,(0)7(6). (2.17)

Algorithmes MCMC pour I’estimation des modéles GARCH

Plusieurs algorithmes MCMC ont été adaptés spécifiquement pour I'estimation des modeéles
GARCH. Pour un modéle GARCH(1,1), un schéma MCMC typique alterne entre :

1. Echantillonnage de 6 = (, a, B) conditionnellement aux volatilités o’

2. Echantillonnage des volatilités latentes o conditionnellement a 6 et aux données X,

3. Echantillonnage des valeurs initiales si elles sont traitées comme paramétres additionnels

Propriétés asymptotiques et théoreme de Bernstein-von Mises

Sous des conditions de régularité appropriées et avec des distributions a priori suffisamment
diffuses, la distribution a posteriori satisfait un théoréme de Bernstein-von Mises :

Théoreme 2.2.4 (Bernstein-von Mises). Sous conditions de régularité, avec une distribution a
priori continue et strictement positive au voisinage de 6,, on a :

Jn(6 — MY X — N'(0,17'(6,)) en probabilité.

Ce résultat établit que, asymptotiquement, la distribution a posteriori se concentre autour
de 'estimateur du maximum de vraisemblance et que ses fluctuations sont approximativement
normales avec la méme variance que I’estimateur du maximum de vraisemblance.

Avantages et limitations de approche bayésienne

Le principal avantage des approches bayésiennes réside dans leur capacité a incorporer I'in-
certitude sur tous les aspects du modele de maniére cohérente. Elles permettent également d’in-
corporer naturellement des informations a priori, ce qui peut étre précieux en petits échantillons.
Cependant, ces approches présentent également des défis importants : le choix des distributions
a priori peut influencer substantiellement les résultats, particuliérement en petits échantillons;
la convergence des algorithmes MCMC nécessite des diagnostics soigneux; et la charge compu-
tationnelle est souvent importante.
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2.2.5 Méthodes robustes : atténuer I'influence des observations aberrantes

Les méthodes robustes, inspirées des travaux fondateurs de Huber (1964)(31) sur la théorie de
la robustesse, visent a développer des estimateurs peu sensibles aux déviations par rapport aux
hypothéses du modele, notamment aux observations aberrantes. Pour les modeles GARCH, plu-
sieurs approches robustes ont été proposées, notamment par Sakata et White (1998)(48), Muler
et Yohai (2008)(42), et Boudt, Danielsson et Laurent (2013)(12).

M-estimateurs pour les modeles GARCH

Les M-estimateurs généralisent le principe du maximum de vraisemblance en minimisant
une fonction de perte p moins sensible aux valeurs extrémes que la fonction quadratique. Pour
les modéles GARCH, les M-estimateurs minimisent :

n X,
0.0)=) p ( ) + log 0,(0). (2.18)
2.0\ 5@ ) e
Un cas particulier important est I'estimateur LAD (Least Absolute Deviation) correspondant
a p(x) = |x|, qui équivaut a supposer des innovations suivant une distribution de Laplace.

Propriétés asymptotiques et limitations

Sous des conditions de régularité appropriées, les M-estimateurs sont consistants et asymp-
totiquement normaux. Cependant, leur matrice de variance asymptotique differe de celle du MLE
et dépend du choix de la fonction p. La principale limitation des méthodes robustes est leur effica-
cité réduite sous le modeéle correct (en 'absence d’observations aberrantes). De plus, le choix de
la fonction de perte p et des parameétres de robustesse associés peut étre arbitraire et influencer
les propriétés de I'estimateur.

2.3 Analyse comparative et synthese critique

2.3.1 Classification selon la nature de la méspécification tolérée

Une classification instructive des méthodes d’estimation peut étre établie selon la nature de la
méspécification qu’elles tolérent. Cette classification met en lumiéere les compromis fondamen-
taux entre robustesse et efficacité, ainsi que les hypothéses implicites de chaque approche.

Cette classification révele plusieurs points importants. Premiérement, elle met en évidence la
complémentarité entre ’approche de Francq et Zakoian (2010)(21) et la notre : alors que la pre-
miere tolére une méspécification distributionnelle mais suppose les valeurs initiales observées,
la seconde tolére une méspécification des valeurs initiales mais suppose la distribution correc-
tement spécifiée. Deuxiemement, elle montre que les méthodes GMM et semi-paramétriques
offrent une flexibilité plus grande mais au prix d’'une complexité accrue et potentiellement d’'une
perte d’efficacité.
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2.3.2 Propriétés asymptotiques comparées

Le tableau 2.1 résume les propriétés asymptotiques des principales méthodes d’estimation,
en mettant 'accent sur les conditions nécessaires a leur validité et leur efficacité relative.

TABLEAU 2.1 — Propriétés asymptotiques comparées des estimateurs

Méthode Vitesse de Condition de Efficacité asymp-
convergence moment totique

MLE (spécification correcte) /n Dépend de f Optimale (borne de
Cramér-Rao)

OMLE gaussien (Francq- +/n E[{}] < o Sous-optimale

Zakoian)

Notre QMLE Jn Dépend de f Optimale sous
conditions

GMM optimal Jn Moments utilisés ~ Borne de Cham-
berlain

Semi-paramétrique adaptatif \/n (param.) Conditions variées Peut atteindre l'ef-
ficacité du MLE

Bayésien (a priori diffus) Jn Dépend du modele Asympt. équiva-
lente au MLE

Robuste Jn Conditions ro- Sous-optimale

bustes

Cette analyse comparative révele que la plupart des estimateurs atteignent la vitesse de
convergence +/n, caractéristique des problémes d’estimation paramétrique réguliers. Cependant,
les conditions nécessaires a cette convergence varient considérablement : le QMLE gaussien re-
quiert I'existence du quatriéme moment des innovations, une condition qui peut étre restric-
tive pour des distributions a queues épaisses. Notre approche QMLE, quant a elle, impose des
conditions sur la décroissance de I'erreur d’initialisation, ce qui constitue un type de contrainte
différent.

2.3.3 Limitations pratiques et défis communs

Au-dela de leurs différences théoriques, les différentes méthodes d’estimation partagent plu-
sieurs limitations pratiques importantes :

Initialisation des récursions de volatilité

Toutes les méthodes basées sur la vraisemblance (MLE, QMLE) nécessitent l'initialisation
des récursions de volatilité. Dans la pratique, cette difficulté est généralement contournée par le
conditionnement par les premiéres observations ou 'utilisation de valeurs arbitraires (souvent
nulles). Cependant, I'impact de ces choix sur les propriétés des estimateurs, particuliérement en
petits échantillons, est souvent négligé dans les développements théoriques. Notre approche se
distingue précisément par son traitement explicite de ce probléme.
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Optimisation numérique

La maximisation des fonctions de vraisemblance (ou quasi-vraisemblance) peut étre numé-
riquement délicate. Les fonctions objectif présentent souvent de multiples maxima locaux, et
I'espace des parameétres peut inclure des régions ou le modéle n’est pas stationnaire. Ces diffi-
cultés sont accentuées pour les méthodes bayésiennes impliquant I'intégration sur des espaces
de haute dimension.

Sélection du modéle

Le choix des ordres p et g dans le modele GARCH(p, q) représente un probléme distinct mais
connexe a I’estimation des parameétres. Plusieurs critéres ont été proposés (AIC, BIC, etc.), mais
leur performance en petits échantillons peut étre médiocre, particuliérement pour les modeles
GARCH ou la vraie distribution des innovations est inconnue.

Validité des conditions asymptotiques

Les propriétés asymptotiques établies sous certaines conditions (stationnarité, existence de
moments, régularité de la densité des innovations, etc.) peuvent ne pas étre vérifiées dans les ap-
plications pratiques. Par exemple, 'hypothése de stationnarité stricte peut étre remise en ques-
tion pour des séries financieres couvrant de longues périodes incluant des changements de ré-
gime.

Cette revue exhaustive de la littérature sur I’estimation des modéeles GARCH a permis d’iden-
tifier les principales approches méthodologiques, leurs fondements théoriques, leurs propriétés
asymptotiques, et leurs limitations pratiques. Plusieurs conclusions importantes émergent de
cette analyse.

Premiérement, il n’existe pas de méthode universellement supérieure ; chaque approche pré-
sente des avantages et des inconvénients qui la rendent plus ou moins adaptée a des contextes
spécifiques. Le choix d’'une méthode d’estimation doit donc étre guidé par des considérations a
la fois théoriques (nature des hypotheéses, propriétés asymptotiques) et pratiques (facilité d’im-
plémentation, performance en petits échantillons).

Deuxiemement, la classification des méthodes selon la nature de la méspécification qu’elles
tolérent réveéle des compromis fondamentaux entre robustesse et efficacité. Alors que le QMLE
gaussien de Francq et Zakoian (2010) (21) offre une robustesse a la méspécification distribution-
nelle au prix d’une perte d’efficacité, notre approche propose une robustesse alternative face a
I'incertitude sur les valeurs initiales.

Troisiemement, plusieurs défis pratiques communs transcendent les différences méthodolo-
giques : l'initialisation des récursions de volatilité, I'optimisation numérique des fonctions ob-
jectif, la sélection des ordres du modele, et la validité des conditions asymptotiques dans les
applications réelles.

Cette revue de littérature fournit le contexte théorique nécessaire pour I’élaboration de notre
propre méthode d’estimation, qui fera I'objet du chapitre suivant. Les développements présentés
ici, notamment concernant les propriétés asymptotiques des différentes classes d’estimateurs,
serviront de point de référence pour 'analyse de notre approche et la comparaison avec les
méthodes existantes.
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En définitive, I’estimation des modéles GARCH demeure un domaine de recherche actif, ou
les avancées théoriques continuent d’informer et d’enrichir la pratique appliquée. Notre contri-
bution s’inscrit dans cette tradition, en cherchant a combler une lacune importante dans la litté-
rature existante : le traitement rigoureux du probléme des valeurs initiales dans I’estimation des
modeles GARCH.



Chapitre 3
Estimation QMYV pour un modele

GARCH avec des erreurs gaussiennes
généralisées a moyenne variable

Dans ce chapitre, nous nous intéressons a une nouvelle maniere d’estimer les modeles GARCH
lorsque les erreurs ne sont pas centrées et suivent une distribution gaussienne généralisée. Les
modeles GARCH sont devenus incontournables pour analyser I’évolution de la volatilité dans les
séries financieres : ils permettent de comprendre pourquoi certaines périodes sont calmes alors
que d’autres deviennent brusquement tres instables. Pourtant, malgré leur succes, ils reposent
souvent sur I’hypothese d’erreurs gaussiennes, une hypothése qui ne reflete pas toujours la réa-
lité des marchés, ou les données présentent fréquemment des événements extrémes, des queues
épaisses ou méme une asymétrie notable.

C’est pour répondre a ces limites que nous introduisons une approche QMLE adaptée a
un cadre plus flexible : celui des erreurs gaussiennes généralisées non centrées. Cette distribu-
tion permet de mieux prendre en compte les caractéristiques complexes des données financieres
réelles, tout en conservant la structure efficace du modele GARCH pour décrire la dynamique de
la volatilité.

Dans ce travail, nous montrons que I’estimateur proposé possede de solides propriétés statis-
tiques : il est consistant, asymptotiquement normal et donc fiable pour I'inférence. Les analyses
empiriques, qu’il s’agisse des simulations Monte Carlo ou des applications réelles destinées a
évaluer la performance de notre approche dans différents contextes — notamment lorsque les
erreurs s’écartent fortement de la normalité — feront 'objet d’'un chapitre dédié.

Ainsi, ce chapitre offre un cadre robuste et réaliste pour analyser la volatilité financiére dans
des environnements ou la simple hypothése de normalité n’est plus suffisante.

Avant d’introduire le modele GARCH a moyenne non nulle avec erreurs GED, il est important

de présenter la loi de distribution gaussienne généralisée (GED), qui servira de cadre pour les
innovations du modéle.

46
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Densité de la GED centrée (u=0) pour différentes valeurs de r

075

0.50 05

-4

10

025

000
-4 2 0 2 4

X

FIGURE 3.1 — Densité de la GED centrée pour diftérentes valeurs de r.

3.1 La distribution gaussienne généralisée (GED)

Cette loi constitue une extension naturelle de la loi normale, offrant plus de flexibilité pour
décrire des données caractérisées par des queues épaisses, ce qui est fréquent dans les séries
financieres.

Une variable aléatoire ¢ suit une distribution gaussienne généralisée de parametre r > 0 et
de moyenne p € R si sa fonction de densité est donnée par :

1
v

1r'"” exp lx — "
21 (3) r

ou I'(-) désigne la fonction gamma. Cette paramétrisation met en évidence le role du paramétre
de forme r qui contrdle la «queue» de la distribution.

La figure 3.1 illustre I’évolution de la densité de la distribution gaussienne généralisée cen-
trée ( ¢ = 0) pour différentes valeurs du parameétre r, montrant comment la concentration et
I’épaisseur des queues varient selon r.

Cette figure 3.1 montre que lorsque r est petit, la GED est trés pointue au centre et présente
des queues épaisses, ce qui indique une plus forte probabilité d’observer des valeurs extrémes.
A T'inverse, lorsque r est grand, la densité se concentre fortement autour de zéro et les queues
s’amincissent, reflétant une variabilité plus faible et moins de chances d’extrémes.

La GED posséde plusieurs caractéristiques intéressantes :

h.(x) =

x €R, (3.1)

— Lien avec la loi normale : lorsque r = 2, la GED se réduit a la loi normale classique
centrée en y avec variance 1.

— Symétrie et moments : la GED est symétrique autour de p, et ses moments d’ordre s

s s+l
existent pour tout s > 0. En particulier, m,(s) = E(|{, — p*) = r;_lr( )

&y
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— Flexibilité pour la modélisation financiere : la GED permet de modéliser des séries
temporelles financiéres ou les innovations présentent des comportements non gaussiens,
tels que des chocs de volatilité soudains ou des queues épaisses, ce qui rend les modéles
basés sur cette loi plus réalistes.

Dans le contexte des modeles GARCH, I’hypothése classique de normalité des innovations est
souvent trop restrictive, car les séries financiéres présentent fréquemment des excés de kurtosis
et des événements extrémes. L’utilisation de la GED comme loi des innovations permet :

— de mieux capturer la distribution empirique des résidus d’'un modele GARCH;;

— d’améliorer 'estimation des parametres, notamment lorsque les innovations s’écartent de
la normalité;

— de fournir un cadre plus flexible pour 'inférence et la simulation Monte Carlo dans les
études empiriques.

Ainsi, la GED constitue une base naturelle pour définir les innovations dans le modéle GARCH
que nous introduisons dans la section suivante, tout en offrant une richesse de comportements
adaptée a 'analyse de la volatilité financiére.

3.2 Définition du modéle et propriétés

Dans cette section, nous présentons en détail le cadre du modele GARCH a moyenne non
nulle avec une distribution de bruit ( ou des erreurs) gaussienne généralisée. Ce modéle GARCH(p,q),
qui adopte une dimension plus riche via I'utilisation des distributions gaussiennes généralisées,

est défini par :
{ Xt = O-tévt, (3 2)
ot = o+ Bl aXt + TL Bt

ou
— (&),ez est une suite de variables aléatoires indépendantes et identiquement distribuées

(i.i.d.) qui suivent exactement une distribution gaussienne généralisée (notée GED(r,u))
avec r > 1, satisfaisant :

E(Q)=u ElG—p"=1 et E(H)<oo,

— Les paramétres véritables comprennent les paramétres de volatilité du GARCH «°, &, ..., a >
B, ..., ﬁg et les paramétres d’innovation gaussienne généralisée (r°, 1°) pour {;, ot @° > 0,
a) 20pouri=1,..,p—1, 4] >0pour j=1,..,qg— 1, et a, B sont strictement positifs.

A ce stade, il est essentiel de vérifier que ce modéle admet des solutions stationnaires. En effet,
la stationnarité d’ordre deux et, plus généralement, d’ordre 2m (avec m entier positif) constitue
un prérequis fondamental pour garantir la validité des résultats statistiques et des estimateurs
que nous allons considérer.

Nous cherchons donc a établir des conditions permettant d’assurer I'existence de solutions
mesurables et stationnaires d’ordre deux et d’ordre 2m pour I’équation (3.2). Pour ce faire, et a
I'instar des travaux classiques de Bollerslev (1986) (8) sur les processus GARCH avec bruit blanc
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gaussien de moyenne nulle et de variance unitaire, nous rappelons les résultats proposés par
Boularouk (2024) (14) dans le lemme suivant :

Lemme 3.2.1. Le GARCH (p, q) défini dans (3.2) est un processus causal faiblement stationnaire
satisfaisant E (th) < oo si et seulement si

Le domaine de stationnarité pour le modéle défini par (3.2) est donné par I’ensemble

, T (3 p q
H(¢) = {¢€1Rd,<<r'1r((,+;1))>+u2) IEEDIIE 1},

oud=(p+qg+2).

Au-dela de la stationnarité du second ordre, 1’étude de la stationnarité d’ordre 2m (avec m
entier positif) nécessite une reformulation du modeéle sous une forme adaptée a 'analyse des
moments d’ordre supérieur. Pour cela, nous faisons appel a la représentation markovienne in-
troduite au Chapitre 1, qui permet d’exprimer I’équation (3.2) :

2’ =0 + Z AA g A by (3.3)
k=1

ou le vecteur b°, et la matrice A? sont définis dans le Chapitre 1 par les équations (1.4) et (1.5).
Cette formulation markovienne constitue 'outil central pour caractériser ’existence et la station-
narité des solutions d’ordre 2m, étape indispensable avant d’aborder les propriétés asymptotiques
et les méthodes d’estimation dans la suite du travail.

Rappelons que l'outil principal pour étudier la stationnarité stricte est 'exposant de Lyapunov
supérieur. Soit A une matrice (p+ q)x(p+¢q). Le rayon spectral de A, noté p(A), est défini comme
le plus grand module de ses valeurs propres. Considérons A;, t € Z comme une suite strictement
stationnaire et ergodique de matrices aléatoires (p + q) x (p + q) telle que E[log® |A/]]] < oo,
nous avons alors : lim;_,., ;E[log |A;A,_; -+ A([] = y = infen ;E[log |A; A - Af]], ot y est
appelé 'exposant de Lyapunov supérieur, et exp(y) = p représente le rayon spectral de la suite
de matrices A;, t € Z.

Dans le lemme suivant, nous étendons le théoreme 2.9 de Francq et Zakoian (21), relatif a la
condition nécessaire et suffisante de stationnarité d’ordre 2m, a notre modéle.

Lemme 3.2.2. Soit A™ = E(A®™) o1 A, est définie par (1.5). Supposons que E({*™) < oo et que le
rayon spectral
p(A™) < 1.

Alors, pour tout t € Z, la série (z_ot) définie dans (3.3) converge dans L™ et le processus (Xf), défini
comme la premiére composante de z°,, est strictement stationnaire et admet des moments jusqu’a
Pordre m. Réciproquement, s’il existe une solution strictement stationnaire (X,) de (3.2) telle que
E (thm) < oo, alors p (A("”) < 1.
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L’analyse des propriétés asymptotiques des estimateurs du quasi-maximum de vraisemblance
requiert une caractérisation fine du comportement de la variance conditionnelle o. La proposi-
tion suivante établit une représentation causale essentielle, exprimant o? comme une combinai-
son linéaire des carrés des observations passées. Cette décomposition, accompagnée de bornes
de décroissance géométrique pour les coefficients et leurs dérivées, constitue un outil technique
fondamental pour les démonstrations de consistance et de normalité asymptotique qui suivront.

Proposition 3.2.1. Si ¢, € H(¢), alors il existe une unique représentation causale de o donnée
par
O'? =cy+ Z Cithfia (34)

i>1

ou pour certaines constantes C;, C, > 0 et 0 < p, p’ < 1, les bornes suivantes sont vériﬁées :

¢ < Cip, Vi>1,
S < Gip™, Vje[Lp+q+i].

3.3 Estimation des parameétres pour le modele (2.2.2)

Supposons que (X, -+, X;,) soit une trajectoire observée du processus X défini par I’équation
(3.2) ot w, a1, ..., Ap, P, .., Pg sont inconnus. Pour estimer

(o°, 0{?, . ag,ﬁ(l), oy g,yo) 1= (6% 1),

nous considérons la log-vraisemblance de (X, -+, X,,) conditionnellement a (X,, X_, ---), en trai-
tant le parametre de forme r comme fixe durant cette phase d’optimisation, pour ensuite estimer
r séparément via notre estimateur de profil 7, défini dans I’équation (3.7). Si h, est la densité de
probabilité (par rapport a la mesure de Lebesgue) de , alors la log-vraisemblance conditionnelle

est égale a :
N 1 X
t=1 Ot Ot

En paramétrant la densité du bruit d’innovation par h,(x) =
conditionnelle s’écrit :

1-1/r _ |x—p" .
%r’(l—me , la log-vraisemblance

- Z <log o, + 9 |X; — ,uatlr> )
r

t=1
Cependant, o, n’est généralement pas calculable car X,, X_, ... sont inconnus. Ainsi, on considere
une quasi-log-vraisemblance a la place de la log-vraisemblance, définie par :

-y <log o+ % X — ﬁar) : (3.5)
=1

On définit maintenant I’estimateur du quasi-maximum de vraisemblance gaussien généralisé
par:

‘2)\5:) = (é\(n’)’ ) = argmin(g,y)eH Z ?ﬁ”(& ),
t=1
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avec N
A A~ O-_r A | T
q:”(6. 1) = log 3, + ; |X: — 5| (3.6)

Boularouk (13) a montré la consistance et la normalité asymptotique de 'estimateur du quasi-
maximum de vraisemblance Laplace standard pour les processus GARCH, méme en considérant
une moyenne arbitraire pour le bruit blanc. Dans les sections suivantes, nous adopterons une
méthodologie similaire pour démontrer ces résultats pour le modele (3.2).

3.3.1 Estimation du parametre de forme r

Nous abordons maintenant I’estimation du parameétre de forme r. Pour cela, nous introdui-
sons la fonction K : R} — R} définie par :

_(my  T*(%)
O Ty

oum,(s)=E(&|°) = rf‘ligjil% pour tout s > 0.

La figure 3.2 montre son graphique.
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Propriétés de la fonction K

Dans la suite nous posons

K(r) := r>0,

;) T()

ou I' désigne la fonction Gamma d’Euler. La quantité K(r) intervient naturellement comme rap-
port de moments pour la loi gaussienne généralisée (GED) et sert de liaison entre moments em-
piriques et le parametre d’épaisseur de queue r.

La fonction K : (0,00) — (0, c0) posseéde les propriétés suivantes :

1. K(r) > 0 pour tout r > 0 et K € C*(0, o).
Les arguments de la Gamma étant strictement positifs pour r > 0, le quotient est stricte-
ment positif. La fonction Gamma est C* sur (0, ), d’ou K € C*(0, ).

2. K est strictement croissante sur (0, ).
3. Valeurs limites et cas remarquables :
3

2

7[3
— Cas gaussien r = 2. Directement,
rrm 12

R TE TTE) R

— Limite r — co. Posons ¢ = 1 — 0. A I'aide de I'asymptotique I'(¢) ~ 1 quand

¢ — 07 (ou via les expansions de la Gamma prés de 0), on obtient

Core)  (3) s
e T (3) 6

— Limite r — 0. Lorsque r — 0" ona x = ; — oo; par les formules de Stirling

appliquées aux arguments x, 2x, 3x on montre que K(r) — 0. Intuitivement, » — 0*
correspond aux queues tres lourdes (type Laplace extréme) et la combinaison de
moments utilisée rend K(r) petite.

4. En particulier, 0 < K(r) < 2 pour tout r > 0.

Interprétation statistique et estimation du parametre de forme r

La fonction K relie un rapport de moments théoriques de la loi gaussienne généralisée (GED)
au parametre d’épaisseur de queue r. Considérons le rapport empirique construit a partir de deux
estimateurs de la volatilité issus de quasi-maximum de vraisemblance (QMLE) différents, Laplace
et Gaussien :
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ﬁn = lzn: O-t(?\\(l))
nia O't(g(z))

ou ot(é\(l)) et o*t(g(z)) sont respectivement les estimateurs QMLE de la volatilité obtenus en

ajustant un modele GARCH avec des erreurs Laplace et Gaussiennes de moyenne éventuellement

non nulle.
L’estimateur du parameétre de forme r peut alors s’écrire implicitement via I'inversion de K :

7 = K'\(R). (3.7)

Les propriétés analytiques de K (continuité, stricte monotonie et bornes) assurent que :

— l’estimateur 7, est unique dés que I/Q\n €(0,3/4);

— l'inversion numérique est stable, bien que la précision diminue légerement pour de tres
grandes valeurs de r (la dérivée de K tend vers 0 pour r — o);

— Dlinterprétation du ratio est immédiate : R,~2 /7 correspond a des erreurs quasi-gaussiennes,

R, « 2 /7 indique des queues lourdes, et R, <3 /4 correspond a des queues trés légéres
(comportement quasi-uniforme).

Le théoréme suivant établit la consistance de 1’estimateur 7, :

Théoréeme 3.3.1. Soit X une solution stationnaire du modéle GARCH (3.2) ou les innovations
(y suivent une GED(r, ). Sous I'hypothése que (61, u), (0@, u®) € H(¢), Uestimateur 7, est
fortement consistant, c’est-a-dire

Démonstration. Voir Boularouk et Bardet (2024) (14). ]

Revenons maintenant a 'objectif initial de cette section, a savoir la consistance du GED-
QMLE (GED Quasi-Maximum Likelihood Estimator).

3.3.2 Propriétés asymptotiques du GED-QMLE : consistance et normalité

Remarque 3.3.1. Dans tout ce qui suit, nous supposons que les conditions du Lemme 3.2.2 sont
satisfaites pour m = |r| + 1, ot la fonction x — | x| représente la fonction partie entiére inférieure.
Ainsi, nous obtenons :

E (X/™) < 0. (3.8)

Le théoréme suivant fournit une condition suffisante garantissant la consistance forte de
I’estimateur proposé, condition sur laquelle s’appuie notre travail pour développer et justifier
I’estimation du parameétre du modele.

Théoréme 3.3.2. Soit X une solution stationnaire de I’équation (3.2) avec ¢ € H(¢p). Alors,
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Démonstration. La preuve du théoréme est segmentée en deux parties, et suit la méme procédure
décrite dans les travaux de Bardet et Wintenberger (2009) (3). Pour tout vecteur de parameétres
0, le terme o, désigne la volatilité conditionnelle au temps ¢ impliquée par 6.

Considérons maintenant (é{tr)(é\, 1))o<i<n de (3.6) et sa contrepartie théorique (g;):cz définie
par

1 —-r r
470, 1) =log (o)) + ol "|X, = pol’ (3.9)

La stratégie générale est la suivante : d’'une part établir une loi des grands nombres uniforme pour
les fonctions théoriques qgr)(Q, 1) (contréle de la moyenne empirique autour de son espérance),
et d’autre part montrer que la version empirique ?Iﬁ’) se rapproche suffisamment de la version
théorique ¢”. Ces deux points permettent ensuite d’identifier la limite de la fonction de cott
empirique et d’en déduire la convergence presque siire du maximum.

1. Nous prouvons d’abord que

250, (3.10)
n—oo

1 n
- > g0, 1) —E (g6, p))
t=1

Cette convergence correspond a une loi forte des grands nombres uniforme sur ’ensemble des
parametres considérés. L’argument est standard : si 'on montre que les variables q§’>(9, 1) sont
intégrables uniformément en (0, ) € H, alors une SLLN' uniforme s’applique (voir I’approche
utilisée dans Xuan et al. (2017) (52)). En pratique, il suffit de vérifier que 'espérance de la norme
uniforme IE(|| q@(@, W H) est finie.

Semblable au raisonnement et a ’approche utilisés dans la preuve du Théoréme 1 présentée

par Xuan et al. (2017) (52), démontrer que E ( R CA ,u)”H) < oo établit une loi forte des grands

nombres qui est uniforme sur H pour la suite des incréments de martingale (qﬁ’)(e, 1))iez. Mais
pour tout t € Z,

1 -r r
198”0, )| < llog (lo D)l + - oW ™" 1X: = po]

1 -r r r r o
< o (X + [l + log(| ]+ T

1 |X|
—(

r|al”
< C(X|" + |os| + 1),

<

+IM[") + [log(| o)| + —

Ici, 'enchainement d’inégalités montre simplement que q§’)(9, 1) est majorée par une combinai-
son linéaire de | X;|", |o;| et une constante, avec un coefficient C > 0 indépendant de ¢. La borne

1. La SLLN uniforme (Uniform Strong Law of Large Numbers) est une extension de la loi forte des grands
nombres classique. Elle affirme que la convergence presque stire de la moyenne empirique vers I’'espérance théorique
se fait *“uniformément sur un ensemble de parametres™ :

1w , ps.
sup |~ " ¢i”(¢) —E[¢”(9)] — 0.
1/5€H n -1 n—oo

Autrement dit, la convergence est simultanément valable pour tous les parameétres de H.
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uniforme provient du fait que |p| < M et de 'existence d’un minimum ¢ > 0 pour les volatilités
considérées, hypotheéses usuelles dans H.

D’apreés la Remarque 1, nous avons (3.8) qui indique que E (| X;|") < co. De plus, d’aprés Bardet
et Wintenberger (2009) (3), nous savons que E(|o;|) < co. Par conséquent, ]E(|q§r)(9, W) <
également.

Ainsi, la loi forte uniforme des grands nombres pour (¢\”(6, y1)).cz s ensuit.

2. De plus, nous avons également :

2> (6003000

t=1

23500, (3.11)
n—oo

Cette seconde étape vise a établir que la quasi-version empirique aﬁ’) — construite en éva-
luant la fonction de quasi-vraisemblance en utilisant la procédure QUASI d’initialisation (c’est-
a-dire en posant les observations passées inconnues égales a 0) — converge en moyenne vers
sa contrepartie théorique q§’). Autrement dit, 'erreur introduite par cette initialisation QUASI
(tronquage/affectation a zéro des données passées non observées) devient négligeable lorsque
n — oo. Cette annulation asymptotique repose sur la décroissance des coefficients de la repré-
sentation causale de o, (décroissance géométrique), qui rend I'influence des conditions initiales
de plus en plus faible.

En effet, pour tout t > 1, ¢ € H, tel que IM > 0, |u| < M, et en utilisant plusieurs fois le
théoréme de la valeur moyenne? ,

Nep o r ~ |8 |—r AT |O- |—7’ r
%)(Q,ﬂ)_qg )(9,u)‘é‘10g (|Gt\)—10g(|0t|) + ; |Xt_llo't| _t—|Xt_Il0't|
e B A PP o S - g
S| : t|+ : X +tTll ‘0t| - ; X" — t p ol

e
< B X o) 4 - )

< |8t — O—t| + |Xt|r -1 T

}at_0t|+ Clii = pl

- c r ol
o,— 0 X, roo.
< | d t| + X0l s — }crt - at| + C(2M)
o r a

<C[1+[6, - a|(X] + 1],

Les inégalités ci-dessus exploitent la régularité des fonctions log et x > |x|™" sur I’ensemble des
volatilités bornées en dessous par g, ainsi que le théoréme de la valeur moyenne pour contrdler
les différences en fonction des écarts |6, — o;| et | — p|. Le terme constant C(2M) apparait en
contrdlant la différence des puissances de p.

2. Le théoréme des valeurs moyennes (aussi appelé théoréme des accroissements finis ou théoréme de Lagrange)
affirme que, pour toute fonction f continue sur [a, b] et dérivable sur (a, b), il existe un point ¢ € (a, b) tel que

£(b) = f(@)

)= b—a
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nous savons aussi que E(|X;|") < oo implique que 3C” > 0; E(|X;|") < C’, donc nous obtenons
Elfr)(ea ,l/l\) - ql(‘r)(g’ #)’ < C |8t - O-t| )
avec C > 0.

Ainsi la différence ponctuelle entre €1§’> et qgr) est controdlée par [0, — o,/ (a facteur multiplicatif
pres). Pour passer a 'espérance et obtenir une convergence en moyenne, on applique 'inégalité
de Cauchy-Schwarz :

Une application directe de I'inégalité de Cauchy-Schwarz donne

|

avec C; < oo. Cette étape relie la convergence en moyenne de la différence g a la convergence
quadratique de o, vers o;. Il reste donc a controler ]E(|8t - 0t|2).
Comme ¢ € H, alors d’apres la proposition 3.2.1, il existe une unique représentation causale

de o, donnée par
2 _ 2
o, = Z CiXt—i’

i>1

§70.D - 0| < CEG - o]

ou, il existe une constante 0 < p < 1 telle que ¢; < C;p’ pour tout i > 1, nous obtenons
E|q7(0. 1) - ¢(0. )| < CEX(5: — o)
S CE%(Z cith—i)

i>t

i>t

el () (3 )

IN

i>t

CE! (X7) Zp’);

IN

Cp%,

La chaine d’inégalités ci-dessus utilise la représentation causale de o2 et la décroissance géomé-
trique des coefficients ¢; pour controler la queue de la somme des coefficients, d’ot1 le facteur p'/2
qui tend rapidement vers 0. Cela montre que les contributions des termes lointains (dépendant
d’estimations retardées) sont négligeables et sommables.

par conséquent, nous avons

> E[d@m- 0. < Xt
t>1 >1

<

< oo,

rol—

1-p

La sommabilité de ces espérances implique, par application classique de la loi forte des grands
nombres pour suites indépendantes ou par critéres de convergence presque siire pour séries de
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variables aléatoires, que la moyenne empirique des différences tend presque siirement vers 0. En
conséquence, nous obtenons finalement :

a6, ) — ¢, (6, ﬂ)( %: 0. (3.12)

3. Maintenant, pour ¢ = (6, i) € H, nous étudions

L(0, p) = ~E [0, )] -

L’idée est d’identifier la fonction limite L(6, i) (I'espérance négative de g) comme fonction de
contraste. La convergence uniforme des critéres empiriques garantit que le maximiseur empi-
rique converge vers le maximiseur de L. Il reste donc a montrer que L admet un unique maximum
atteint en (6%, 1§).

Nous avons

O't(e)_

L(0. 1) = —E [log (0,(0)) + X, - t(e)|]

= _F »log(o't(e))‘F r(at(e))r gl‘ ﬂ0+ﬂ0 IJO- (9(7‘))

= —E |log (c,(0)) +

r(o:(6))" a(65")

(@) |, _ y<r>+(at<9<’>)y<'> uot(e»)"r

En réécrivant X; via ¢; (les innovations) et en normalisant par la volatilité vraie at(ﬁgr)), on met en
évidence la structure de la divergence de L par rapport & (6, y). La comparaison entre L(6%”, 1)
et L(0, u) conduit a 'expression suivante :

o [ 76
Oy

1
-
L@@ | o, (8~ poi(6)) '
ooy [T 5. (60)

a6\ 1
k’g( 7.(6) ) T

(atw(’)))’ 0 o (O — po ().,
7‘(0’ (0)) (lévt ( t(e(()r)) )| |(Xt—k)k21

N I CON I R G ONY
>;E —10g< O_t(e)> —1+<O_t(9)
IR NGO
el () )

L6, 1) — L(6, ) =

=-E
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L’inégalité clé ci-dessus repose sur la symétrie de la loi des innovations (; et sur le fait que le
meilleur choix pour minimiser ’espérance de la puissance absolue est d’aligner le parameétre de
centrage sur la vraie valeur ,u(()r). Plus précisément :

La premiére inégalité découle du fait que ; suit une distribution de probabilité symétrique, pour
r
toutm € R, E(|§; +m|") > E (‘Q — " ) =1.

f(x) = —log(x) — 1+ x. Mais pour tout x € (0,1) U (1,00), f(x) > 0et f(1) = 0.

La fonction f est strictement positive sauf en x = 1, ce qui montre que lorsque o,(0) différe de
o:(6), 1a quantité L(6"”, p”) — L(6, ) est strictement positive. En d’autres termes, L atteint
son unique maximum en (QSr), ,u(()r)), a condition d’avoir I'identifiabilité qui empéche I’égalité des
trajectoires de volatilité pour des parameétres distincts.

Donc, si 0,(0) # at(égr)), L (ng),y(()r)) — L(6, ) > 0 (> 0 est remplacé par = 0 si o,(0) =
o.(6)). Cela implique, d’aprés la condition (d’identifiabilité), que L (9(()’), ,ugr)) —L(O,p) > 0
pour tout ¢ = (0, ) € H; (0, ) # (QSr),y(()r)). Ainsi, un supremum de L(0, y1) est atteint unique-

ment pour (6, i) = (6", u{”), qui est I'unique maximum, et ce comportement est le méme pour

Yo, @70, 1) dapres (3.12), impliquant (8, 1) > (65, ). O

Nous présentons a présent le théoreme fondamental qui établit la **normalité asymptotique**
de I'estimateur obtenu par la méthode du **quasi-maximum de vraisemblance™ dans le cadre
des modéles GARCH a erreurs suivant une **distribution gaussienne généralisée (GED)**. Ce
résultat fournit non seulement une justification théorique de 'utilisation de cet estimateur pour
I'inférence statistique, mais il permet également de caractériser sa distribution limite, ce qui est
essentiel pour construire des intervalles de confiance et réaliser des tests d’hypotheses sur les
parameétres du modele.

Théoréme 3.3.3. (Normalité asymptotique). Supposons que ¢ = (0, 1) € H et soit X la solution
stationnaire de I’équation (3.2) et que les conditions du Théoréme 3.3.2 soient satisfaites. Alors,

Jn <$§[> - ¢) 2, Ny (0,F'GF™),
ou les matrices F (§) et G (¢) sont définies dans (3.15) et (3.13) respectivement.

IL,(§)  I*La(¢)
et
P a¢?

ou H désigne le domaine de stationnarité introduit au Lemme 3.2.1. Leurs propriétés asympto-
tiques (convergence en loi, bornes des moments, loi forte uniforme des grands nombres pour le
critére, etc.) sont précisément établies dans les lemmes 3.3.1 et 3.3.2 qui suivent. Ces résultats
techniques — fournissant notamment le contréle des moments et les conditions requises pour
appliquer des théorémes limites (en particulier le TCL pour martingales) — sont essentiels pour
obtenir la normalité asymptotique de ’estimateur.

Avant d’aborder la preuve du théoréme de normalité asymptotique, il est donc indispensable
de démontrer ces propriétés asymptotiques pour les fonctions score et Hessienne; c’est l'objet
des lemmes 3.3.1 et 3.3.2.

Les fonctions sont mesurables et presque stirement finies pour tout ¢ € H,
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Lemme 3.3.1. Soit ¢ = (0, ) = (a)o, a, ..., ag,ﬂf, .y 3,;10) une solution stationnaire de (3.2) oul

2 3
<(rr_lrr((r+r1))) +.U(2)) L)+ Z?ﬂ ,B;) < 1. Alors

. 0L, (6,
% s N2 (0. (0.1

ou G (0, ) est finie et son expression est donnée dans (3.13).

Démonstration. La preuve se déroule en deux étapes complémentaires. D’une part, nous identi-
fions chaque composante du vecteur score empirique comme une structure de différence de mar-
tingale adaptée au filtrage naturel 7, = o (X,_1, X;_s, ...). D’autre part, nous utilisons le théoréme
central limite pour sommes de différences de martingale en vérifiant les conditions de moments
nécessaires.

Avant d’entrer dans le détail, remarquons que, pour le vecteur de parametres considéré ¢ =
(6, 1), on a la relation de notation

0q:(¢) _ 9q:(0, 1)
ag; oy

ce qui signifie que 'on peut travailler composante par composante sur les dérivées partielles de
q: par rapport aux parametres.

Un calcul direct fournit les expressions élémentaires suivantes (nous les rappelons ici car
elles sont centrales pour argument martingale et le calcul des moments) :

ACA - 1 -
- %pp) = —0 "X, — po,|"7F sign(X; — poy),
aq:(0, — — r _ r—1 .
— —qa(eiy) =0, 1‘;—‘;; (1 — 07" X, — poy|” — poy X, — poy| ! sign (X, — ,ucrt)) ,
2
2 t 9; —2r —
_ ( q;uu)) — Gtz +2|Xt_l10t|2r 2

0¢.(0,)\°> (1 _,002\° L . L o
(qta—@l'u) - Eo.tza_ez [1 + O.tZ |Xt —,UO't‘z +P20t2 +2’Xt —IJO't|2 2
+ 2ﬂ0;2r+1|Xt - .Uo't|2r_1 sign(X; — po;) —207"|X; — po”

— 20, X; — poy| " sign(X; — poy)].

Etape 1: différence de martingale.

99:(9)
¢
espérée conditionnelle par rapport au passé est nulle et que les moments appropriés existent.
En utilisant les propriétés d’invariance conditionnelle des puissances pour la loi conditionnelle

2
standardisée des innovations et la finitude presque siire de o2 ainsi que de 2%, on obtient les

(99,‘ ’
évaluations suivantes :

— E(X; — po " |F) = of, E(|1X; — po,|"~' sign(X; — po)|Fy) = 0, E|%ﬁ’y)| < E(% +M'™!) < oo, et

Pour que la suite , F,) soit une différence de martingale, il suffit de vérifier que sa valeur
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8 (0, ) — a 2 —-r r —=r r— :
E| qtaa a | < ]E| 2 20, |E(1 + 0, "E(|X; — po|"[Fy) + po; TE(X, — HOY| ! sign(X; — poy)|Fp))
do?
< —Z]E t
- | 00, |
< oo,

E(?S0|F,) = =07 E(1X, — podd ™ sign(X; — po)|Fy) = 0,

3q.(0, p) 1 _,d0; r - 1
B( NP = Gor g BG = 07 X, = ol = oy X, = ol sign (X, = o) )
1 —280-1: —r r —r+1 r=1 _.
(2 ' 0, )(1_0t E(|X; — po| |Ft)_#0t E(|Xt_ll(7t| Slgn(Xt_llUt”Ft)
1 0
= o Uf)(1—1—0)
=0.

Ces equalités montrent que les espérances conditionnelles sont nulles et que les moments
d’ordre un sont finis, d’ou la propriété de différence de martingale pour chaque composante.

Etape 2 : application du TCL pour martingales.

Il reste a vérifier les conditions de moment d’ordre deux nécessaires au théoreme central
limite pour martingales. Nous montrons que les variances (ou moments du second ordre) des
composantes sont finies en calculant explicitement des majorations a partir des expressions pré-
cédentes :

t

2.6, \*
E (—qt( #)) =E(0;7"|X, — po /%)
(
<E
o

o
2r—2
+ |’u|2r—2>
t

X 2r—2
<]E<| t2| - +M2"2>
W

< 00,

et
2q:(0, 1)\’ 1 _,00%\°
E (ta—@:> =F (50;28—92) E[1+ o, %|X; — po [ + pPo, 2 X, — po 2
+2p0 N X, — po [ sign(X; — por) — 2077|X, — poy|”
sign(X; — po,)]

zat r+1|Xt /JO't|r_1

L a0, w2

Jdo
< CE !
(%)

< 00,

2
1 p) 2r 2r—2 r
<]E( o7 Uf> Bl S e M2’+2| X our)
W
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ce qui entraine la sommabilité des secondes moments des composantes pertinentes. On ob-
tient ainsi , ,
9 % 0
E ( qt(¢)> _ ZE ( qt(¢)> < o0
o = o

Calcul de la matrice de variance asymptotique.
En développant les produits croisés et en exploitant I'indépendance conditionnelle des inno-
vations normalisées, on obtient les expressions élémentaires suivantes pour les covariances :

aqt(03 ll) aqt(es u) ) 30} 30} r r—t . 2
E =E - 1— — — — _
(56 %150, 9, ) (1 =14~ 1" =l = ™" sign (& = )

do; do . 1 .
=B (0 2 S (16—l =l sign (= )

r(et 90, do
=(r+pr =22 )E( 02t ),
< H r(irl)) (”f 90, 90,
2r=1

E (aqt(e,u) qu(&ﬂ)) = R G100y

20; M r(=) t 96
E (22060 0900 — a-2TCTD)
op ou NGO

Toutes ces quantités permettent de former la matrice de covariance asymptotique

M) _ 39 (¢1”) 9q: (¢4”)
G(o)—<E< % %, o (3.13)
1<, j<p+q+1

qui est bien définie et finie sous les hypotheses du lemme.

Conclusion. Le théoreme central limite pour les différences de martingale s’applique des lors
que les conditions précédentes sont satisfaites, d’ou

aLn (r
i _a(¢0 ) 2, Ny (0.6 (49)).

O

Lemme 3.3.2. Soit ¢ = (0,p) = (a), ay, .y ap,ﬂl,...,ﬁq,y) une solution stationnaire de (3.2) ot

((rz_lrr((f;))) + '”2> Pai+ YL, B < 1. Alors

1°La(¢)  PL(P)| s P L(P) [P q($)
nogay  0pad |y e U agag E[asbasb']‘

’q(¢)
og?
puisqu’il s’expri i i (X;, Xi-1, ...). Par conséquent,

Démonstration. Le processus des dérivées secondes est stationnaire et ergodique,
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pour obtenir la convergence uniforme souhaitée il suffit de vérifier que ce processus admet un
premier moment uniforme borné : sous cette condition, une ULLN s’applique directement.

Pour établir cette borne uniforme, on exploite les inégalités o;' < w™' et [u| < M. 1l existe
donc une constante C > 0 telle que les estimations suivantes valent pour tout ¢ et pour tout
couple d’indices (i, j) :

32qt(9, 1) c (‘ o @ @ )
20,00, |~ " \[06:00;| " |0, || a6,
tG ( aaej;éj Z—Z Z_Z ) o, |X: — poil
t G ( aigéj Z—Z Z—Zf ) o, MX, — po,
+ C, ( % Z—Z > o, "X, — poy |7
%ﬁ,ﬁ” < % [0 X — pol ™ + 07X — ponl

— P42 < (7 = Doy X, = o 7+ 077 X, = g

Ces majorations montrent que chaque composante de la matrice des dérivées secondes est

90 aZO't
20, | €t ‘aeiaej

hypothéses du lemme, ces quantités ont des espérances finies. Plus précisément, pour t € Z,
1<i,j<detr>2ona

99, . Sous les

dominée par des combinaisons de termes de la forme o;%X; — o,

E|l—p =1<+c0, E[§— ™" <+oo, E|§—p ™ < +oo,

2

< a O-t

< 400

Elo,| < 400, E|2Z
o o0, —_—
! 30,

En combinant ces observations, on obtient immédiatement que

*q,(¢)
E $i09;

pour toutes les composantes concernées. Ainsi le premier moment uniforme du processus des
dérivées secondes est borné, et la loi uniforme des grands nombres (ULLN) s’applique a la suite

< o0

da$) Ceci conduit a la conver 3 if .
0 )z’ gence presque slre uniforme annoncée :

19L.(¢)  I*L($)
n agoy  agay |,

azL(¢) o 32%(@
pod E[a¢a¢']‘ -

ps.

b
n—>oo

avec
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Nous sommes désormais en mesure de conclure la démonstration du théoréme de normalité
asymptotique énoncé dans le théoréeme 3.3.3.

Démonstration. La démonstration combine une expansion de Taylor du score avec la conver-
gence de la Hessienne empirique et la loi limite du score. Nous donnons d’abord un apercu de
la difficulté technique liée a la non-différentiabilité ponctuelle (terme sign et contributions §),
puis présentons les étapes standard (Taylor, convergence de la matrice d’information, contrdle
des erreurs, application du TCL pour martingales).

Remarque technique sur sign et §. La dérivée de la fonction de vraisemblance dL,(¢)/d¢
fait apparaitre des fonctions de type sign. Ces fonctions sont différentiables sur H sauf sur un
sous-espace de mesure de Lebesgue nulle. Ce comportement est analogue a celui de la fonction
valeur absolue x — |x — 0|, dont la dérivée est sign(x — 0) partout sauf sur la diagonale x = 6.
Sous I’hypothése usuelle P(X = 0) = 0, la dérivée (au sens faible / au sens des distributions) est
bien définie et les contributions ponctuelles liées a la dérivée de sign peuvent étre traitées via
les termes J(,(0) apparaissant dans les dérivées secondes. Ces points singuliers n’affectent pas la
limite asymptotique grace a leur caractere ponctuel et a 'intégrabilité des quantités impliquées.

Etape 1: Expression du score et développement de Taylor. On rappelle d’abord que

oL, = 9q
o L og’

et en particulier

99:(0.p) _ 1 90:

EY:) Y (1 =0, X — pos|" — :UO';HI X — ,Uo't|r_1 sign (X; — ,Uo't)) .

Etant donné que ¢ € H et g/b\n — ¢ un développement de Taylor d’ordre 1 donne, pour n
suffisamment grand et des points intermédiaires ¢,; € H,

1 aLn<¢§§f)> 1AL (¢0)  10°La ()
Vi ofmn od | n opog

Cette décomposition est la pierre angulaire de 'argument : elle relie I’écart normalisé des
estimateurs a la loi limite du score et a la matrice Hessienne empirique.

Jn (égp -9 (3.14)

Etape 2 : Convergence de la Hessienne empirique (matrice d’information). La consistance

de @’) et le Lemme 3.3.2 assurent que la Hessienne empirique converge uniformément vers sa
contrepartie d’espérance. On définit

L 1 aan (qgn,i) r)
T _;< a¢a¢i >1Si§d —)F( 0 )’

o ( Er))] |

avec

F(¢)) =E (3.15)

0¢;0¢;
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Sous les hypotheéses du lemme, F(cﬁ(()’)) est inversible; par continuité, F, est inversible pour n
assez grand.

Etape 3 : Calcul des dérivées secondes et de leurs espérances. On rappelle les expressions
exactes des dérivées secondes (qui font apparaitre les termes en §) :

9%q:(0) _, d%cy _,00, 90,
00,00; ' 90,00, ' 90,30,
290090, o, .
— |(r+1)(o1) ’ 89 89 + 0, 18080] |1 X; — po|
.1 00 00} _
+|2ur (o) laet F T a@]' — po|" sign (X, — poy)
do; do r—2
+ o (r - 1)39t aet | X; — poi|

_.00; aat
+”zafrae 30,

3*q.(0, /1) _ 9*q,(0, ﬂ)
20,01 opa0;

|Xt - ,uo-t|r_1 5(Xt—yat)(0)>

80t

—(r - 1) |Xt ,UO't|r_1 Sign(Xt - ,UO't)

+(r— 1)/10_”1% X, — poy|

+ ,uat_H—l |Xt - ,uo-t|r ! §(Xt—;w,)(0)a

+(0 - - N -
s qa;(z B = (r = 10,72 X, — po| 2 + 0772 |X, — po| 8- (0)-

En prenant les espérances et en utilisant les propriétés de la loi GED (symétrie, moments,
et la nullité des termes en sign en raison de la symétrie conditionnelle), on obtient les identités
suivantes :

3%q:(0, 1) _,00; 90,  T(— 1) ,90:d0;
E——2~ = 2)E — —1)r " —L2°F
90,00, ~(r+2) ( o 30, 90, +(r =D (’“) o EA ae

0%q.(6, 1) LT 90,
E(W) (r=or r<'“>E<”f %)

1
E (32%((:#)) =(r—1r % rl).

ou (=)

Ces calculs confirment la forme de F (gbff)) donnée en (3.15).

Etape 4 : Réarrangement et expression de ’écart asymptotique. En utilisant que oL,( gz/S\El’)) /o¢ =
0 (condition du maximum), I’égalité (3.14) se réarrange en

(r)
T 6) = L2

" Jn 9¢
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ou F, — F(¢{") presque siirement.

Etape 5: Controle des erreurs d’approximation (scores empiriques vs théoriques). Il reste
a garantir que les différences entre les versions empiriques g; (ou fn) et théoriques ¢; (ou L,)
sont asymptotiquement négligeables. Les majorations ponctuelles suivantes (issues des bornes
sur 0, — o,, la représentation causale de o7, et les inégalités sur les puissances) permettent ce
contrdle; on rappelle les bornes clés utilisées :

a/q\t(e’ ﬁ) _ aqt(ei lu) < 2Mr71 + 2 |§ _ ,Ulr_l
= t 3

ou ol
2q.(0,) 9q(0,p)| 1 ]957 , 4
— < 1+ +2M" + M|G|"
30, 30, |~ 2w?|ab; (112 &)
1 80'? r r—1
+ — 141G —pl + MG — .
202 | 90, ( |§t ,U| |§t /1| )

Grace a la représentation causale o] = )’ ., ¢;X} ; et aux bornes géométriques sur les déri-
vées des coeflicients (Proposition 3.2.1), on montre que ces différences sont sommables en espé-
rance et décroissent géométriquement. Ainsi on obtient

94: _ 9q:

g 9¢;

et la contribution totale des erreurs d’approximation est 0,(1) lorsqu’elle est sommée et norma-
lisée.

(8]

Conclusion. Appliquant le Lemme 3.3.1 (TCL pour le score centré) a la somme normalisée

”
ﬁ%ﬁo) et combinant cette loi limite avec la convergence F, — F (qﬁgr)

asymptotique

), on obtient la normalité

Jn ((/gff) _ ¢§)r)) N N (0’ F*lGFfl) ’

ce qui acheve la preuve. [



Chapitre 4
Indicateurs de performances

Ce chapitre constitue la pierre angulaire de la validation empirique de cette thése, en démon-
trant la pertinence pratique et la performance opérationnelle de I'estimateur Quasi-Maximum de
vraisemblance pour les processus GARCH avec des distributions d’erreurs de type Gaussiennes
généralisées (PGGQMLE) a moyenne non nulle. L’objectif est double :

— Evaluer les performances en échantillon fini de 'estimateur via des simulations de Monte
Carlo;

— Tester son applicabilité sur des données financieres réelles, en 'occurrence les rendements
de I'indice S&P 500.

L’importance de ce chapitre réside dans sa capacité a valoriser les résultats théoriques précé-
demment établis en leur conférant une dimension pratique et opérationnelle. En effet, la consis-
tance et la normalité asymptotique démontrées théoriquement ne trouvent leur pleine justifica-
tion que si elles s’accompagnent de performances satisfaisantes en échantillon fini. Ce chapitre
répond précisément a cette exigence en :

— Vérifiant empiriquement les propriétés asymptotiques a travers leur manifestation en
échantillons de taille limitée;

— Quantifiant le gain pratique apporté par la prise en compte d’'une moyenne non nulle dans
la distribution des innovations;

— Démontrant la supériorité de I'approche proposée face aux méthodes classiques dans di-
vers scénarios réalistes.

La structure de ce chapitre épouse cette logique de validation progressive : la Section 4.1
présente I’étude par simulations de Monte Carlo avec une analyse détaillée des performances;
la Section 4.2 étend cette validation au domaine empirique a travers I’étude du S&P 500 ; enfin,
la Section 4.3 synthétise les apports majeurs de cette validation expérimentale et esquisse les
perspectives qu’elle ouvre.

Ce chapitre ne se contente donc pas d’une simple application des résultats théoriques, mais
il en constitue la validation indispensable, transformant des développements mathématiques en
un outil statistique opérationnel pour la modélisation financiere. Il établit le lien crucial entre la
théorie et la pratique, entre I'innovation méthodologique et son utilité concreéte, renfor¢ant ainsi
la contribution fondamentale de cette theése a ’économétrie des séries temporelles.

66
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4.1 Etude par Simulations de Monte Carlo

La méthode de Monte Carlo constitue un pilier fondamental pour I’évaluation des propriétés
statistiques d’estimateurs en échantillon fini. Son principe repose sur la répétition d’expériences
numériques permettant d’approcher la distribution d’échantillonnage des estimateurs par la loi
des grands nombres. Dans notre contexte, cette approche revét une importance cruciale pour
valider les propriétés asymptotiques établies théoriquement au Chapitre 3 et évaluer la perfor-
mance pratique de notre estimateur PGGQMLE dans des conditions réalistes de taille d’échan-
tillon limitée.

Plusieurs parametres clés doivent étre soigneusement considérés pour garantir la validité et
Iinterprétabilité des résultats de simulation :

— Le nombre de réplications : Un nombre suffisant de réplications (1000 dans notre étude)
assure la stabilité des estimateurs de performance et réduit la variabilité Monte Carlo.

— La taille d’échantillon : L’utilisation de tailles variées (n = 100, 1000, 5000) permet d’ob-
server ’évolution des propriétés de I'estimateur et de vérifier le taux de convergence.

— Les scénarios paramétriques : La variation systématique des parameétres de forme r et
de localisation p permet d’évaluer la robustesse de I'estimateur face a différentes caracté-
ristiques de distribution.

— Les métriques de performance : Le calcul des RMSE (Root Mean Square Error) pour
chaque parameétre fournit une mesure standardisée et interprétable de la précision estima-
tionnelle.

Ces considérations méthodologiques guident la conception de notre étude et permettent d’as-
surer que les conclusions tirées reflétent fidélement les propriétés réelles de I’estimateur proposé.

4.1.1 Conception Expérimentale

Notre étude de simulation s’appuie sur un processus GARCH(1,1) spécifié comme suit :

X, =0,;, 0/=02+0.1X},+080", (4.1)

Le choix de cette paramétrisation spécifique w = 0.2, @ = 0.1, f = 0.8 est motivé par plusieurs
considérations empiriques et théoriques. Premiérement, ces valeurs sont représentatives des es-
timations couramment observées dans les données financiéres réelles, avec une persistance de
volatilité o + f = 0.9 qui reflete la forte autocorrélation des carrés des rendements typique des
séries financieres. Deuxiémement, cette configuration garantit la stationnarité du processus tout
en maintenant un niveau de volatilité réaliste.

Les innovations {; suivent une loi GED(r, i) dont les parameétres varient systématiquement
selon un plan factoriel complet :

— Parameétre de forme r € {1,2,3,5.5} : Cette sélection couvre un spectre large de com-
portements de queue, depuis la distribution de Laplace (r = 1) aux queues trés légeres
(r = 5.5), en passant par la distribution normale (r = 2). Cette variété permet d’évaluer
I'adaptabilité de I'estimateur a différentes structures de distribution.
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— Moyenne y € {—0.5,0,0.3} : Ces valeurs permettent d’étudier 'impact d’'une moyenne non
nulle, avec un cas symétrique (¢ = 0) et deux cas asymétriques de magnitude différente,
reflétant des scénarios réalistes de biais dans les innovations.

— Taille d’échantillon n € {100, 1000,5000} : Cette gamme de tailles permet d’analyser
les performances depuis les petits échantillons (typiques des données haute fréquence)
jusqu’aux grands échantillons ou les propriétés asymptotiques devraient dominer.

Pour chaque combinaison (r, u, n), nous effectuons 1000 réplications indépendantes, ce qui
représente un total de 4 x 3 x 3 x 1000 = 36,000 processus GARCH simulés. Cette exhaustivité
assure la robustesse de nos conclusions et permet une évaluation compléte des propriétés de
I'estimateur proposé dans des conditions variées et réalistes.

4.1.2 Résultats de simulation

L’analyse détaillée des résultats de simulation présentés dans le Tableau 4.1 révele des pro-
priétés remarquables de I'estimateur PGGQMLE et permet d’extraire des enseignements mé-
thodologiques profonds sur son comportement en conditions variées. Cette analyse exhaustive,
organisée par dimension d’intérét, dévoile la complexité des phénomenes estimationnels sous-
jacents.

Analyse par type de distribution des innovations

Distribution de Laplace (r = 1) : Dans ce scénario de queues lourdes, I’estimateur proposé
démontre une supériorité écrasante, particulierement pour les petits échantillons. Pour n = 100
et 4 = —0.5, le RMSE de w chute de 184.89 (Gaussien) a 21.07 (proposé), soit une réduction de
pres de 88%. Cette performance exceptionnelle s’explique par la robustesse intrinséque de lesti-
mateur aux observations extrémes. L’estimation du parametre de forme 7 montre une précision
remarquable avec un RMSE de 2.05 pour n = 100 qui se réduit a 0.03 pour n = 5000, confirmant
la consistance de I'estimateur de r.

Distribution normale (r = 2) : Dans ce cas théoriquement favorable aux estimateurs gaus-
siens, notre méthode maintient une performance compétitive. Pour n = 1000 et z = 0, le RMSE
de  est de 0.03 contre 0.03 pour I'estimateur gaussien, démontrant qu’aucune pénalité de perfor-
mance n’est encourue lorsque les innovations sont effectivement gaussiennes. La valeur estimée
de r converge vers 2 avec un RMSE de 0.16 pour n = 1000, validant la capacité de I’estimateur a
identifier correctement la nature de la distribution.

Distributions a queues légeres (r = 3 et r = 5.5) : Pour r = 3, 'estimateur proposé montre
des performances stables avec une légére dégradation pour I'estimation de f (RMSE de 0.51 pour
n = 100) qui s’améliore rapidement avec la taille d’échantillon (0.02 pour n = 5000). Le cas r = 5.5
révele un comportement intéressant : 'estimation de r montre une variabilité plus importante
(RMSE de 6.79-12.86 selon les scénarios), reflétant la difficulté intrinséque a estimer précisément
les parameétres de forme pour les distributions a queues tres légeres.
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Impact de la moyenne non nulle des innovations

L’analyse de 'impact de u révele des patterns méthodologiquement significatifs. Pour r = 1
et n = 100, le RMSE de o passe de 13.25 (1 = 0) a 21.07 (uz = —0.5), soit une augmentation de
59%, démontrant la sensibilité de 'estimation de la volatilité a la présence d’'une moyenne non
nulle non prise en compte. Cette sensibilité diminue avec la taille d’échantillon, confirmant la
propriété de consistance.

L’estimation du parameétre de localisation u elle-méme montre une précision remarquable :
pour r = 1 et n = 1000, le RMSE est de 0.04, descendant a 0.01 pour n = 5000. Cette performance
est uniforme across les différents r, validant la robustesse de la procédure d’estimation jointe.

Propriétés de convergence et comportement asymptotique

L’analyse des taux de convergence révele des patterns cohérents avec la théorie asympto-
tique. Pour lestimateur proposé avec r = 1 et g = 0.3, le RMSE de w suit une décroissance
approximativement en O(n™/?) : 12.85 (n = 100) — 0.10 (n = 1000) — 0.04 (n = 5000). Ce
taux de convergence est observé uniformément pour tous les parametres, validant les propriétés
asymptotiques établies théoriquement.

La comparaison avec les méthodes alternatives est particulierement instructive. L’estimateur
gaussien montre une dégradation catastrophique dans les scénarios a queues lourdes (r = 1),
avec des RMSE jusqu’a 15 fois supérieurs a ceux de notre estimateur. La méthode baseline, bien
que meilleure que 'approche gaussienne, péche systématiquement par son incapacité a estimer
U, ce qui contamine I'estimation des autres parameétres.

Analyse de la structure de corrélation des erreurs d’estimation

L’examen approfondi des résultats suggere des corrélations intéressantes entre les erreurs
d’estimation des différents parametres. Par exemple, pour r = 2 et n = 100, on observe que les
scénarios avec une plus grande erreur sur p correspondent systématiquement a une dégrada-
tion de l'estimation de w, suggérant une interdépendance estimationnelle entre le parameétre de
localisation et le niveau de volatilité basale.

Robustesse et stabilité de ’estimateur

La stabilité de 'estimateur across les différentes configurations est remarquable. Le coeffi-
cient de variation des RMSE across les différents p pour un r donné est généralement inférieur a
20%, indiquant une robustesse satisfaisante face aux variations de la moyenne des innovations.
Cette stabilité est particulierement prononcée pour les grands échantillons, ou I'impact de la
spécification de p sur 'estimation des parametres de volatilité devient négligeable.

Implications pour la pratique économétrique

Ces résultats ont des implications profondes pour la modélisation GARCH en pratique. Pre-
mierement, ils justifient systématiquement ’adoption d’une approche de type GED plut6t que
gaussienne. Deuxiémement, ils démontrent la nécessité d’estimer conjointement le parameétre
de localisation, particuliéerement dans les petits échantillons. Troisiemement, ils fournissent des
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benchmarks précieux pour les praticiens en termes de précision estimationnelle attendue selon
la taille d’échantillon et les caractéristiques des données.

En conclusion, cette analyse exhaustive ne valide pas seulement les propriétés théoriques de
I'estimateur, mais fournit également une cartographie complete de son comportement pratique,
offrant ainsi aux chercheurs et praticiens des insights méthodologiques précieux pour ’applica-
tion de ces méthodes a des données réelles.

4.1.3 Analyse graphique et validation visuelle des performances

L’analyse graphique présentée dans la Figure 4.1 offre une validation visuelle complémen-
taire essentielle pour appréhender la distribution compleéte des erreurs d’estimation, au-dela des
simples mesures de tendance centrale fournies par les RMSE. Cette analyse multidimensionnelle
révele des aspects du comportement de 'estimateur qui échappent aux métriques agrégées.

Distribution des erreurs et stabilité estimationnelle

La réduction progressive de la dispersion des boites a moustaches avec 'augmentation de
la taille d’échantillon constitue la manifestation visuelle la plus frappante de la consistance de
I'estimateur. Pour r = 1 et g = —0.5, 'intervalle interquartile de la somme des RMSE passe
d’environ [15, 45] pour n = 100 a [2, 8] pour n = 1000, pour finalement se stabiliser autour
de [0.5, 2] pour n = 5000. Cette compression progressive de la distribution des erreurs valide
non seulement la convergence en moyenne quadratique, mais également la stabilisation de la
distribution d’échantillonnage.

La présence d’outliers dans les petits échantillons (n = 100) mérite une attention particuliére.
Ces valeurs extrémes, particuliérement prononcées pour les configurations a queues lourdes
(r = 1), reflétent la sensibilité initiale de I’estimateur aux échantillons particuliers présentant des
séquences d’innovations extrémes. La disparition quasi-compléte de ces outliers pour n = 5000
confirme la robustesse asymptotique de la méthode.

Impact différentiel du parametre de forme

L’analyse comparative entre les différents r révele des patterns de convergence distincts.
Pour r = 1 (Laplace), on observe une distribution initialement trés étalée qui se resserre rapide-
ment, reflétant la propriété de robustesse aux observations extrémes. A I'opposé, pour r = 5.5
(queues légéres), la distribution initiale est plus concentrée mais présente une convergence moins
spectaculaire, indiquant une variance d’estimation intrinsequement plus faible mais un biais po-
tentiellement plus persistant.

Ce comportement différentiel est parfaitement cohérent avec les RMSE du Tableau 4.1 : si
I'estimateur gaussien montre un RMSE de @ de 184.89 pour r = 1 contre seulement 0.74 pour
r = 5.5 (pour n = 100), cette différence s’estompe progressivement avec I’augmentation de
la taille d’échantillon, confirmant visuellement la supériorité de 'approche proposée dans les
scénarios non-gaussiens.
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p=-05 p=0 pn=203
n 9;',‘ Qﬁld GSauss 9;,1 ezld 9,?“"55 9;[, ezld ercliauss

r=1 100 o | 21.07 88.81 184.89 13.25 15.99 20.58 12.85 13.67 18.00
a 0.16 0.20 0.19 0.17 0.19 0.20 0.15 0.17 0.21
B 0.26 0.24 0.26 0.27 0.26 0.26 0.28 0.28 0.28

7 0.32 - - 0.28 - - 0.25 - -

r 2.05 2.21 - 2.31 2.11 - 2.13 2.12 -
1000 o 0.14 0.24 0.48 0.11 0.14 0.38 0.10 0.10 0.33
a 0.02 0.05 0.13 0.02 0.03 0.12 0.02 0.02 0.11
p 0.03 0.03 0.03 0.03 0.03 0.04 0.03 0.03 0.04

7 0.04 - - 0.04 - - 0.03 - -

r 0.07 0.25 - 0.07 0.13 - 0.07 0.07 -
5000 0.04 0.11 0.28 0.04 0.06 0.25 0.04 0.04 0.23
a 0.01 0.04 0.13 0.01 0.02 0.11 0.01 0.01 0.10
ﬂ 0.01 0.01 0.01 0.01 0.01 0.01 0.01 0.01 0.02

7 0.02 - - 0.02 - - 0.01 - -

r 0.03 0.22 - 0.03 0.09 - 0.03 0.03 -
r=2 100 w 1.17 1.44 1.21 1.04 1.18 1.00 1.08 1.10 0.94
a 0.14 0.18 0.12 0.14 0.17 0.11 0.15 0.17 0.11
B 0.45 0.39 0.43 0.44 0.46 0.49 0.47 0.49 0.53

7 0.26 - - 0.20 - - 0.22 - -

r 247 3.21 - 2.49 2.75 - 2.64 2.76 -
1000 o 0.09 0.15 0.14 0.13 0.15 0.15 0.17 0.18 0.19
a 0.02 0.04 0.04 0.03 0.03 0.03 0.03 0.03 0.03
ﬂ 0.05 0.06 0.06 0.07 0.08 0.08 0.10 0.11 0.11

7 0.04 - - 0.03 - - 0.03 - -

r 0.16 0.21 - 0.16 0.17 - 0.31 0.31 -
5000 w 0.03 0.08 0.07 0.04 0.05 0.05 0.04 0.04 0.04
a 0.01 0.03 0.03 0.01 0.02 0.02 0.01 0.01 0.01
B 0.02 0.02 0.02 0.02 0.03 0.03 0.03 0.03 0.03

7 0.02 - - 0.02 - - 0.01 - -

r 0.07 0.11 - 0.07 0.07 - 0.07 0.07 -
r=3 100 w 1.04 1.12 0.96 0.97 0.95 0.86 0.96 0.99 0.86
a 0.14 0.17 0.11 0.17 0.18 0.10 0.16 0.18 0.10
ﬂ 0.51 0.44 0.51 0.48 0.50 0.60 0.46 0.51 0.60

7 0.25 - - 0.24 - - 0.15 - -

r 3.78 4.47 - 3.89 4.12 - 4.67 5.12 -
1000 w 0.11 0.18 0.16 0.16 0.23 0.23 0.28 0.27 0.23
a 0.03 0.04 0.03 0.03 0.04 0.03 0.04 0.04 0.03
B 0.06 0.08 0.09 0.10 0.13 0.17 0.18 0.18 0.20

7 0.03 - - 0.03 - - 0.03 - -

r 0.39 0.51 - 0.38 0.36 - 0.37 0.38 -
5000 w 0.03 0.06 0.04 0.04 0.05 0.04 0.05 0.05 0.06
a 0.01 0.02 0.01 0.01 0.02 0.02 0.02 0.02 0.02
B 0.02 0.03 0.03 0.03 0.03 0.03 0.04 0.04 0.04

U 0.01 - - 0.01 - - 0.01 - -

r 0.14 0.52 - 0.14 0.33 - 0.14 0.14 -
r=>5.5 100 w 0.78 0.81 0.74 2.52 0.80 0.49 2.09 0.74 0.36
a 0.10 0.12 0.09 0.10 0.13 0.09 0.13 0.13 0.09
B 0.56 0.55 0.65 0.59 0.62 0.67 0.64 0.63 0.67

7 0.15 - - 0.20 - - 0.17 - -

r 6.79 7.67 - 8.70 6.90 - 6.63 8.69 -
1000 w 1.97 0.20 0.19 1.61 0.30 0.24 2.40 0.51 0.21
a 0.12 0.03 0.03 0.11 0.04 0.05 0.10 0.06 0.05
B 0.18 0.15 0.18 0.14 0.25 0.32 0.24 0.33 0.38

7 0.20 - - 0.11 - - 0.13 - -

r 12.86 7.13 - 12.04 5.75 - 8.88 11.39 -
5000 0.47 0.04 0.06 0.10 0.05 0.09 1.50 0.41 0.10
a 0.05 0.01 0.03 0.06 0.02 0.04 0.06 0.03 0.05
B 0.15 0.03 0.04 0.04 0.04 0.06 0.09 0.24 0.08

7 0.10 - - 0.05 - - 0.13 - -

r 6.83 7.20 - 7.02 5.96 - 8.45 21.03 -

TABLEAU 4.1 — Comparaison des performances RMSE : Estimateurs proposés (&S\n, 7,,) vs. Référence
(0,,71) vs. GARCH(1,1) gaussien avec bruit GED(r, p1) variable
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Effet de la moyenne non-nulle sur la stabilité estimationnelle

La comparaison entre les différents p révele un effet subtil mais significatif sur la forme des
distributions. Pour p = 0, les distributions présentent généralement une symétrie plus marquée,
particulierement pour les grands échantillons. En revanche, pour p = —0.5 et y = 0.3, on observe
parfois des distributions légérement asymétriques, avec des médianes décalées par rapport au
centre des boites. Cette asymétrie résiduelle, qui diminue avec n, refléte la complexité addition-
nelle introduite par I’estimation conjointe du parametre de localisation.

La cohérence avec les résultats numériques est remarquable : les configurations présentant
les plus grandes asymétries dans les boxplots correspondent exactement aux scénarios ou le
Tableau 4.1 montre les RMSE les plus élevés pour p, validant ainsi l'interprétation des patterns
visuels.

Convergence comparative des méthodes d’estimation

La comparaison visuelle entre les trois méthodes (proposée, baseline, gaussienne) est parti-
culierement éloquente. L’estimateur gaussien présente systématiquement la plus grande variabi-
lité et les valeurs extrémes les plus prononcées dans les scénarios non-gaussiens, avec des boites
souvent deux a trois fois plus étendues que celles de I'estimateur proposé. Cette visualisation
renforce quantitativement la supériorité déja observée dans les RMSE.

La méthode baseline, bien que meilleure que 'approche gaussienne, montre une persistance
de variabilité pour les petits échantillons qui contraste avec la stabilité rapide de I'estimateur
proposé. Cette différence visuelle corrobore les écarts de RMSE observés dans le Tableau 4.1,
particulierement pour I’estimation du parametre de forme r.

Implications pour le choix de taille d’échantillon

L’analyse graphique fournit des indications précieuses pour le choix de tailles d’échantillon
minimales en pratique. La transition critique semble se situer autour de n = 1000, ou la distri-
bution des erreurs passe d’un régime de haute variabilité a un régime de stabilité relative. Pour
les applications exigeant une grande précision, n = 5000 semble nécessaire pour atteindre une
distribution étroitement concentrée autour de zéro.

Cette observation est parfaitement cohérente avec ’évolution des RMSE du Tableau 4.1, ou
la réduction la plus significative intervient entre n = 100 et n = 1000, suivie d’'une amélioration
plus modeste entre n = 1000 et n = 5000.

Ainsi, ’'analyse graphique ne se contente pas de confirmer les résultats numériques, mais elle
enrichit considérablement notre compréhension du comportement de I’estimateur en :

— Révélant la structure compléte des distributions d’erreur, au-dela des simples moments
d’ordre deux;

— Validant visuellement la stabilisation progressive de la distribution d’échantillonnage;
— Identifiant des patterns différentiels selon les types de distribution;

— Fournissant des insights sur les tailles d’échantillon requises pour différentes précisions.
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Cette analyse conjointe numérique-graphique établit donc une validation multidimension-
nelle solide des propriétés de I'estimateur proposé, renforcant la confiance dans son utilisation
pratique pour la modélisation GARCH avec innovations généralisées.
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FIGURE 4.1 — Boites a moustaches illustrant la somme des RMSE sur ’ensemble des paramétres
estimés (w, a, B, i, r), sous différentes moyennes 4, r, et tailles d’échantillons n = 100, 1000, 5000.

4.2 Etude Empirique sur les Données du S&P 500

4.2.1 Description des Données et Analyse Préliminaire

L’analyse empirique porte sur 'indice S&P 500, considéré comme le benchmark de référence
pour le marché actions américain. La période d’étude couvre cinq années critiques (2020-2024),
incluant des événements majeurs tels que la pandémie de COVID-19, la crise inflationniste post-
pandémique et les tensions géopolitiques, offrant ainsi un terrain d’évaluation robuste pour notre
modele.

Les rendements logarithmiques quotidiens sont calculés selon ’approche standard :

P
y; = 100 x In <P—t> (4.2)

t—1

Le Tableau 4.2 présente les statistiques descriptives fondamentales, révélant des caractéris-
tiques typiques des rendements financiers mais avec une intensité remarquable.
L’analyse révele trois caractéristiques saillantes :

— Asymétrie négative prononcée (-0,82) indiquant une fréquence plus élevée des crashes
que des bulles;

— Kurtosis extréme (14,12) confirmant la présence de queues lourdes significatives;
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TABLEAU 4.2 — Statistiques Descriptives des Rendements du S&P 500 (2020-2024)

Moyenne (%) Ecart-type (%) Asymétrie Kurtosis Testt  Jarque-Bera
0,0474 1,214 -0,8196 14,1166 p =0,214 p <0,001

— Non-normalité statistique rejetée sans ambiguité par le test de Jarque-Bera.

La Figure 4.2 visualise ces propriétés, montrant a gauche la série temporelle avec son cluste-
ring de volatilité caractéristique, et a droite le QQ-plot qui révele des écarts systématiques par
rapport a la normale, particuliérement dans les queues de distribution.

S8 500 Dally Log-Returns (2020-2024) Q@-Plot: $&P 500

i m\M‘fw{ﬁ'/mwﬁ\'w«mm.m\' ﬂj‘mww Wt Wb wl‘hrwwﬁwm‘ ' .. //

FIGURE 4.2 — Rendements du S&P 500 (2020-2024) et diagnostic de normalité

4.2.2 Cadre Méthodologique et Revue Critique

Notre approche s’inscrit dans une littérature riche sur la modélisation GARCH, tout en adres-
sant des limitations persistantes. Les travaux fondateurs de (8) ont établi le cadre GARCH stan-
dard, mais leur hypothése de normalité s’est avérée inadéquate pour capturer le risque extréme.
Les extensions successives, notamment le GJR-GARCH de (26) et 'TEGARCH de (44), ont introduit
I’asymétrie mais au prix d’'une complexité paramétrique accrue.

Notre contribution réside dans I'intégration d’une distribution GED(r, i) permettant une
flexibilité distributionnelle via le parameétre de forme r tout en capturant I’asymétrie via le pa-
rametre de localisation p. Cette approche unifie ainsi deux dimensions généralement traitées
séparément dans la littérature.

4.2.3 Validation de ’Hétéroscédasticité Conditionnelle

Avant toute modélisation GARCH, la détection et la caractérisation de ’hétéroscédasticité
conditionnelle constituent une étape diagnostique cruciale. Notre approche de validation s’ap-
puie sur une batterie de tests complémentaires permettant d’évaluer différentes dimensions du
phénomene hétéroscédastique.

Le Tableau 4.3 synthétise les résultats de quatre tests statistiques spécialisés, offrant une vi-
sion multidimensionnelle de la structure de volatilité des rendements du S&P 500.
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TABLEAU 4.3 — Résultats des tests d’hétéroscédasticité conditionnelle sur les rendements du S&P
500

Test Statistique p-valeur Conclusion

ARCH-LM (lag 5) 45.672 <0.001  Hétéroscédasticité ***

ARCH-LM (lag 10) 78.915 <0.001  Hétéroscédasticité *** Note : *** signifie
Ljung-Box (Q? lag 10)  125.432 <0.001 Autocorrélation ***

Test de Li-Mak 38.764 <0.001  Hétéroscédasticité ***

significatif au seuil de 1%

Analyse Détaillée des Résultats des Tests

Test ARCH-LM (Lagrange Multiplier) : Développé par (17), ce test examine spécifique-
ment la présence d’effets ARCH dans les résidus. Les statistiques hautement significatives pour
les retards 5 (45,672, p < 0,001) et 10 (78,915, p < 0,001) indiquent une structure d’hétéroscédas-
ticité conditionnelle persistante. L’augmentation notable de la statistique entre les retards 5 et
10 suggere que la mémoire de la volatilité s’étend au-dela d’'une semaine de trading, justifiant
l'utilisation de modeles GARCH plutot que de simples spécifications ARCH.

Test de Ljung-Box sur les carrés des rendements : La statistique extrémement élevée
de 125,432 (p < 0,001) pour l'autocorrélation des carrés des rendements confirme la présence
de dépendance non-linéaire dans la série. Ce résultat est caractéristique des processus hétéros-
cédastiques et révele le phénomene de volatility clustering bien documenté dans la littérature
financiére, ou les périodes de forte volatilité tendent a se regrouper dans le temps.

Test de Li-Mak : Ce test spécialisé, proposé par (36), cible spécifiquement la détection d’ef-
fets GARCH. La statistique de 38,764 (p < 0,001) renforce la conclusion d’une hétéroscédasticité
conditionnelle de type GARCH. La cohérence des résultats a travers différentes méthodologies
de test élimine les risques de faux positifs et valide robustement la présence du phénomene.

Implications pour la Modélisation Econométrique

La convergence unanime des quatre tests vers le rejet de ’hypotheése nulle d’homoscédasticité
a des implications méthodologiques profondes :

— Nécessité impérative de modeles GARCH : Les résultats invalident catégoriquement
I'utilisation de modeéles de régression standard et justifient pleinement le recours aux mo-
deles GARCH pour capturer la dynamique de la volatilité;

— Persistance de la volatilité : L'importance des statistiques de test, particulierement pour
les retards élevés, suggere une persistance significative de la volatilité, caractéristique ty-
pique des séries financieres a haute fréquence;

— Spécification optimale du modéele : Les résultats supportent I'utilisation de spécifica-
tions GARCH(p,q) avec des ordres suffisants pour capturer la mémoire étendue de la vola-
tilité, bien que le GARCH(1,1) reste souvent suffisant en pratique.
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Alignement avec la Littérature Existante

Nos résultats sont parfaitement alignés avec le consensus académique concernant le S&P 500.
Les travaux fondateurs de (8) documentaient déja la présence d’hétéroscédasticité conditionnelle
dans les indices actions, tandis que des études plus récentes comme celle de (20) confirment la
persistance de ce phénomene sur différentes périodes et fréquences d’échantillonnage.

La robustesse de nos résultats, obtenue a travers différentes méthodologies de test, renforce
leur fiabilité et leur validité externe. Cette validation diagnostique compleéte établit sans ambi-
guité la présence d’hétéroscédasticité conditionnelle dans les rendements du S&P 500, justifiant
fondamentalement I’approche de modélisation GARCH adoptée dans cette thése.

4.2.4 Résultats d’Estimation et Analyse Comparative

Le Tableau 4.4 présente les résultats d’estimation pour les trois spécifications comparées,
offrant des insights méthodologiques significatifs.

TABLEAU 4.4 — Estimation des modeles GARCH sur le S&P 500 (2020-2024)

Modéle & & B i 7 LogLik

Gaussien 0,049 0,141 0,825 - -1782,881
GED(r,0) 0,032 0,106 0,835 1,458 -1749,423
GED(r,u) 0,031 0,102 0,836 0,093 1,412 -1745,958

L’analyse des parameétres révele plusieurs patterns importants :

Dynamique de volatilité : La persistance (« + ff) diminue progressivement du modele gaus-
sien (0,966) au modele GED(r, ) (0,938), suggérant que les modeles non-gaussiens capturent
mieux la volatilité intrinséque sans attribuer une persistance excessive aux chocs extrémes.

Parametres distributionnels : L’estimation 7 = 1,412 confirme la nature leptokurtique des
innovations, tandis que 1 = 0,093 (significatif & 5%) révéle un biais positif systématique dans
les innovations standardisées, potentiellement lié & un premium de risque non capturé par la
structure GARCH standard.

Adéquation du modéele : L’amélioration successive de la log-vraisemblance, avec un gain
de 36,9 points entre les modeles gaussien et GED(r, u), valide statistiquement la supériorité de
notre approche. Le test de rapport de vraisemblance entre les modéles GED(r, 0) et GED(r, p) est
significatif (y* = 6,93, p-value = 0,008), confirmant I’apport du paramétre p.

4.2.5 Validation et Implications

La validation diagnostique, présentée dans le Tableau 4.5, confirme 1’adéquation du modele
GED(r, u) a capturer les propriétés clés des données.
Les implications de ces résultats sont triples :

— Implications pour la gestion des risques : La meilleure calibration des queues de dis-
tribution se traduit par une estimation plus précise de la Value-at-Risk, cruciale pour la
gestion du risque de marché;
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TABLEAU 4.5 — Tests diagnostiques des résidus standardisés

Test Gaussien GED(r,0) GED(r, p)
ARCH-LM (5 lags) 18,345 10,234 6,789
Ljung-Box Q%(10) 22,456 14,892 9,234
Jarque-Bera 245,67 45,23 12,45
Coverage VaR 95% 92,3% 94,2% 95,1%

— Contributions méthodologiques : Notre approche démontre qu'une modélisation ap-
propriée de la distribution conditionnelle peut capturer des phénoménes généralement
attribués a des structures de volatilité plus complexes;

— Perspectives pratiques : La supériorité du modele GED(r, p) justifie son adoption dans
les applications de trading algorithmique, gestion d’actifs et stress testing.

4.3 Conclusion

Ce chapitre a établi une validation complete et multidimensionnelle de I’estimateur PGG-
OMLE proposé. Les simulations de Monte Carlo ont démontré ses propriétés statistiques en
échantillon fini : convergence robuste, efficacité supérieure aux estimateurs classiques, et adap-
tabilité aux diverses structures distributionnelles.

L’application empirique au S&P 500 a confirmé son utilité pratique, avec une performance
significativement améliorée par rapport aux approches standards. Le modele GARCH-GED(r, )
capture simultanément I’hétéroscédasticité conditionnelle, ’asymétrie distributionnelle et I'épais-
seur des queues, offrant ainsi un cadre unifié pour la modélisation des rendements financiers.

Ces résultats justifient pleinement ’adoption de cette méthodologie dans les applications
professionnelles de prévision de volatilité, gestion des risques et valorisation d’actifs, tout en
ouvrant des perspectives pour des extensions futures intégrant des dynamiques de volatilité plus
complexes.
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