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RÉSUMÉ

Cette thèse s’inscrit dans le cadre de l’étude des équations de transport-diffusion, qui

jouent un rôle fondamental dans la modélisation de divers phénomènes physiques, biolo-

giques et environnementaux.

L’originalité de cette thèse se divise en deux études principales. La première est consa-

crée à l’étude du comportement asymptotique de l’équation de Lotka-Volterra dans un cadre

élargi incluant l’effet de déplacement et l’effet de diffusion c’est-à-dire l’étude asymptotique

pour un système d’équations de transport-diffusion décrivant l’évolution des populations de

proies et de prédateurs avec leurs déplacements et leur diffusion, dans un domaine pério-

dique dans R. Nous y établissons des résultats sur la bornitude de la solution de cette équa-

tion et son logarithme, ainsi que la convergence uniforme de la solution de l’équation par

rapport aux variables temporelles et spatiales vers la solution stationnaire lorsque la solution

converge vers la solution stationnaire en valeur moyenne. En nous appuyant sur l’estimation

L2 de la fonctionnelle de Lyapunov bien connue, et en particulier l’estimation de la croissance

ponctuelle de la solution par l’application de la solution fondamentale de l’équation de la cha-

leur. La seconde concerne l’étude numérique d’un système d’équations de transport-diffusion

reformulé en système d’équations intégro-différentielles de Volterra de seconde espèce, pour

lequel nous proposons un schéma explicite efficace basé sur l’utilisation des polynômes de

Taylor. La convergence de la méthode est analysée, démontrant que la méthode fournit des

résultats fiables et précis. Afin de valider l’efficacité de l’approche, des exemples numériques

sont présentés, comparant les solutions obtenues avec les solutions exactes pour confirmer

les estimations théoriques et illustrer la précision et la stabilité de la méthode.

Cette thèse propose à la fois des avancées théoriques et des développements numériques,

qui contribuent à une meilleure compréhension des systèmes de transport-diffusion et ouvrent

la voie à des extensions vers des modèles non linéaires plus complexes.

Mots-clés : Equation de Lotka-Volterra ; Transport ; Diffusion ; Comportement asympto-

tique ; exemples numériques.
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ABSTRACT

This thesis deals with the study of the transport-diffusion equations, which play a funda-

mental role in modeling various physical, biological, and environmental phenomena.

The originality of this thesis is divided into two main studies.

The first is devoted to the study of the asymptotic behavior of the Lotka-Volterra equa-

tion in an extended framework that includes the effects of displacement and diffusion , i.e.,

the asymptotic study of a system of transport-diffusion equations describing the evolution of

prey and predator populations with their displacement and diffusion in a periodic domain

in R. We establish results on the boundedness of the solutions of this equation and its loga-

rithm, as well as on the uniform convergence of the solution of the equation with respect to

the temporal and spatial variables to the stationary solution when the solution converges to

the stationary solution in mean value. Based on the well-known L2 estimate of the Lyapu-

nov functional, and in particular the estimation of the pointwise growth of the solution by

applying the fundamental solution of the heat equation.

The second concerns the numerical study of a system of transport-diffusion equations

reformulated as a system of Volterra integro-differential equations of the second kind, for

which we propose an efficient explicit scheme based on the use of Taylor polynomials.The

convergence of the method is analyzed, demonstrating that the method provides reliable and

accurate results. To validate the effectiveness of the approach, numerical examples are pre-

sented, comparing the solutions obtained with the exact solutions to confirm the theoretical

estimates and illustrate the accuracy and stability of the method.

This thesis proposes both theoretical advances and numerical developments, which contri-

bute to a better understanding of transport-diffusion systems and pave the way for extensions

to more complex nonlinear models.

Key-words : Lotka-Volterra equation ; Transport ; Diffusion ; Asymptotic behavior, Nume-

rical examples.



 

 

 اىظ٘إش ٍِ اىعذٌذ َّزخخ فً  سبسٍباً  دٗسااً  ريعت ٗاىزً اّزشبس،-ّقو ٍعبدلاد الأطشٗحخ فً إطبس دساسخ ٕزٓ رْذسج

 .ٗاىجٍئٍخ ٗاىجٍ٘ى٘خٍخ اىفٍضٌبئٍخ

سئٍسٍزٍِ؛ حٍث رزْبٗه الأٗىى دساسخ اىسي٘ك اىزقبسثً ىَعبدىخ  دساسزٍِ إىى رقسٍَٖب فً الأطشٗحخ ٕزٓ  صبىخ رزديى

-ف٘ىزٍشا ضَِ إطبس ٍ٘سع ٌشَو اىْقو ٗالاّزشبس فً آُ ٗاحذ،  ي دساسخ اىسي٘ك اىزقبسثً ىدَيخ ٍعبدىزً  ّقو-ى٘رنب

اّزشبس اىزً رصف رط٘س ٍدزَعبد  اىَفزشط ٗاىفشٌسخ ٍع  خز رْقلارٖب ٗاّزشبسٕب فً اىحسجبُ، ٗرىل ضَِ ٍدبه 

ّثُجذ فً ٕزا الإطبس ّزبئح رزعيق ثنُ٘ حي٘ه ٕزٓ اىَعبدىخ ٗ ى٘غبسٌزَبرٖب ٍحذٗدح، مَب ّجشِٕ عيى . 𝑅دٗسي ٍِ

اىزقبسة اىَْزظٌ ىحو اىَعبدىخ ثبىْسجخ ىيَزغٍشٌِ اىضٍبًّ ٗاىَنبًّ ّح٘ اىحو اىَسزقش، ٗرىل عْذٍب رزقبسة اىحي٘ه 

اىَعشٗفخ، - Lyapunov-ىذاىخ ىٍبثّ٘٘ف  𝐿2ٗقذ اعزَذّب فً رىل عيى رقذٌش. فً اىقٍَخ اىَز٘سطخ ّح٘ اىحو اىَسزقش

 ٍب اىثبٍّخ فززعيق ثبىذساسخ اىعذدٌخ . ٗلا سٍَب رقذٌش اىَْ٘ اىَ٘ضعً ىيحو ثبلاسزعبّخ ثبىحو الأسبسً ىَعبدىخ اىحشاسح

اىزفبضيٍخ ٍِ –الاّزشبس، ٗاىزي  عٍُذد صٍبغزٔ فً شنو ّظبً ٍِ ٍعبدلاد ف٘ىزٍشا اىزنبٍيٍخ–ىدَيخ ٍعبدلاد اىْقو

 ظٖشد ّزبئح رحيٍو . ٗقذ اقزشحْب ىٔ ٍخططباً صشٌحباً فعبلااً ٌعزَذ عيى اسزعَبه مثٍشاد حذٗد ربٌي٘س. اىصْف اىثبًّ

ٗىغشض اىزحقق ٍِ فعبىٍخ ٕزٓ اىَقبسثخ، قذٍُّذ  ٍثيخ عذدٌخ رَذ . رقبسة ٕزٓ اىطشٌقخ  ّٖب ر٘فشّ ّزبئح ٍ٘ث٘قخ ٗدقٍقخ

و عيٍٖب ٍع اىحي٘ه اىذقٍقخ، ٗرىل ىزأمٍذ اىزقذٌشاد اىْظشٌخ ٗإثشاص دقخ ٗاسزقشاس  فٍٖب ٍقبسّخ اىحي٘ه اىَزحصَّ

. اىطشٌقخ

الاّزشبس، –رقذً ٕزٓ الأطشٗحخ فً آُ ٗاحذ إسٖبٍبد ّظشٌخ ٗرطٌ٘شاد عذدٌخ، رسٌٖ فً فٌٖ  فضو لأّظَخ اىْقو 

 .ٗرفزت اىَدبه ّح٘ اٍزذاداد إىى َّبرج غٍش خطٍخ  مثش رعقٍذااً 

 . عذدٌخ ٍثيخف٘ىزٍشا، ّقو، اّزشبس، سي٘ك رقبسثً، -ٍعبدىخ ى٘رنب: الكلمات المفتاحية
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INTRODUCTION GÉNÉRALE

L’équation de transport-diffusion est une équation aux dérivées partielles du second ordre,

de type parabolique. Sa forme générale peut s’écrire comme suit :

∂tu(t, x) +∇ · (v(t, x)u(t, x))− κ∆u(t, x) = f , (t, x) ∈ R+ ×Rn,

ou

∂tu(t, x) + v(t, x) · ∇u(t, x)− κ∆u(t, x) = f , (t, x) ∈ R+ ×Rn.

Elle est largement utilisée pour décrire divers phénomènes de transport, qui correspond

au déplacement d’une quantité sous l’effet d’un champ de vitesse, et de diffusion, qui re-

flète la tendance naturelle des particules ou des grandeurs à s’homogénéiser dans l’espace en

réponse à des gradients de concentration. Ces phénomènes constituent des mécanismes fon-

damentaux dans la modélisation mathématique de nombreux processus naturels et technolo-

giques. On les retrouve dans plusieurs domaines, tels que la physique, la chimie, la biologie et

les sciences de l’environnement. En physique, l’équation de transport-diffusion se réduit au

modèle de la chaleur, utilisé pour décrire la propagation de la température dans un corps so-

lide ou dans un fluide [25, 52]. En chimie, elle sert à modéliser la dispersion d’un soluté dans

un solvant comme la diffusion du sel dans l’eau. Les ions se déplacent par diffusion, et un

écoulement éventuel ajoute un transport convectif [26]. En biologie, elle permet d’analyser la

dynamique des populations et la propagation d’agents pathogènes comme les équations de

type Lotka–Volterra avec diffusion telles que les systèmes proie prédateur, en tenant compte

à la fois des dynamiques locales et des mouvements spatiaux[32, 33]. En sciences de l’envi-

ronnement, elle est appliquée à l’étude du transport et de la diffusion des polluants dans l’air

ou dans l’eau comme la dispersion de la fumée des usines dans l’atmosphère, qui combine

le transport advectif par le vent et la diffusion moléculaire dans l’air [37]. L’étude de cette

équation a fait l’objet de nombreux travaux antérieurs sur le plan théorique [54, 55] et sur le

plan numérique, voir par exemple [3, 27, 41, 46]. Dans ce cadre, récemment le professeur H.

Fujita Yashima et ses collaborateurs ont développé une méthode basée sur l’approximation



2 Introduction générale

“à schéma explicite” avec la solution fondamentale de l’équation de la chaleur et la transition

réalisant le transport, voir par exemple [1, 23, 54, 55].

Cependant, se limiter à une équation scalaire de transport-diffusion est souvent insuffi-

sant. Dans la réalité, les grandeurs n’évoluent pas isolément mais interagissent entre elles.

Par exemple, en biologie, l’étude des interactions de type proie-prédateur en présence de

l’effet de transport et de diffusion conduit naturellement à la modélisation par des systèmes

d’équations couplées, généralement non linéaires, où la dynamique de chaque espèce dé-

pend à la fois de sa croissance propre et des effets de l’interaction. Le passage d’une équation

unique à une formulation vectorielle reflète donc mieux la réalité et ouvre la voie à une ana-

lyse plus riche, mais aussi plus difficile. Dans ce cadre, le modèle de Lotka–Volterra, enrichi

par des termes de diffusion, constitue un outil fondamental pour décrire et analyser la dyna-

mique spatio-temporelle des populations en interaction. Introduit par Lotka (1925) et Volterra

(1926), il a depuis suscité de nombreux travaux qui l’ont généralisé et approfondi, notamment

ceux de Rothe [53], qui a étudié le cas unidimensionnels aux limites périodiques et a démon-

tré la convergence uniforme vers une solution périodique en temps (voir aussi [47]). De leur

côté, Gabbuti et Negro [24] ont considéré un domaine borné de R2 avec condition de Neu-

mann homogène et ont établi des résultats similaires de convergence. Par la suite, l’étude

du comportement asymptotique de la solution avec des conditions de Dirichlet a été menée

dans [60], tandis que les aspects liés à la propagation spatiale continuent d’attirer l’intérêt des

chercheurs (voir, par exemple, [19, 20]). En outre, l’équation de Lotka–Volterra avec diffusion

en une dimension a donné lieu à des recherches approfondies sur les ondes progressives

“traveling wave” : si [47, 53] ont montré leur existence dans le modèle classique, plusieurs

variantes et généralisations ont ensuite été proposées [5, 18, 21, 32, 57]. Dans un cadre stochas-

tique, l’équation logistique diffusante a été étudiée pour l’existence et l’unicité des solutions

[28], ainsi que pour la mise en évidence de mesures invariantes [30]. Enfin, l’introduction de

mécanismes de déplacement ou d’immigration a ouvert de nouvelles perspectives, illustrées

par plusieurs contributions récentes [2, 33, 34, 41].

Cependant, plusieurs questions restent ouvertes, notamment concernant l’effet combiné

du transport et de la diffusion dans des systèmes couplés. L’interaction entre ces deux mé-

canismes introduit en effet des difficultés analytiques supplémentaires, en particulier pour la

compréhension du comportement asymptotique des solutions. Parallèlement, la résolution

numérique d’un système de d équations de transport-diffusion avec terme source linéaire

soulève d’autres défis, relatifs à la stabilité, à la convergence des schémas et à la préservation



des propriétés qualitatives du modèle.

Dans ce contexte, la problématique que nous proposons d’aborder est la suivante :

Dans quelle mesure l’introduction des déplacements et de la diffusion dans l’équation

de Lotka–Volterra modifie-t-elle le comportement asymptotique des solutions? Et comment

développer une méthode numérique efficace et rigoureuse pour l’étude de systèmes de d

équations de transport-diffusion?

Pour répondre à cette question, notre travail poursuit plusieurs objectifs complémen-

taires :

• Objectifs théoriques : établir des résultats concernant la bornitude, la stabilité et la

convergence uniforme des solutions. L’analyse vise à comprendre dans quelles condi-

tions les solutions demeurent bornées, tendent vers un état stationnaire ou présentent

des comportements oscillatoires.

• Objectifs numériques : concevoir une méthode de résolution d’un système de transport-

diffusion de d équations avec des termes source linéaires basée sur une reformulation

intégrale de type Volterra. Cette approche, en exploitant des propriétés particulières

des équations intégrales, permet d’obtenir des schémas numériques stables et précis.

Une attention particulière est accordée à l’étude de la convergence et du coût de calcul

de la méthode.

Enfin, l’organisation de la thèse est la suivante :

Le premier chapitre présente les notions préliminaires et les outils mathématiques néces-

saires à la suite de l’étude. Le deuxième chapitre est consacré à l’étude du comportement

asymptotique des solutions d’un système à deux équations de transport-diffusion de type

proie-prédateur, en tenant compte à la fois de l’effet de l’immigration (transport) et de la dif-

fusion. L’accent est mis sur la démonstration de leur convergence uniforme vers la solution

stationnaire. Le troisième chapitre est consacré au développement de la méthode numérique

et à son application à un système de d équation de transport-diffusion. Une conclusion géné-

rale résume les résultats obtenus et propose des perspectives pour de futurs travaux.

3
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CHAPITRE 1

SYSTÈMES D’ÉQUATIONS DE TRANSPORT-DIFFUSION

Sommaire
1.1 Rappels sur les équations paraboliques . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 4

1.1.1 Équation parabolique linéaire ou semi-linéaire du second ordre . . . . . . . . . . 4

1.1.2 Solution fondamentale de l’équation de la chaleur . . . . . . . . . . . . . . . . . . 6

1.1.3 Principe du maximum . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 9

1.1.4 Équation parabolique des espaces de Sobolev . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 12

1.2 Équation de transport-diffusion et système . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 18

1.3 Dynamique de populations avec des déplacements et diffusion . . . . . . . . . . . . . . 21

1.4 Calcul numérique pour les systèmes d’équations de transport-diffusion . . . . . . . . . 25

1.4.1 Rappels sur les équations intégro-différentielles . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 26

1.4.2 Espace des splines polynomiales . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 27
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1.4.4 Résultats auxiliaires . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 29

1.1 Rappels sur les équations paraboliques

Comme les équations de transport-diffusion que nous allons considérer sont des équa-

tions de type parabolique, nous rappelons les propriétés fondamentales des équations de

type parabolique, que nous utiliserons – explicitement ou implicitement – dans la suite.

1.1.1 Équation parabolique linéaire ou semi-linéaire du second ordre

Les équations que nous allons considérer sont des équations aux dérivées partielles li-

néaires ou semi-linéaires du type parabolique du second ordre, c’est-à-dire une équation aux
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dérivées partielles ayant la forme

∂tu(t, x) =
n

∑
i,j=1

aij(t, x)∂xi ∂xj u(t, x) +
n

∑
i=1

bi(t, x)∂xi u(t, x) + c(t, x)u(t, x) + f (t, x, u(t, x))

(1.1)

pour t > 0 et x ∈ Ω, où Ω est un domaine ouvert, borné ou non borné, de Rn. Éventuel-

lement nous considérons t seulement dans l’intervalle 0 < t < τ avec un certain nombre

τ > 0. Dans l’équation (1.1) aij(t, x), bi(t, x), c(t, x) et f (t, x, u) sont des fonctions données,

tandis que u(t, x) est une fonction inconnue (à valeurs réelles). Parfois au lieu du terme
n

∑
i,j=1

aij(t, x)∂xi ∂xj u(t, x) on considère le terme
n

∑
i,j=1

∂xi(aij(t, x)∂xj u(t, x)). En tout cas, pour que

l’équation considérée soit du type parabolique (non-dégénérée), on suppose qu’il existe une

constante c > 0 telle que
n

∑
i,j=1

aij(t, x)ξiξ j ≥ c|ξ|2 ∀ξ ∈ Rn (1.2)

pour t > 0 et x ∈ Ω (pour les détails de la classification des équations aux dérivées partielles,

voir [51, 45]). Dans le cas où la fonction f (t, x, u) ne dépend pas de u (c’est-à-dire f (t, x, u) =

f (t, x)), l’équation (1.1) est dite linéaire, tandis que, si f (t, x, u) dépend effectivement de u de

manière non-linéaire, communément elle est dite semi-linéaire.

Pour que le problème soit bien posé, nous considérons la condition initiale

u(0, x) = u0(x) pour x ∈ Ω (1.3)

et, dans le cas où le domaine Ω a la frontière ∂Ω, on doit considérer également une condi-

tion aux limites. La condition aux limites peut être de différentes formes : elle peut être la

condition de Dirichlet

u(t, x) = ψ0(t, x) pour t ≥ 0, x ∈ ∂Ω,

elle peut être la condition de Neumann

~n · ∇u(t, x) = ψ1(t, x) pour t ≥ 0, x ∈ ∂Ω,

où ∇ = (∂x1 , · · · , ∂xn)
T (même dans la suite le symbole ∇ désigne (∂x1 , · · · , ∂xn)

T), tandis

que ~n désigne la normale sur ∂Ω orientée vers l’extérieur ; elle peut aussi être une condition
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mixte

λu(t, x) + (1− λ)~n · ∇xu(t, x) = ψ2(t, x) pour t ≥ 0, x ∈ ∂Ω, 0 < λ < 1.

Mais, il y a aussi d’autres formes de condition aux limites. Si le domaine Ω est un intervalle

borné, c’est-à-dire Ω = ]a, b[ =⊂ R, la condition aux limites peut être

u(t, a) = ψ0(t), ∂xu(t, x)
∣∣
x=a = ψ1(t),

comme nous allons considérer dans le chapitre 3. D’autre part, si le “domaine” est périodique,

c’est-à-dire si on impose les conditions de périodicité par rapport aux variables x1, · · · , xn

u(t, x + Li~ei) = u(t, x), i = 1, · · · , n, pour t ≥ 0, x ∈ Rn

(Li sont des constantes strictement positives et ~ei désigne la i-ième composante de la base

canonique de l’espace euclidien Rn), cette condition remplace la condition aux limites. C’est

le cas du problème que nous allons considérer dans le chapitre 2.

L’exemple le plus important (et le plus simple) d’équation parabolique est l’équation de

la chaleur

∂tu(t, x) = κ∆u(t, x) + f (t, x),

où κ est une constante strictement positive, tandis que ∆ =
n

∑
i=1

∂2

∂x2
i

. En effet, les propriétés de

cette équation constituent la base de l’étude des équations paraboliques.

1.1.2 Solution fondamentale de l’équation de la chaleur

La solution fondamentale de l’équation de la chaleur joue le rôle fondamental pour l’étude

des équations paraboliques. Considérons le problème de Cauchy

∂tu(t, x)− κ∆u(t, x) = f (t, x) pour t > 0, x ∈ Rn, (1.4)

u(0, x) = u0(x) pour x ∈ Rn. (1.5)

Rappelons le théorème fondamental (voir par exemple [45]).

Theorem 1.1. Soient f (t, x) et u0(x) deux fonctions continues et sommables (c’est-à-dire, de classe
L1 ∩ C0, définies sur ]0, ∞[×Rn et Rn respectivement). Soit U(t, x) la fonction donnée par

U(t, x) =
1

(4πκt)n/2 e−
|x|2
4κt . (1.6)
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Alors la fonction u(t, x) (t > 0, x ∈ Rn) donnée par

u(t, x) =
∫

Rn
U(t, x− y)u0(y)dy−

∫ t

0

∫
Rn

U(t− s, x− y) f (s, x)dyds (1.7)

satisfait à l’équation (1.4) et à la condition initiale (1.5) (lorsque u(0, x) est défini par u(0, x) =

limt→0+ u(t, x)).

Pour l’importance de ce théorème, nous citons aussi sa démonstration. Commençons par

démontrer les lemmes suivants.

Lemme 1.1. Pour tout t > 0 et x ∈ Rn, la fonction U(t, x) donnée dans (1.6) satisfait à l’égalité

∂tU(t, x) = κ∆U(t, x). (1.8)

Démonstration En effet, par des calculs explicites on a

∂U(t, x)
∂t

=
(
− n

2t(4πκt)
n
2
+

|x|2

4κt2(4πκt)
n
2

)
e−
|x|2
4κt ,

∂2U(t, x)
∂xi

2 =
(
− 1

2κt(4πκt)
n
2
+

xi
2

8κ2t2(4πκt)
n
2

)
e−
|x|2
4κt ,

d’où on obtient (1.8). �

Lemme 1.2. Pour tout t > 0, la fonction U(t, x) donnée dans (1.6) vérifie la relation∫
Rn

U(t, x)dx = 1. (1.9)

Démonstration En effet, en utilisant le changement de variables ξ = x√
2κt

, dont le détermi-

nant jacobien est égal à (2κt)
n
2 , on a∫

Rn
U(t, x)dx =

∫
Rn

1
(4πκt)n/2 e−

|x|2
4κt dx =

=
1

(4πκt)n/2

∫
Rn

e−
ξ2
2 (2κt)

n
2 dξ =

1
(4πκt)n/2 (2κt)

n
2 (2π)

n
2 = 1.

Lemme 1.3. Pour tout ε > 0, la fonction U(t, x) donnée dans (1.6) vérifie les relations

lim
t→0+

∫
{|x|≤ε}

U(t, x)dx = 1, lim
t→0+

∫
{|x|>ε}

U(t, x)dx = 0. (1.10)

Démonstration En effet, en utilisant de nouveau le changement de variable ξ = x√
2κt

, on a

∫
{|x|≤ε}

U(t, x)dx =
∫
{|x|≤ε}

1
(4πκt)n/2 e−

|x|2
4κt dx =
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=
1

(4πκt)n/2

∫
{|ξ|≤ ε√

2κt
}

e−
ξ2
2 (2κt)

n
2 dξ =

1
(2π)n/2

∫
{|ξ|≤ ε√

2κt
}

e−
ξ2
2 dξ.

D’autre part, on a

lim
t→0+

∫
{|ξ|≤ ε√

2κt
}

e−
ξ2
2 dξ = lim

R→0+

∫
{|ξ|≤R}

e−
ξ2
2 dξ = (2π)n/2,

d’où la première égalité de (1.10).

La seconde égalité de (1.10) résulte immédiatement de la première égalité et de (1.9). �

Lemme 1.4. Soit ϕ(·) une fonction continue et bornée sur Rn. Alors la fonction U(t, x) donnée
dans (1.6) vérifie la relation

lim
t→0+

∫
Rn

U(t, x− y)ϕ(y)dy = ϕ(x). (1.11)

Démonstration Posons

M = sup
y∈Rn

|ϕ(y)|.

Soit x ∈ Rn. Pour la continuité de ϕ(·), pour tout ε > 0 il existe un δ > 0 tel que

|ϕ(x)− ϕ(y)| ≤ ε

3
si |x− y| ≤ δ.

Posons

I1 =
∫
{|x−y|≤δ}

U(t, x− y)(ϕ(y)− ϕ(x))dy,

I2 =
∫
{|x−y|≤δ}

U(t, x− y)ϕ(x)dy, I3 =
∫
{|x−y|>δ}

U(t, x− y)ϕ(y)dy.

Il est clair que ∫
Rn

U(t, x− y)ϕ(y)dy = I1 + I2 + I3.

Compte tenu du lemme 1.2 et de la positivité de la fonction U(t, x− y), on a

|I1| ≤
∫
{|x−y|≤δ}

U(t, x− y)|ϕ(y)− ϕ(x)|dy ≤ ε

3
.

D’autre part, d’après le lemme 1.3 il existe un t1 tel que, si 0 < t < t1, alors on a

1− ε

3M
≤
∫
{|x−y|≤δ}

U(t, x− y)dy ≤ 1, 0 ≤
∫
{|x−y|>δ}

U(t, x− y)dy ≤ ε

3M
.

On a donc

|ϕ(x)− I2| ≤ |ϕ(x)|
(

1−
∫
{|x−y|≤δ}

U(t, x− y)dy
)
≤ |ϕ(x)| ε

3M
,
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|I3| ≤ M
∫
{|x−y|>δ}

U(t, x− y)dy ≤ M
ε

3M
=

ε

3
.

Il s’ensuit que ∣∣∣ϕ(x)−
∫

Rn
U(t, x− y)ϕ(y)dy

∣∣∣ ≤ |I1 + I2 − ϕ(x) + I3| ≤ ε,

ce qui démontre (1.11). �

Maintenant, nous sommes en mesure de démontrer le théorème 1.1.

Démonstration du théorème 1.1 Comme on a

lim
t→0+

∫ t

0

∫
Rn

U(t− s, x− y) f (s, y)dyds = 0,

il résulte du lemme 1.4 que u(t, x) satisfait à la condition (1.5).

D’autre part, pour t > 0 et x ∈ Rn on a

∂

∂t
u(t, x) =

∫
Rn

∂

∂t
U(t, x− y)u0(y)dy+

+
∫ t

0

∫
Rn

∂

∂t
U(t− s, x− y) f (s, y)dyds + lim

h→0+

1
h

∫ t+h

t

∫
Rn

U(t + h− s, x− y) f (s, y)dyds.

De manière analogue à la démonstration du lemme 1.4 on démontre facilement que pour

t > 0 et x ∈ Rn on a

lim
h→0+

1
h

∫ t+h

t

∫
Rn

U(t + h− s, x− y) f (s, y)dyds = f (t, x).

En outre on a

∆u(t, x) =
∫

Rn
∆U(t, x− y)u0(y)dy +

∫ t

0

∫
Rn

∆U(t− s, x− y) f (s, y)dyds.

Par conséquent, en appliquant (1.8) à l’expression de ut(t, x) − ∆u(t, x) citée ci-dessus, on

obtient (1.4). Le théorème est démontré. �

1.1.3 Principe du maximum

Le principe du maximum est un outil important pour analyser et contrôler le comporte-

ment des solutions des équations aux dérivées partielles de second ordre de type parabolique.

Il se base sur le fait suivant :

Remarque 1.1. Si u(t, x) est une fonction à valeurs réelles continue sur [0, T]×Ω (Ω est un
ouvert de Rn) et ses dérivées ∂tu(t, x), ∂xi u(t, x) et ∂xi ∂xj u(t, x) (i, j = 1, · · · , n) sont continues
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sur [0, T]×Ω et si à un point (t, x) intérieur de cette région la fonction u(t, x) atteint la valeur
maximale, alors à ce point on a

∂tu(t, x) = 0, ∂xi u(t, x) = 0, i = 1, · · · , n,
n

∑
i,j=1

aij∂xi ∂xj u(t, x) ≤ 0,

pour quelconque matrice A = (aij)i,j=1,··· ,n telle que

ξT A ξ =
n

∑
i,j=1

aijξiξ j ≥ 0 ∀ξ ∈ Rn;

en outre, si au point (t1, x) avec 0 < t1 < T et x ∈ Ω on a

u(t1, x) = max
(t,y)∈[0,t1]×Ω

u(t, y),

alors on a

∂tu(t, x)
∣∣
t=t1
≥ 0, ∂xi u(t1, x) = 0, i = 1, · · · , n,

n

∑
i,j=1

aij∂xi ∂xj u(t1, x) ≤ 0.

Nous citons d’abord un théorème de principe du maximum dans le cas où Ω = Rn (Théo-

rème 2.5, Chap. I de [39]).

Theorem 1.2. Soit u(t, x) une fonction à valeurs réelles continue et bornée sur [0, T]×Rn telle que
ses dérivées partielles ∂tu(t, x), ∂xi u(t, x) et ∂xi ∂xj u(t, x) (i, j = 1, · · · , n) soient continues et bornées
sur [0, T]×Rn. Soient aij(t, x), bi(t, x), c(t, x) et f (t, x) des fonctions continues et bornées définies
sur [0, T]×Rn telles que

n

∑
i,j=1

aij(t, x)ξiξ j ≥ 0 ∀ξ ∈ Rn, ∀(t, x) ∈ [0, T]×Rn.

Soit u0(x) une fonction continue et bornée définie sur Rn. Si u(t, x) vérifie l’équation

∂tu(t, x) =
n

∑
i,j=1

aij(t, x)∂xi ∂xj u(t, x) +
n

∑
i=1

bi(t, x)∂xi u(t, x) + c(t, x)u(t, x) + f (t, x) (1.12)

et la condition initiale
u(0, x) = u0(x), (1.13)

alors on a
sup

(t,x)∈[0,T]×Rn
|u(t, x)| ≤

(
sup
x∈Rn

|u0(x)|+ sup
(t,x)∈[0,T]×Rn

| f (t, x)|
)
eα0t, (1.14)
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où
α0 = max

(
0, sup

(t,x)∈[0,T]×Rn
c(t, x)

)
.

Dans le cas où Ω est différent de Rn, selon les différentes conditions aux limites, il y a

différentes versions du principe du maximum. Nous citons une version du cas d’un domaine

borné avec la condition de Dirichlet (Théorème 2.1, Chap. I de [39]).

Theorem 1.3. Soit u(t, x) une fonction à valeurs réelles continue sur [0, T]×Ω telle que ses dérivées
partielles ∂tu(t, x), ∂xi u(t, x) et ∂xi ∂xj u(t, x) (i, j = 1, · · · , n) soient continues sur [0, T]×Ω. Soient
aij(t, x), bi(t, x), c(t, x) et f (t, x) des fonctions continues définies sur [0, T]×Ω telles que

n

∑
i,j=1

aij(t, x)ξiξ j ≥ 0 ∀ξ ∈ Rn, ∀(t, x) ∈ [0, T]×Ω.

Soit u0(x) une fonction continue définie sur Ω. Soit ψ(t, x) une fonction continue définie sur [0, T]×
∂Ω telle que

ψ(0, x) = u0(x) ∀x ∈ ∂Ω.

Si u(t, x) vérifie l’équation

∂tu(t, x) =
n

∑
i,j=1

aij(t, x)∂xi ∂xj u(t, x) +
n

∑
i=1

bi(t, x)∂xi u(t, x) + c(t, x)u(t, x) + f (t, x) (1.15)

pour 0 < t < T et x ∈ Ω, la condition initiale

u(0, x) = u0(x) pour x ∈ Ω (1.16)

et la condition aux limites

u(t, x) = ψ(t, x) pour (t, x) ∈ [0, T]× ∂Ω, (1.17)

alors pour tout t1 ∈ [0, T] on a

sup
λ>α0

{
0, inf

(t,x)∈Γt1

(ψ̃(t, x)eλ(t1−t)),
1

λ− α0
inf

(t,x)∈[0,t1]×Ω
( f (t, x)eλ(t1−t))

}
≤ (1.18)

≤ u(t1, x) ≤

≤ inf
λ>α0

{
0, sup

(t,x)∈Γt1

(ψ̃(t, x)eλ(t1−t)),
1

λ− α0
sup

(t,x)∈[0,t1]×Ω
( f (t, x)eλ(t1−t))

}
,

où
Γt1 = {0} ×Ω ∪ [0, t1]× ∂Ω,

ψ̃(t, x) = u0(x) pour t = 0, ψ̃(t, x) = ψ(t, x) pour 0 < t ≤ t1,
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α0 = sup
(t,x)∈[0,t1]×Ω

c(t, x).

Pour la démonstration des théorèmes 1.2 et 1.3 le fait présenté dans la remarque 1.1 est

essentiel. Mais il faut aussi certaines transformations de l’équation et des estimations non

immédiates. Nous renvoyons leur démonstration à [39].

Le principe du maximum, outre à donner une estimation de la solution, implique aussi

l’unicité de la solution de l’équation linéaire. En effet, si u(1)(t, x) et u(2)(t, x) toutes les deux

vérifient l’équation (1.12) et la condition initiale (1.13), alors la fonction U(t, x) = u(1)(t, x)−
u(2)(t, x) vérifie l’équation

∂tU(t, x) =
n

∑
i,j=1

aij(t, x)∂xi ∂xjU(t, x) +
n

∑
i=1

bi(t, x)∂xiU(t, x) + c(t, x)U(t, x)

et la condition initiale

U(0, x) = 0.

Donc, en appliquant (1.14) à U(t, x) avec u0 = 0 et f = 0, on obtient l’inégalité

sup
(t,x)∈[0,T]×Rn

|u(1)(t, x)− u(2)(t, x)| = sup
(t,x)∈[0,T]×Rn

|U(t, x)| ≤ 0,

ce qui prouve l’unicité de la solution du problème de Cauchy (1.12)–(1.13).

Dans le cas d’un domaine borné le raisonnement tout analogue conduit à l’unicité de la

solution du problème (1.15)–(1.17).

1.1.4 Équation parabolique des espaces de Sobolev

Même si l’utilisation des espaces de Sobolev n’est pas la méthode principale dans le pré-

sent travail, nous rappelons les propriétés principales des équations paraboliques dans les

espaces de Sobolev soit parce que nous les utilisons partiellement soit pour la comparaison

de nos résultats avec les résultats existants.

Comme il est bien connu, la propriété essentielle sur laquelle se base l’étude des équa-

tions paraboliques dans les espaces de Sobolev est la propriété de l’opérateur elliptique. Pour

simplifier, considérons l’opérateur

A = −
n

∑
i,j=1

∂

∂xi

(
aij(x)

∂

∂xj
·
)

(1.19)
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et un ouvert borné Ω de Rn et supposons que aij(x) sont des fonctions continues et bornées

et vérifient la relation aij(x) = aji(x) pour tout (i, j) et pour tout x ∈ Ω et la condition

inf
x∈Ω, ξ∈Sn−1

n

∑
i,j=1

aij(x)ξiξ j ≡ C0 > 0 (Sn−1 = { ξ ∈ Rn | |ξ|2 = 1 }). (1.20)

On voit immédiatement que, si les fonctions u(x) et f (x) vérifient l’équation

Au = f dans Ω

et u(x) vérifie la condition

u(x) = 0 sur ∂Ω

(∂Ω désigne la frontière du domaine Ω), alors, en multipliant les deux membres de l’équation

par u(x), on a par l’intégration par parties

∫
Ω
(Au)udx =

∫
Ω

n

∑
i,j=1

aij(x)(∂xi u(x))∂xj u(x)dx =
∫

Ω
f (x)u(x)dx

et que la condition (1.20) implique que

C0‖∇u‖2
L2(Ω) ≤

∫
Ω

n

∑
i,j=1

aij(x)(∂xi u(x))∂xj u(x)dx ≤ C1‖∇u‖2
L2(Ω), (1.21)

où C0 est la constante donnée dans (1.20), tandis que C1 est une constante dont l’existence

résulte immédiatement de la bornitude des fonctions aij(x). On rappelle que, si aij(x) = κδij

(κ : constante strictement positive, δij : symbole de Kronecker), c’est-à-dire A = −κ∆, alors

on a ∫
Ω
(Au)udx =

∫
Ω

κ
n

∑
i=1
|∂xi u(x)|2dx = κ‖∇u‖2

L2(Ω).

Considérons maintenant l’équation

∂tu + Au = f dans R+ ×Ω (1.22)

avec les conditions

u(0, x) = u0(x) pour x ∈ Ω, u(t, x) = 0 pour (t, x) ∈ R+ × ∂Ω, (1.23)
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où A est l’opérateur défini dans (1.19), tandis que f (t, x) et u0(x) sont des fonctions données.

Pour simplifier, supposons que

f ∈ C([0, ∞[ ; L2(Ω)), u0 ∈ L2(Ω).

Si on définit le produit scalaire

〈u, v〉V1 =
∫

Ω

n

∑
i,j=1

aij(x)(∂xi u(x))∂xj v(x)dx

et l’espace de Hilbert

V1 = { u mesurable : Ω→ R | 〈u, u〉V1 < ∞, u
∣∣
∂Ω = 0 }

muni du produit scalaire 〈·, ·〉V1 et de la norme

‖u‖V1 =
√
〈u, u〉V1 ,

alors on voit immédiatement que pour ϕ ∈ L2(Ω) l’intégrale∫
Ω

ϕ(x)u(x)dx

définit une fonctionnelle linéaire bornée sur V1 et que donc en vertu du théorème de repré-

sentation de Riesz il existe un élément u ∈ V1 et un seul tel que

〈w, u〉V1 =
∫

Ω
ϕ(x)w(x)dx ∀w ∈ V1.

Cette relation définit l’opérateur auto-adjoint linéaire borné B : L2(Ω) → V1, Bϕ = u.

Comme l’injection de V1 dans L2(Ω) est compacte (analoguement à l’injection de H1
0(Ω)

dans L2(Ω)), si on considère l’opérateur B comme opérateur de L2(Ω) dans L2(Ω), il peut

être considéré comme opérateur auto-adjoint compact. Donc d’après le théorème fondamen-

tal pour les opérateurs auto-adjoints compacts (de Hilbert-Schmidt) il existe une base ortho-

normale {ek}∞
k=1 de L2(Ω) telle que {ek}∞

k=1 soit un système orthogonal complet dans V1, où

ek sont des vecteurs propres de l’opérateur B : Bek = µkek, µk étant la valeur propre de ek (pour

les détails, voir par exemple [45] et les manuels de l’Analyse fonctionnelle comme [36, 13]).
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Cela étant, en faisant le produit scalaire dans L2(Ω) des deux membres de (1.22) avec ek

et en tenant compte de la relation 〈Au, ek〉L2(Ω) = 〈u, ek〉V1 , on a l’équation

d
dt
〈u, ek〉L2(Ω) + 〈u, ek〉V1 = 〈 f , ek〉L2(Ω). (1.24)

Or, comme u doit être décomposé selon la base orthonormale {ek}∞
k=1

u =
∞

∑
k=1
〈u, ek〉L2(Ω)ek,

on a
d
dt
〈u, ek〉L2(Ω) +

∞

∑
k′=1
〈u, ek′〉L2(Ω)〈ek′ , ek〉V1 = 〈 f , ek〉L2(Ω).

Comme ek est un vecteur propre ayant la valeur propre µk, on a 〈ek′ , ek〉V1 = 1
µ2

k
δk′ k et donc

l’équation précédente se réduit à

d
dt
〈u, ek〉L2(Ω) +

1
µ2

k
〈u, ek〉L2(Ω) = 〈 f , ek〉L2(Ω), (1.25)

ou, en réécrivant ck(t) et fk(t) au lieu de 〈u, ek〉L2(Ω) et 〈 f , ek〉L2(Ω) respectivement,

d
dt

ck(t) +
1
µ2

k
ck(t) = fk(t). (1.26)

Dans (1.26) fk(t) peut être considérée comme fonction donnée, tandis que ck(t) est la fonction

inconnue. Donc, en résolvant l’équation différentielle ordinaire linéaire (1.26) avec la condi-

tion initiale

ck(0) = 〈u, ek〉L2(Ω)

∣∣
t=0 = 〈u0, ek〉L2(Ω),

on a

ck(t) = 〈u(t, ·), ek〉L2(Ω) = 〈u0, ek〉L2(Ω)e
−t/µ2

k +
∫ t

0
fk(s)e−(t−s)/µ2

k ds. (1.27)

Ayant trouvé la fonction ck(t) pour chaque k, il n’est pas difficile de constater que la fonction

u(t, x) =
∞

∑
k=1

ck(t)ek(x) (1.28)

vérifie l’équation (1.24) pour tout k, donc l’équation

d
dt
〈u, ϕ〉L2(Ω) + 〈u, ϕ〉V1 = 〈 f , ϕ〉L2(Ω).
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pour toutes les fonctions ϕ(x) = ∑∞
k=1 ϕkek(x) appartenant à V1, ce qui, en rappelant la rela-

tion 〈Au, ek〉L2(Ω) = 〈u, ek〉V1 , nous permet d’interpréter u donnée par (1.28) comme solution

généralisée du problème (1.22)–(1.23).

Si dans l’équation analogue à (1.22) il y a le terme b(t, x) · ∇u(t, x) = ∑n
i=1 bi(t, x)∂xi u(t, x)

ou les fonctions aij dépendent aussi de t (c’est-à-dire aij = aij(t, x)), c’est-à-dire si on considère

l’équation

∂tu + b(t, x) · ∇u(t, x) + Ãu = f dans R+ ×Ω, (1.29)

Ãu = −
n

∑
i,j=1

∂

∂xi

(
aij(t, x)

∂

∂xj
u(t, x)

)
,

avec les conditions (1.23), même si on suppose la condition analogue à (1.20) pour aij(t, x),

on ne peut pas appliquer directement la méthode simple que nous venons de décrire, car, si

on procède d’une manière analogue, on n’aura pas l’équation similaire à (1.25) pour chaque k

indépendante de k′ ∈N\{k} ; on aura un système infini d’équations différentielles ordinaires

interdépendantes, que nous ne pouvons pas résoudre facilement. Alors nous utilisons l’ap-

proximation dans des sous-espaces de dimension finie de l’espace de Hilbert et cherchons la

convergence vers la solution de l’équation, méthode connue sous le nom de méthode de Ga-

lerkin. Plus précisément, on considère une base orthonormale (quelconque) {ek}∞
k=1 de L2(Ω)

qui est un système complet dans H1
0(Ω) et cherche la solution uN(t, x) dans le sous-espace de

L2(Ω) engendré par {e1, · · · , eN}, en résolvant le système d’équations

d
dt
〈uN, ek〉L2(Ω) +

∫
Ω

b(t, x) · ∇uN(t, x)ekdx + 〈ÃuN, ek〉L2(Ω) = 〈 f , ek〉L2(Ω),

k = 1, · · · , N,

avec les conditions initiales

〈uN, ek〉L2(Ω)

∣∣
t=0 = 〈u0, ek〉L2(Ω), k = 1, · · · , N.

En effet, la solution uN(t, x) de ce problème doit être de la forme

uN(t, x) =
N

∑
k=1
〈uN, ek〉L2(Ω)ek ≡

N

∑
k=1

cN
k (t)ek,

de sorte que le système d’équations considéré est effectivement un système d’équations diffé-

rentielles ordinaires linéaires et donc peut être résolu sans problème. Donc la fonction uN(t, x)

vérifie ces équations pour tout k = 1, · · · , N et par conséquent elle vérifie l’équation où ek est
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remplacé par une combinaison linéaire de {ek}N
k=1. Comme uN(t, x) est aussi une combinai-

son linéaire de {ek}N
k=1, on peut la substituer à la place de ek, en faisant toutefois l’attention à

sa dérivée par rapport à t qui ne s’annule pas. Ainsi on obtient

1
2
‖uN(t, ·)‖2

L2(Ω) +
∫ t

0

∫
Ω

n

∑
i,j=1

aij(t′, x)(∂xi u
N(t′, x))∂xj u

N(t′, x)dxdt′ =

=
1
2

∫ t

0

∫
Ω
(uN(t′, x))2∇ · b(t′, x)dxdt′ +

∫ t

0

∫
Ω

f (t′, x)uN(t′, x)dxdt′ +
1
2
‖uN(0, ·)‖2

L2(Ω)

(ici on a utilisé la relation
∫

Ω ub · ∇udx = 1
2

∫
Ω u2∇ · bdx). De cette égalité et de l’inégalité

(1.21) (où on remplace aij(x) par aij(t, x)), compte tenu de la définition de la condition initiale

pour uN, on déduit à l’aide de l’inégalité de Cauchy-Schwarz l’inégalité

‖uN(t, ·)‖2
L2(Ω) +

∫ t

0
2C0‖∇uN‖2

L2(Ω)dt′ ≤ (1.30)

≤ (2‖∇ · b‖L∞([0,t]×Ω) + 1)
∫ t

0
‖uN‖2

L2(Ω)dt′ +
∫ t

0
‖ f ‖2

L2(Ω)dt′ + ‖u0‖L2(Ω).

Si on pose

Y(t) = ‖uN(t, ·)‖2
L2(Ω) +

∫ t

0
2C0‖∇uN‖2

L2(Ω)dt′,

de (1.30) découle l’inégalité

Y(t) ≤ (2‖∇ · b‖L∞([0,t]×Ω) + 1)Y(t) +
∫ t

0
‖ f ‖2

L2(Ω)dt′ + ‖u0‖L2(Ω),

ce qui nous permet d’avoir une estimation

Y(t) = ‖uN(t, ·)‖2
L2(Ω) +

∫ t

0
2C0‖∇uN‖2

L2(Ω)dt′ ≤ Kt,

où Kt dépend de t mais ne dépend pas de N. Ayant établi cette estimation indépendante de N,

on peut procéder de manière usuelle pour obtenir la solution généralisée u ∈ L∞(0, t; L2(Ω))∩
L2(0, t; H1

0(Ω)). Rappelons aussi que l’unicité de la solution résulte d’une estimation ana-

logue pour la différence de deux éventuelles solutions avec f = u0 = 0.

Ici nous avons présenté un cas suffisamment simple, où la méthode principale peut être

illustrée de manière claire. Les arguments présentés en haut et des arguments relatifs aux cas

de conditions différentes et aussi pour la régularité de la solution se trouvent, avec les détails

nécessaires, dans [22, 39] et d’autres ouvrages.
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1.2 Équation de transport-diffusion et système

On connaît bien la méthode classique de résolution de l’équation de transport

∂tu(t, x) + v(t, x) · ∇u(t, x) = f (t, x)

ou une équation avec la fonction f = f (t, x, u(t, x)) qui dépend de u

∂tu(t, x) + v(t, x) · ∇u(t, x) = f (t, x, u(t, x)). (1.31)

Il s’agit de la méthode des caractéristiques, qui consiste à transformer l’équation (1.31) en

une famille d’équations différentielles ordinaires sur les caractéristiques γ(t) = γ(t(0), x(0); t)

définies par l’équation intégrale

γ(t) = γ(t(0), x(0); t) = x(0) +
∫ t

t(0)
v(s, γ(t(0), x(0); s))ds (1.32)

(il est clair que pour définir γ(t(0), x(0); t) on peut utiliser l’équation différentielle au lieu de

l’équation intégrale (1.32)) et à résoudre l’équation différentielle ordinaire

d
dt

u(t, γ(t(0), x(0); t)) = f (t, γ(t(0), x(0); t), u(t, γ(t(0), x(0); t))) (1.33)

ou l’équation simplement avec f (t, γ(t(0), x(0); t)) au lieu de f (t, γ(t(0), x(0); t), u(t, γ(t(0), x(0); t))).

Pour que l’on puisse résoudre l’équation (1.31) par cette méthode, il suffit que la régularité

des données garantissent la résolubilité des équations (1.32) et (1.33).

Lorsqu’il s’agit du système d’équations de transport

∂tuh(t, x) + vh(t, x) · ∇uh(t, x) = fh(t, x, u1(t, x), · · · , ud(t, x)), h = 1, · · · , d, (1.34)

si toutes les fonctions vh(t, x), h = 1, · · · , d, sont identiques, c’est-à-dire

v1(t, x) = · · · = vd(t, x) = v(t, x),

alors il est clair que l’on peut définir les caractéristiques γ(t) = γ(t(0), x(0); t) pour le système

d’équations (1.34) de la même manière que pour l’équation (1.31) et sur les caractéristiques

on doit résoudre le système d’équations différentielles ordinaires

d
dt

uh(t, γ(t)) = f (t, γ(t), u1(t, γ(t)), · · · , ud(γ(t))), h = 1, · · · , d (1.35)
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(ici naturellement γ(t) = γ(t(0), x(0); t)) au lieu d’une seule équation. Mais le système de d

équations différentielles ordinaires à d inconnues n’est autre qu’une équation différentielle

ordinaire dans Rd au lieu de R. Pour le problème d’existence et unicité de la solution, entre

l’équation différentielle ordinaire à valeurs dans R et celle à valeurs dans Rd il n’y a pas de

différence en principe et donc on peut démontrer l’existence et l’unicité de l’équation (1.35)

avec le même principe que pour l’équation différentielle ordinaire à valeurs dans R (voir par

exemple [4]).

Lorsque les fonctions vh(t, x), h = 1, · · · , d, ne sont pas identiques, cette méthode ne s’ap-

plique pas directement. En effet, les caractéristiques définies par vh(t, x)

γh(t) = γh(t(0), x(0); t) = x(0) +
∫ t

t(0)
vh(s, γ(t(0), x(0); s)ds

ne coïncident pas avec γh′(t) pour h′ 6= h. Même si on peut écrire l’équation

d
dt

uh(t, γh(t)) = f (t, γh(t), u1(t, γ1(t)), · · · , ud(t, γd(t))) (1.36)

d’une manière similaire à (1.35), ce n’est pas une équation d’un système autonome d’équa-

tions différentielles ordinaires sur une caractéristique comme (1.35). L’ensemble des équa-

tions (1.36) pour h = 1, · · · , d n’a pas de caractéristique commune et donc ne constitue pas un

système d’équations différentielles ordinaires autonomes. Donc, pour démontrer l’existence

et l’unicité de la solution locale, il faut appliquer l’idée du théorème de Cauchy-Lipschitz, par

exemple, à l’espace de Banach C(Ω; Rd) (des fonctions continues définies sur le domaine Ω à

valeurs dans Rd) muni de la norme

‖u‖C(Ω;Rd) = sup
x∈Ω
|u(x)|, |u(x)| =

( d

∑
h=1
|uh(x)|2

)1/2,

construire l’approximation successive en utilisant les équations (1.36) (dans (1.36) on utilise

uh′ obtenue dans l’approximation précédente) et démontrer la convergence de la solution ap-

prochée dans un intervalle de temps suffisamment petit (mais avec une longueur strictement

positive).

Si on ajoute à l’équation (1.31) un terme de diffusion κ∆u, on a l’équation

∂tu(t, x) + v(t, x) · ∇u(t, x)− κ∆u(t, x) = f (t, x, u(t, x)). (1.37)

Il est clair que l’équation (1.37) est une équation du type parabolique. Mais pour souligner
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le rôle de transport et la relation avec l’équation de transport, nous l’appelons équation de

transport-diffusion.

En tant qu’équation du type parabolique, si f ne dépend pas de u, on peut appliquer

la méthode illustrée dans la section précédente pour démontrer l’existence et l’unicité de la

solution. Cette méthode peut être appliquée, avec une modification plutôt simple, même au

cas où f (t, x, u) est linéaire par rapport à u, c’est-à-dire cas où f (t, x, u) = g1(t, x)u + g0(t, x)

(voir par exemple [22, 39]). Mais le théorème d’existence et unicité de la solution obtenue par

cette méthode ne donne pas de caractérisation intéressante de la relation entre l’équation de

transport-diffusion et l’équation de transport.

Pour donner la possibilité d’examiner la relation entre l’équation de transport-diffusion et

l’équation de transport et aussi pour obtenir directement la solution dans le cas où f (t, x, u)

n’est pas linéaire par rapport à u, a été proposée récemment une méthode basée sur l’approxi-

mation de la solution construite par l’application de la solution fondamentale sur chaque pas

de la discrétisation du temps et le transport linéarisé localement (voir [55, 54]). En effet, même

si pour le moment les résultats ne concernent que les cas du domaine Ω = Rn ou Ω = Rn
+,

une caractérisation intéressante de la convergence de la solution de l’équation de transport-

diffusion et vers la solution de l’équation de transport a été obtenue (voir [1]).

Si pour chaque h = 1, · · · , d on ajoute à l’équation (1.34) un terme de diffusion κh∆u, on a

l’équation

∂tuh(t, x) + vh(t, x) · ∇uh(t, x)− κh∆u = fh(t, x, u1(t, x), · · · , ud(t, x)), (1.38)

qui forme un système. Si les fonctions fh(t, x, u1, · · · , ud), h = 1, · · · , d, sont linéaires par

rapport à u1, · · · , ud, c’est-à-dire

fh(t, x, u1(t, x), · · · , ud(t, x)) =
d

∑
h′=1

gh,h′(t, x)uh′ + gh0(t, x),

et si le système d’équations est considéré dans un domaine borné Ω de Rn avec la condition

de Dirichlet homogène sur la frontière ∂Ω de Ω, alors, avec des modifications nécessaires

mais pas difficiles, on peut appliquer la méthode illustrée dans la section précédente pour

démontrer l’existence et l’unicité de la solution.

La méthode basée sur l’approximation de la solution construite par l’application de la so-

lution fondamentale de l’équation de la chaleur sur chaque pas de la discrétisation du temps



1.3. Dynamique de populations avec des déplacements et diffusion 21

et le transport linéarisé localement, mentionnée en haut pour l’équation (1.37), peut être ap-

pliquée aussi au système d’équations (1.38) et nous permet d’obtenir une caractérisation de la

convergence de la solution du système d’équations (1.38) vers la solution du système d’équa-

tions (1.34), caractérisation similaire au cas de l’équation (1.37) (voir [23]).

Il est clair que le comportement de la solution du système d’équations (1.38) pour t → ∞

dépend essentiellement des propriétés des fonctions fh(t, x, u). Dans le chapitre suivant nous

allons examiner en détails ce problème d’un cas particulier, mais de grand intérêt.

1.3 Dynamique de populations avec des déplacements et dif-
fusion

Dans son célèbre livre intitulé “Théorie mathématique de la lutte pour la vie” [56] Volterra pro-

pose différents modèles de la variation de populations due aux relations entre les espèces. Le

nombre d’espèces qui interviennent dans ces considérations est varié, mais on peut considé-

rer que les aspects fondamentaux se trouvent dans la relation entre deux espèces. Pour cela

nous rappelons les trois types fondamentaux de relation entre deux espèces.

Compétition. On considère deux espèces qui partagent une ressource commune limitée

– par exemple la nourriture –. Alors l’augmentation de la population, soit de la même espèce

soit de l’autre espèce devient un obstacle pour la vie de la population de l’une et de l’autre

espèce. Pour modéliser on propose le système d’équations différentielles ordinaires
d
dt u1(t) = α1u1(t)− β11(u1(t))2 − β12u1(t)u2(t),

d
dt u2(t) = α2u2(t)− β21u1(t)u2(t)− β22(u2(t))2,

(1.39)

où ui(t) désigne la population de l’espèce i, i = 1, 2, tandis que αi > 0 est le coefficient

de la croissance naturelle de la population de l’espèce i et βij sont des nombres positifs qui

expriment l’effet de la surpopulation sur la croissance de la population.

Prédation. On considère la population u1 de l’espèce proie et la population u2 de l’espèce

prédatrice. On suppose que le taux de la croissance naturelle de la population proie en l’ab-

sence de prédateur, noté α, est strictement positif, tandis que celui de la population prédatrice

en absence de proie, noté −γ, est strictement négatif. Comme la prédation réalisée signifie la

nourriture pour la population prédatrice et la perte de la vie pour la population proie, pour
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modéliser on propose le système d’équations différentielles ordinaires
d
dt u1(t) = αu1(t)− βu1(t)u2(t),

d
dt u2(t) = −γu2(t) + δu1(t)u2(t),

(1.40)

où β et δ sont des constantes strictement positives.

Si on considère aussi l’effet logistique, c’est-à-dire l’effet négatif de la surpopulation à la

croissance de la population, on considère le système d’équations différentielles ordinaires
d
dt u1(t) = αu1(t)− βu1(t)u2(t)− µ(u1(t))2,

d
dt u2(t) = −γu2(t) + δu1(t)u2(t)− ν(u2(t))2,

(1.41)

où µ et ν sont des constantes strictement positives.

Symbiose. Lorsqu’il y a une association de deux espèces dans laquelle chacune tire un

avantage de la présence de l’autre, en considérant aussi l’effet logistique, on considère le

système d’équations différentielles ordinaires
d
dt u1(t) = α1u1(t)− β11(u1(t))2 + β12u1(t)u2(t),

d
dt u2(t) = α2u2(t) + β21u1(t)u2(t)− β22(u2(t))2,

(1.42)

où αi, βij sont tous des constantes positives.

Les systèmes d’équations différentielles ordinaires (1.39)–(1.42) sont bien étudiés et on

trouve toutes les analyses de ces systèmes d’équations et des considérations sur eux dans les

manuels de dynamique de populations ainsi que nombreux articles sur ce sujet. Pour notre

intérêt nous rappelons ici les propriétés particulières du système d’équations (1.40) suivant

[56].

En multipliant la première équation de (1.40) par − γ
u1(t)

, on obtient

d
dt
(−γ log u1(t)) = −αγ + βγu2(t). (1.43)

En multipliant la deuxième équation de (1.40) par − α
u2(t)

, on obtient

d
dt
(−α log u2(t)) = αγ− αδu1(t). (1.44)
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En multipliant la première équation de (1.40) par δ, on obtient

d
dt
(δu1(t)) = αδu1(t)− βδu1(t)u2(t). (1.45)

En multipliant la deuxième équation de (1.40) par β, on obtient

d
dt
(βu2(t)) = −βγu2(t) + βδu1(t)u2(t). (1.46)

En faisant la somme des égalités (1.43)–(1.46), on a

d
dt
(
− γ log u1(t)− α log u2(t) + δu1(t) + βu2(t)

)
= 0,

ou, si on pose

U0(u1, u2) = −γ log u1 − α log u2 + δu1 + βu2, (1.47)

on a
d
dt

U0(u1(t), u2(t)) = 0. (1.48)

L’égalité (1.48) signifie que la solution (u1(t), u2(t)) du système d’équations (1.40) avec la

condition initiale

u1(t) = u0,1 > 0, u2(t) = u0,2 > 0,

reste toujours sur la courbe

{(u1, u2) ∈ ]0, ∞[× ]0, ∞[ |U0(u1, u2) = U0(u0,1, u0,2) }

sur le plan de phases

]0, ∞[× ]0, ∞[ .

En outre, par le calcul élémentaire on trouve que

min
u1>0

(−γ log u1 + δu1) = −γ log
(γ

δ

)
+ γ,

min
u2>0

(−α log u2 + βu2) = −α log
(

α

β

)
+ α,

ce qui implique que le point P0 = (γ
δ , α

β ) est le point du minimum de la fonction U0(u1, u2).

Par conséquent la courbe

{(u1, u2) ∈ ]0, ∞[× ]0, ∞[ |U0(u1, u2) = U0(
γ

δ
,

α

β
) }
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se réduit à un point, tandis que les courbes

{(u1, u2) ∈ ]0, ∞[× ]0, ∞[ |U0(u1, u2) = C }, C > U0(
γ

δ
,

α

β
)

sont des courbes fermées autour du point P0 = (γ
δ , α

β ) sur ]0, ∞[× ]0, ∞[ . Comme le vecteur αu1 − βu1u2

−γu2 + δu1u2


ne s’annule qu’au point P0 = (γ

δ , α
β ) sur ]0, ∞[× ]0, ∞[ et que donc, compte tenu de la conti-

nuité de ce vecteur par rapport à (u1, u2) ∈ ]0, ∞[× ]0, ∞[ , la solution du système d’équations

(1.40) qui passe par quelconque point différent de P0 = (γ
δ , α

β ) est périodique en t.

Nous renvoyons à [56] les ultérieures caractérisations de la solution du système d’équa-

tions (1.40).

Les systèmes d’équations (1.39)–(1.42) sont conçus en considérant la population totale de

chaque espèce dans une région. Mais la population n’est pas nécessairement répandue d’une

manière homogène dans une région et on peut s’intéresser à connaître la densité de popula-

tion à chaque point de la région. On s’intéresse donc à l’effet de la diffusion de la population

dans la dynamique de population. Ainsi, par exemple, au lieu du système d’équations (1.39)

on considère le système d’équations dans un domaine Ω ⊂ Rn, n = 2 ou = 3,
d
dt u1(t, x) = κ1∆u1(t, x) + α1u1(t, x)− β11(u1(t, x))2 − β12u1(t, x)u2(t, x),

d
dt u2(t, x) = κ2∆u2(t, x) + α2u2(t, x)− β21u1(t, x)u2(t, x)− β22(u2(t, x))2.

De manière analogue, on peut considérer la variante de (1.40), (1.41), (1.42) avec la diffusion

de population.

Comme ces équations sont du type parabolique, ces systèmes d’équations avec diffusion

ont été étudiés par plusieurs chercheurs en utilisant les propriétés des équations parabo-

liques. Nous citons quelques travaux sur ce thème [24, 38, 44, 48, 29, 30] (dans [29, 30] on

considère aussi la perturbation stochastique).

Les populations, au moins les populations animales, peuvent se déplacer collectivement.

Certes, lorsqu’il s’agit du déplacement de population à cause de la distribution de la nour-

riture ou des conditions environnementales non homogènes, on pourrait penser le dépla-

cement collectif de population comme une manière particulière de diffusion et formuler le
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problème dans le cadre des équations avec diffusion. Mais il y a aussi des cas où les popula-

tions sont déplacées par une force extérieure précise, par exemple pour les populations vivant

dans un fleuve l’écoulement de l’eau cause le déplacement collectif de population (même si

les poissons ont la possibilité de nager contre le flux) ; dans ce cas il est raisonnable de modéli-

ser la dynamique de population par des équations avec diffusion et déplacement (transport),

comme il a été fait pour les populations fluviales [49, 59] (nous citons aussi d’autres travaux

qui considèrent des équations avec diffusion et déplacement pour la dynamique de popula-

tions [15, 43, 42, 61], ..., etc. Mais les systèmes d’équations de transport-diffusion sont assez

complexes, de sorte qu’il nous semble que l’étude de modèles de dynamique de populations

avec diffusion et déplacements a été faite seulement partiellement et a encore beaucoup de

choses à faire.

L’analyse du comportement asymptotique pour t → ∞ d’un modèle de proie-prédateur

avec diffusion et déplacements, plus précisément le système d’équations

∂tu1(t, x) = −v1(t)∂xu1(t, x) + κ∂2
xu1(t, x) + αu1(t, x)− βu1(t, x)u2(t, x), (1.49)

∂tu2(t, x) = −v2(t)∂xu2(t, x) + κ∂2
xu2(t, x)− γu2(t, x) + δu1(t, x)u2(t, x), (1.50)

sera développée dans le chapitre suivant.

1.4 Calcul numérique pour les systèmes d’équations de transport-
diffusion

Le calcul numérique appliqué aux systèmes d’équations aux dérivées partielles (en parti-

culier systèmes de transport-diffusion) ou d’équations intégro-différentielles, présente des

spécificités dues à la nature couplée des inconnues, ce qui exige l’utilisation de schémas

adaptés (tels que la méthode des différences finies ou la méthode de collocation) ainsi qu’un

maillage cohérent pour garantir la stabilité et la convergence de la solution approchée.

La présente section rassemble les notions fondamentales nécessaires à la construction des

approximations de la solution du système de transport-diffusion d’une manière rigoureuse

et à l’analyse de la méthode proposée.
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1.4.1 Rappels sur les équations intégro-différentielles

Les équations intégro-différentielles (EID) apparaissent fréquemment lorsqu’on reformule

des problèmes de Cauchy sous forme d’équations intégrales. Elles se caractérisent par l’ap-

parition d’une fonction inconnue sous le signe d’intégrale, ainsi que leurs dérivées.

Une forme typique d’EID est donnée par l’équation intégro-différentielle de Volterra, qui

s’écrit sous la forme suivante :

u(n)(x) = f (x) + λ
∫ x

a
K(x, t, u(t), u′(t), · · · , un−1(t))dt , (1.51)

où la région d’intégration est variable (u(n)(x) désigne la dérivée n-ième de u(x)).

Cette équation peut être linéaire si K(x, t, u(t), u′(t), · · · , un−1(t)) = ∑n−1
i=0 k(x, t)u(i)(t),

mais si la fonction K(x, t, u(t)) dépend de u de manière non linéaire, ou si l’équation contient

une fonction non linéaire de u, telle que un, n = 2, 3, 4, · · · , eu, sin(u), cosh(u), ln(1+ u), alors

l’équation devient non linéaire.

Elle peut être homogène si la fonction f (x) est nulle, sinon, l’équation est dite non homo-

gène.

Remarque 1.2. Dans plusieurs cas, on peut dériver certaines équations intégro-différentielles
pour retrouver une EDP équivalente. Inversement, une EDP peut être reformulée en une
équation intégro-différentielle. Ce lien nous permet de choisir la forme la plus adaptée à
l’analyse.

Pour effectuer ce type de transformation, il est essentiel de rappeler les propriétés bien

connues de la dérivée et de l’intégrale, dont nous aurons besoin pour la méthode du calcul

numérique présentée dans le chapitre 3.

Lemme 1.5. (Formule de Leibniz [17, 58]) Soit f (x, t) une fonction continue. Supposons que
∂ f
∂t

est également continue dans un domaine du plan contenant le rectangle { (x, t) ∈ R2 :

a ≤ x ≤ b, t0 ≤ t ≤ t1 }. Posons

F(x) =
∫ h(x)

g(x)
f (x, t)dt. (1.52)

Alors, la dérivée de l’intégrale dans (1.52) existe et est donnée par :

F′(x) =
dF
dx

= f (x, h(x))
dh(x)

dx
− f (x, g(x))

dg(x)
dx

+
∫ h(x)

g(x)

∂ f (x, t)
∂x

dt. (1.53)
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Si g(x) = a et h(x) = b où a et b sont des constantes, alors la formule de Leibniz (1.53) se
réduit à

F′(x) =
dF
dx

=
∫ b

a

∂ f (x, t)
∂x

dt. (1.54)

Lemme 1.6. [58] Pour toute fonction intégrable u(x), on a∫ x

0

∫ s

0
u(t)dtds =

∫ x

0
(x− t)u(t)dt. (1.55)

Dans le cas général, on a

∫ x

0

∫ x1

0
· · ·

∫ xn−1

0
u(xn)dxndxn−1 · · · dx1 =

1
(n− 1)!

∫ x

0
(x− t)n−1u(t)dt. (1.56)

1.4.2 Espace des splines polynomiales

Soit I = [0, a]× [0, b]. Considérons deux maillages uniformes :

• Ih = {tn : 0 = t0 < t1 < ... < tN = T}, une subdivision de [0, a] en N sous-intervalles

de longueur h = a
N ,

• Ik = {xm : 0 = x0 < x1 < ... < xM = X}, une subdivision de [0, b] en M sous-

intervalles de longueur k = b
M .

Définissons aussi les sous-intervalles δn = (tn, tn+1) pour n = 0, 1, ..., N − 1 et δm =

(xm, xm+1) pour m = 0, 1, ..., M− 1.

Définition 1.1. (Espace des splines polynomiales) Pour un maillage donné Ih, l’espace des
splines polynomiales S(d)

µ avec µ ≥ 0, −1 ≤ d ≤ µ est donné par

S(d)
µ (Ih) =

{
v ∈ Cd([0, a]) : v|δn ∈ πµ, 0 ≤ n < N

}
où πµ désigne l’ensemble des polynômes réels de degré au plus µ en x.

La dimension de cet espace est donnée par :

dim S(d)
µ (Ih) = N(µ− d) + d + 1.

On peut étendre la définition de l’espace des splines polynomiales aux deux dimensions,

sur le rectangle I, comme suit :

Définition 1.2. (Espace des splines polynomiales bivariées) Pour deux maillages donnés Ih

et Ik, l’espace des splines polynomiales bivariées S(d)
p+d, q+d(Ih,k) avec p ≥ 1, d ≥ −1 est donné

par
S(d)

p+d, q+d(Ih,k) =
{

v ∈ Cd(I) : v|δn,m ∈ πp+d, q+d, 0 ≤ n < N, 0 ≤ m < M
}
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où Ih,k = Ih × Ik = {(tn, xm), 0 ≤ n < N, 0 ≤ m < M} et δn,m = δn × δm, avec πp+d, q+d
désigne l’ensemble des polynômes réels de degré au plus p + d en t et q + d en x.

La dimension de cet espace est donnée par :

dim S(d)
p+d, q+d(Ih,k) = (Np + d + 1)(Mq + d + 1).

Remarque 1.3. Le choix de l’espace des splines polynomiales approprié pour l’approximation
des solutions de problèmes à conditions initiales (EDO ou équations intégrales de Volterra ou
intégro-différentielles de Volterra) dépend du d :

• Si aucune condition initiale n’est imposée (comme pour certaines équations intégrales
de Volterra), on choisit spécifiquement d = −1. Ce choix conduit à l’espace de colloca-
tion S(−1)

p−1 (Ih,k).
• Si une seule condition initiale est imposée (comme pour certaines équations intégro-

différentielles de Volterra), on pose d = 0. On utilise alors l’espace S(0)
p (Ih,k).

• Dans les cas où plusieurs conditions initiales sont imposées (par exemple, pour des
équations intégro-différentielles de Volterra d’ordre n), on fixe d = n− 1, ce qui conduit
à l’espace S(n−1)

p+n−1(Ih,k).

Ces espaces permettent une représentation flexible et précise de la solution approchée de

l’équation étudiée (EDP, équation intégrale ou équation intégro-différentielle), notamment

grâce à leur structure par morceaux.

1.4.3 Méthode de collocation basée sur les pôlynomes de Taylor

L’une des méthodes numériques les plus importantes pour résoudre les équations inté-

grales (respectivement les équations intégro-différentielles) est la méthode de collocation ba-

sée sur les pôlynomes de Taylor, qui consiste à approcher la solution u(x) dans l’espace réel

des splines polynomiales S(d)
p (ΠM) par un développement de Taylor d’ordre p autour d’un

point xm en chaque rectangle δm, m = 0, 1, · · · , M− 1, sous la forme :

um(x) =
p

∑
i=0

u(i)
m (xm)

i!
(x− xm)

i, ∀x ∈ δm.

En insérant cette approximation dans l’équation étudiée, et en imposant que l’égalité soit

satisfaite en un certain nombre de points de collocation {xi : xi = ik = i b
M , i = 1, · · · , M− 1},

on obtient un système algébrique simple, pouvant être résolu explicitement, permettant de

calculer les dérivées u(i)
m (xm) ou les coefficients correspondants. Cette méthode permet d’ob-

tenir une solution approchée explicite, sans nécessiter la résolution d’un système d’équations
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algébriques. Son ordre de convergence garantit une bonne précision et elle se distingue par

sa simplicité algorithmique et son efficacité numérique.

En raison de ces propriétés avantageuses, cette méthode sera développée dans le chapitre

3 afin d’approximer la solution d’un système d’équations intégro-différentielles issue de la

reformulation d’un système d’équations de transport-diffusion.

Pour plus d’informations et d’exemples d’application, voir par exemple [6, 7, 8].

1.4.4 Résultats auxiliaires

Les lemmes suivants sont fréquemment utilisés pour établir la précision et la convergence

de la méthode de collocation basée sur les pôlynomes de Taylor, en particulier dans le cadre

de l’étude théorique développée au chapitre 3.

Lemme 1.7. (Théorème de Taylor pour les fonctions de deux variables indépendantes [17])
Soit f une fonction p fois continûment dérivable sur D = [0, a] × [0, b] et soit (x0, y0) ∈ D.
Alors pour tout (x, y) ∈ D, on a

f (x, y) =
p−1

∑
i+j=0

1
i!j!

∂i+j f (x0, y0)

∂xi∂yj (x− x0)
i(y− y0)

j

+ ∑
i+j=p

1
i!j!

∂i+j f (x1, y1)

∂xi∂yj (x− x0)
i(y− y0)

j,

où {
x1 = θx + (1− θ)x0 ∈ [0, a],
y1 = θy + (1− θ)y0 ∈ [0, b],

θ ∈ ]0, 1[ .

Pour la démonstration, voir par exemple [17].

Lemme 1.8. (L’inégalité discrète de type Gronwall [14]) Soit p0 ≥ 0, {k j}∞
j=0 une suite de

nombres non négatifs et {εn}∞
n=0 une suite vérifiant les relations

ε0 ≤ p0, εn ≤ p0 +
n−1

∑
i=0

kiεi, n = 1, 2, · · · .

Alors, pour n = 1, 2, · · · on a

εn ≤ p0 exp

(
n−1

∑
j=0

k j

)
.
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Ce chapitre est consacré à l’étude de l’équation de Lotka–Volterra avec déplacements et

diffusion, c’est-à-dire un système de transport-diffusion décrivant l’évolution de populations

proie–prédateur dans un domaine périodique de R. L’analyse met l’accent sur la justification

des propriétés asymptotiques des solutions lorsque le modèle prend en compte simultané-

ment les déplacements spatiaux et les effets de diffusion.

2.1 Introduction aux problématiques de l’équation de Lotka-
Volterra avec déplacement et diffusion

Comme il est bien connu, le système d’équations, appelé équation de Lotka-Volterra,
d
dt u1 = αu1 − βu1u2

d
dt u2 = −γu2 + δu1u2
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(α, β, γ, δ > 0) a été proposé pour modéliser l’évolution des populations de proie (représentée

par u1) et de prédateur (représentée par u2). Ce système d’équations a la particularité : toutes

ses solutions (positives) sont périodiques, comme illustré dans [56]. Dans [56] on trouve aussi

une analyse détaillée du comportement de la solution et différentes variantes de l’équation.

Quant à l’équation de Lotka-Volterra avec diffusion, Rothe [53] a considéré l’équation de

Lotka-Volterra avec diffusion (avec le même coefficient de diffusion pour les deux espèces)

dans le domaine d’une dimension 0 < x < 1 avec les conditions aux limites de périodicité

en x (ou conditions de Neumann homogènes) et démontré la convergence uniforme vers la

solution périodique en t de l’équation de Lotka-Volterra (indépendante de x) (voir aussi [47],

qui avait fait des raisonnements similaires). D’autre part, Gabbuti et Negro [24] ont démontré

la convergence de la solution de l’équation de Lotka-Volterra avec diffusion sur un domaine

borné de R2 avec la condition de Neumann homogène vers la solution périodique en t de

l’équation de Lotka-Volterra (indépendante de x) ; dans le travail [24] les coefficients de dif-

fusion ne sont pas identiques pour les deux espèces et la convergence est dans un sens inté-

gral, mais suffisamment fort. Successivement le comportement asymptotique de la solution

de l’équation de Lotka-Volterra avec la diffusion avec la condition de Dirichlet a été étudié

dans [60], tandis que l’aspect de la propagation dans l’espace de la solution de l’équation de

Lotka-Volterra continue à susciter l’intérêt des chercheurs (voir par exemple [19, 20]).

En ce concerne l’équation de Lotka-Volterra avec la diffusion en une dimension spa-

tiale, la question relative à la “travelling waves” a intéressé beaucoup de chercheurs. Mais

les résultats de [47] et [53] excluent l’existence d’une “travelling wave” pour l’équation de

Lotka-Volterra classique avec la diffusion simple. Pour cela plusieurs chercheurs ont cherché

l’aspect de “travelling wave” pour des équations légèrement modifiées (voir par exemple

[5, 18, 32, 21, 57]).

Dans le contexte des équations stochastiques, l’équation de Lotka-Volterra avec l’effet lo-

gistique et avec la diffusion a été étudiée. Dans [28] le théorème d’existence et unicité de la

solution a été démontré, tandis que l’existence d’une mesure invariante a été démontrée dans

[31].

Dans [41], l’auteur a considéré l’équation de Lotka-Volterra avec diffusion et des déplace-

ments de populations. Les résultats de ce travail sont essentiellement des résultats numé-

riques. Or, la question de déplacement/immigration de population a attiré l’attention de

nombreux chercheurs, comme témoigné par plusieurs publications récentes (voir par exemple

[2, 33, 34]).
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Dans ce chapitre, nous considérons l’équation de Lotka-Volterra avec diffusion et des

déplacements de populations sur le domaine périodique de R et démontrons la bornitude

de u1(t, x), u2(t, x), log u1(t, x), log u2(t, x). Nous démontrons aussi que dans le cas où la

solution (u1, u2) tend vers la solution stationnaire en moyenne, (u1, u2) converge unifor-

mément vers la solution stationnaire. Pour obtenir ce résultat, nous utilisons la fonction

U = −αu2 − γu1 + βu2 + δu1, mais à cause des déplacements des populations on ne peut

pas tirer la conclusion directement de l’équation pour U, comme les auteurs de [47] et [53] le

faisaient. Pour surmonter cette difficulté, nous établissons une estimation de U dans L2(0, 2π)

et aussi des estimations de croissance ponctuelle de u1(t, x) et u2(t, x).

L’étude présentée dans ce chapitre est motivée non seulement par l’intérêt général pour

l’effet de déplacement/immigration pour la dynamique de populations, mais aussi par le

comportement spécifique qui résulte du calcul numérique de la solution de l’équation de

Lotka-Volterra avec des déplacements de direction opposée de la population de proie et de la

population de prédateurs. L’illustration de ce point sera donnée dans la section qui suit.

2.2 Motivation et quelques exemples numériques

Comme nous l’avons évoqué dans l’Introduction de la problématique, l’évolution des po-

pulations de proie et de prédateurs est modélisée, comme modèle de base, par l’équation de

Lotka-Volterra

d
dt

u1(t) = αu1(t)− βu1(t)u2(t), (2.1)

d
dt

u2(t) = −γu2(t) + δu1(t)u2(t), (2.2)

où u1(t) et u2(t) désignent respectivement la population de proie et celle de prédateurs, tan-

dis que les coefficients α, β, γ et δ sont supposés constants et strictement positifs. Nous consi-

dérons le système d’équations (2.1)–(2.2) avec les conditions initiales

u1(0) = u1,0 > 0, u2(0) = u2,0 > 0. (2.3)

Nous rappelons d’abord les propriétés fondamentales bien connues de la solution du sys-

tème d’équations (2.1)–(2.2). Pour cela, nous définissons la fonction U0(·, ·) par

U0(u1, u2) = −α log u2 − γ log u1 + βu2 + δu1, u1 > 0, u2 > 0. (2.4)
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Remarque 2.2.1. Quelles que soient les données initiales u1,0 > 0, u2,0 > 0, la solution
(u1(t), u2(t)) du problème de Cauchy (2.1)–(2.3) existe pour tout t > 0 et est périodique
en t. En outre, la fonction U0(u1(t), u2(t)) reste constante, c’est-à-dire

U0(u1(t), u2(t)) = U0(u1(0), u2(0)) = −α log(u2(0))− γ log(u1(0)) + βu2(0) + δu1(0)

pour tout t ≥ 0 et la solution (u1(t), u2(t)) fait le tour sur la courbe fermée

γ = { (u1, u2) | u1 > 0, u2 > 0, U0(u1, u2) = U0(u1(0), u2(0)) }

avec une période constante.

Pour la démonstration de ce fait, voir [56] (et bien d’autres manuels de dynamique de

populations).

Le modèle (2.1)–(2.2) est conçu pour la population de proie et celle de prédateurs répan-

dues de manière homogène dans un territoire. Mais, si les populations ne sont pas distribuées

de manière homogène et s’il y a des déplacements de populations, les relations mentionnées

dans la remarque 2.2.1 ne seront pas garanties. Voyons un exemple de changement du com-

portement de la solution.

Considérons le système d’équations∂tu1(t, x) = −v1(t)∂xu1(t, x) + αu1(t, x)− βu1(t, x)u2(t, x),

∂tu2(t, x) = −v2(t)∂xu2(t, x)− γu2(t, x) + δu1(t, x)u2(t, x),
t > 0, x ∈ R, (2.5)

avec la condition initiale

u1(0, x) = u1(x), u2(0, x) = u2(x).

Choisissons une donnée initiale particulière (u1(x), u2(x)) définie comme suit : considérons

le système d’équations (2.1)–(2.2) et dans ces équations au lieu de t écrivons x. On choisit une

solution (u1(x), u2(x)) de ce système d’équations ; il est clair que les fonctions u1(x) et u2(x)

peuvent être définies sur R et sont périodiques. Supposons en outre que v1(t) = −v2(t) pour

tout t ≥ 0 et qu’elles sont périodiques en t de la même période que la solution du système

d’équations (2.1)–(2.2) avec ui(t0) = ui(x0), i = 1, 2, pour certains t0 et x0. Alors pour certain

choix des fonctions (v1(t), v2(t)) on trouve l’amplification de l’oscillation de la solution dans

certains points x et la contraction dans certains points x, comme illustré dans les graphes

obtenus par le calcul numérique (voir les figures 2.1-2.2).
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FIGURE 2.1 – Solution du système d’équations (2.5) en un point où se produit
l’amplification et en un point où se produit la contraction.

FIGURE 2.2 – Les trajectoires de la solution du système d’équations (2.5) sur le
plan de phase en un point où se produit l’amplification et en un point où se pro-

duit la contraction.

Toutefois, même avec des déplacements, le système d’équations (2.5) dans un domaine

périodique x ∈ R/mod L jouit d’un comportement similaire à ce que nous avons vu dans la

remarque 2.2.1.

Remarque 2.2.2. Soit L un nombre strictement positif. Soient u1,0(x) et u2,0(x) deux fonc-
tions à valeurs strictement positives et périodiques en x ∈ R de période L. Si la solution
(u1(t, x), u2(t, x)) du système d’équations (2.5) avec la condition initiale

u1(0, x) = u1,0(x), u2(0, x) = u2,0(x),

existe et est périodique en x ∈ R de période L, alors on a

∫ L

0
U0(u1(t, x), u2(t, x))dx = Const. =

∫ L

0
U0(u1,0(x), u2,0(x))dx. (2.6)
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En effet, comme de (2.5) découlent immédiatement les égalités

∂t log u1 = −v1∂x log u1 + α− βu2, (2.7)

∂t log u2 = −v2∂x log u2 − γ + δu1, (2.8)

de (2.5) et de (2.7)–(2.8) par des calculs directs on obtient

∂tU0(u1(t, x), u2(t, x)) = −v1∂x(−γ log u1 + δu1)− v2∂x(−α log u2 + βu2). (2.9)

Comme par hypothèse u1(t, x) et u2(t, x) sont périodiques en x de période L, on a

∫ L

0
∂x(−γ log u1 + δu1)dx =

∫ L

0
∂x(−α log u2 + βu2)dx = 0,

donc
d
dt

∫ L

0
U0(u1(t, x), u2(t, x))dx = 0,

ce qui implique (2.6). Mais on ne peut pas en déduire que sup0≤x≤2π U0(u1(t, x), u2(t, x)) soit

borné en t.

Vues ces circonstances, nous sommes intéressés au comportement asymptotique de la so-

lution (u1(t, x), u2(t, x)) de l’équation de Lotka-Volterra avec des déplacements et la diffusion

(voir (2.10)–(2.11) dans la section suivante).

2.3 Position du problème et résultat préliminaire

Nous considérons le système d’équations

∂tu1(t, x) = −v1(t)∂xu1(t, x) + κ∂2
xu1(t, x) + αu1(t, x)− βu1(t, x)u2(t, x) (2.10)

∂tu2(t, x) = −v2(t)∂xu2(t, x) + κ∂2
xu2(t, x)− γu2(t, x) + δu1(t, x)u2(t, x), (2.11)

pour t ≥ 0 et x ∈ R, où α, β, γ, δ, κ sont des constantes strictement positives et v1(t) et v2(t)

sont des fonctions de t. Le système (2.10)–(2.11) sera envisagé avec la condition initiale

ui(t, x) = ui,0(x), i = 1, 2. (2.12)

Pour les fonctions u1,0(x) et u2,0(x) nous supposons que

ui,0(x) > 0, ui,0(x) = ui,0(x + 2π) ∀x ∈ R, ui,0(·) ∈ L∞(R), i = 1, 2. (2.13)
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Comme les équations (2.10)–(2.11) sont des équations paraboliques, sous les conditions

(2.12)–(2.13) l’existence et l’unicité de la solution locale résultent de la théorie classique des

équations paraboliques. En outre, en considérant les équations (2.10)–(2.11) sur R+ ×T avec

le tore T = R/mod 2π, la périodicité en x de la solution (u1(t, x), u2(t, x)) résulte automati-

quement. En ce qui concerne la solution globale, nous démontrerons d’abord l’inégalité (2.25)

sous l’hypothèse que la solution (u1(t, x), u2(t, x)) du problème de Cauchy (2.10)–(2.12) existe

et est unique dans R+ ×R et qu’elle est périodique par rapport à x de période 2π ; et puis

nous déduisons de l’inégalité (2.25) et du théorème d’existence et unicité de la solution locale

l’existence et l’unicité de la solution globale.

Maintenant, nous définissons les fonctions U1(u1), U2(u2) et U(u1, u2) :

U1(u1) = −γ
(

log u1 − log
γ

δ

)
+ δ

(
u1 −

γ

δ

)
, (2.14)

U2(u2) = −α

(
log u2 − log

α

β

)
+ β

(
u2 −

α

β

)
, (2.15)

U(u1, u2) = U1(u1) + U2(u2). (2.16)

Comme

min
u1>0

(−γ log u1 + δu1) = −γ log
(γ

δ

)
+ γ, (2.17)

min
u2>0

(−α log u2 + βu2) = −α log
(

α

β

)
+ α, (2.18)

on a U1(u1) ≥ 0, U2(u2) ≥ 0 et U(u1, u2) ≥ 0 pour quelconque u1 > 0 et u2 > 0 et donc

min
u1>0

U1(u1) = min
u2>0

U2(u2) = min
u1>0,u2>0

U(u1, u2) = 0, (2.19)

U(u1, u2) = 0 ⇐⇒ u1 =
γ

δ
et u2 =

α

β
. (2.20)

Posons

Ũ(t) =
1

2π

∫ 2π

0
U(u1(t, x), u2(t, x))dx. (2.21)

Remarquons d’abord le fait suivant, qui se démontre de manière similaire au raisonnement

de [47, 53].

Proposition 2.3.1. Supposons que sup0≤x≤2π U(u1,0(x), u2,0(x)) < ∞ et que le problème
(2.10)–(2.12) avec (2.13) admet la solution unique (u1(t, x), u2(t, x)) sur l’intervalle [0, τ[ (0 <

τ ≤ ∞). Alors la fonction Ũ(t) est décroissante sur l’intervalle [0, τ[.
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Démonstration De manière similaire à l’obtention de (2.9), mais en y ajoutant les termes qui

résultent des termes de diffusion, on obtient

∂tU = κ∂2
xU − κσ− v1∂xU1 − v2∂xU2, (2.22)

où

σ = σ(t, x) = γ

(
∂xu1(t, x)
u1(t, x)

)2

+ α

(
∂xu2(t, x)
u2(t, x)

)2

.

En intégrant les deux membres de l’égalité (2.22) par rapport à x de 0 à 2π, on obtient

∫ 2π

0
∂tUdx =

∫ 2π

0
(κ∂2

xU − κσ− v1∂xU1 − v2∂xU2)dx.

Comme les fonctions U(u1(t, x), u2(t, x)), U1(u1(t, x)) et U2(u2(t, x)) sont périodiques en x

de période 2π, on aura

d
dt

∫ 2π

0
U(u1(t, x), u2(t, x))dx = −κ

∫ 2π

0
σ(t, x)dx,

ce qui, joint à la relation σ ≥ 0, implique que la fonction Ũ(t) est décroissante. �

Corollaire 2.3.1. Si la solution (u1(t, x), u2(t, x)) du problème (2.10)–(2.12) (avec (2.13)) existe
pour tout t > 0, alors la fonction Ũ(t) converge vers une valeur Ũ∞ pour t→ ∞.

Démonstration Il résulte immédiatement de la proposition 2.3.1 et de (2.19). �

2.4 Résultat principal

Le résultat principal du présent travail est le suivant.

Théorème 2.4.1. Supposons que

sup
t≥0
|v1(t)− v2(t)| ≡ Cv < ∞, (2.23)

sup
0≤x≤2π

U(u1,0(x), u2,0(x)) < ∞. (2.24)

Alors le problème (2.10)–(2.12) avec (2.13) admet une solution unique (u1(t, x), u2(t, x)) pour
tout t > 0 et on a

sup
t≥0, 0≤x≤2π

U(u1(t, x), u2(t, x)) < ∞. (2.25)

Plus précisément,
i) il existe une fonction continue et croissante Λ1 : R+ → R+ telle que

lim sup
t→∞

sup
0≤x≤2π

U(u1(t, x), u2(t, x)) ≤ Λ1(Ũ∞), (2.26)
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ii) si Ũ∞ = 0, alors on a

lim
t→∞

sup
0≤x≤2π

U(u1(t, x), u2(t, x)) = 0, (2.27)

où Ũ∞ = limt→∞ Ũ(t) avec Ũ(t) définie dans (2.21).

Pour la démonstration du théorème 2.4.1 nous utilisons la proposition suivante.

Proposition 2.4.1. On suppose que les conditions (2.23)–(2.24) et (2.13) sont remplies et que
le problème (2.10)–(2.12) admet une solution unique (u1(t, x), u2(t, x)) pour tout t > 0. Alors
il existe une fonction croissante et continue Λ2 : R+ → R+ telle que

lim sup
t→∞

‖U(u1(t, ·), u2(t, ·))‖2
L2(0,2π) ≤ Λ2(Ũ∞), (2.28)

Λ2(0) = 0. (2.29)

La fonction Λ2(·) peut être donnée par exemple par la formule (2.42).

Dans la section suivante, nous allons démontrer la proposition 2.4.1. Le théorème 2.4.1

sera démontré dans la section successive.

2.5 Démonstration de la proposition 2.4.1

Pour démontrer la proposition 2.4.1, nous commençons par le lemme suivant.

Lemme 2.5.1. Soit U = U(x) une fonction positive et 2π-périodique telle que∥∥∥ d
dx

U
∥∥∥

L2(0,2π)
< ∞.

Si
‖U‖L2(0,2π) >

√
8π U, (2.30)

alors on a ∥∥∥ d
dx

U
∥∥∥2

L2(0,2π)
≥ 1

256π3U2

(
1− 4

√
2π U

3‖U‖L2(0,2π)

)
‖U‖4

L2(0,2π), (2.31)

où

U =
1

2π

∫ 2π

0
U(x)dx.

Démonstration Posons

µ =
‖U‖L2(0,2π)

2
√

2π
, Dµ = { x ∈ [0, 2π] |U(x) > µ }, (2.32)
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et désignons par |Dµ| la mesure de l’ensemble Dµ. Comme U(x) > µ sur Dµ, de la définition

de U et de µ il résulte que

µ|Dµ| ≤ 2πU. (2.33)

Comme

U(x)2 = (U(x)− µ)2 + 2µ(U(x)− µ) + µ2,

on a ∫
Dµ

|U(x)|2dx =
∫

Dµ

(U(x)− µ)2dx + 2
∫

Dµ

µ(U(x)− µ)dx +
∫

Dµ

µ2dx,

d’où ∫
Dµ

(U(x)− µ)2dx =
∫

Dµ

|U(x)|2dx− 2
∫

Dµ

µ(U(x)− µ)dx− |Dµ|µ2

≥
∫

Dµ

|U(x)|2dx− 3|Dµ|µ2 − 1
2

∫
Dµ

(U(x)− µ)2dx.

Donc, compte tenu de (2.32), on a

∫
Dµ

(U(x)− µ)2dx ≥ 2
3

∫
Dµ

|U(x)|2dx− 2|Dµ|µ2 =
2
3

∫
Dµ

|U(x)|2dx−
|Dµ|‖U‖2

L2(0,2π)

4π
.

(2.34)

D’autre part, on a ∫
Dc

µ

|U(x)|2dx ≤ (2π − |Dµ|)µ2,

d’où, compte tenu de (2.32),

∫
Dµ

|U(x)|2dx ≥ ‖U‖2
L2(0,2π) − (2π − |Dµ|)µ2 =

(3
4
+
|Dµ|
8π

)
‖U‖2

L2(0,2π). (2.35)

De (2.34) et (2.35) on obtient∫
Dµ

(U(x)− µ)2dx ≥
(

1
2
−
|Dµ|
6π

)
‖U‖2

L2(0,2π). (2.36)

Rappelons que sous la condition (2.30) la relation (2.33) implique que |Dµ| < 2π et donc

il existe au moins un x̄ ∈ R tel que U(x̄) ≤ µ. Comme U(x) est 2π-périodique, il n’est pas

restrictif de supposer que x̄ = 0 (et donc U(x̄ + 2π) ≤ µ).

Considérons d’abord le cas où

Dµ = ]x0, x0 + |Dµ|[ .
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Dans ce cas, comme on a∫
Dµ

(U(x)− µ)2dx =
∫

Dµ

2
∫ x

x0

(U(x′)− µ)
d

dx′
U(x′)dx′dx

et donc

∫
Dµ

(U(x)− µ)2dx ≤ 2|Dµ|
(∫

Dµ

(U(x)− µ)2dx
) 1

2
(∫

Dµ

(
d

dx
U(x)

)2

dx

) 1
2

,

on obtient ∫
Dµ

(U(x)− µ)2dx ≤ 4|Dµ|2
∫

Dµ

(
d

dx
U(x)

)2

dx. (2.37)

Même dans le cas général avec

Dµ =
N⋃

k=0

]xk, x′k[, |Dµ| =
N

∑
k=1

(x′k − xk), N ∈N, N ≥ 2 ou N = +∞,

sur chaque intervalle ]xk, x′k[ on a

∫ x′k

xk

(U(x)− µ)2dx ≤ 4|Dµ|2
∫ x′k

xk

(
d

dx
U(x)

)2

dx.

De la somme de ces inégalités on obtient (2.37).

De (2.36) et de (2.37) on obtient

∫
Dµ

(
d

dx
U(x)

)2

dx ≥ 1
4|Dµ|2

(
1
2
−
|Dµ|
6π

)
‖U‖2

L2(0,2π). (2.38)

Comme d’après (2.33) on a

|Dµ| ≤
4π
√

2πU
‖U‖L2(0,2π)

,

de (2.38) on obtient

∫
Dµ

(
d

dx
U(x)

)2

dx ≥ 1

256π3U2

(
1− 4

√
2π U

3‖U‖L2(0,2π)

)
‖U‖4

L2(0,2π).

Comme
∫ 2π

0 ( d
dx U(x))2dx ≥

∫
Dµ
( d

dx U(x))2dx, on en déduit l’inégalité (2.31). Le lemme est

démontré. �

Du lemme 2.5.1 découle la propriété suivante.

Lemme 2.5.2. On suppose que les conditions (2.23)–(2.24) et (2.13) sont remplies et que le
problème (2.10)–(2.12) admet une solution unique (u1(t, x), u2(t, x)) pour tout t > 0. Soit
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U(·, ·) la fonction définie dans (2.16). Soit Ũ(t) la fonction définie dans (2.21). Si

‖U(u1(t, ·), u2(t, ·))‖L2(0,2π) >
√

8πŨ(t),

alors on a
d
dt
‖U‖2

L2 ≤
(

C2
v

κ
− κ

256π3Ũ2

(
1− 4

√
2π

3‖U‖L2
Ũ

)
‖U‖2

L2

)
‖U‖2

L2 , (2.39)

où Ũ = Ũ(t) et ‖U‖L2 = ‖U(u1(t, ·), u2(t, ·))‖L2(0,2π).

Démonstration En écrivant v1(t)− v2(t) + v2(t) au lieu de v1(t) dans (2.22), on a

∂tU = κ∂2
xU − κσ(t, x)− v2(t)∂xU − (v1(t)− v2(t))∂xU1. (2.40)

Si on multiplie les deux membres de (2.40) par U et les intègre sur [0, 2π], alors, en utilisant

l’intégration par parties, on obtient

1
2

d
dt

∫ 2π

0
|U|2dx = −κ

∫ 2π

0
|∂xU|2dx− κ

∫ 2π

0
σUdx + (v1(t)− v2(t))

∫ 2π

0
U1∂xUdx.

Remarquons que, en vertu des relations U = U1 + U2, U1 ≥ 0, U2 ≥ 0 (voir (2.14)–(2.18)), on

a ∫ 2π

0
U1∂xUdx ≤ 1

2κ

∫ 2π

0
|U1|2dx +

κ

2

∫ 2π

0
|∂xU|2dx ≤ 1

2κ

∫ 2π

0
|U|2dx +

κ

2

∫ 2π

0
|∂xU|2dx.

Donc, compte tenu de la relation σU ≥ 0, on obtient

1
2

d
dt

∫ 2π

0
|U|2dx ≤ −κ

2

∫ 2π

0
|∂xU|2dx +

|v1(t)− v2(t)|2
2κ

∫ 2π

0
|U|2dx. (2.41)

En appliquant l’inégalité (2.31) au premier terme du second membre de (2.41) et en tenant

compte de la condition (2.23), on obtient (2.39). Le lemme est démontré. �

Démonstration de la proposition 2.4.1 Remarquons que, si ‖U‖L2 >
√

8πŨ, alors on a

1− 4
√

2π

3‖U‖L2
Ũ ≥ 1

3

et donc dans ce cas le second membre de l’inégalité (2.39) est majoré par(
C2

v
κ
− κ

256π3Ũ2

‖U‖2
L2

3

)
‖U‖2

L2 ,
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Par conséquent, du lemme 2.5.2 il résulte que

lim sup
t→∞

∫ 2π

0
|U(u1(t, x), u2(t, x))|2dx ≤ Λ2(Ũ∞),

où Λ2(·) est définie par

Λ2(a) = max
(

8π,
768π3C2

v
κ2

)
a2, (2.42)

ce qui achève la démonstration de la proposition 2.4.1. �

2.6 Démonstration du Théorème 2.4.1

Pour démontrer le théorème 2.4.1 nous commençons par une estimation de

‖∂xU(u1(t, .), u2(t, .))‖L2(0,2π). On a le lemme suivant (dans les lemmes 2.6.1–2.6.7 on suppose

que l’hypothèse de la proposition 2.4.1 est vérifiée).

Lemme 2.6.1. Pour tout t2 > t1 ≥ 0 on a∫ t2

t1

‖∂xU(u1(t, ·), u2(t, ·))‖2
L2(0,2π)dt ≤ (2.43)

≤ Cv

κ2

∫ t2

t1

‖U(u1(t, ·), u2(t, ·))‖2
L2
(0,2π)

dt +
1
κ
‖U(u1(t1, ·), u2(t1, ·))‖2

L2(0,2π).

Démonstration On note U(t, x) = U(u1(t, x), u2(t, x)). De l’inégalité (2.41) on déduit que

∫ 2π

0
|∂xU(t, x)|2dx ≤ |v1(t)− v2(t)|2

κ2

∫ 2π

0
|U(t, x)|2dx− 1

κ

d
dt

∫ 2π

0
|U(t, x)|2dx.

En intégrant les deux membres de cette inégalité par rapport à t de t1 à t2, on obtient∫ t2

t1

‖∂xU(t, ·)‖2
L2(0,2π)dt ≤ (2.44)

≤ Cv

κ2

∫ t2

t1

‖U(t, ·)‖2
L2(0,2π)dt− 1

κ

(
‖U(t2, ·)‖2

L2(0,2π) − ‖U(t1, ·)‖2
L2(0,2π)

)
.

En éliminant le terme négatif du second membre de l’inégalité (2.44), on obtient (2.43). �

Du lemme 2.6.1 on déduit la relation suivante.

Lemme 2.6.2. On a∫ t+1

t
sup

0≤x≤2π

U(u1(t′, x), u2(t′, x))dt′ ≤ (2.45)

≤ Ũ(t)+
√

2π
(Cv

κ2

∫ t+1

t
‖U(u1(t′, ·), u2(t′, ·))‖2

L(0,2π)2dt′+
1
κ
‖U(u1(t, ·), u2(t, ·))‖2

L2(0,2π)

)1/2
.
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Démonstration On note U(t, x) = U(u1(t, x), u2(t, x)) comme dans la démonstration du

lemme 2.6.1. Comme ‖ϕ‖L1(0,2π) ≤
√

2π‖ϕ‖L2(0,2π) pour tout ϕ ∈ L2(0, 2π), de la relation

sup
0≤x≤2π

U(t, x) ≤ Ũ(t) + ‖∂xU(t, .)‖L1(0,2π)

on obtient

sup
0≤x≤2π

U(t, x) ≤ Ũ(t) +
√

2π‖∂xU(t, ·)‖L2(0,2π). (2.46)

Compte tenu de la décroissance de Ũ(t), l’inégalité (2.45) résulte immédiatement de (2.43) et

de (2.46) . �

Maintenant, nous allons estimer la croissance de sup0≤x≤2π u1(t, x), sup0≤x≤2π u2(t, x),

sup0≤x≤2π(− log u1(t, x)), sup0≤x≤2π(− log u2(t, x)). Pour cela, nous retournons aux équa-

tions (2.10) et (2.11). Remarquons que, si on introduit la fonction

ξ1(t, x) = x +
∫ t

0
v1(t′)dt′,

et si on considère les variables (t, ξ1) au lieu de (t, x), alors l’équation (2.10) se transforme en

∂tu1(t, ξ1) = κ∂2
ξ1

u1(t, ξ1) + αu1(t, ξ1)− βu1(t, ξ1)u2(t, ξ1). (2.47)

Analoguement, si on introduit la fonction

ξ2(t, x) = x +
∫ t

0
v2(t′)dt′,

et si on considère les variables (t, ξ2) au lieu de (t, x), alors l’équation (2.11) se transforme en

∂tu2(t, ξ2) = κ∂2
ξ2

u2(t, ξ2)− γu2(t, ξ2) + δu1(t, ξ2)u2(t, ξ2). (2.48)

En utilisant (2.47) et (2.48), on va démontrer les quatre lemmes suivants.

Lemme 2.6.3. Soit
u+

1 (t) = sup
0≤x≤2π

u1(t, x) = sup
ξ1∈R

u1(t, ξ1). (2.49)

Alors pour 0 ≤ t0 ≤ t on a

u+
1 (t) ≤ u+

1 (t0)eα(t−t0) ≡ Φ1(u+
1 (t0), t− t0). (2.50)
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Démonstration En appliquant formellement la solution fondamentale de l’équation de la

chaleur à (2.47), on a

u1(t, ξ1) =
∫

R
Θ(t− t0, ξ ′ − ξ1)u1(t0, ξ ′)dξ ′+

+
∫ t

t0

∫
R

Θ(t− t′, ξ ′ − ξ1)
(
αu1(t′, ξ ′)− βu1(t′, ξ ′)u2(t′, ξ ′)

)
dξ ′dt′,

où

Θ(τ, η) =
1√

(4πτκ)
exp(−|η|

2

4τκ
).

Comme
∫

R
Θ(τ, η)dη = 1 pour tout τ > 0, on a

u+
1 (t) ≤ u+

1 (t0) + α
∫ t

t0

u+
1 (t
′)dt′,

d’où résulte (2.50). �

Lemme 2.6.4. Soit

w+
2 (t) = sup

0≤x≤2π

(− log u2(t, x)) = sup
ξ2∈R

(− log u2(t, ξ2)). (2.51)

Alors pour 0 ≤ t0 ≤ t on a

w+
2 (t) ≤ w+

2 (t0) + γ(t− t0) ≡ Ψ2(w+
2 (t0), t− t0). (2.52)

Démonstration Si on divise les deux membres de (2.48) par −u2(t, ξ2), on a

∂t(− log(u2(t, ξ2))) = κ∂2
ξ2
(− log(u2(t, ξ2)))− (∂ξ2 log(u2(t, ξ2)))

2 + γ− δu1(t, ξ2). (2.53)

En appliquant formellement la solution fondamentale de l’équation de la chaleur à (2.53), on

aura

− log(u2(t, ξ2)) ≤
∫

R
Θ(t− t0, ξ ′ − ξ2)(− log(u2(t0, ξ ′)))dξ ′ + γ(t− t0),

d’où s’obtient sans difficulté l’inégalité (2.52). �

Lemme 2.6.5. Soit
u+

2 (t) = sup
0≤x≤2π

u2(t, x) = sup
ξ2∈R

u2(t, ξ2).

Alors pour 0 ≤ t0 ≤ t on a

u+
2 (t) ≤ u+

2 (t0)

(
1 + δu+

1 (t0)
∫ t

t0

eα(t′−t0)e
δ
α u+

1 (t0)(eα(t−t0)−eα(t′−t0))dt′
)

(2.54)
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≡ Φ2(u+
1 (t0), u+

2 (t0), t− t0).

Démonstration On applique formellement la solution fondamentale de l’équation de la cha-

leur à (2.48), de sorte que l’on a

u2(t, ξ2) ≤
∫

R
Θ(t− t0, ξ ′ − ξ2)u2(t0, ξ ′)dξ ′+

+δ
∫ t

t0

∫
R

Θ(t− t′, ξ ′ − ξ2)u1(t′, ξ ′)u2(t′, ξ ′)dξ ′dt′,

d’où, à l’aide de (2.50),

u+
2 (t) ≤ u+

2 (t0) + δu+
1 (t0)

∫ t

t0

eα(t′−t0)u+
2 (t
′)dt′,

ou

Y′(t) ≤ eα(t−t0)u+
2 (t0) + δu+

1 (t0)eα(t−t0)Y(t), Y(t) =
∫ t

t0

eα(t′−t0)u+
2 (t
′)dt′.

De cette inégalité résulte (2.54). �

Lemme 2.6.6. Soit

w+
1 (t) = sup

0≤x≤2π

(− log u1(t, x)) = sup
ξ1∈R

(− log u1(t, ξ1)). (2.55)

Alors pour 0 ≤ t0 ≤ t on a

w+
1 (t) ≤ w+

1 (t0) + β
∫ t

t0

Φ2(t0, u+
2 (t0), t′)dt′ ≡ Ψ1(u+

1 (t0), u+
2 (t0), w+

1 (t0), t− t0). (2.56)

Démonstration De l’équation

∂t(− log(u1(t, ξ1))) = κ∂2
ξ1
(− log(u1(t, ξ1)))− κ(∂ξ1 log(u1(t, ξ1)))

2 − α + βu2(t, ξ1)

on déduit (de manière analogue aux cas précédents)

− log(u1(t, ξ1)) ≤ w+
1 (t0) + β

∫ t

t0

u+
2 (t
′)dt′

d’où à l’aide de (2.54) on obtient (2.56). �

Définissons w+
1 (U), u+

1 (U), w+
2 (U) et u+

2 (U) pour chaque U ≥ 0 comme suit :

w+
1 (U) = − log(ū1), U1(ū1) = U, 0 < ū1 ≤

γ

δ
,

u+
1 (U) = ¯̄u1, U1( ¯̄u1) = U, ¯̄u1 ≥

γ

δ
,
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w+
2 (U) = − log(ū2), U2(ū2) = U, 0 < ū2 ≤

α

β
,

u+
2 (U) = ¯̄u2, U2( ¯̄u2) = U, ¯̄u2 ≥

α

β
.

Il est clair que

U = U1(e−w+
1 (U)) = U1(u+

1 (U)) = U2(e−w+
2 (U)) = U2(u+

2 (U)). (2.57)

Ces définitions sont justifiées en vertu de la définition (2.14)–(2.15) de U1(u1) et U2(u2).

Lemme 2.6.7. Si on pose

U+(t) = sup
0≤x≤2π

U(u1(t, x), u2(t, x)),

on a
U+(t) ≤ M̃(U+(t0), t− t0), t ≥ t0. (2.58)

où
M̃(U+(t0), t− t0) = Umax

1 (U+(t0), t− t0) + Umax
2 (U+(t0), t− t0), (2.59)

Umax
1 (U+(t0), t− t0) =

= max(U1(Φ1(u+
1 (U

+(t0)), t− t0)), U1(e−Ψ1(u+
1 (U+(t0)),u+

2 (U+(t0)),w+
1 (U+(t0)),t−t0))),

Umax
2 (U+(t0), t− t0) =

= max(U2(Φ2(u+
1 (U

+(t0)), u+
2 (U

+(t0)), t− t0)), U2(e−Ψ2(w+
2 (U+(t0)),t−t0))).

Démonstration Le lemme résulte immédiatement de la définition de M̃(U+(t0), t− t0) et des

lemmes 2.6.3–2.6.6. �

Remarque 2.6.1. La fonction M̃(a, b) peut être définie pour quelconques valeurs a ≥ 0 et
b ≥ 0 (indépendamment de la solution (u1(t, x), u2(t, x)) du problème (2.10)–(2.12)). En outre
M̃(a, b) est continue et croissante soit par rapport à a ≥ 0 soit par rapport b ≥ 0.

En effet, cela résulte immédiatement de (2.59).

Maintenant, nous sommes en mesure de démontrer le résultat principal.

Démonstration du théorème 2.4.1 Dans cette démonstration, on note U(t, x) = U(u1(t, x), u1(t, x)).

Le lemme 2.5.2 (voir aussi (2.42)) implique que, si

‖U(t, ·)‖2
L2(0,2π) > Λ2(Ũ(t)),

alors ‖U(t, ·)‖2
L2(0,2π)

décroît. Compte tenu que Ũ(t) est décroissante, on a

‖U(t, ·)‖2
L2(0,2π) ≤ max

(
‖U(0, ·)‖2

L2(0,2π) , Λ2(Ũ(0))
)
≡ BU ∀t ≥ 0. (2.60)
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L’inégalité (2.45), jointe à l’inégalité (2.60) et la proposition 2.3.1, nous donne l’existence

de τ dans chaque intervalle [t, t + 1] tel que

sup
0≤x≤2π

U(τ, x) ≤ Ũ(0) +
√

2π
(Cv

κ2 +
1
κ

)1/2√
BU ≡ AU.

D’autre part, du lemme 2.6.7 (voir aussi (2.6.1)) il résulte que

sup
0≤x≤2π

U(t, x) ≤ M̃(AU, t− τ)

pour t ≥ τ. Donc, de ces relations il résulte que pour tout t ≥ 0 on a

sup
0≤x≤2π

U(t′, x) ≤ M̃(AU, 1) ∀t′ ∈ [t, t + 1],

c’est-à-dire, on a

sup
0≤x≤2π

U(t, x) ≤ M̃(AU, 1) ∀t ≥ 0

avec M̃(AU, 1) < ∞ (voir (2.59)), ce qui achève la démonstration de (2.25).

Maintenant, on pose

Λ1(Ũ∞) = M̃(A∗U(Ũ∞), 1), (2.61)

où

A∗U(Ũ∞) = Ũ∞ +
√

2π
(Cv

κ2 +
1
κ

)1/2√
Λ2(Ũ∞). (2.62)

On remarque que la deuxième membre de (2.62) ne dépend pas de t et de la définition de M̃

on peut déduire que la fonction Λ1(Ũ∞) est continue et croissante. Du raisonnement de la

démonstration de (2.25), compte tenu de (2.28), on déduit que

lim sup
t→∞

sup
0≤x≤2π

U(t, x) ≤ Λ1(Ũ∞), (2.63)

ce qui achève la démonstration de l’affirmation i) du théorème 2.4.1.

Maintenant on suppose que Ũ∞ = 0. Alors d’après le lemme 2.6.2 on a∫ t

t−1
sup

0≤x≤2π

U(τ, x)dτ ≤

≤ Ũ(t− 1) +
√

2π
(Cv

κ2

∫ t

t−1
‖U(τ, ·)‖2

L(0,2π)2dτ +
1
κ
‖U(t− 1, ·)‖2

L2(0,2π)

)1/2
.
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D’après la proposition 2.4.1 la limite supérieure du second membre de cette inégalité est

A∗U(Ũ∞) donné dans (2.62). Donc on a

lim
t→∞

∫ t

t−1
sup

0≤x≤2π

U(τ, x)dτ = 0. (2.64)

Pour démontrer l’affirmation ii) du théorème 2.4.1, supposons par l’absurde que

lim
t→∞

sup
0≤x≤2π

U(t, x) 6= 0,

c’est-à-dire qu’il existe ε > 0 tel que pour tout t > 0 il existe t′ ≥ t tel que

sup
0≤x≤2π

U(t′, x) ≥ ε. (2.65)

Définissons une fonction U(ε)(s) pour s > 0 par la relation

M̃(U(ε)(s), s) = ε. (2.66)

Alors de la définition de M̃ il résulte que pour t′ satisfaisant à (2.65) on a pour τ < t′

U(ε)(t′ − τ) ≤ sup
0≤x≤2π

U(τ, x),

donc ∫ t′

t′−1
U(ε)(t′ − τ)dτ ≤

∫ t′

t′−1
sup

0≤x≤2π

U(τ, x)dτ. (2.67)

Rappelons que la définition de M̃ (et aussi de Umax
1 et Umax

2 ; voir (2.59)) implique que

pour quelconque t0 > 0 on a

lim
t→t+0

Umax
1 (U+(t0), t− t0) = max(U1(u+

1 (U
+(t0))), U1(e−w+

1 (U+(t0)))) = U+(t0),

lim
t→t+0

Umax
2 (U+(t0), t− t0) = max(U2(u+

2 (U
+(t0))), U2(e−w+

2 (U+(t0)))) = U+(t0),

et donc

lim
t→t+0

M̃(U+(t0), t− t0) = 2U+(t0).

Cette relation implique aussi que

lim
τ→t′−

U(ε)(t′ − τ) =
1
2

ε > 0. (2.68)
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De la continuité de M̃(a, b) découle la continuité de U(ε)(s) (voir (2.66)). Donc de (2.68) il

résulte qu’il existe un sε > 0 tel que U(ε)(s) > 0 pour 0 < s < sε et on a

∫ t′

t′−sε

U(ε)(t′ − τ)dτ =
∫ sε

0
U(ε)(s)ds ≡ cε > 0.

Donc de (2.67) il résulterait que

∫ t′

t′−1
sup

0≤x≤2π

U(τ, x)dτ ≥ cε > 0

avec cε indépendant de t′, ce qui contredit (2.64). On a donc limt→∞ sup0≤x≤2π U(t, x) = 0.

Le théorème est démontré. �

2.7 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons analysé le comportement asymptotique de la solution de

l’équation de Lotka-Volterra avec diffusion et déplacement de populations dans un domaine

périodique de R. À partir de cette analyse, nous avons obtenu la bornitude globale de la

solution et son logarithme et aussi sa convergence uniforme vers la solution stationnaire dans

le cas où la solution converge en valeur moyenne vers la solution stationnaire. Ce résultat

garantit que, même s’il peut y avoir une croissance de l’oscillation de la solution en certains

points comme nous l’avons vu dans l’exemple de calcul numérique dans la section 2, ces

phénomènes ne peuvent se développer à l’infini, et la croissance de l’oscillation est limitée.

De plus, nous avons développé quelques techniques particulières d’estimation de la solu-

tion. Même si les conditions que nous avons fixées pour l’équation sont relativement simples,

les techniques que nous avons développées ici peuvent, avec une adaptation possible, être

utilisées également pour des problèmes analogues avec des conditions plus complexes.
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CHAPITRE 3

RÉSOLUTION NUMÉRIQUE DES SYSTÈMES

D’ÉQUATIONS DE TRANSPORT-DIFFUSION
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Dans ce chapitre, nous nous intéressons à l’étude numérique d’un système d’équations de

transport-diffusion, en mettant l’accent sur le développement et l’analyse de schémas expli-

cites permettant d’obtenir des solutions approchées fiables et efficaces

3.1 Introduction à la résolution numérique des systèmes d’équa-

tions de transport-diffusion

Afin de mieux comprendre le cadre de ce travail, rappelons d’abord la forme générale du

système de transport-diffusion, qui peut s’écrire sous la forme suivante :

∂tu(t, x) + v(t, x) · ∇u(t, x)− κ∆u(t, x) = f (t, x, u(t, x)), (3.1)
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pour tout (t, x, u) ∈ R+ ×Rn ×Rd. Ce système offre un modèle pertinent pour l’étude des

phénomènes couplés impliquant plusieurs grandeurs dynamiques.

Dans ce contexte, u est le vecteur des inconnues, v représente les champs de vitesse, κ

est une constante positive qui représente le coefficient de diffusion, et f regroupe les termes

sources. Ce système trouve des applications dans divers domaines, notamment l’analyse des

systèmes dynamiques et les problèmes atmosphériques, tels que la pollution de l’air. Il permet

également de modéliser les problèmes de pollution de l’eau dans les mers et autres systèmes

aquatiques.

La plupart des contributions de la littérature se sont intéressées au cas scalaire (cas d’une

seule équation) de ce modèle, en développant différentes approches numériques. Dans ce

cadre, deux cas principaux se présentent en fonction de la valeur de f .

• Le premier cas est celui où f = 0. De nombreux chercheurs ont étudié ce cas numé-

riquement dans le domaine 0 < x < L sous des conditions initiales et aux limites,

en utilisant différentes méthodes numériques, telles que La méthode des différences

finies compactes du sixième ordre [27] et la méthode de collocation exponentielle B-

spline [46].

• Le deuxième cas est celui où f 6= 0. De nombreux chercheurs ont étudié ce scéna-

rio. Dans [3], Alhumaizi a analysé un système de convection-diffusion avec réaction

à l’aide de diverses techniques de réduction standard. Dans [41], Liu a présenté une

analyse numérique d’un modèle de diffusion-migration (transport) avec une réaction

décrivant l’interaction entre une proie et un prédateur dans un espace unidimension-

nel sous des conditions aux limites périodiques.

L’objectif principal de ce travail est de développer une méthode de collocation fondée sur

l’utilisation des polynômes de Taylor pour la résolution numérique d’un système d’équations

de transport-diffusion dans un domaine monodimensionnel sous des conditions initiales

Cette méthode est connue pour sa performance puissante dans la résolution numérique

d’équations différentielles, intégrales et intégro-différentielles (voir, par exemple,[9, 10, 12,

35, 40]).

Le plan de ce chapitre est le suivant. Dans la Section 3.2, nous commençons par poser

notre problème avant de le reformuler sous la forme d’une équation intégro-différentielle de

Volterra du second espèce. Dans la Section 3.3, nous introduisons la méthode de collocation

basée sur les polynômes de Taylor ainsi que les coefficients correspondants permettant d’ap-

proximer la solution du système étudié. Dans la Section 3.4, nous présentons l’analyse de
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la convergence et déterminons l’ordre associé. Dans la Section 3.5, nous donnons plusieurs

exemples numériques afin d’illustrer les résultats théoriques. Enfin, nous concluons ce cha-

pitre.

3.2 Position du Problème

Considérons le système d’équations de transport-diffusion suivant :

∂u(t, x)
∂t

+ v(t)
∂u(t, x)

∂x
− κ

∂2u(t, x)
∂x2 = f (t, x, u(t, x)), (3.2)

pour tout (t, x) ∈ D = [0, T]× [0, X] ⊂ R+ ×R avec les conditions initiales

u(0, x) = u0(x), u(t, 0) = h(t), u0(0) = h(0),
∂u(t, 0)

∂x
= l(t), (3.3)

où

• u(t, x) ∈ Rd est une fonction vectorielle inconnue, modélisant les quantités transpor-

tées et diffusées,

• v(t) = diag(v1, v2, . . . , vd) est une matrice diagonale d× d décrivant la vitesse du trans-

port,

• κ est une constante strictement positive représente le coefficient de diffusion,

• f (t, x, u(t, x)) est une fonction vectorielle représentant le terme de réaction ou source,

• u0, h, l ∈ Rd sont des fonctions vectorielles données.

Afin de simplifier l’étude analytique et numérique du problème (3.2)–(3.3), nous le refor-

mulons sous forme intégrale. En intégrant deux fois les deux membres de l’équation (3.2) de 0

à x par rapport à la seconde variable, on obtient un système d’équations intégro-différentielles

de Volterra bidimensionnel de la forme suivante :

u(t, x) =
∫ x

0

(s− x)
κ

f (t, x, u(t, x)) ds +
(

Id −
x
κ

v(t)
)

h(t) + xl(t)

+
1
κ

∫ x

0
(x− s)

∂u(t, s)
∂t

+ v(t)u(t, s) ds,
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Si on suppose que la fonction f (t, x, u(t, x)) est une fonction affine par rapport à la troi-

sième variable, c’est-à-dire,

f (t, x, u(t, x)) = a(t, x) · u(t, x) + b(t, x),

où a est une matrice d× d et b = (b1, b2, . . . , bd)
t est un vecteur de Rd, alors

u(t, x) =
∫ x

0

s− x
κ

(a(t, s) · u(t, s) + b(t, s)) ds +
(

Id −
x
κ

v(t)
)

h(t) + xl(t)

+
1
κ

∫ x

0
(x− s)

∂u(t, s)
∂t

+ v(t)u(t, s) ds,

d’où

u(t, x) = F(t, x) +
1
κ

∫ x

0
(x− s)

(
∂u(t, s)

∂t
− a(t, s) · u(t, s)

)
+ v(t)u(t, s) ds, (3.4)

où

F(t, x) =
∫ x

0

s− x
κ

b(t, s) ds +
(

Id −
x
κ

v(t)
)

h(t) + xl(t).

Les fonctions F, a, et v sont lisses, avec F et a définie sur D = [0, T]× [0, X] ⊂ R2.

3.3 Description de la méthode

Soient ΠN = {ti | ti = ih, i = 0, 1, . . . , N} et ΠM =
{

xj | xj = jk, j = 0, 1, . . . , M
}

sont les

subdivisions uniformes des intervalles [0, T] et [0, X], respectivement, avec des pas donnés

par h = T
N et k = X

M . Ces partitions définissent une grille pour D :

ΠN,M = ΠN ×ΠM = {(tn, xm), 0 ≤ n ≤ N, 0 ≤ m ≤ M}.

Nous définissons les sous-intervalles de la manière suivante :

σn = [tn, tn+1), n = 0, 1, . . . , N − 2; σN−1 = [tN−1, tN],
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δm = [xm, xm+1), m = 0, 1, . . . , M− 2; δM−1 = [xM−1, xM],

et on définit

Dn,m := σn × δm pour tout n = 0, 1, . . . , N − 1; m = 0, 1, . . . , M− 1.

De plus, soit πp−1 l’ensemble de tous les polynômes réels dans R de degré inférieur ou égal

à p− 1 en t et x. Nous définissons l’espace des splines polynomiales réelles de degré p− 1 en

t et x de la manière suivante :

S(−1)
p−1 (ΠN,M) = {ū : ūn,m = ū|Dn,m ∈ πp−1, n = 0, . . . , N − 1; m = 0, . . . , M− 1}.

Cet espace est composé de fonctions spline polynomiales bivariées de degré (au plus) p −
1 en t et x. Sa dimension est dNMp2, qui correspond au nombre total de coefficients des

polynômes ūn,m pour n = 0, . . . , N − 1; m = 0, . . . , M − 1. Pour déterminer ces coefficients,

nous appliquons le polynôme de Taylor sur chaque rectangle.

Tout d’abord, on approche u dans le rectangle D0,0 par le polynôme

ū0,0(t, x) =
p−1

∑
i+j=0

1
i!j!

∂i+ju(0, 0)
∂ti∂xj tixj ; (t, x) ∈ D0,0, (3.5)

où
∂i+ju(0, 0)

∂ti∂xj est la valeur exacte de
∂i+ju
∂ti∂xj au point (0, 0).

Pour obtenir
∂ju(t, x)

∂xj , on effectue la dérivée d’ordre j de l’équation (3.4) par rapport à x, ce

qui nous amène à distinguer deux cas.

• Pour j = 1, on obtient

∂u(t, x)
∂x

=
∂F(t, x)

∂x
+

1
κ

v(t)u(t, x) +
1
κ

∫ x

0

∂u(t, s)
∂t

− a(t, s) · u(t, s)ds. (3.6)
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• Pour j ≥ 2, on obtient

∂ju(t, x)
∂xj =

∂jF(t, x)
∂xj +

1
κ

v(t)
∂j−1u(t, x)

∂xj−1 +
1
κ

∂j−1u(t, x)
∂t∂xj−2 − 1

κ

∂j−2(a(t, x) · u(t, x))
∂xj−2 .

(3.7)

Ensuite, on effectue la dérivée d’ordre i de l’équation (3.4), (3.6) et (3.7) par rapport à t, ce

qui nous amène à distinguer trois cas.

• Pour j = 0, on obtient

∂iu(t, x)
∂ti =

∂iF(t, x)
∂ti +

1
κ

∫ x

0
(x− s)

(
∂i+1u(t, s)

∂ti+1 − ∂i(a(t, s) · u(t, s))
∂ti

)
ds

+
1
κ

∫ x

0

∂i(v(t) · u(t, s))
∂ti ds,

d’où

∂iu(0, 0)
∂ti =

∂iF(0, 0)
∂ti .

• Pour j = 1, on obtient

∂i+1u(t, x)
∂ti∂x

=
∂i+1F(t, x)

∂ti∂x
+

1
κ

[
∂i(v(t)u(t, x))

∂ti +
∫ x

0

∂i+1u(t, s)
∂ti+1 − ∂i(a(t, s) · u(t, s))

∂ti ds
]

,

d’où

∂i+1u(0, 0)
∂ti∂x

=
∂i+1F(0, 0)

∂ti∂x
+

1
κ

i

∑
r=0

(
i
r

)
∂i−rv(0)

∂ti−r
∂ru(0, 0)

∂tr .

• Pour j ≥ 2, on obtient

∂i+ju(t, x)
∂ti∂xj =

∂i+jF(t, x)
∂ti∂xj

+
1
κ

∂i
(

v(t) ∂j−1u(t,x)
∂xj−1

)
∂ti +

∂i+j−1u(t, x)
∂ti+1∂xj−2 −

∂i+j−2(a(t, x) · u(t, x))
∂ti∂xj−2

 ,
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d’où

∂i+ju(0, 0)
∂ti∂xj =

∂i+jF(0, 0)
∂ti∂xj +

1
κ

i

∑
r=0

(
i
r

)
∂i−rv(0)

∂ti−r
∂r+j−1u(0, 0)

∂tr∂xj−1 +
1
κ

∂i+j−1u(0, 0)
∂ti+1∂xj−2

− 1
κ

i

∑
r=0

j−2

∑
e=0

(
i
r

)(
j− 2

e

)
∂i+j−2−e−ra(0, 0)

∂ti−r∂xj−2−e · ∂r+eu(0, 0)
∂te∂xr .

Deuxièmement, on approche u dans les rectangles Dn,m, n = 0, ..., N − 1, m = 0, ..., M− 1

et (n, m) 6= (0, 0) par les polynômes

ūn,m(t, x) =
p−1

∑
i+j=0

1
i!j!

∂i+jûn,m(tn, xm)

∂ti∂xj (t− tn)
i(x− xm)

j , (t, x) ∈ Dn,m, (3.8)

où ûn,m est la solution exacte de l’équation intégrale

ûn,m(t, x) = F(t, x) +
1
κ

m−1

∑
ρ=0

∫ xρ+1

xρ

(x− s)
(

∂ūn,ρ(t, s)
∂t

− a(t, s) · ūn,ρ(t, s)
)

ds

+
1
κ

(
m−1

∑
ρ=0

∫ xρ+1

xρ

v(t)ūn,ρ(t, s)ds +
∫ x

xm
v(t)ûn,m(t, s)ds

)

+
1
κ

∫ x

xm
(x− s)

(
∂ûn,m(t, s)

∂t
− a(t, s) · ûn,m(t, s)

)
ds.

(3.9)

Pour obtenir ∂jûn,m(t,x)
∂xj , on effectue la dérivée d’ordre j de l’équation (3.9) par rapport à x, ce

qui nous amène à distinguer deux cas.

• Pour j = 1, on obtient

∂ûn,m(t, x)
∂x

=
∂F(t, x)

∂x
+

1
κ

m−1

∑
ρ=0

∫ xρ+1

xρ

[
∂ūn,ρ(t, s)

∂t
− a(t, s) · ūn,ρ(t, s)

]
ds

+
1
κ

v(t)ûn,m(t, x) +
1
κ

∫ x

xm

[
∂ûn,m(t, s)

∂t
− a(t, s) · ûn,m(t, s)

]
ds.

(3.10)
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• Pour j ≥ 2, on obtient

∂jûn,m(t, x)
∂xj =

∂jF(t, x)
∂xj +

1
κ

v(t)
∂j−1ûn,m(t, x)

∂xj−1

+
1
κ

∂j−1ûn,m(t, x)
∂t∂xj−2 − 1

κ

∂j−2(a(t, x) · ûn,m(t, x))
∂xj−2 .

(3.11)

Maintenant, on effectue la dérivée d’ordre i de l’équation (3.9), (3.10) et (3.11) par rapport

à t, ce qui nous amène à distinguer trois cas.

• Pour j = 0, on obtient

∂iûn,m(t, x)
∂ti =

∂iF(t, x)
∂ti +

1
κ

m−1

∑
ρ=0

∫ xρ+1

xρ

(x− s)

(
∂i+1ūn,ρ(t, s)

∂ti+1 −
∂i(a(t, s) · ūn,ρ(t, s))

∂ti

)
ds

+
1
κ

m−1

∑
ρ=0

∫ xρ+1

xρ

∂i (v(t)ūn,ρ(t, s)
)

∂ti ds

+
1
κ

∫ x

xm
(x− s)

(
∂i+1ûn,m(t, s)

∂ti+1 − ∂i(a(t, s) · ûn,m(t, s))
∂ti

)
ds

+
1
κ

∫ x

xm

∂i (v(t)ûn,m(t, s))
∂ti ds,

(3.12)

d’où

∂iûn,m(tn, xm)

∂ti =
∂iF(tn, xm)

∂ti +
1
κ

m−1

∑
ρ=0

∫ xρ+1

xρ

i

∑
r=0

(
i
r

)
∂i−rv(tn)

∂ti−r

∂rūn,ρ(tn, s)
∂tr ds

+
1
κ

m−1

∑
ρ=0

∫ xρ+1

xρ

(xm − s)
∂i+1ūn,ρ(tn, s)

∂ti+1 ds

− 1
κ

m−1

∑
ρ=0

∫ xρ+1

xρ

(xm − s)
i

∑
r=0

(
i
r

)
∂i−ra(tn, s)

∂ti−r

∂rūn,ρ(tn, s)
∂tr ds.
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• Pour j = 1, on obtient

∂i+1ûn,m(t, x)
∂ti∂x

=
∂i+1F(t, x)

∂ti∂x
+

1
κ

∂i (v(t)ûn,m(t, x))
∂ti

+
1
κ

m−1

∑
ρ=0

∫ xρ+1

xρ

[
∂i+1ūn,ρ(t, s)

∂ti+1 −
∂i(a(t, s) · ūn,ρ(t, s))

∂ti

]
ds

+
1
κ

∫ x

xm

[
∂i+1ûn,m(t, s)

∂ti+1 − ∂i(a(t, s) · ûn,m(t, s))
∂ti

]
ds,

(3.13)

d’où

∂i+1ûn,m(tn, xm)

∂ti∂x
=

∂i+1F(tn, xm)

∂ti∂x
+

1
κ

i

∑
r=0

(
i
r

)
∂i−rv(tn)

∂ti−r
∂rûn,m(tn, xm)

∂tr

+
1
κ

m−1

∑
ρ=0

∫ xρ+1

xρ

∂i+1ūn,ρ(tn, s)
∂ti+1 ds

− 1
κ

m−1

∑
ρ=0

i

∑
r=0

(
i
r

) ∫ xρ+1

xρ

∂i−ra(tn, s)
∂ti−r

∂rūn,ρ(tn, s)
∂tr ds.

• Pour j ≥ 2, on obtient

∂i+jûn,m(t, x)
∂ti∂xj =

∂i+jF(t, x)
∂ti∂xj

+
1
κ

∂i
(

v(t) ∂j−1ûn,m(t,x)
∂xj−1

)
∂ti +

∂i+j−1ûn,m(t, x)
∂ti+1∂xj−2 − ∂i+j−2(a(t, x) · ûn,m(t, x))

∂ti∂xj−2

 ,

(3.14)

d’où

∂i+jûn,m(tn, xm)

∂ti∂xj =
∂i+jF(tn, xm)

∂ti∂xj +
1
κ

i

∑
r=0

(
i
r

)
∂i−rv(tn)

∂ti−r
∂r+j−1ûn,m(tn, xm)

∂tr∂xj−1

+
1
κ

∂i+j−1ûn,m(tn, xm)

∂ti+1∂xj−2

− 1
κ

i

∑
r=0

j−2

∑
η=0

(
i
r

)(
j− 2

η

)
∂i+j−2−η−ra(tn, xm)

∂ti−r∂xj−2
∂r+η ûn,m(tn, xm)

∂tr∂xη .
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3.4 Analyse de la convergence et de l’erreur

Cette section sera consacrée à l’étude de la convergence de la méthode mentionnée ci-

dessus et à l’évaluation de son erreur. Les lemmes 1.7, 1.8 et le lemme suivant seront impor-

tants dans cette analyse :

Lemme 3.4.1. Soient F et v deux fonctions p-fois continûment dérivables dans leurs domaines

de définition. Alors, sous l’hypothèse

k < min
{ κ

A
,
−V +

√
V2 + 2κ(1 + A)

2(1 + A)

}
(3.15)

où

V = max
{(i

r

)∥∥∥∂i−rv
∂ti−r

∥∥∥, i = 0, ..., p, r = 0, ..., i
}

,

A = max
{(i

r

)∥∥∥∂i−ra
∂ti−r

∥∥∥, i = 0, ..., p, r = 0, ..., i
}

,

il existe un nombre positif C(p) tel que pour tout n = 0, . . . , N − 1, m = 0, . . . , M − 1 et

i + j = 0, 1, ..., p, on a ∥∥∥∥∂i+jûn,m

∂ti∂xj

∥∥∥∥
L∞(Dn,m)

≤ C(p),

où û0,0(t, x) = u(t, x) pour (t, x) ∈ D0,0.

Démonstration 1. Soit ai+j
n,m =

∥∥∥ ∂i+jûn,m

∂ti∂j

∥∥∥
L∞(Dn,m)

.

• Si (t, x) ∈ D0,0, alors on a pour tout i + j = 0, ..., p,

ai+j
0,0 ≤ max

{∥∥∥∥ ∂i+ju
∂ti∂xj

∥∥∥∥
L∞(D0,0)

, i + j = 0, 1, . . . , p

}
≡ C1(p) (3.16)
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• Si (t, x) ∈ Dn,m avec n = 0, . . . , N − 1, m = 0, . . . , M− 1, i + j = 0, . . . , p, et (n, m) 6=

(0, 0), alors trois cas peuvent être distingués.

• Cas 1 : Si j = 0, alors de l’équation (3.12) on obtient

ai
n,m ≤ c1 + c2k

m−1

∑
ρ=0

i

∑
r=0

p−1

∑
α+β=r

aα+β
n,ρ + c3

(
ai+1

n,m + 2
i

∑
r=0

ar
n,m

)
, (3.17)

où c1, c2 et c3 sont des nombres positifs.

D’autre part, en effectuant la dérivée d’ordre (i + 1) de l’équation (3.9) par rapport

à t, on obtient

∂i+1ûn,m(t, s)
∂ti+1 =

∂i+1F(t, s)
∂ti+1

+
1
κ

[
m−1

∑
ρ=0

∫ xρ+1

xρ

∂i+1(v(t)ūn,ρ(t, s))
∂ti+1 ds +

∫ x

xm

∂i+1(v(t)ûn,m(t, s))
∂ti+1 ds

]
,

ce qui implique que

ai+1
n,m ≤ c1 + c2k

m−1

∑
ρ=0

i+1

∑
r=0

p

∑
α+β=r

aα+β
n,ρ + c3

i+1

∑
r=0

ar
n,m.

Maintenant, en considérant la suite Γn,m = max{aα+β
n,m , α+ β = 0, ..., p}, n = 0, ..., N−

1, m = 0, ..., M− 1, on obtient

(1− c3)ai+1
n,m ≤ c1 + c2p3k

m−1

∑
ρ=0

Γn,ρ + c3

i

∑
r=0

ar
n,m.
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En utilisant le lemme 1.8 et l’hypothèse (3.15), on obtient

ai+1
n,m ≤

(
c1

1− c3
+

c2p3

1− c3
k

m−1

∑
ρ=0

Γn,ρ

)
exp

(
c3p

1− c3

)

≤ c1

1− c3
exp

(
c3p

1− c3

)
︸ ︷︷ ︸

c4

+
c2p3

1− c3
exp

(
c3p

1− c3

)
︸ ︷︷ ︸

c5

k
m−1

∑
ρ=0

Γn,ρ,

ce qui implique pour tout n = 0, ..., N − 1 et i = 0, ..., p

ai+1
n,m ≤ Γn,m ≤ c4 + c5k

m−1

∑
ρ=0

Γn,ρ.

En utilisant le lemme 1.8, on obtient

ai+1
n,m ≤ Γn,m ≤ c4 exp(c5X)︸ ︷︷ ︸

c

. (3.18)

En remplaçant (3.18) dans l’équation (3.17), on obtient :

(1− 2c3)ai
n,m ≤ c1 + cc3 + c2kp3

m−1

∑
ρ=0

Γn,ρ + 2c3

i−1

∑
r=0

ar
n,m,

alors, de l’hypothèse (3.15) on obtient

ai
n,m ≤

c1 + cc3

1− 2c3︸ ︷︷ ︸
c6

+
c2p3

1− 2c3︸ ︷︷ ︸
c7

k
m−1

∑
ρ=0

Γn,ρ +
2c3

1− 2c3︸ ︷︷ ︸
c8

i−1

∑
r=0

ar
n,m,

≤ c6 + c7k
m−1

∑
ρ=0

Γn,ρ + c8

i−1

∑
r=0

ar
n,m.
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En utilisant le lemme 1.8, on obtient

ai
n,m ≤ c6 exp(c8p)︸ ︷︷ ︸

c9

+ c7 exp(c8p)︸ ︷︷ ︸
c10

k
m−1

∑
ρ=0

Γn,ρ,

ce qui implique n = 0, ..., N − 1 et i = 0, ..., p

ai
n,m ≤ Γn,m ≤ c9 exp(c10X)︸ ︷︷ ︸

α1(p)

,

d’où, le premier cas est achevé.

• Cas 2 : Si j = 1, alors de l’équation (3.13) on obtient

ai+1
n,m ≤ b1

1 + b1
2

i

∑
r=0

ar
n,m + b2

2

(
ai+1

n,m +
i

∑
r=0

ar
n,m

)

+ kb3

m−1

∑
ρ=0

i

∑
r=0

p−1

∑
α+β=r

aα+β
n,ρ ,

où b1
1, b2

1, b2
2 et b3 sont des nombres positives, cela implique que

(1− b2
2)ai+1

n,m ≤ b1
1 + (b1

2 + b2
2)

i

∑
r=0

ar
n,m + kb3

m−1

∑
ρ=0

i

∑
r=0

p−1

∑
α+β=r

aα+β
n,ρ ,

alors, de l’hypothèse (3.15) on obtient

ai+1
n,m ≤

b1
1

1− b2
2︸ ︷︷ ︸

b1

+
b1

2 + b2
2

1− b2
2︸ ︷︷ ︸

b2

i

∑
r=0

ar
n,m + k

b3p3

1− b2
2︸ ︷︷ ︸

b4

m−1

∑
ρ=0

Γn,ρ,

≤ b1 + b2

i

∑
r=0

ar
n,m + kb4

m−1

∑
ρ=0

Γn,ρ.
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De manière analogue à la déduction du cas 1, on obtient pour tout n = 0, ..., N −

1, m = 0, ..., M− 1 et i = 0, ..., p− 1

ai+1
n,m ≤ α2(p).

• Cas 3 : Si j ≥ 2, alors de l’équation (3.14) on obtient

ai+j
n,m ≤ d1 + d2

i

∑
r=0

ar+j−1
n,m + d3ai+j−1

n,m + d4

i

∑
r=0

j−2

∑
e=0

ar+e
n,m,

où d1, d2, d3 et d4 sont des nombres positives, alors

ai+j
n,m ≤ d1 + (d2 + d3 + d4)︸ ︷︷ ︸

d5

i+j−1

∑
r+e=0

ar+e
n,m.

Considérons la suite yi+j = ai+j
n,m pour tout i + j = 0, ..., p, alors il résulte du lemme

1.8 que

ai+j
n,m ≤ d1 exp(d5p2)︸ ︷︷ ︸

α3(p)

.

Par conséquent, la démonstration du lemme 3.4.1 est achevée en prenant

C(p) = max{α1(p), α2(p), α3(p), C1(p)}.

Le théorème suivant établira la convergence de la méthode présentée.

Théorème 3.4.1. soient F, a, et v des fonctions p–fois continûment dérivable dans leurs do-

maines de définition. Supposons que ū ∈ S(−1)
p−1 (ΠN,M) dans les équations (3.5) et (3.8) défi-

nisse une solution approximative unique. Alors la fonction erreur e = u− ū vérifie

‖e‖L∞(D) ≤ C(h + k)p−1,



64 Chapitre 3. Résolution numérique des systèmes d’équations de transport-diffusion

où C est une constante finie indépendant de h et k.

Démonstration 2. Définissons la fonction erreur e(t, x) dans Dn,m par en,m(t, x) = u(t, x)−

ūn,m(t, x) pour tout n ∈ {0, . . . , N − 1} et m ∈ {0, . . . , M− 1}.

Affirmation 1. Il existe une constante β1 indépendante de h et k tel que

‖e0,0‖L∞(D0,0) ≤ β1(h + k)p.

Soit (t, x) ∈ D0,0, en utilisant le lemme 1.7, il résulte de (3.5)

|e0,0(t, x)| ≤ ∑
i+j=p

1
i!j!

∥∥∥∥ ∂i+ju
∂ti∂xj

∥∥∥∥ hikj.

D’où il résulte du lemme 3.4.1 que

|e0,0(t, x)| ≤ C(p)
p!︸ ︷︷ ︸
β1

(h + k)p.

Affirmation 2. Il existe une constante β2 indépendante de h et k tel que

‖en,m‖L∞(Dn,m) ≤ β2(h + k)p−1,

pour tout n = 0, . . . , N − 1 et m = 1, . . . , M− 1.

Soit (t, x) ∈ Dn,m, on a de (3.9)

|u(t, x)− ûn,m(t, x)| ≤ c1k
m−1

∑
ρ=0

(‖∂ten,ρ‖+ ‖en,ρ‖) + c2

∫ x

xm
‖∂tu(t, s)− ∂tûn,m(t, s)‖ds

+ c2

∫ x

xm
‖u(t, s)− ûn,m(t, s)‖ds,

(3.19)
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où c1 et c2 sont des nombres positifs.

D’autre part, en calculant la dérivée de l’équation (3.9) par rapport à t, on obtient pour

x 6= xm

∫ x

xm
(x− s)(∂tu(t, s)− ∂tûn,m(t, s))ds = κ(u(t, x)− ûn,m(t, x))

+
∫ x

xm
((x− s)a(t, s)− v(t))(u(t, s)− ûn,m(t, s))ds

−
m−1

∑
ρ=0

∫ xρ+1

xρ

(x− s)(∂tu(t, s)− ∂tūn,ρ(t, s)) + v(t)(u(t, s)− ūn,ρ(t, s))ds

d’où

c3‖∂tu− ∂tûn,m‖ ≤ κ‖u− ûn,m‖+ kc4‖u− ûn,m‖+ kc5

m−1

∑
ρ=0

(‖∂ten,ρ‖+ ‖en,ρ‖)

alors

‖∂tu− ∂tûn,m‖ ≤
κ + kc4

c3
‖u− ûn,m‖+

kc5

c3

m−1

∑
ρ=0

(‖∂ten,ρ‖+ ‖en,ρ‖). (3.20)

En calculant la dérivée de l’équation (3.9) par rapport à t pour x = xm, on obtient

‖∂tu− ∂tûn,m‖ ≤
kc6

κ

m−1

∑
ρ=0

(‖∂ten,ρ‖+ ‖en,ρ‖) (3.21)

en utilisant (3.20) et (3.21), on obtient

‖∂tu− ∂tûn,m‖ ≤
(κ + kc4

c3

)
‖u− ûn,m‖+ kc7

m−1

∑
ρ=0

(‖∂ten,ρ‖+ ‖en,ρ‖) (3.22)

où c3, c4, c5 et c6 sont des nombres positifs et c7 = k( c5
c3
+ c6

κ ).
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Alors, de (3.19) et de (3.22), on a

‖u− ûn,m‖+ ‖∂tu− ∂tûn,m‖ ≤ k(c1 + c7)
m−1

∑
ρ=0

(‖∂ten,ρ‖+ ‖en,ρ‖)

+ c2X‖∂tu− ∂tûn,m‖+
(

c2X +
1
c3

+
Xc4

κc3

)
‖u− ûn,m‖,

notons par c8 = max{c2X, c2X + 1
c3
+ Xc4

κc3
}, alors

‖u− ûn,m‖+ ‖∂tu− ∂tûn,m‖ ≤ k(c1 + c7)
m−1

∑
ρ=0

(‖∂ten,ρ‖+ ‖en,ρ‖)

+ c8(‖u− ûn,m‖+ ‖∂tu− ∂tûn,m‖),

d’où

‖u− ûn,m‖+ ‖∂tu− ∂tûn,m‖ ≤
c1 + c7

1− c8︸ ︷︷ ︸
c9

k
m−1

∑
ρ=0

(‖∂ten,ρ‖+ ‖en,ρ‖),

et du lemme 3.4.1, on déduit que

‖∂ten,m‖+ ‖en,m‖ ≤ ‖∂tu− ∂tûn,m‖+ ‖∂tûn,m − ∂tū‖+ ‖u− ûn,m‖+ ‖ûn,m − ū‖

≤ c9k
m−1

∑
ρ=0

(‖∂ten,ρ‖+ ‖en,ρ‖) +
C(p)

(p− 1)!

(
T + X

p
+ 1
)
(h + k)p−1.

En utilisant le lemme 1.8, on obtient

‖∂ten,m‖+ ‖en,m‖ ≤
C(p)

(p− 1)!

(
T + X

p
+ 1
)

exp(c9X)︸ ︷︷ ︸
β2

(h + k)p−1.
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Cela implique que pour tout n = 0, ..., N − 1 et m = 0, ..., M− 1

‖en,m‖ ≤ β(h + k)p−1,

où β = max{β1, β2}.

Par conséquent, la démonstration du Théorème 3.4.1 est achevée. �

3.5 Exemples numériques

Dans cette section, nous allons étudier l’application pratique de la méthode discutée en

détail dans les sections précédentes pour résoudre un système de transport-diffusion. Les

calculs ont été effectués à l’aide de Maple 17 fonctionnant sous Windows 7 sur un ordinateur

équipé d’un processeur Intel Core i7-2630QM @2.00 GHz et de 8,00 Go de RAM.

Cas d’une seule equation (d = 1)

Exemple 3.5.1. Considérons l’équation de diffusion :

∂u(t, x)
∂t

− ∂2u(t, x)
∂x2 = t2x3u(t, x)− ∂2F(t, x)

∂x2 ,

avec les conditions initiales :

u(0, x) = x, u(t, 0) = −0.00025 sin(π2t),
∂u(t, 0)

∂x
= 1,

pour tout t, x ∈ [0, 1], où F(t, x) est choisie de sorte que la solution exacte soit u(t, x) =

x− 0.00025 sin(π2t).
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Ce problème de Cauchy est équivalent à l’équation intégro-différentielle de Volterra bidi-

mensionnelle linéaire :

u(t, x) = F(t, x) +
∫ x

0
(x− s)

(
∂u(t, s)

∂t
− t2x3u(t, s)

)
ds. (3.23)

La comparaison entre la solution exacte de l’équation (3.23) et la solution approchée obte-

nue par la méthode proposée est présenté dans le tableau 3.1 en différents points du domaine

D = [0.1]× [0.1]. Cette comparaison est effectuée pour p = 2, 3, 4 et pour (N, M) = (5, 10).

(t, x) p = 2 p = 3 P = 4
(0, 0) 0 0 0

(0.2, 0.1) 2.51e− 11 1.52e− 13 1.23e− 13
(0.4, 0.2) 4.39e− 07 2.14e− 10 1.08e− 11
(0.6, 0.3) 1.51e− 06 4.67e− 08 4.09e− 11
(0.8, 0.4) 1.58e− 05 2.02e− 08 7.56e− 09
(1, 0.5) 7.59e− 04 1.69e− 04 4.57e− 04

CPU temps/sec 2.60 s 2.70 s 3.01 s

TABLE 3.1 – Comparaisons de l’erreure absolu pour l’exemple 3.5.1

FIGURE 3.1 – La représentation graphique de la fonction erreur absolue de
l’exemple 3.5.1 pour p = 2, 3, et pour (N, M) = (5, 10).
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Exemple 3.5.2. Considérons l’équation de transport-diffusion :

∂u(t, x)
∂t

+ sin(t2)
∂u(t, x)

∂x
− 4

∂2u(t, x)
∂x2 = ln(2)t2u(t, x)− 4

∂2F(t, x)
∂x2 ,

avec les conditions initiales :

u(0, x) = ln(x2 + 1), u(t, 0) = 0,
∂u(t, 0)

∂x
= 0,

pour tout t, x ∈ [0, 1], où F(t, x) est choisie de sorte que la solution exacte soit u(t, x) =

et4
ln(x2 + 1).

Ce problème de Cauchy est équivalent à l’équation intégro-différentielle de Volterra bidi-

mensionnelle linéaire :

u(t, x) = F(t, x) +
1
4

∫ x

0
(x− s)

(
∂u(t, s)

∂t
− ln(2)t2u(t, s)

)
+ sin(t2)u(t, s) ds. (3.24)

La comparaison entre la solution exacte de l’équation (3.24) et la solution approchée ob-

tenue par la méthode proposée est présenté dans le tableau 3.2 en différents points du do-

maine D = [0.1] × [0.1]. Cette comparaison est effectuée pour p = 3, 4 et pour (N, M) =

(5, 5), (10, 10). L’ordre de convergence expérimental (EOC) de la méthode est présenté dans

le tableau 3.3. Cette EOC est calculé pour trois degrés de polynômes p = 2, 3 et p = 4.

Les résultats obtenus montrent que L’EOC se stabilise autour de p− 1. Cette observation

suggère que la méthode proposé atteint l’ordre de convergence attendu, confirmant sa fiabi-

lité théorique.
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p = 3 p = 4
(t, x) N = M = 5 N = M = 10 N = M = 5 N = M = 10
(0, 0) 0 0 0 0

(0.1, 0.1) 4.87e− 05 8.41e− 09 4.87e− 05 7.74e− 11
(0.2, 0.2) 1.08e− 06 4.12e− 07 1.22e− 08 1.20e− 08
(0.3, 0.3) 1.53e− 04 3.60e− 06 4.38e− 05 2.15e− 07
(0.4, 0.4) 5.47e− 05 1.69e− 05 2.79e− 06 1.67e− 06
(0.5, 0.5) 1.06e− 03 5.80e− 05 2.57e− 04 8.38e− 06
(0.6, 0.6) 5.36e− 04 1.68e− 04 5.86e− 05 3.22e− 05
(0.7, 0.7) 6.28e− 03 4.47e− 04 8.53e− 04 1.05e− 04
(0.8, 0.8) 3.41e− 03 1.16e− 03 6.30e− 04 3.15e− 04
(0.9, 0.9) 3.50e− 02 3.07e− 03 6.79e− 03 9.06e− 04

CPU temps/sec 10.68 s 346.35 s 17.15 s 355.73 s

TABLE 3.2 – Comparaisons de l’erreure absolu pour l’exemple 3.5.2

(N, M) (2, 2) (4, 4) (8, 8) (16, 16)
p = 2 / 0.70 1.00 1.12
p = 3 / 1.18 1.66 1.79
p = 4 / 1.88 2.56 3.14

TABLE 3.3 – L’ordre de convergence expérimental pour l’exemple 3.5.2

Cas d’un système á deux équations (d = 2)

Exemple 3.5.3. Considérons le système d’équation de transport-diffusion :

∂u1(t, x)
∂t

− 0.1
∂2u1(t, x)

∂x2 = u2(t, x)− 0.1
∂2F1(t, x)

∂x2 ,

∂u2(t, x)
∂t

− 0.1
∂2u2(t, x)

∂x2 = −u1(t, x)− 2u2(t, x)− 0.1
∂2F2(t, x)

∂x2 ,

avec les conditions initiales :

u1(0, x) = −0.002 sin(πx), u1(t, 0) = 0.002t4,
∂u1(t, 0)

∂x
= −0.002π,

u2(0, x) = 0.001 sin(π − x), u2(t, 0) = 0,
∂u2(t, 0)

∂x
= 0.001e−

1
2 t,
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(a) La fonction e pour p = 3, N = M = 5. (b) La fonction e pour p = 3, N = M = 10.

(c) La fonction e pour p = 4, N = M = 5. (d) La fonction e pour p = 4, N = M = 10.

FIGURE 3.2 – La représentation graphique de la fonction erreur absolue de
l’exemple 3.5.2

pour t, x ∈ [0, 1], où f F1(t, x) et F2(t, x) sont choisis de sorte que la solution exacte soit

(u1(t, x), u2(t, x)) = (0.002(t4 − sin(πx)), 0.001e−
1
2 t sin(π − x)).
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Il est clair que ce problème de Cauchy est équivalent au système d’équation intégro-

différentielle de Volterra bidimensionnelle linéaire :

u1(t, x) = F1(t, x) + 10
∫ x

0
(x− s)

(
∂u1(t, s)

∂t
− u2(t, s)

)
ds,

u2(t, x) = F2(t, x) + 10
∫ x

0
(x− s)

(
∂u2(t, s)

∂t
+ u1(t, s) + 2u2(t, s)

)
ds.

(3.25)

La comparaison entre la solution exacte du système (3.25) et la solution approchée obtenue

par la méthode proposée est présenté dans le tableau 3.4 en différents points du domaine

D = [0.1]× [0.1]. Cette comparaison est effectuée pour p = 2, 3 et pour (N, M) = (10, 20).

p = 2 p = 3
(t, x) e1 e2 e e1 e2 e
(0, 0) 0 0 0 0 0 0

(0.1, 0.05) 2.48e− 11 9.75e− 08 9.75e− 08 2.01e− 11 1.77e− 09 1.77e− 09
(0.2, 0.1) 1.72e− 07 5.14e− 07 5.14e− 07 2.38e− 08 4.54e− 08 4.54− 08
(0.3, 0.15) 2.53e− 06 1.44e− 06 2.53e− 06 2.21e− 07 3.80e− 07 3.80e− 07
(0.4, 0.2) 1.62e− 05 3.09e− 06 1.62e− 05 1.19e− 06 1.27e− 06 1.27e− 06
(0.5, 0.25) 6.70e− 05 4.55e− 06 6.70e− 05 4.99e− 06 2.44e− 06 4.99e− 06
(0.6, 0.3) 2.11e− 04 7.47e− 07 2.11e− 04 1.73e− 05 1.78e− 06 1.73e− 05
(0.7, 0.35) 5.54e− 04 2.43e− 05 5.54e− 04 5.09e− 05 7.16e− 06 5.09e− 05
(0.8, 0.4) 1.27e− 03 1.10e− 04 1.27e− 03 1.32e− 04 3.98e− 05 1.32e− 04
(0.9, 0.45) 2.63e− 03 3.42e− 04 2.63e− 03 3.05e− 04 1.29e− 04 3.05e− 04
(1, 0.5) 5.84e− 03 7.54e− 04 5.84e− 03 1.68e− 03 3.17e− 04 1.69e− 03

CPU temps/sec 11.65 s 38.09 s

TABLE 3.4 – Comparaisons de l’erreure absolu pour l’exemple 3.5.3

Exemple 3.5.4. Considérons le système d’équation de transport-diffusion :

∂u1(t, x)
∂t

+ e−t2 ∂u1(t, x)
∂x

− 3
∂2u1(t, x)

∂x2 = −3t2xu1(t, x) + ln(2)t2u2(t, x)− 3
∂2F1(t, x)

∂x2 ,

∂u2(t, x)
∂t

+ t3 ∂u2(t, x)
∂x

− 3
∂2u2(t, x)

∂x2 = t3e−tu1(t, x) + (t + x)u2(t, x)− 3
∂2F2(t, x)

∂x2 ,
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FIGURE 3.3 – La représentation graphique de la fonction erreur absolue de
l’exemple 3.5.3 pour p = 2, 3, et pour (N, M) = (10, 20).

avec les conditions initiales :

u1(0, x) = u1(t, 0) =
∂u1(t, 0)

∂x
= 0,

u2(0, x) =
∂u2(t, 0)

∂x
= 0, u2(t, 0) = −t3,

pour t, x ∈ [0, 1], où F1(t, x) et F2(t, x) sont choisis de sorte que la solution exacte soit

(u1(t, x), u2(t, x)) = (−t4 sin(x2),−t3 cos(x)).

Il est clair que ce problème de Cauchy est équivalent au système d’équation intégro-

différentielle de Volterra bidimensionnelle linéaire :

u1(t, x) = F1(t, x) +
1
3

∫ x

0
(x− s)

(
∂u1(t, s)

∂t
+ 3t2su1(t, s)− ln(2)t2u2(t, s)

)
+ e−t2

u1(t, s)ds,

u2(t, x) = F2(t, x) +
1
3

∫ x

0
(x− s)

(
∂u2(t, s)

∂t
− t3e−tu1(t, s)− (t + s)u2(t, s)

)
+ t3u2(t, s)ds.

(3.26)

La comparaison entre la solution exacte du système (3.25) et la solution approchée obte-

nue par la méthode proposée est présenté dans les tableaux 3.5–3.6 en différents points du



74 Chapitre 3. Résolution numérique des systèmes d’équations de transport-diffusion

domaine D = [0.1]× [0.1]. Cette comparaison est effectuée pour p = 2, 3 et pour (N, M) =

(5, 5), (10, 10).

(N, M) = (5, 5) (N, M) = (10, 10)
(t, x) e1 e2 e e1 e2 e
(0, 0) 0 0 0 0 0 0

(0.1, 0.1) 9.99e− 07 9.95e− 04 9.95e− 04 1.11e− 08 4.09e− 08 4.09e− 08
(0.2, 0.2) 1.44e− 06 2.47e− 06 2.47e− 06 9.20e− 07 1.72e− 06 1.72e− 06
(0.3, 0.3) 4.77e− 04 7.14e− 03 7.14e− 03 1.24e− 05 2.10e− 05 2.10e− 05
(0.4, 0.4) 1.21e− 04 1.47e− 05 1.21e− 04 7.66e− 05 1.11e− 04 1.11e− 04
(0.5, 0.5) 5.57e− 03 1.54e− 02 1.54e− 02 3.12e− 04 3.89e− 04 3.89e− 04
(0.6, 0.6) 1.64e− 03 4.02e− 04 1.64e− 03 9.76e− 04 1.08e− 03 1.08e− 03
(0.7, 0.7) 2.57e− 02 2.96e− 02 2.96e− 02 2.55e− 03 2.60e− 03 2.60e− 03
(0.8, 0.8) 1.01e− 02 3.41e− 03 1.01e− 02 5.83e− 03 5.71e− 03 5.83e− 03
(0.9, 0.9) 7.53e− 02 5.83e− 02 7.53e− 02 1.20e− 02 1.19e− 02 1.20e− 02

CPU temps/sec 20.45 s 282.06 s

TABLE 3.5 – Comparaison de l’erreure absolu pour p = 2 pour l’exemple 3.5.4

(N, M) = (5, 5) (N, M) = (10, 10)
(t, x) e1 e2 e e1 e2 e
(0, 0) 0 0 0 0 0 0

(0.1, 0.1) 9.99e− 07 9.95e− 04 9.95e− 04 1.13e− 08 3.67e− 08 3.67e− 08
(0.2, 0.2) 1.48e− 06 1.96e− 06 1.96e− 06 5.84e− 07 7.80e− 07 7.80e− 07
(0.3, 0.3) 2.39e− 04 5.54e− 04 5.54e− 04 5.30e− 06 3.70e− 06 5.30e− 06
(0.4, 0.4) 7.98e− 05 3.15e− 05 7.98e− 05 2.53e− 05 9.52e− 06 2.53e− 05
(0.5, 0.5) 1.64e− 03 4.22e− 04 1.64e− 03 8.48e− 05 1.39e− 05 8.48e− 05
(0.6, 0.6) 7.31e− 04 3.09e− 05 7.31e− 04 2.26e− 04 7.26e− 06 2.26e− 04
(0.7, 0.7) 4.90e− 03 6.83e− 04 4.90e− 03 5.08e− 04 1.45e− 04 5.08e− 04
(0.8, 0.8) 3.29e− 03 1.23e− 03 3.29e− 03 9.87e− 04 6.94e− 04 9.87e− 04
(0.9, 0.9) 8.14e− 03 4.99e− 03 8.14e− 03 1.66e− 03 2.49e− 03 2.49e− 03

CPU temps/sec 24.85 s 620.64 s

TABLE 3.6 – Comparaison de l’erreure absolu pour p = 3 pour l’exemple 3.5.4
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(a) La fonction e pour p = 2, N = M = 5. (b) La fonction e pour p = 2, N = M = 10.

(c) La fonction e pour p = 3, N = M = 5. (d) La fonction e pour p = 3, N = M = 10.

FIGURE 3.4 – La représentation graphique de la fonction erreur absolue de
l’exemple 3.5.4

Cas d’un système à trois équations (d = 3)

Exemple 3.5.5. Considérons le système d’équation de transport-diffusion :

∂u1(t, x)
∂t

− 2
∂2u1(t, x)

∂x2 = u2(t, x)− 2u3(t, x)− 2
∂2F1(t, x)

∂x2 ,

∂u2(t, x)
∂t

− 2
∂2u2(t, x)

∂x2 = 2u1(t, x)− u3(t, x)− 2
∂2F2(t, x)

∂x2 ,

∂u3(t, x)
∂t

− 2
∂2u3(t, x)

∂x2 = 2u1(t, x) + 3u2(t, x)− 2
∂2F3(t, x)

∂x2 ,
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avec les conditions initiales :

u1(0, x) = −0.0021x2, u1(t, 0) = 0.0021t4,
∂u1(t, 0)

∂x
= 0,

u2(0, x) = x, u2(t, 0) = 0,
∂u2(t, 0)

∂x
= e−t3

,

u3(0, x) = 0, u3(t, 0) = 0.000125t3,
∂u3(t, 0)

∂x
= 0,

pour t, x ∈ [0, 1], où F1(t, x), F2(t, x) et F3(t, x) sont choisis de sorte que la solution exacte soit

(u1(t, x), u2(t, x), u3(t, x)) = (0.0021(t4 − x2), e−t3
x, 0.000125t3cos(x)).

Ce problème de Cauchy est équivalent au système d’équation intégro-différentielle de

Volterra bidimensionnelle linéaire :

u1(t, x) = F1(t, x) +
1
2

∫ x

0
(x− s)

(
∂u1(t, s)

∂t
− u2(t, s) + 2u3(t, s)

)
ds,

u2(t, x) = F2(t, x) +
1
2

∫ x

0
(x− s)

(
∂u2(t, s)

∂t
− 2u1(t, s) + u3(t, s)

)
ds,

u3(t, x) = F3(t, x) +
1
2

∫ x

0
(x− s)

(
∂u3(t, s)

∂t
− 2u1(t, s)− 3u2(t, s)

)
ds.

(3.27)

La comparaison entre la solution exacte du système (3.27) et la solution approchée obtenue

par la méthode proposée est présenté dans le tableau 3.7 en différents points du domaine

D = [0.1]× [0.1]. Cette comparaison est effectuée pour p = 2, 3 et pour (N, M) = (10, 20).

Exemple 3.5.6. Considérons le système d’équation de transport-diffusion :

∂u1(t, x)
∂t

− 3
∂2u1(t, x)

∂x2 = −3t2xu1(t, x) + ln(2)t2u2(t, x) + tx3u3(t, x)− 3
∂2F1(t, x)

∂x2 ,

∂u2(t, x)
∂t

− e−t3 ∂u2(t, x)
∂x

− 3
∂2u2(t, x)

∂x2 = (t3 − tx)u1(t, x) + (t + x)u2(t, x)− 3
∂2F2(t, x)

∂x2 ,

∂u3(t, x)
∂t

+ t3 ∂u3(t, x)
∂x

− 3
∂2u2(t, x)

∂x2 = t3e−tu1(t, x) + (t− x)u2(t, x) + 3t2xu3(t, x)− 3
∂2F3(t, x)

∂x2 ,
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P = 2 e
(t, x) e1 e2 e3 P = 2 P = 3
(0, 0) 0 0 0 0 0

(0.1, 0.05) 3.62e− 14 3.11e− 07 1.09e− 09 3.11e− 7 3.66e− 11
(0.2, 0.1) 4.25e− 08 6.21e− 06 7.12e− 09 6.21e− 06 2.62e− 08
(0.3, 0.15) 3.11e− 07 3.30e− 05 7.93e− 08 3.30e− 05 2.28e− 07
(0.4, 0.2) 1.08e− 06 1.04e− 04 5.62e− 07 1.04e− 04 9.96e− 07
(0.5, 0.25) 2.49e− 06 2.44e− 04 2.40e− 06 2.44e− 04 2.86e− 06
(0.6, 0.3) 4.20e− 06 4.70e− 04 7.33e− 06 4.70e− 04 6.29e− 06
(0.7, 0.35) 5.21e− 06 7.74e− 04 1.76e− 05 7.74e− 04 1.14e− 05
(0.8, 0.4) 3.95e− 06 1.12e− 03 3.49e− 05 1.12e− 03 1.79e− 05
(0.9, 0.45) 1.37e− 06 1.42e− 03 5.92e− 05 1.42e− 03 2.46e− 05
(1, 0.5) 8.70e− 04 4.87e− 03 3.16e− 03 4.87e− 03 3.27e− 03

CPU temps/sec 18.03 s 18.03 s 30.25 s

TABLE 3.7 – Comparaison de l’erreure absolu pour l’exemple 3.5.5

FIGURE 3.5 – La représentation graphique de la fonction erreur absolue de
l’exemple 3.5.5 pour p = 2, 3, et pour (N, M) = (10, 20).

avec les conditions initiales :

u1(0, x) = −x2, u1(t, 0) = t4,
∂u1(t, 0)

∂x
= 0,

u2(0, x) = 0, u2(t, 0) = 0,
∂u2(t, 0)

∂x
= −t3,

u3(0, x) = 0, u2(t, 0) = −t3,
∂u3(t, 0)

∂x
= 0,
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pour t, x ∈ [0, 1], où F1(t, x), F2(t, x) et F3(t, x) sont choisis de sorte que la solution exacte soit

(u1(t, x), u2(t, x), u3(t, x)) = (t4 − x2,−t3x,−t3 cos(x)).

Il est clair que ce problème de Cauchy est équivalent au système d’équation intégro-

différentielle de Volterra bidimensionnelle linéaire :

u1(t, x) = F1(t, x) +
1
3

∫ x

0
(x− s)

(
∂u1(t, s)

∂t
+ 3t2su1(t, s)− ln(2)t2u2(t, s)− ts3u3(t, s)

)
ds,

u2(t, x) = F2(t, x) +
1
3

∫ x

0
(x− s)

(
∂u2(t, s)

∂t
− (t3 − ts)u1(t, s)− (t + s)u2(t, s)

)
− e−t3

u2(t, s)ds,

u3(t, x) = F3(t, x) +
1
3

∫ x

0
(x− s)

(
∂u3(t, s)

∂t
− t3e−tu1(t, s)− (t− s)u2(t, s)− 3t2su3(t, s)

)
+ t3u3(t, s)ds.

(3.28)

La comparaison entre la solution exacte du système (3.28) et la solution approchée obte-

nue par la méthode proposée est présenté dans les tableaux 3.8–3.11 en différents points du

domaine D = [0.1]× [0.1]. Cette comparaison est effectuée pour p = 2, 3 et pour (N, M) =

(5, 5), (10, 10).

(t, x) e1 e2 e3 e
(0, 0) 0 0 0 0

(0.1, 0.1) 9.90e− 03 1.00e− 04 9.95e− 04 9.90e− 03
(0.2, 0.2) 6.40e− 07 5.44e− 05 2.81e− 06 5.44e− 05
(0.3, 0.3) 6.38e− 03 3.49e− 03 7.15e− 03 7.15e− 03
(0.4, 0.4) 6.35e− 05 1.07e− 03 1.01e− 06 1.07e− 03
(0.5, 0.5) 6.55e− 03 1.38e− 02 1.55e− 02 1.55e− 02
(0.6, 0.6) 1.19e− 03 5.81e− 03 2.76e− 04 5.81e− 03
(0.7, 0.7) 4.27e− 02 3.60e− 02 3.03e− 02 4.27e− 02
(0.8, 0.8) 8.57e− 03 2.02e− 02 2.83e− 03 2.02e− 02
(0.9, 0.9) 3.37e− 01 1.34e− 01 8.13e− 02 6.23e− 02

CPU temps/sec 7.92 s

TABLE 3.8 – Comparaison de l’erreure absolu pour P = 2 et (N, M) = (5, 5) pour
l’exemple 3.5.6
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(t, x) e1 e2 e3 e
(0, 0) 0 0 0 0

(0.1, 0.1) 5.00e− 09 1.69e− 06 4.36e− 08 1.69e− 06
(0.2, 0.2) 1.16e− 06 3.34e− 05 1.59e− 06 3.34e− 05
(0.3, 0.3) 1.97e− 05 1.81e− 04 1.99e− 05 1.81e− 04
(0.4, 0.4) 1.33e− 04 5.94e− 04 1.05e− 04 5.94e− 04
(0.5, 0.5) 5.69− 04 1.50e− 03 3.72e− 04 1.50e− 03
(0.6, 0.6) 1.84e− 03 3.20e− 03 1.04e− 03 3.20e− 03
(0.7, 0.7) 4.91e− 03 6.19e− 03 2.49e− 03 6.19e− 03
(0.8, 0.8) 1.15e− 02 1.12e− 02 5.45e− 03 1.15e− 02
(0.9, 0.9) 2.46e− 02 1.99e− 02 1.13e− 02 2.46e− 02

CPU temps/sec 41.03 s

TABLE 3.9 – Comparaison de l’erreure absolu pour P = 2 et (N, M) = (10, 10)
pour l’exemple 3.5.6

(t, x) e1 e2 e3 e
(0, 0) 0 0 0 0

(0.1, 0.1) 1.00e− 04 1.00e− 04 9.95e− 04 9.95e− 04
(0.2, 0.2) 7.66e− 09 3.26e− 07 2.50e− 06 2.50e− 06
(0.3, 0.3) 9.54e− 04 9.69e− 04 5.47e− 04 9.69e− 04
(0.4, 0.4) 2.19e− 06 4.77e− 05 5.15e− 05 5.15e− 05
(0.5, 0.5) 2.26− 03 2.16e− 03 4.37e− 04 2.26− 03
(0.6, 0.6) 4.83e− 05 6.03e− 04 1.55e− 04 6.03e− 04
(0.7, 0.7) 5.44e− 03 4.88e− 03 8.12e− 05 5.44e− 03
(0.8, 0.8) 3.68e− 04 4.45e− 03 7.72e− 04 4.45e− 03
(0.9, 0.9) 1.66e− 02 1.71e− 02 9.76e− 03 1.71e− 02

CPU temps/sec 10.35 s

TABLE 3.10 – Comparaison de l’erreure absolu pour P = 3 et (N, M) = (5, 5)
pour l’exemple 3.5.6
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(t, x) e1 e2 e3 e
(0, 0) 0 0 0 0

(0.1, 0.1) 6.23e− 12 4.66e− 09 4.11e− 08 4.11e− 08
(0.2, 0.2) 2.32e− 09 6.45e− 07 9.62e− 07 9.62e− 07
(0.3, 0.3) 6.28e− 09 6.81e− 06 5.11e− 06 6.81e− 06
(0.4, 0.4) 1.09e− 07 3.44e− 05 1.51e− 05 3.44e− 05
(0.5, 0.5) 1.06− 06 1.22e− 04 2.96e− 05 1.22e− 04
(0.6, 0.6) 5.97e− 06 3.61e− 04 2.89e− 05 3.61e− 04
(0.7, 0.7) 2.81e− 05 9.64e− 04 6.60e− 05 9.64e− 04
(0.8, 0.8) 1.22e− 04 2.48e− 03 5.01e− 04 2.48e− 03
(0.9, 0.9) 4.91e− 04 6.47e− 03 1.94e− 03 6.47e− 03

CPU temps/sec 84.57 s

TABLE 3.11 – Comparaison de l’erreure absolu pour P = 3 et (N, M) = (10, 10)
pour l’exemple 3.5.6

3.6 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons présenté une méthode numérique pour résoudre le système

d’équations de transport diffusion en utilisant la méthode de collocation basée sur les pô-

lynomes de Taylor. Cette approche est particulièrement efficace pour l’approximation des

solutions des équations intégro-différentielles de Volterra, et nous avons aussi réalisée une

analyse approfondie des propriétés de convergence de la méthode proposée.

Les expériences numériques démontrent l’efficacité de la méthode de collocation basée

sur les pôlynomes de Taylor pour résoudre le système de transport-diffusion, même en pré-

sence de termes de réaction. Ces résultats confirment non seulement l’utilité de la méthode

dans ce contexte spécifique, mais soulignent également son potentiel pour des applications

dans d’autres domaines impliquant des processus de transport et de diffusion, tels que la mo-

délisation environnementale et atmosphérique. En outre, cette méthode joue un rôle crucial

dans la théorie des systèmes, car les équations de transport-diffusion sont essentielles pour

modéliser des processus physiques et techniques complexes, notamment le transfert de cha-

leur, la dispersion des polluants et la dynamique des fluides. Ces équations régissent les effets

simultanés du transport et de la diffusion dans les systèmes du monde réel, où les solutions

analytiques sont souvent irréalisables en raison des non-linéarités et des interactions à haute

dimension.
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(a) La fonction e pour p = 2, N = M = 5. (b) La fonction e pour p = 2, N = M = 10.

(c) La fonction e pour p = 3, N = M = 5. (d) La fonction e pour p = 3, N = M = 10.

FIGURE 3.6 – La représentation graphique de la fonction erreur absolue de
l’exemple 3.5.6
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CONCLUSION GÉNÉRALE ET PERSPECTIVES

Au terme de ce travail de thèse, nous avons étudié les systèmes de transport-diffusion en

mettant l’accent sur deux aspects importants : l’analyse théorique du comportement asymp-

totique des solutions et le développement de méthodes numériques adaptées. L’objectif prin-

cipal était de mieux comprendre l’interaction entre les mécanismes de transport et de diffu-

sion, tout en proposant une approche de résolution fiable et efficace.

Sur le plan théorique, nous avons établi des résultats relatifs à la bornitude et à la conver-

gence uniforme des solutions. En particulier, nous avons montré que, pour le modèle de

Lotka-Volterra avec déplacements et diffusion, la solution et ses logarithmes demeurent glo-

balement bornés, et que, dans le cas où la convergence en moyenne est assurée, la conver-

gence uniforme vers la solution stationnaire a lieu. Ce type d’analyse constitue un outil es-

sentiel pour l’interprétation qualitative des modèles de dynamique des populations, en par-

ticulier dans le cadre des équations de type Lotka-Volterra avec diffusion et déplacements.

Parallèlement, nous avons appliqué la méthode de collocation basée sur les pôlynomes de

Taylor à l’équation intégrale de type Volterra équivalente au système d’équations de transport-

diffusion étudié. Cette reformulation intégrale permet d’exploiter la structure particulière du

problème afin d’obtenir des schémas à la fois stables et précis. Les simulations numériques

réalisées ont confirmé la pertinence de cette approche, en particulier pour des systèmes com-

portant plusieurs équations avec des termes sources linéaires. L’analyse de la convergence et

du coût de calcul a mis en évidence sa robustesse et son efficacité.

L’apport essentiel de ce travail réside dans la complémentarité entre l’analyse qualitative

des solutions, menée notamment pour l’équation de Lotka–Volterra avec diffusion et dépla-

cements, et l’étude numérique de systèmes de transport-diffusion généraux comportant des

termes sources linéaires. Cette double démarche permet d’une part de mieux comprendre le

comportement asymptotique des solutions dans un cadre théorique précis, et d’autre part de

valider des techniques numériques adaptées, confirmant ainsi la robustesse et l’efficacité de



3.6. Conclusion 83

l’approche proposée. Elle constitue une contribution originale à la littérature existante sur

les équations de transport–diffusion. Cependant, de nombreuses pistes restent à explorer.

L’extension des résultats obtenus à des systèmes non linéaires ou à des domaines de dimen-

sion supérieure soulève des défis analytiques et numériques particulièrement stimulants. De

même, l’étude de conditions aux limites plus complexes — telles que des conditions mixtes

ou dépendantes du temps — permettrait de rapprocher davantage les modèles de situations

réelles. Sur le plan numérique, l’optimisation de la méthode proposée, notamment en ce qui

concerne la réduction du coût de calcul et l’adaptation à des maillages non uniformes, consti-

tue une perspective naturelle. Enfin, l’intégration d’effets supplémentaires, comme les dé-

placements aléatoires ou des mécanismes de réaction plus sophistiqués, pourrait enrichir le

modèle et ouvrir de nouvelles directions de recherche.

En résumé, ce travail fournit une base solide pour l’analyse et la simulation numérique de

systèmes de transport–diffusion. Les résultats obtenus constituent à la fois une contribution

théorique et méthodologique, et les perspectives identifiées laissent entrevoir un large champ

d’investigation, où l’interaction entre modélisation, analyse et calcul numérique continuera

de jouer un rôle central.
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