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 ة ــــــمقدم
الحديثة   الإحصائية  الأساليب  استخدام  أصبح  الأكاديمي،  والبحث  العلوم  في  المتسارعة  التطورات  ظل  في 
هذه  تهدف  المنطلق،  هذا  ومن  الأدلة.  إلى  المستندة  القرارات  واتخاذ  البيانات  لتحليل  عنها  غنى  لا  ضرورة 

تزويد الطلبة بمفاهيم أساسية ومتقدمة في مقياس النمذجة الإحصائية، مع التركيز على المطبوعة البيداغوجية إلى  
 .الجوانب التطبيقية التي تعزز من قدرتهم على التعامل مع البيانات بطرق منهجية وفعالة

اختيار  و  النماذج،  بناء  أسس  ذلك  في  بما  الإحصائية،  النمذجة  مبادئ  تقديم  حول  المطبوعة  هذه  تتمحور 
المتغيرات، اختبار الفرضيات، وتحليل النتائج. كما تسعى إلى تبسيط المفاهيم الإحصائية من خلال أمثلة عملية  

التابعة لميدان ئية في مختلف التخصصات  وتمارين تطبيقية تُمكّن الطلبة من فهم كيفية توظيف النماذج الإحصا 
 .العلوم الاقتصادية

بناء على  كما تأخذ هذه المطبوعة بعين الاعتبار تحديات تعلم النمذجة الإحصائية، حيث تم إعداد محتواها  
بأسلوب واضح ومنهجي، متدرج من المفاهيم الأساسية إلى التقنيات الأكثر المحاور المدونة في المادة التعليمية  

ومتسلسلة.   سلسة  بطريقة  المعرفة  باستيعاب  للطالب  يسمح  مما  بالأدوات   كماتقدماً،  الطلبة  تزويد  في  نأمل 
أسس علمية،   والمهارات التي تمكنهم من تحليل البيانات بكفاءة، وتفسير النتائج بدقة، واتخاذ قرارات مبنية على

 .المهنية في المستقبلفي اعداد مذكراتهم و مما يعزز من قدراتهم البحثية 
 

 لى ثمانية محاور أساسية وهي: إأما عن محتويات المطبوعة، فلقد تم تقسيمها حسب البرنامج المقرر 
 (النموذج تخصيص  النموذج، أنواع النموذج، مفهوم) الإحصائية النمذجة في مقدمة: الأول المحور
 ( التنبؤ الموثوقية،  اختبار النموذج؛ معلمات  قيم تحديد ) البسيط الخطي الانحدار تحليل: الثاني المحور
د ال  الخطي  الانحدار  تحليل:  الثالث  المحور د   نموذج  صياغة  خطوات )  متعدِّّ   النموذج،   معلمات   تقدير  ،متعدِّّ

 ( النموذج صلاحية دراسة
 التفسيرية المتغيرات  اختيار وطرق  الخطي الازدواج الجزئي، الارتباط: الرابع المحور
  غير   التوزيع  الأخطاء،  تباين  ثبات   عدم  للأخطاء،  الذاتي   الارتباط:  القياسية  المشاكل:  الخامس  المحور
 للأخطاء الطبيعي

 مركباتها  وتقدير الزمنية السلاسل حول عموميات : السادس المحور
 والجزئي  الذاتي والارتباط الاستجرارية  :السابع المحور
. الزمنية بالسلاسل  للتنبؤ الأسي تمهيد  نموذج: الثامن المحور
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 : Definition of Econometricsتعريف الاقتصاد القياسي،  -1
التحليدددل الاقتصددداد  يهدددتم بالتقددددير العددددد   أسددداليب أسدددلوب مدددن  Econometricsيعدددد الاقتصددداد القياسدددي 

، Economic Theoryذلدك علدى النيريدة الاقتصدادية  ا فديالكمدي( للعلاقدات بدين المتغيدرات الاقتصدادية معتمددً )
الفدددروا والتقددددير  للوصدددول إلدددى هدفدددا الخدددا  باختبدددار ،Statistics، والإحصددداء Mathematicsوالرياضددديات 

 ومن ثم التنبؤ باليواهر الاقتصادية.
المددراد دراسدددتها  ن الاقتصدداد القياسدددي يحدداول الاسددتعانة أولًا بالنيريددة الاقتصدددادية لتحديددد المشددكلةأهددذا يعنددي 

ولأهم المتغيرات الاقتصادية والاجتماعية التي تؤثر فيها، ومن ثم يسدتعين بالاقتصداد الرياضدي لتوصديف العلاقدات 
فدي تطدوير واسدتنباط  يسدتعين بعلدم الإحصداء تيسدتفيد مندا ال رمدوز ومعدادلات، وأخيدرً كالقائمة بين المتغيرات في ش

ترحددة واختبددار الفددروا ومددن ثددم الوصددول إلددى النتددائج الدقيقددة التددي يمكددن يغ المقطددرق القيدداس لتقدددير معددالم الصددّ 
 الاعتماد عليها في التنبؤ بالمشكلة المدروسة. 

الإحصدائية  ب اليوالأسدالاقتصاد القياسي هو تكامل للنيرية الاقتصادية مدع الرياضديات  بذلك يمكن القول بأن  
ر معداملات العلاقدات الاقتصدادية والتنبدؤ بدالقيم المسدتقبلية وتقددي  بهدف اختبار الفدروا عدن اليدواهر الاقتصدادية،

 لليواهر الاقتصادية. 
عليا يمكن تعريف الاقتصاد القياسي بأنا علم اجتمداعي تسدتخدم تيدا أدوات النيريدة الاقتصدادية والرياضديات 

 Metricsاقتصداد و Economyوالإحصاء لتحليل اليواهر الاقتصادية، وأنا يتكدون مدن كلمتدين أصدلهما إغريقدي 
ويعدددرف الدددبعص الاقتصددداد القياسدددي علدددى أندددا فدددرع المعرفدددة الدددذ  يهدددام بقيددداس العلاقدددات  والتدددي تعندددي قياسدددات.

الاقتصددادية مددن خددلال بيانددات واق يددة بغددرا اختبددار مدددت صددحة هددذه العلاقددات كمددا تقدددمها النيريددة، أو تفسددير 
 2009)عبد القدادر عطيدة، لوك بعص المتغيرات الاقتصادية بعص اليواهر أو رسم بعص السياسات أو التنبؤ بس

 .(4صفحة 

 :  The Goals of Econometricsأهداف الاقتصاد القياسي  -2
 يمكن التعرف على ثلاث أهداف أساسية للاقتصاد القياسي هي:

 تحليل واختبار النظريات الاقتصادية المختلفة:   1.2

ا من أهداف الاقتصاد القياسي، ولا يمكن عدد النيريدة رئيسً  ار النيريات الاقتصادية، يعد هدفً إن تحليل واختبا
يوضح قوة النمدوذج ويفسدر قدوة العلاقدة بدين المتغيدرات  اعدديً  اا كميً ز اختبارً م تجتالاقتصادية صحيحة ومقبولة ما ل

 قتصادية.الا
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 السياسات واتخاذ القراراترسم   2.2

يسدداهم الاقتصدداد القياسدددي برسددم السياسددات واتخددداذ القددرارات عددن طريدددق الحصددول علددى قددديم عدديددة لمعلمدددات 
ة مدن حيدث تدوفيره حاليدالعلاقات الاقتصادية بين المتغيرات لتساعد رجال الأعمال والحكومات فدي اتخداذ القدرارات ال

مختلفدددة لتقددددير المروندددات والمعلمدددات الفنيدددة والتكلفدددة الحديدددة والإيدددرادات الحديدددة، والميدددل الحدددد   أسددداليب لصددديغ و 
ن معرفدة القديم العدديدة لمعلمدات النمدوذج المقددر إا علدى ذلدك فدار والاستثمار وغير ذلك. وتأسيسدً للاستهلاك والادخ

 مستوت المنشأة أو الدولة. تساعد على إجراء المقارنات واتخاذ القرار المناسب سواءً على
 التنبؤات بقيم المتغيرات الاقتصادية في المستقبل:  3.2

يسددداعد الاقتصددداد القياسدددي رجدددال الأعمدددال والحكومدددات فدددي وضدددع السياسدددات مدددن خدددلال تدددوفير القددديم العدديدددة 
ن هدددذه إ لًا.مسددتقباليدداهرة الاقتصددادية  المتغيددرات الاقتصددادية والتنبددؤ بمددا سددتكون عليددا ،Parametersلمعلمددات 

التنبدددؤات تمكدددن واضدددعي السياسدددة ومتخدددذ  القدددرار لتنيددديم الحيددداة الاقتصدددادية واتخددداذ إجدددراءات معيندددة للتدددأثير فدددي 
متغيددرات اقتصددادية معينددة، مثددال ذلددك، لددو أرادت الحكومددة معرفددة اسثددار المحتملددة للسياسددة النقديددة علددى الت ددخم 

لمطلوبدة مدن السدلعة الأصدلية، علدى الكميدة ا لسدلع البديلدة أو المكملدةوالبطالة، وما هو الأثر المتوقع لزيادة أسعار ا
وهكدددذا لبقيدددة اليدددواهر  اأو منخف دددً  اد مسدددتوت الكميدددة تيمدددا إذا كدددان مرتفعدددً ن الاقتصددداد القياسدددي سدددوف يحددددّ أحيدددث 

 الاقتصادية وما يتعلق بها مستقبلًا.

 علاقة الاقتصاد القياسي بالعلوم الأخرى: -3
ء الاقتصداد ، والإحصداء القياسدي علاقدة وثيقدة بالنيريدة الاقتصدادية والاقتصداد الرياضدي، الإحصداللاقتصاد  
ن هددذه الفددروع تتكامددل مددن أجددل تددوفير قدديم عدديددة لمعلمددات المتغيددرات الاقتصددادية المختلفددة، إلا إن أيدداً إالرياضددي، 

 كما يلي:من هذه الفروع لا يعد بديلًا عن الاقتصاد القياسي، ويمكن توضيح ذلك 
تقددوم النيريددة الاقتصددادية بدراسددة العلاقددة بددين المتغيددرات الاقتصددادية فتددنص النيريددة الاقتصددددادية الجزئيددة  -1

فدي الطلدب عليهدا، فتفتدرا هدذه النيريدة وجدود علاقدة  اسدبب انخفاضدً ين زيدادة سدعر سدلعة مدا أمثلًا علدى  
هدددذين أ  قيددداس عددددد  للعلاقدددة بدددين مدددن السدددلعة، ولكنهدددا لدددم تعدددط  عكسدددية بدددين السدددعر والكميدددة المطلوبدددة

فتصددبح هددذه  .فلددم تبددين مقدددار الانخفدداا للكميددة المطلوبددة المصدداحب لتغيددر معددين فددي السددعر، المتغيددرين
ن العلاقدة بدين المتغيددرات أبدذلك يمكدن القدول ا. صداد القياسدي بعدد توصديفا رياضديً المهمدة مدن مهمدات الاقت

تبقى مسألة مجردة ما لدم يدتم تقدديرها أ  تقددير معالمهدا فدي  الاقتصادية المستوحاة من النيرية الاقتصادية
ضدددوء البياندددات الإحصدددائية الواق يدددة والتدددي هدددي مدددن مهمدددات القيددداس الاقتصددداد  )تحديدددد الطدددابع الكمدددي 

 للعلاقات بين المتغيرات الاقتصادية الجارية في واقع معين وذلك بالاسترشاد بالنيرية الاقتصادية(.
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ي بإعدددادة صدددياغة العلاقدددة التدددي تدددم تحديددددها بالاعتمددداد علدددى النيريدددة الاقتصدددادية يهدددتم الاقتصددداد الرياضددد -2
أو برهندة عدديدة لتلدك الصدياغات، فالقياسدات  أ  على هيئة معادلات ورمدوز رياضدية بددون قيداس  ارياضيً 

 القياس الاقتصاد .  والبرهنة العددية هي من مهمات 
البياندات الإحصدائية الخاصدة بدالمتغيرات الاقتصدادية التدي الإحصاء الاقتصاد  يقتصدر دوره علدى تجميدع  -3

القيداس  دور وينصدب   ،( أعدلاه وتسدجيلها وجددولتها أو رسدمها2( و )1دة فدي )تتكون منهدا العلاقدات المحدد  
منطدوق واختبار نوع العلاقة بين المتغيرات بهدف معرفدة مددت مطابقدة النتدائج مدع الاقتصاد  على تحليل  

 .اديةالنيرية الاقتص
أمدددا مدددادة الإحصددداء الرياضدددي فهدددي تجهدددز الباحدددث بدددأدوات تحليليدددة يسدددتخدمها فدددي دراسدددة العلاقدددات بدددين  -4

لاستخدامها في تحقيق أهداف القيداس  اصة لمعالجة أخطاء التقدير تمهيدً المتغيرات الاقتصادية وبطرق خا
 الاقتصاد .

الاقتصداد والرياضديات  هدي: قاء ثلاث علوم رئيسةنا نقطة التألذلك يمكن النير إلى علم القياس الاقتصاد  على 
 (.1.1والإحصاء كما مبين في الشكل )

 
 الاقتصاد القياسي وعلاقتا بالعلوم الأخرت. :(1.1الشكل )

ن النيرية الاقتصادية تعطينا فكرة عامة حول شكل العلاقة بين المتغيرات الاقتصادية ويأتي أا تقدم  مم  يت ح  
القياسي لتحديد المقدار الكمي لتلك العلاقة بالاعتماد على الاقتصاد الرياضدي الدذ  يحداول تصدوير دور الاقتصاد  

تهددا لطبيعددة العلاقددة القائمددة، كددل ذلددك ءمياضددي لملاالعلاقددة المددذكورة بشددكل معادلددة رياضددية، وطددرق الإحصدداء الر 
لمددادة الأوليددة اللازمددة للتحليددل فددي يتحقددق بالاعتمدداد علددى الإحصدداء الاقتصدداد  الددذ  يغددذ  القيدداس الاقتصدداد  با

 مستحيلًا. االبيانات تصبح عملية القياس أمرً  صورة بيانات مجمعة ومبوبة وبدون هذه
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 : Economic Modelالنموذج الاقتصادي،  -4
يعرف النموذج الاقتصاد  بأنا مجموعة من العلاقات بين المتغيرات الاقتصادية لتمثيل ظداهرة معيندة بصدورة 

مددن التفاصدديل والتعقيدددات ولكنهددا ممثلددة للواقددع بهدددف تعليلهددا أو التنبددؤ بهددا والسدديطرة عليهددا. وقددد يتكددون مددن  ةاليددخ
 بكوندا نمدوذج ذا النموذج لة العرا ويسمى عندئذ  مثل معادلة الطلب أو معاد  Single Equationمعادلة واحدة، 

، كنموذج Simultaneous Equationاسنية،    من المعادلات وتسمى بالمعادلات   معادلة منفردة، أو من مجموعة
  السوق.

وقددد يكددون الهدددف مددن النمددوذج هددو تقدددير قدديم عدديددة لمعلمددات علاقددة بددين متغيددرات اقتصددادية ب يددة التنبددؤ أو 
فمدثلًا تفتدرا  ،قتصداد  أو تقيديم سياسدة اقتصدادية. ويسدتخدم النمدوذج الاقتصداد  الرمدوز الرياضديةتحليل هيكل ا

 ن:أ، أ  Y، دالة في الدخل، Cالاستهلاك  النيرية الاقتصادية بأن
C =  f(Y)………… . (1.1) 

 Independentتيمثدل المتغيدر التوضديحي  𝑌، أمدا Dependent variableالاسدتجابة  متغيدر Cإذ تمثدل 
variable وتحكم العلاقة بين المتغيرات الاقتصادية بعدد مدن الصديغ أبسدطها الصديغة الخطيدة، فبتحويدل العلاقدة ،

 :تكون  ( إلى صيغتها الخطية1.1)
C =  B0 + B1Y……………(2.1) 

 ويمكن أن توضح من الناحية الرياضية على النحو استي: ،Coefficientsالمعلمات  B0 ،B1 حيث تمثل
B0ونقطدة تقداطع خدط  الأصدل : تمثل معاملة التقاطع وهي عبارة عن المسافة العموديدة المحصدورة بدين نقطدة

مسداوية للصدفر ويطلدق عليهدا بالاسدتهلاك  Yعندما تكون قيمة   Cقيمة    B0الانحدار مع المحور العمود ، وتمثل  
 الذاتي. 
B1 ،تمثدل ظدل الزاويددة التدي يصدنعها خددط الانحددار مدع مسددتوت الأفدق وتسدمى بالميددل :Slope الحدد  لخددط ،

، بمقدار Yنتيجة زيادة المتغير التوضيحي  ،Cالزيادة الحاصلة في قيمة المتغير التابع،   B1الانحدار، وتمثل قيمة  
𝑌1يصددبح قيمتددا ) Y2إلددى  𝑌1بمقدددار وحدددة واحدددة مددن  Yوحدددة واحدددة. ب بددارة أخددرت إذا زاد الدددخل  + ( يترتددب 1
. وبالإمكان إثبات أن الزيادة فدي 𝐶∆ولنفترا بمقدار .  𝐶2 إلى 𝐶1من  ،Cعلى ذلك زيادة في قيمة الاستهلاك، 

 اوبيانيً  ا، رياضيً B1يساو  قيمة الميل  𝐶∆المتغير التابع 
= C    رياضيــاً: -أ  B0  + B1Y 

 :بمقدار وحدة واحدة، نحصل على Yعندما يزداد المتغير المستقل 
C + ∆C =  B0 + B1 (Y +  1) 
C + ∆C =  B0 + B1𝑌 + B1 
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 :بما يعادلها 𝐶نعوا عن قيمة 
 B0 + B1𝑌 + ∆𝐶 =  B0 + B1𝑌 + B1 

𝐶∆                 وبعد الاختصار، نحصل على: = B1 
 Yبنسدبة زيدادة  Cن الميدل الحدد  للاسدتهلاك يمثدل مقددار الزيدادة الحاصدلة فدي أوفدي ضدوء ذلدك يمكدن القدول 

𝐵1    :نأأ  بمقدار وحدة واحدة،   =
∆𝐶
∆𝑌

𝑌∆  نأوبما .  = ∴، إذًا:  1  𝐵1 = ∆𝐶   
 ـً:بياني ــً -ب

 ( 2.1شكل )

 
 على ذلك هناك عدة خصائص مرغوب فيها لأ  نموذج اقتصاد  منها: اوتأسيسً 

 2007)نييدر مددكور،  مطابقتا للنيريدة الاقتصدادية، بحيدث يصدف اليداهرة الاقتصدادية بشدكل صدحيح -1
 .(6صفحة 

الفعلدي للمتغيدرات الاقتصدادية ا مدع السدلوك قدرتا على توضيح المشاهدات الواق ية، بحيث يكون متناسدقً  -2
 التي تحدد العلاقة بين هذه المتغيرات.

ن تكون أف ل تقريب للمعلمات الحقيقية. وتأتي هذه أقتا في تقدير المعلمات، أن هذه التقديرات يجب د  -3
الاقتصداد القياسدي مثدل خاصدية عددم التحيددز  الدقدة مدن اتصداف هدذه التقدديرات بصدفات مرغوبدة يحدددها

Unbaiseفاءتها.، وك 
، بحيددددث يعطددددي تنبددددؤات مرضددددية للقدددديم المسددددتقبلية للمتغيددددرات رة النمددددوذج الاقتصدددداد  علددددى التنبددددؤقددددد   -4

 .المعتمدة
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صى حد ممكن مدن ن يبرز العلاقات الاقتصادية بأقأن النموذج الاقتصاد  يجب أية البساطة، إذ  خاص -5
بسدط اعتبدر النمدوذج الاقتصداد  أف دل مدن أد المعدادلات وكدان شدكلها الرياضدي عدد   البساطة، فكلما قل

 الدقة في التقدير. غيره شريطة أن لا يكون على حساب 

 : أنواع النماذج -5
 هناك عدة أنواع من النماذج التي يمكن تصنيفها كاستي:

 : النماذج الاقتصادية الكلية والجزئية  1.5

وهي النماذج التي تتعامدل مدع المتغيدرات الاقتصدادية التدي تخدص الاقتصداد   :الكليةالنماذج الاقتصادية   -أ
)بخيدددد ،  الاسددددتثمار العددددام...ال  ،كالدددددخل الكلددددي أ  تتصددددل بالسددددلوك العددددام والبنيددددة العامددددة للاقتصدددداد 

 .(11صفحة  2010وآخرون، 
الاقتصددادية التددي تخددص  وهددي النمدداذج التددي تتعامددل مددع المتغيددرات  :النمــاذج الاقتصــادية الة ئيــة -ب 

 والطلب على سلعة معينة. الوحدات الاقتصادية الجزئية كعلاقة العرا 

 : النماذج الاقتصادية الساكنة والمتحركة 2.5

يم ا فدي تغييدر قدوهدي النمداذج التدي لا يكدون الدزمن أحدد متغيراتهدا أو مدؤثرً   :النماذج الاقتصادية السـاننة -أ
ن لكل متغير قيمة معينة في السدنة أأحد المتغيرات الداخلة فيها، أ  بدون فترة ارتداد زمني، وهذا يعني 

D𝑡    التي يقع فيها، فمثلًا تكون دالة الطلب الساكنة كاستي:  =  f(P𝑡) 
ن هدذه إفدي أحدد متغيراتهدا،  او مدؤثرً أ وهي النماذج التي يكون الزمن أحدد متغيراتهدا  :النماذج الاقتصادية -ب

النمدداذج توضددح كيفيددة تددأثير الددزمن فددي المتغيددرات الاقتصددادية، وتعددد هددذه النمدداذج أكثددر واق يددة، فمددثلًا 
S 𝑡  تكون دالة العرا المتحركة كاستي: =  f(Pt−1) 

𝑡)( تعتمددد علددى سددعر السددلعة فددي السددنة السددابقة tة )حاليددن العددرا فددي السددنة الأأ   − ويسددمى المتغيددر  (1
 (.Pt−1مثل ) االحركي بمتغير مرتد زمنيً 

 مكونات النموذج:  .6
 : معادلات النموذج  1.6
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الهيكليددة لأنهددا توضددح الهيكددل  عددة مددن المعددادلات تسددمى بالمعددادلات يتكددون النمددوذج الاقتصدداد  مددن مجمو  
لنددوع النمددوذج والهدددف مددن بنائددا.  انمددوذج سخددر تبعددً  ه، وتختلددف عدددد المعددادلات مددنالأسدداس للنمددوذج المددراد بنددا  

 وتنقسم المعادلات الهيكلية إلى: 
ويمكددن  ،بددين المتغيددرات الاقتصددادية الداليددة: هددي المعددادلات التددي تعبددر عددن العلاقددات المعــادلات الســلو ية -

𝑌كما يلي:  متغيرات مستقلة التعبير عنها بدالة ذات متغير مستقل واحد أو عدة = 𝛽0 + 𝛽1𝑋 + 𝜀 
 الخطأ العشوائي 𝜀، الثابت 𝛽0، هو المتغير المستقل )المؤثر على السلوك( 𝑋، هو المتغير التابع )السلوك المراد تفسيره( 𝑌حيث: 
ناتجددة عددن تعدداريف  هددي المعددادلات التددي تعبددر عددن علاقددة اقتصددادية :المتطابقــاتالمعــادلات التعريةيــة أو  -

 التابع بتحديد تعريف لا في صورة علاقة مساواة. العلاقة التي تحدد قيمة المتغير هي متفق عليها أو

 متغيرات النموذج:  2.6

 أنواع وكما يأتي:  تتكون معادلات النموذج من عدد من المتغيرات يمكن تصنيفها إلى عدة 
د قيمتهدا مدن داخدل النمدوذج وهدي المتغيدرات التدي تدؤثر فدي النمدوذج وتتدأثر بدا، وتتحدد    المتغيرات الداخلية: -

 بالمتغيرات التابعة. اوتسمى هذه المتغيرات )الداخلية( أيً   ،الخارجية عن طريق المعاملات وقيم المتغيرات 
د قيمتهدا بعوامددل خارجددة المتغيددرات التددي تدؤثر فددي النمددوذج ولا تتدأثر بددا، وتتحددد  : وهدي المتغيــرات الخارجيــة -

آخر مختلف عن النمدوذج الأصدلي وتسدمى  طريق نموذج   د قيمها عنعن النموذج وفي بعص الأحيان تتحد  
 هذه المتغيرات )الخارجية( بالمتغيرات المستقلة.

خدذ قيمهدا مدن الفتدرة نتمدي إلدى فتدرة زمنيدة سدابقة أو التدي تؤ وهي المتغيرات التدي ت  ا:المتغيرات المرتدة زمنيً  -
 الماضية. التي تمثل دخل السنة( Y𝑡−1)السابقة مثل 

 :  Methodology of Economicsمنهةية الاقتصاد القياسي . 7

، النمددددوذج المسددددتخدم فددددي التقدددددير والتنبددددؤ لقدددديم Coefficientsيهددددتم الاقتصدددداد القياسددددي بقيدددداس معدددداملات 
المتغيرات الاقتصادية، وهذا يتطلب إتباع منهجية معينة في البحث، لأن العلاقة بدين المتغيدرات الاقتصدادية سدببية 

Causal خدددرت، ويمكدددن تحديدددد هدددذه فدددي المتغيدددرات الأ احددددث أثدددرً فدددي بعدددص المتغيدددرات يُ  ن التغيدددرأ، أ  بمعندددى
 ات استية:بالخطو  المنهجية

  :Specification Stageمرحلة التوصيف  1.7
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لبدا مدن تعد مرحلة توصيف )صياغة النموذج مدن أهدم مراحدل بنداء النمدوذج وأصدعبها وذلدك مدن خدلال مدا تتط
 2006)شددداكر، وآخدددرون،  يشدددتمل عليهدددا النمدددوذج أو التدددي يجدددب اسدددتبعادها منددداأن  تحديدددد للمتغيدددرات التدددي يجدددب 

. وفي هذه المرحلة يتم الاعتماد على النيرية الاقتصادية الاقتصاد الرياضي لتحويدل العلاقدة المدذكورة (17صفحة  
إلى معادلات رياضية باستخدام الرموز في تحديد نوع واتجاه العلاقة بين المتغيدرات الاقتصدادية، كمدا يدتم الاعتمداد 

( حيدددث تصدددا  𝑌( والددددخل )P𝑥( والسدددعر )D𝑥العلاقدددة بددين الكميدددة المطلوبدددة مدددن سدددلعة مددا )علددى الرياضدددية مثدددل 
 العلاقة أعلاه كاستي:

𝐷𝑥  =  𝐵𝑜  +  𝐵1 𝑃𝑥 + 𝐵2𝑌…… . . (3.1) 
وذلددك لوجددود علاقددة عكسددية بددين الكميددة  B1فمددن نيريددة الطلددب يتوقددع الحصددول علددى إشددارة سددالبة للمعامددل 

لوجددود علاقددة طرديددة بددين  B2حسددب النيريددة الاقتصددادية ومشددارة موجبددة للمعامددل  المطلوبددة مددن سددلعة مددا وسددعرها
 الكمية المطلوبة ودخل المستهلك، كما يتم جمع البيانات الخاصة بمتغيرات النموذج.

  :Estimation Stageمرحلة التقدير  2.7

ومددن ثددم يددتم تقدددير  ،)المشددكلة( قيددد الدراسددةفددي هددذه المرحلددة يددتم جمددع البيانددات المتعلقددة باليدداهرة الاقتصددادية 
 𝐵𝑜، 𝐵1، 𝐵2فدي المرحلدة الأولدى، أ  تقددير قديم رقميدة للمعدالم  امعالم العلاقة التي تدم وصدفها وصدياغتها رياضديً 

 يجدددب فدددي هدددذه المرحلدددة تقيددديم المعدددالم المقددددرة مدددن الندددواحي الاقتصدددادية والإحصدددائية فدددي دالدددة الطلدددب أعدددلاه كمدددا
 والقياسية.
مدددن الناحيدددة الاقتصدددادية تجدددر  عمليدددة مقارندددة بدددين قددديم ومشدددارات معدددالم النمدددوذج لتدددي تدددم تقدددديرها مدددع القددديم ف

 الاقتصادية. والإشارات المتوقعة لهذه المعالم في ضوء النيرية
ومدددن الناحيدددة الإحصدددائية يدددتم حسددداب الانحرافدددات الكليدددة والجزئيدددة فدددي المتغيدددرات التدددي يتكدددون منهدددا النمدددوذج 

 (𝑅2). ( ومعامل التحديد 𝑡معنوية المعالم من خلال اختبار )واختبار 
أما من الناحية القياسية فيتم اختبار مدت انسدجام وتحقدق الفدروا الخاصدة بدالمتغير العشدوائي علدى النمدوذج 

التعددد الخطدي، وعددم  ،حيث أن وجود الاختلاف يعني وجود مشاكل منها مشكلة الارتباط الدذاتي  ،القياسي المقترح
 منهددا بشدددكل مفصدددل وبفصدددل خددا  لكدددل منهدددا فدددي الفصدددول لتبددداين والتدددي سدديتم التعدددرف علدددى كدددل  ثبددات تجدددانس ا

 اللاحقة.

 : Testing Stageرحلة الاختبار م 3.7
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في هدذه المرحلدة يدتم اختبدار قدوة ومعنويدة النمدوذج المقددر باعتمداد طدرق إحصدائية معيندة للتأكدد مدن صدلاحية 
منها مشكلة تغاير حدد الخطدأ أو الارتبداط الدذاتي  ،النموذج وقدرتا على التنبؤ . وقد يواجا الباحث هنا عدة مشاكل

 لج هذه المشاكل قبل البدء بعملية التقييم. ن يعاأوغيرها من المشاكل، وعلى الباحث أو الازدواج الخطي 

   :Prediction Stageمرحلة التنبؤ،   -4

قبدل قدومدا وعلدى مختلدف المسدتويات  ابؤ بالمستقبل والتعرف عليا مسبقً لا يوجد من يعترا على ضرورة التن
لمتوسددطة والطويلددة وفددي مختلددف المجددالات الاقتصددادية والاجتماعيددة ولمختلددف المدددد القصدديرة وا-الكليددة والجزئيددة 

مثالندا  ( فديD𝑥أعداد تقديرات مستقبلية للمتغيرات المدروسة كحجم الطلدب علدى السدلعة ) عليا يتم في هذه المرحلة
 السابق.

مدن جدودة الأداء العدام للنمدوذج المقددر، وبعدئدذ يدتم التأكدد ولكن قبل استخدام النموذج المقددر فدي التنبدؤ يجدب 
فدي عمليدة التنبدؤ. ويمكدن توضديح منهجيدة البحدث فدي  اعلى الواقع واستخدامها هيإلتطبيق النتائج التي تم التوصل 

 (.2.1الاقتصاد القياسي كما مبين في الشكل )
 منهجية البحث في الاقتصاد القياسي.  :( 3.1الشكل )

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 : Econometrics Approachأسلوب الاقتصاد القياسي  -8

 النيرية الاقتصادية 

 بناء النموذج القياسي 

 تجميع البيانات 

 تقدير وتقييم النموذج القياسي

رفدددددددددددددص أو تعدددددددددددددديل نيريدددددددددددددة 
اقتصددددددادية قائمددددددة أو التوصدددددددل 
 إلى نيرية اقتصادية جديدة

 

 قبول النيرية 

 النيرية الاقتصادية 
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يعتمد أسلوب الاقتصاد القياسدي علدى النيريدة الاقتصدادية التدي تدزوده بالنمداذج الاقتصدادية التدي تسدتخدم فدي 
الاقتصددداد تكدددوين النمددداذج القياسدددية، ولغدددرا تقددددير أو تقيددديم النمددداذج القياسدددية ووضدددعها فدددي شدددكل كمدددي، يعتمدددد 

يدة التصدحيح أو القياسي على الواقع الذ  تستقي منا المعلومات والبيانات اللازمة لعملية التقدير ومن ثم يقوم بعمل
 تقاة من الواقع وتهيئتها للاستخدام.مستعديل البيانات ال

ون وبعدددها يعددود الاقتصدداد القياسددي إلددى نيريددة الإحصدداء بغددرا تطددوير واستنسدداك طددرق القيدداس وبددذلك يكدد
تح  التصرف نموذج قياسي مع بيانات صالحة للاستخدام مع طرق القياس ومن ثم يتم اسدتخدام هدذه الإمكانيدات 

 في تقدير معلمات أو معاملات النموذج القياسي الذ  يجسد العلاقات الاقتصادية.
في التنبؤ أو في تقيديم ما في تحليل البنية الاقتصادية أو إ ،ومن ثم يمكن استخدام هذا النموذج الذ  تم تقديره

 (4.1توضيحي من خلال الشكل ) السياسات الاقتصادية، ويمكن عرا ذلك بشكل
 

 : أسلوب الاقتصاد القياسي (4.1الشكل )
 

 
 



 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

تحليل الانحدار الخطي البسيط   المحور الثاني:

)تحديد قيم معلمات النموذج؛ اختبار الموثوقية، 

(التنبؤ ) 
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 ـــة: مقدم .1

بسدددط أ الاقتصدددادية يتطلددب تحديدددد المتغيددرات المددؤثرة فدددي تلددك العلاقدددة ومددنن دراسددة العلاقددة بدددين المتغيددرات إ
وأسددهل أنددواع العلاقددات فددي التقدددير والتحليددل الإحصددائي والاقتصدداد ، العلاقددة بددين متغيددرين أحدددهما المتغيددر التددابع 

Dependent Variable  والثداني المتغيدر المسدتقلIndependent Variable  بددد، ومذا رمزندا للمتغيدرين𝑌 و𝑋 
 ن العلاقة الدالية التي تجمعهما تكون كاستي:إوعلى التوالي، ف

𝑌 =  𝐹(𝑥)… . . . (1.2) 
 -. ولتحديدد شدكل العلاقدة هدذه Xيعتمد على المتغير المسدتقل  Yلى كون المتغير التابع إ  𝐹حيث يشير الرمز

يمكدددن الاسدددتعانة بالنيريدددة الاقتصدددادية، كمدددا يسدددتعان بالاقتصددداد الرياضدددي  -مدددا إذا كدددان خطيددداً أم غيدددر خطدددي 
والإحصددداء لصدددياغة العلاقدددة واختبدددار المتغيدددرات، كمدددا لابدددد مدددن تحديدددد شدددكل العلاقدددة هدددذه إذ تحكدددم العلاقدددة بدددين 

ا الصددديغة الخطيدددة، وتسدددمى العلاقدددة الخطبدددة بدددين سدددطها وأكثرهدددا شددديوعً بأالمتغيدددرات بعددددد مدددن الأشدددكال )الصددديغ( 
ولددتكن دخددل  X، فالعلاقددة الخطيددة بددين Simple Linear Regressionمتغيددرين بالانحدددار الخطددي البسدديط ، 

 ن تكتب بالصيغة الرياضية استية:أنفاق على سلعة معينة يمكن ولتكن الإ Yالأسرة و 
𝑌𝑖  =  𝐵0  + 𝐵1𝑋𝑖 …… . . . (2.2) 

 الرياضية كاستي: عبارة عن معلمات مجهولة القيم وثواب  يُشرحان من وجهة النير 𝐵0 و 𝐵1حيث 
 𝐵0 تمثددل تقدداطع خددط الانحدددار مددع المحددور العمددود  وهددي عبددارة عددن القيمددة التددي تتخددذها :Y  عندددما تكددون
 مساوية للصفر. Xقيمة 

𝐵1.تمثل الميل : 
( الميل الحدد  للاسدتهلاك، وقيمدة الميدل عبدارة 𝐵1( حالة الكفاف و)𝐵0 الاقتصادية تمثل )ومن وجهة النير  

 نتيجة زيادة المتغير المستقل بمقدار وحدة واحدة. Yعن مقدار الزيادة المتحققة في قيمة المتغير التابع 
فهندداك أسددباب مهمددة  ( لا يمكددن أن تشددرح العلاقددة بددين المتغيددرين بشددكل دقيددق،2.2ن العلاقددة أعددلاه )أغيددر 

تعبيراً كاملًا فقد يكون هناك انحدراف بدين العلاقدة الحقيقيدة  Yو  Xرة عن العلاقة بين بتجعل هذه المعادلة غير مع
والمعادلة الإحصائية التدي تمثلهدا نتيجدة أخطداء فدي القياسدات أو فدي اختيدار المتغيدر المسدتقل، ممدا يتطلدب إضدافة  

( ودوره امتصدا  العوامدل Uويرمدز لدا عدادة بدالرمز ) Random Variableمتغير جديدد يسدمى بالحدد العشدوائي 
( يجدب أن تعددل لكدي ت دم حدد 2.2ن العلاقدة مدن الصديغة )إر القابلدة للقيداس، وكدذلك أخطداء القيداس، عليدا فدغي

 الخطأ العشوائي حيث يصبح:
Y𝑖  =  B0  +  B𝑖X𝑖  +  𝑈𝑖……(3.2) 
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 الفرضيات الخاصة بالمتغير العشوائي:  .2

)بخيد  علدي،  زمنيدة علدى عامدل الصددفة( هو متغير تعتمد قيمتا فدي أيدة فتدرة U𝑖ن المتغير العشوائي )إ-  1
تسدداو  صددفر، أ   ، فقددد تكددون أكبددر أو أصددغر أو مسدداوية إلددى الصددفر، إلا أنهددا فددي المتوسددط(30صددفحة  2009

𝐸(𝑈𝑖) =  ، ويمكن توضيح ذلك على النحو استي:0
𝑌𝑖  =  𝐵0  +  𝐵1𝑋 𝑖 + 𝑈𝑖   ……… . (4.2) 
𝑈𝑖  =  𝑌𝑖  −  𝐵0  −  𝐵1𝑋 𝑖 ……… . (5.2) 

 :5.2على طرفي المعادلة  Σوبإدخال 

∑𝑈𝑖  =  ∑(𝑌𝑖  −  𝐵0  −  𝐵1𝑋 𝑖)   

∑𝑈𝑖 =∑𝑌𝑖  − 𝑛 𝐵0 − 𝐵1∑𝑋 𝑖 …… . . (6.2)  
∴ 𝐵0 = 𝑌̅ − 𝐵1𝑋̅ 

 :( 6.2بما يساويها في المعادلة ) 𝐵0نعوا عن 

∑𝑈𝑖 =∑𝑌𝑖 − 𝑛(𝑌̅ − 𝐵1𝑋̅) − 𝐵1∑𝑋 𝑖 …… . . (7.2)  

∴  𝑌̅ =
∑𝑌𝑖
𝑛
  ,   𝑋̅ =

∑𝑋𝑖
𝑛
   

 :وبحاصل ضرب الطرفين في الوسطين نحصل

∑𝑌𝑖 = 𝑛𝑌̅    , ∑𝑋𝑖 = 𝑛𝑋̅   
 :( تكون 7.2وبالتعويص عن ذلك في المعادلة )

∑𝑈𝑖 =∑𝑌𝑖 −∑𝑌𝑖 + 𝐵1∑𝑋 𝑖 − 𝐵1∑𝑋 𝑖   

∑𝑈𝑖 = 0 
𝐸(𝑈𝑖) = 0 

حدول القيمدة المتوقعدة أو  Normally distributed( يتدوزع توزيعداً طبي يداً ، 𝑈𝑖ن المتغيدر العشدوائي )إ -2
 أ  بشكل جرس. Xمن قيم المتغير المستقل  حول الوسط الحسابي المساو  للصفر عند كل قيمة

، حددول الوسددط الحسددابي مقدددار ثابدد  عنددد كددل قيمددة (المتغيددر العشددوائي )حددد الخطددأ ،Varianceن تبدداين إ-3
 أ : Xمن قيم 

𝑣𝑎𝑟(𝑈𝑖)  =  𝐸[𝑈𝑖  −  𝐸(𝑈𝑖)
2]   

∴ 𝐸(𝑈𝑖) = 0 
∴ 𝑣𝑎𝑟(𝑈𝑖) = 𝐸(𝑈𝑖)

2 = 𝜎2 
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ومذا كددددددددان تبدددددددداين الخطددددددددأ غيددددددددر ثابدددددددد  عندئددددددددذ تيهددددددددر مشددددددددكلة تسددددددددمى مشددددددددكلة عدددددددددم تجددددددددانس التبدددددددداين 
Heteroscedasticity .ًوالتي سنتناولها بشيء من التفصيل لاحقا ، 

 الفرضيات الثلاث السابقة يمكن جمعها بشكل مختصر وتمثيلها كاستي:
𝑈𝑖  ~ 𝑁(0, 𝜎

2) 
، وتبداين 0، بوسدط حسدابي مسداو  للصدفر، 𝑁توزيعاً طبي يداً،  ~، يتوزع 𝑈𝑖ن الخطأ العشوائي، أأ  بمعنى  
 .𝜎2ثاب  قيمتا 
بددين   Covarianceغيددر مرتبطددة بددأ  مددن المتغيددرات المسددتقلة، أ  انعدددام التبدداين المشددترك  𝑈𝑖أن قدديم   -4
𝑈𝑖  و𝑋𝑖 : أ  

𝐶𝑜𝑣(𝑈𝑖𝑋𝑖) = E(𝑈𝑖𝑋𝑖)   
𝐶𝑜𝑣(𝑈𝑖𝑋𝑖) = 𝑋𝑖𝐸(𝑈𝑖)  

∴  𝐸(𝑈𝑖) = 0 
∴ 𝐸(𝑈𝑖𝑋𝑖) = 0 

 ويمكن توضيح ذلك على النحو استي:
𝑌𝑖 = 𝐵0 + 𝐵1𝑋𝑖 + 𝑈𝑖 ……… . (8.2)  
𝑈𝑖 = 𝑌𝑖 − 𝐵0 − 𝐵1𝑋𝑖 . …… . (9.2)  

 : 𝑋𝑖∑   دددوب رب طرفي المعادلة ب

∑𝑋𝑖 𝑈𝑖 =∑𝑋𝑖 𝑌𝑖 − 𝐵0∑𝑋𝑖 − 𝐵1∑𝑋𝑖
2   

∴  𝐵0 = 𝑌̅ − 𝐵1𝑋̅ 
 : وعند تعويص ذلك

∑𝑋𝑖𝑈𝑖 =∑𝑋𝑖𝑌𝑖 −∑𝑋𝑖 (𝑌̅ − 𝐵1𝑋̅) − 𝐵1∑𝑋𝑖
2………(10.2) 

 ∴ 𝑌̅ =
∑𝑌𝑖
𝑛
      ,    𝑋̅ =

∑𝑋𝑖
𝑛
    

 وبتعويص ذلك يكون:

∑𝑋𝑖𝑈𝑖 =∑𝑋𝑖𝑌𝑖 −∑𝑋𝑖 (
∑𝑌𝑖
𝑛
− 𝐵1

∑𝑋𝑖
𝑛
) − 𝐵1∑𝑋𝑖

2    

∑𝑋𝑖𝑈𝑖 =∑𝑋𝑖𝑌𝑖∑𝑋𝑖 (
∑𝑌𝑖 − 𝐵1∑𝑋𝑖

𝑛
) − 𝐵1∑𝑋𝑖

2  

∑𝑋𝑖𝑈𝑖 =∑𝑋𝑖𝑌𝑖∑𝑋𝑖𝑌𝑖 + 𝐵1∑𝑋𝑖
2 − 𝐵1∑𝑋𝑖

2 
 وبعد الحذف والتبسيط يكون:
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∑𝑋𝑖𝑈𝑖 = 0 
ب بارة أخرت التباين المشترك لدد  ،( تكون مستقلة عن بع ها البعص U𝑖القيم المختلفة للمتغير العشوائي )  -5
U𝑖  مع𝑈𝑗   ن قيمة العنصر العشوائي في أ  فترة لا تعتمد على قيمتا في فترة أخرت أ :إللصفر، وعليا ف مساو 

 𝑐𝑜𝑣 (𝑈𝑖𝑈𝑗) = 𝐸(𝑈𝑖𝑈𝑗) = 0              (𝑖, 𝑗 =  1,2,3, . . . , 𝑛, 𝑖 ≠ 𝑗) 
، وسيتم شرحها Autocorrelationة الارتباط الذاتي ومذا حدث وجود ارتباط بينها تيهر مشكلة تسمى مشكل

 .(39صفحة  2009)بخي  علي،   لاحقاً 

 The Ordinary Least Squares (OLS): ى طريقة المربعات الصغر  .3

 :Yنفاقها على سلعة معينة مو  Xبالرجوع إلى العلاقة الخطية بين دخل الأسرة 
𝑌𝑖 = 𝐵0 + 𝐵1𝑋𝑖 + 𝑈𝑖…………(11.2) 

𝐵0نفاق على السلعة موضوع البحث يتحدد من خلال العلاقة المنتيمدة )ن تأثير الدخل في الإبأيتبين لنا   +

𝐵1𝑋1إ(، أما تأثير العوامل الأخرت ف( نا متجسد فيU𝑖.) 
 B0نفاقهددا علددى السددلعة فددي القطددر يتطلددب احتسدداب منددا لمعرفددة العلاقددة الحقيقيددة بددين دخددل الأسددرة و إعليددا فو  
نفداق جميدع الأسدر فدي محالة الحصول على دخدل و في ن يتم إلا أ، إلا أن احتساب المعالم المذكورة لا يمكن   𝐵1و

الإحصائية اللازمدة ولتسدهيل العمدل تسدحب عيندة مدن أسدر بسبب صعوبة العملية  ذلك القطر وهذا أمر غير ممكن
 القطر، ومن ثم تقدر قيم المعالم ويتم التقدير بواسطة المعادلة:

𝑌𝑖 = 𝐵̂0 + 𝐵̂1𝑋𝑖 + 𝑒𝑖 …… . . . (12.2) 
 نا يتم بواسطة المعادلة التالية:إولتقدير تأثير الدخل بصورة مستقلة في الإنفاق ف

𝑌̂𝑖 = 𝐵̂0 + 𝐵̂1𝑋𝑖 ……… . . . . . (13.2) 
( إلددى كددون القدديم تقديريددة وليسدد  حقيقيددة ^( بمعادلددة خددط الانحدددار، وتشددير العلامددة )13.2المعادلددة ) تسددمى

. ويتبدين مدن  Xميدع العوائدل ذات الددخل البدالغ جتمثدل القيمدة التقديريدة لمتوسدط إنفداق  (𝑌𝑖)وكل نقطة من نقاطدا 
وكمددا  e𝑖( بمقدددار 𝑌̂𝑖تنحددرف عددن القدديم التقديريددة ) 𝑌𝑖( بددأن قدديم المشدداهدات الفعليددة 13.2( و )12.2المعددادلتين )
 (1.2شكل )ال الشكل استي: مبين في
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𝑒𝑖:  نأمن الشكل يتبين  = 𝑌𝑖 − 𝑌̂𝑖 

أن تكددون سددالبة أو موجبددة حسددب موضددع نقطددة المشدداهدة مددن الخددط المقدددر . ولإيجدداد  𝑒𝑖حيددث يمكددن للبددواقي 
من بين خطوط لا نهائية العدد تصف المعادلة الخطية تسدتخدم طريقدة   X ، Yف ل خط مستقيم لعينة مشاهدات أ

عدن القديم  Y𝑖(، ويت من ذلك فدي محاولدة جعدل مجمدوع مربدع انحرافدات القديم الحقيقيدة OLSالمربعات الصغرت )
ن طريقددة أعنددد نهايتهددا الصددغرت وبمددا  أ  جعددل مجمددوع مربعددات الأخطدداء العشددوائية ،قددل مددا يمكددنأ Ŷ𝑖التقديريددة 

OLS ( تشترط تصغير القيمة∑𝑒𝑖
 نها عبارة عن مشكلة النهايات الصغرت أ :إ( إلى الحد الأدنى ف2

min
 
→∑𝑒𝑖

2

𝑛

𝑖=1

 

𝑒𝑖       ن:أحيث  = 𝑌𝑖 − 𝑌̂𝑖 
𝑒𝑖∑                                    :اإذً 

2 = ∑(𝑌𝑖 − 𝑌̂𝑖)
2 

𝑌𝑖         ن معادلة الخط المستقيم الحقيقية غير المعروفة هي:أبما  = 𝐵0 + 𝐵1𝑋𝑖 
𝑌̂𝑖:    ن معادلة الخط المستقيم التقديرية تكون إف = 𝐵̂0 + 𝐵̂1𝑋𝑖 

 بما يساويها نحصل: 𝑌̂𝑖بالتعويص عن 

∑𝑒𝑖
2 =∑(𝑌̂𝑖 − 𝐵̂0 − 𝐵̂1𝑋𝑖)

2 
  ومساواة كل منها بالصفر.𝐵̂1 و 𝐵̂0 تؤخذ المشتقات الجزئية لكل من𝑒𝑖2∑ وكشرط رياضي لتصغير

،  Coefficientخذ التفاضدل الجزئدي لمجمدوع المربعدات بالنسدبة لمعداملات أن الشرط الجوهر  للتصغير هو  مو 
 بالصفر. ومساواة المشتقة الأولى 𝐵̂1 و 𝐵̂0النموذج 
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 أ  بتطبيق الشرط ال رور :
∂∑𝑒𝑖

2

𝜕𝐵̂0
= 2∑(𝑌𝑖 − 𝐵̂0 − 𝐵̂1𝑋𝑖)(−1) = 0 

−2∑(𝑌𝑖 − 𝐵̂0 − 𝐵̂1𝑋𝑖) = 0 
 ( وفك القوس وترتيب المعادلة نحصل على:-2بالقسمة على )

∑(𝑌𝑖 − 𝐵̂0 − 𝐵̂1𝑋𝑖) = 0 

 ∑𝑌𝑖 − 𝑛𝐵̂0 − 𝐵̂1∑𝑋𝑖 = 0   

∑𝑌𝑖 = 𝑛𝐵̂0 + 𝐵̂1∑𝑋𝑖 ……… . (14.2)  
∂∑𝑒𝑖

2

𝜕𝐵̂1
= 2∑(𝑌𝑖 − 𝐵̂0 − 𝐵̂1𝑋𝑖)(−𝑋𝑖) = 0 

−2∑𝑋𝑖 (𝑌𝑖 − 𝐵̂0 − 𝐵̂1𝑋𝑖) = 0 
 (  نحصل على :-2القسمة على )ب

∑𝑋𝑖 (𝑌𝑖 − 𝐵̂0 − 𝐵̂1𝑋𝑖) = 0  

∑𝑋𝑖𝑌𝑖 − 𝐵̂0∑𝑋𝑖 − 𝐵̂1∑𝑋1
2 = 0 

 ∑𝑋𝑖𝑌𝑖 = 𝐵̂0∑𝑋𝑖 − 𝐵̂1∑𝑋1
2………(15.2) 

 𝑌𝑖و X𝑖( عددد المشداهدات n( بالمعادلتين الطبيعيتدين )اسنيتدين( حيدث )15.2( و )14.2تسمى المعادلتين )
( 15.2( و )14.2وي دددهما فدددي المعدددادلتين )تع ا باعتبارهمدددا قددديم المشددداهدات الحقيقيدددة وبمجدددرد هدددي معلومدددة دائمدددً 

 . 𝐵1و  B0اللتان تمثلان مقدرتان للمعلمتين الحقيقيتين  𝐵̂1و 𝐵̂0ا نحصل على قيم نيً آوبحلهما 

 طرق تقدير معاملات النموذج:  1.3

 نستعين بعدة طرق منها: 𝐵1و  B0ولتقدير معاملات النموذج 
 طريقة الحذف والتعويص. - 1
 طريقة المحددات. -2
 طريقة التقدير حول نقطة المتوسط. - 3
 طريقة المصفوفات. -4

 تي، من دون تكرارها هنا وهناك.وسنبين هذه الطرق من خلال المثال اس
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بدلالاف الددنانير لعيندة  (𝑌𝐼( ومعددل الأجدر السدنو  )X𝐼الجدول استدي يمثدل عددد سدنوات الخدمدة )  :1.2مثال  
 حد الدوائر.أ ( موظفين في8تمثل )

𝑋𝑖
2 𝑋𝑖𝑌𝑖 𝑌𝑖 𝑋𝑖 
16 102.4 25.6 4 

64 261.6 32.7 8 

144 544.8 45.4 12 

256 862.4 53.9 16 

400 1180 59.0 20 

576 1502.4 62.6 24 

784 1820 65.0 28 

1024 2105.6 65.5 32 

4∑𝑋𝑖
2 = 326 ∑𝑋𝑖𝑌𝑖 = 8379.2 ∑𝑌𝑖 = 410 

𝑌̅ = 51.25 

∑𝑋𝑖 = 144 

𝑋̅ = 18 

 : تقدير خط الانحدار بواسطة المعادلتين الطبيعيتين أعلاه. المطلوب
 :Substitution Methodطريقة الحذف والتعويض  1.1.3 

∑𝑌𝑖 =𝑛𝐵̂0 + 𝐵̂1∑𝑋𝑖 ……… . . (16.2)  

∑𝑋𝑖𝑌𝑖 = 𝐵̂0∑𝑋𝑖 + 𝐵̂1∑𝑋𝑖
2……(17.2)  
 نحصل على: 17.2،  16.2وبتعويص القيم من الجدول في المعادلتين 

410 = 8𝐵̂0 + 144𝐵̂1…………… . (18.2) 
8379.2 = 144𝐵̂0 + 3264𝐵̂1…… . (19.2) 

 نحصل: 18( في 18.2وب رب المعادلة )
7380 = 144𝐵̂0 + 2592𝐵̂1…………… . (20.2) 
8379.2 = 144𝐵̂0 + 3264𝐵̂1…………… . (21.2) 

 ( نحصل:21.2( من )20.2معادلة )الوبطرح 
999.2 = 672𝐵̂1 
  𝐵̂1 =

999.2

672
= 1.486904762 

 :(18.2معادلة )  في أحد المعادلتين الرئيستين ولتكن 𝐵̂1نعوا عن قيمة  𝐵̂0للحصول على قيمة 
410 = 8𝐵̂0 + 144𝐵̂1 
410 = 8𝐵̂0 + 144(1.486904762)   
410 = 8𝐵̂0 + 214.1142857   
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410 − 214.1142857 = 8𝐵̂0   
195.8857143 = 8𝐵̂0  

𝐵̂0 =
195.8857143

8
= 24.48571429 

 
 𝑌𝑖الأجددر السددنو   ومعدددل 𝑋𝑖 للعلاقددة بددين عدددد سددنوات الخدمددة، Estimatedن المعادلددة المقدددرة  إوعليددا فدد

 للعينة المعنية تكون:
𝑌̂𝑖 − 𝐵̂0 + 𝐵̂1𝑋𝑖   
 𝑌̂𝑖 = 24.48571429 + 1.486904762𝑋𝑖 

الدددذ  يمثدددل معددددل الأجدددر السدددنو   𝑦𝑖تشدددير المعادلدددة التقديريدددة إلدددى وجدددود علاقدددة طرديدددة بدددين المتغيدددر التدددابع 
دددادة خدمتدا الوظيفيدة بمقددار سدنة واحددة يدزداد ، فبزيةالدذ  يمثدل عددد سدنوات الخدمد  X𝑖للموظف والمتغير المستقل  

 دينار. 1486 جره السنو  بمقدارأمعدل 
 :Determinates Method. طريقة المحددات 2.1.3

باعتمددداد المحدددددات )قاعددددة كرايمدددر( وذلدددك بإعدددادة كتابدددة المعدددادلتين  𝐵̂𝑖و  B̂0ويمكدددن الحصدددول علدددى قددديم 
 استي: ( في صيغة مصفوفة وعلى النحو17.2( و )16.2الطبيعيتين )

∑𝑌𝑖 = 𝑛𝐵̂0 + 𝐵̂1∑𝑋𝑖 

∑𝑋𝑖𝑌𝑖 = 𝐵̂0∑𝑋𝑖 + 𝐵̂1∑𝑋𝑖
2 

[
∑𝑌𝑖

∑𝑋𝑖𝑌𝑖

] = [
𝑛 ∑𝑋𝑖

∑𝑋𝑖 ∑𝑋𝑖
2
]  [
𝐵̂0
 
𝐵̂1

] 

 :ينبغي تكوين المحددات استية 𝐵̂1 و 𝐵̂0 ولتقدير

|𝐷| = |
𝑛 ∑𝑋𝑖

∑𝑋𝑖 ∑𝑋𝑖
2
| = (𝑛) (∑𝑋𝑖

2) − (∑𝑋𝑖) (∑𝑋𝑖)   

|𝐴0| = |
∑𝑌𝑖 ∑𝑋𝑖

∑𝑋𝑖𝑌𝑖 ∑𝑋𝑖
2
| = (∑𝑌𝑖) (∑𝑋𝑖

2) − (∑𝑋𝑖𝑌𝑖) (∑𝑋𝑖) 
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|𝐴1| = |
n ∑𝑌𝑖

∑𝑋𝑖 ∑𝑋𝑖𝑌𝑖

| = (n) (∑𝑋𝑖𝑌𝑖) − (∑𝑋𝑖) (∑𝑌𝑖) 

𝐵̂1 =
|𝐴1|

|𝐷|
=
𝑛(∑𝑋𝑖𝑌𝑖) − (∑𝑌𝑖)(∑𝑌𝑖)

𝑛(∑𝑋𝑖
2) − (∑𝑋𝑖)

2
 

𝐵̂0 =
|𝐴0|

|𝐷|
=
(∑𝑌𝑖)(∑𝑋𝑖

2) − (∑𝑋𝑖𝑌𝑖)(∑𝑋𝑖)

𝑛(∑𝑋𝑖
2) − (∑𝑋𝑖)

2
 

 𝑜𝑟:        𝐵̂0 = 𝑌̅ − 𝐵̂1𝑋̅ 
 :وكما يلي 𝐵̂1و 𝐵̂0( وباعتماد المحددات نحصل على قيم 1.2بالرجوع إلى بيانات المثال )

[
∑𝑌𝑖

∑𝑋𝑖𝑌𝑖

] [
𝑛 ∑𝑋𝑖

∑𝑋𝑖 ∑𝑋𝑖
2
] [

𝐵̂0
 
 
𝐵̂1

]   

|𝐷| = |
𝑛 ∑𝑋𝑖

∑𝑋𝑖 ∑𝑋𝑖
2
| = |

8 144
144 3264

| 

 |𝐷| = (8)(3264) − (144)(144) 
|𝐷| = 26112 − 20736 
|𝐷| = 5376 

|𝐴0| = |
∑𝑌𝑖 ∑𝑋𝑖

∑𝑋𝑖𝑌𝑖 ∑𝑋𝑖
2
| = |

410 144
8379.2 3254

|  

 |𝐴0| = (410)(3264) − (144)(9379.2)  
|𝐴0| = 1338240 − 1206604.8  
 |𝐴0| = 131635.2  

 |𝐴1| = |
n ∑𝑌𝑖

∑𝑋𝑖 ∑𝑋𝑖𝑌𝑖

| = |
8 410
144 8379.2

|   

|𝐴1| = (8)(8379.2) − (410)(144)  
|𝐴1| = 67033.6 − 59040  
|𝐴1| = 7993.6  
 𝐵̂0 =

|𝐴0|

|𝐷|
=
131635.2

5376
= 24.48571429 

𝐵̂1 =
|𝐴1|

|𝐷|
=
7993.6

5376
= 1.486901762 
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 :وبذلك تكون المعادلة التقديرية
∴ 𝑌̂𝑖 = 24.4857 + 1.486𝑋𝑖 

 . طريقة التقدير حول نقطة المتوسط:3.1.3
باسددتخدام  𝑋̅و  𝑌̅عدن وسدطهما الحسدابي  𝑋𝑖و  𝑌𝑖بواسدطة انحرافدات المتغيدرين  𝐵̂1و  𝐵̂0كمدا يمكدن تقددير 

 نحصل على: 𝑛( على 1) تبقسمة المعادلة الطبي ية رقم 𝑒𝑖فكرة البواقي 

∑𝑌𝑖 = 𝑛𝐵̂0 + 𝐵̂1∑𝑋𝑖 …… . (22.2) 
∑𝑌𝑖
𝑛
= 𝐵̂0

𝑛

𝑛
+ 𝐵̂1

∑𝑋𝑖
𝑛
   

 𝑌̅ = 𝐵̂0 + 𝐵̂1𝑋̅ ……… . (23.2) 
 ∴ 𝐵̂0 = 𝑌̅ − 𝐵̂1𝑋̅ …… (24.2) 

 نعود إلى معادلة الخط المستقيم التقديرية حيث: 𝐵̂1ولإيجاد 
𝑌̂𝑖 = 𝐵̂0 + 𝐵̂1𝑋𝑖 …………(25.2) 

 ( نحصل على:25.2( من )23.2وبطرح المعادلة رقم )
𝑌̂𝑖 − 𝑌̅ = 𝐵̂0 + 𝐵̂1𝑋𝑖 − 𝐵̂0 − 𝐵̂1𝑋̅ ……… . . (26.2)   
𝑌̂𝑖 − 𝑌̅ = 𝐵̂1𝑋𝑖 − 𝐵̂1𝑋̅  
𝑌̂𝑖 − 𝑌̅ = 𝐵̂1(𝑋𝑖 − 𝑋̅)  
 𝑦̂𝑖 = 𝐵̂1𝑋𝑖 ………… . (27.2)  
 ∵ 𝑒𝑖 = 𝑦𝑖 − 𝑦̂𝑖   
𝑒𝑖 = 𝑦𝑖 − 𝐵̂1𝑥𝑖 ………(28.2) 

 وتربيع الطرفين:  Σوبإدخال  

∑𝑒𝑖
2 =∑(𝑦𝑖 − 𝐵̂1𝑥𝑖)

2
…………(29.2) 

 ومساواتها بالصفر: 𝐵̂1بإيجاد المشتقة الجزئية لد 
𝜕∑𝑒𝑖

2

∑ 𝐵̂1
= 2∑(𝑦𝑖 − 𝐵̂1𝑥𝑖)(−𝑥𝑖) = 0……… . (30.2) 

−2∑𝑥𝑖 (𝑦𝑖 − 𝐵̂1𝑥𝑖) = 0 
 (:2-وبالقسمة على )

∑𝑥𝑖 (𝑦𝑖 − 𝐵̂1𝑥𝑖) = 0  

∑𝑥𝑖𝑦𝑖 − 𝐵̂1∑𝑥𝑖
2 = 0 

∑𝑥𝑖𝑦𝑖 = 𝐵̂1∑𝑥𝑖
2 
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ن أو  𝑌𝑖و  X𝑖تمثدل مجمدوع حاصدل ضدرب انحرافدات القديم عدن الوسدط الحسدابي للمتغيدرين   𝑥𝑖𝑦𝑖∑نأحيث  
∑𝑥𝑖

( 24.2ن المعدددادلتين )إعدددن وسدددطا الحسدددابي. وعليدددا فددد X𝑖تمثدددل مجمدددوع مربدددع الانحرافدددات لقددديم المتغيدددر  2
 بموجب طريقة الانحرافات. B̂1و B̂0يجاد قيم إتستخدم في  ( هي المعادلات الأساسية التي31.2و)

 B̂1و  B̂0م  الحصددول علددى قددي ( والتعبيددر عنهددا بصدديغة انحرافددات يمكددن1.2وبددالرجوع إلددى بيانددات الجدددول )
 كما يأتي:
𝑥𝑖
2 𝑥𝑖𝑦𝑖 𝑌𝑖 𝑥𝑖 𝑌𝑖 𝑋𝑖 

196 359.1 −25.65 −14 25.6 4 

100 185.5 −18.55 −10 32.7 8 

36 35.1 −5.85 −6 45.4 12 

4 −5.3 2.65 −2 53.9 16 

4 15.5 7.75 2 59.0 20 

36 68.1 11.35 6 62.6 24 

100 137.5 13.75 10 65.0 28 

196 203.7 14.55 14 68.5 32 

∑𝑥𝑖
2

= 672 
∑𝑥𝑖𝑦𝑖

= 999.2 

∑𝑦𝑖 = 0 

𝑦𝑖 = 𝑌 − 𝑌̅ 

∑𝑥𝑖 = 0 

𝑥𝑖 = 𝑋 − 𝑋̅ 

∑𝑌𝑖 = 410 

𝑌̅ = 51.25 

∑𝑋𝑖

= 144 

𝑋̅ = 18 

𝐵̂1 =
∑𝑥𝑖𝑦𝑖
∑𝑥𝑖

2 =
999.2

672
= 1.486904762  

 𝐵̂1 = 𝑌̅ − 𝐵̂1𝑋̅ 
𝐵̂0 = 51.25 − (1.486904762)(18)  

𝐵̂0 = 51.25 − 26.76428572   

𝐵̂0 = 24.48571428   

∴ 𝑌̂𝑖 = 24.485 + 1.486 𝑋𝑖 
 :Matrices Methodطريقة المصفوفات  4.1.3

باعتمدداد صدديغة المصددفوفات حيددث يمكددن كتابددة  𝐵̂1و  𝐵̂0نددا يمكددن تقدددير قدديم إإضددافة إلددى الطددرق السددابقة ف 
 2009)بخيددد  علدددي،  ، وكمدددا يلددديVectorsومتجهدددات  Matricesالمعدددادلات الطبي يدددة علدددى شدددكل مصدددفوفات 

 :(50صفحة 
𝑛من المشاهدات من  iن هناك علاقة تحتو  على أنفترا    ← 𝐾المتغيرات من  ن هناك عدد منأو  1 ← 1. 

𝑌𝑖 = 𝐵0 + 𝐵1𝑋𝑖 + 𝑈𝑖 …………… . (32.2) 
 𝑌1 = 𝐵0 + 𝐵1𝑋11 + 𝐵2𝑋12 +⋯ . . +𝐵𝑘𝑋1𝐾 + 𝑈1  
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𝑌1 = 𝐵0 + 𝐵1𝑋11 + 𝐵2𝑋12 +⋯ . .+𝐵𝑘𝑋1𝐾 + 𝑈1 
𝑌1 = 𝐵0 + 𝐵1𝑋21 + 𝐵2𝑋22 +⋯ . .+𝐵𝑘𝑋2𝐾 + 𝑈2 
⋮          ⋮            ⋮                ⋮                    ⋮                   ⋮
⋮          ⋮            ⋮                ⋮                    ⋮                   ⋮
𝑌𝑛 = 𝐵0 + 𝐵1𝑋𝑛1 + 𝐵2𝑋𝑛2 +⋯ . .+𝐵𝑘𝑋𝑛𝐾 + 𝑈𝑛

 

 يمكن تمثيل هذه المعادلات بصيغة رمز المصفوفات:

[

𝑌1
𝑌2
⋮
𝑌𝑛

] = [

1
1
⋮
1

𝑋11
𝑋21
⋮
𝑋𝑛1

𝑋12
𝑋22
⋮
𝑋𝑛2

⋯𝑋1𝑘
⋯𝑋2𝑘
⋮

⋯𝑋𝑛𝑘

] [

𝐵0
𝐵1
⋮
𝐵𝑘

] + [

𝑈1
𝑈2
⋮
𝑈𝑛

] 

𝑌 = 𝑋𝐵 + 𝑈…… . . (33.2) 
 :نأحيث 
𝑌  :( متجا عمود  أبعادهnx1 يحتو  على )n  مشاهدة للمتغير التابعY . 
𝑋( مصددفوفة أبعادهددا :𝑛 × 𝑘 + . وعمودهددا الأول يحتددو  علددى X( تحتددو  مشدداهدات المتغيددرات المسددتقلة 1

 قيم الواحد. صحيح لأخذ الثاب  بنير الاعتبار.
𝐵 :( منحا عمود  أبعاده𝑘 + 1 ×  ( تحتو  المعالم المجهولة.1
𝑈 :متج( ا عمود  أبعادهnx1.يحتو  الخطأ العشوائي ) 

وللحصددول علددى تقددديرات المربعددات الصددغرت العاديددة لمتجددا المعلمددات يمكددن كتابددة المعادلددة المقدددرة التددي يددراد 
 الحصول عليها وبصيغة المصفوفات كما يلي:

Y =  Ŷ +  e 
Y =  XB̂  +  e 

∴ e =  Y −  XB̂………… . (34.2) 
 . eوباستخدام المبدلة لد 

𝑒′𝑒 = (𝑌 − 𝑋𝐵̂)′(𝑌 − 𝑋𝐵̂) 
𝑒′𝑒 = (𝑌′ − 𝐵̂′𝑋′)(𝑌 − 𝑋𝐵̂)  
𝑒′𝑒 = 𝑌′𝑌 − 𝐵̂′𝑋′𝑌 − 𝑌′𝑋𝐵̂ + 𝐵̂′𝑋′𝑋𝐵̂ …… . . (35.2) 

 بما أن الحد الثاني والثالث يمثلان قيمة واحدة وأن كل حد يمثل مبدلة للآخر فإن: 
[𝐵̂′𝑋′𝑌 = (𝐵̂′𝑋′𝑌)

′
= 𝐵̂𝑋𝑌′] 

  ∴ 𝑒′𝑒 = 𝑌′𝑌 − 2𝐵̂′𝑋′𝑌 + 𝐵̂′𝑋′𝑋𝐵̂ ……… . . (36.2) 
′𝐵̂  ولما كان   = (𝐵̂′)

′
= 𝐵̂ 

 ومساواتها بالصفر : ′𝐵̂وبأخذ المشتقة الجزئية لد 
2𝑋′𝑋𝐵̂ = 2𝑋′𝑌 
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 ( نحصل:2المعادلة على )وبقسمة طرفي 
𝑋′𝑋𝐵̂ = 𝑋′𝑌 

 نحصل: 1−(𝑋′𝑋)وب رب طرفي المعادلة بالمعكوس 
 (𝑋′𝑋)−1𝑋′𝑋𝐵̂ = (𝑋′𝑋)−1𝑋′𝑌 

المعادلددة  ا، إذً  1الوحدددة  يسدداو  مصددفوفة 𝑋′𝑋فددي المصددفوفة  1−(𝑋′𝑋)ن حاصددل ضددرب المعكددوس أوبمددا 
∴      أعلاه تصبح: 𝐵̂ = (𝑋′𝑋)−1𝑋′𝑌………(37.2) 
 أن: حيث 
𝐵̂ :.تمثل معاملات الانحدار المطلوب تقديرها 

(𝑋′𝑋)−1 ( تمثل معكوس المصفوفة :𝑋′𝑋.) 
𝑋′𝑌.تمثل المتجا : 

 B̂0الحصدول علدى قديم  ( وباعتمداد صديغة المصدفوفات يمكدن1.2وبالرجوع إلى البيانات الدواردة فدي الجددول )
 وكالاتي : B̂1و

𝐵̂ = (𝑋′𝑋)−1𝑋′𝑌 

(𝑋′𝑋) = [
1   1   1 1 1 1 1 1

4 8 12 16 20 24 28 32
]

[
 
 
 
 
 
 
 
1
1
1
1
1
1
1
1

4
8
12
16
20
24
28
32]
 
 
 
 
 
 
 

 

(𝑋′𝑋) = [
8 144
144 3264

] 

(𝑋′𝑋)−1 =
1

|𝑋′𝑋|
𝑎𝑑𝑗𝑋′𝑋 

|𝑋′𝑋| = [
8 144
144 3264

] = (8)(3264) − (144)(144) 
|𝑋′𝑋| = 26112 − 20736  
 |𝑋′𝑋| = 5376  
𝑎𝑑𝑗𝑋′𝑋 = [

3264 −144
−144 8

] 

(𝑋′𝑋)−1 =
1

5376
[
3264 −144
−144 8

]  

(𝑋′𝑋)−1 = [
0.607142857 −0.026785714
−0.026785714 0.001488095

]  
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𝑋′𝑋 = [
1 1 1 1 1 1 1 1

4 8 12 16 20 24 28 32
]

[
 
 
 
 
 
 
 
25.6
32.7
45.4
53.9
59.0
62.6
65.0
65.8]

 
 
 
 
 
 
 

 

𝑋′𝑌 = [
410
8379.2

]   

 𝐵̂ = (𝑋′𝑋)−1𝑋′𝑌 

 𝐵̂ = [
0.607142857 −0.026785714
−0.026785714 0.001488095

] [
410
8379.2

]   

[
𝐵̂0
𝐵̂1
] = [

248.9285714 +(−224.4428547)
−10.98214274 +12.46904562

] 

 [
𝐵̂0
𝐵̂1
] = [

24.48571
1.48690

]  

∴  𝑌̂𝑖 = 24.485 + 1.486 𝑋𝑖 
بددالطرق الأربعددة  اتمامددً  سددبق بددأن النتددائج التددي تددم التوصددل إليهددا فددي المعادلددة التقديريددة هددي نفسددهايت ددح ممددا 
 اسنفة الذكر.

 الخواص الأساسية لمقدرات المربعات الصغرى:  3-2

فددي كددل تقدددير يددتم الحصددول عليددا، هندداك خصددائص عدددة مرغددوب فيهددا لددذلك التقدددير، ومددن هددذه الخصددائص 
( B̂فكدل مقددر ) Best Linear Unbiased Estimator (BLUE)خاصدية أف دل مقددر خطدي غيدر متحيدز، 

 :نأ  أ(، Yعنا كدالة خطية بالنسبة لمشاهدات المتغير التابع ) يمكن التعبير
B̂ = 𝐾1𝑌1 + 𝐾2𝑌2 +⋯ .+𝐾𝑛𝑌𝑛 

= i حيث أن:  1,2, . . . , n)، K𝑖ومدن بدين جميدع المقددرات الخمليدة نبحدث  .( عبارة عدن أوزان أو قديم ثابتدة
عددن المقدددرات غيددر المتحيددزة، ونقصددد بعدددم التحيددز هددو أن يكددون الفددرق بددين القيمددة المتوقعددة للمقدددر وقيمددة المعلمددة 

:𝐼   الحقيقية يساو  صفر، أ : (𝐵)  = 𝐵 − 0 
مقددرات  B∗ ،𝐵̂ قل ما يمكن فدإذا كدانأوأف ل مقدر هو ذلك المقدر الذ  يكون تباينا حول الوسط الحسابي 

 ذا تحقق  العلاقة استية:إأف ل مقدر  B̂ن إخطية غير متحيزة ف
𝑣𝑎𝑟(𝐵̂)  <  𝑣𝑎𝑟 (𝐵∗) 
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 وسوف نتناول أدناه هذه الخصائص بشيء من التفصيل:
 :Linearity Propertyالخاصية الخطية  1.2.3

ن تلدك المقددرات يمكدن وصدفها فدي صدورة أمقدرات المربعات الصغرت خطية فدي المتغيدر التدابع حيدث نلاحد  
 ، أ :Yو ترتيب خطي من قيم المتغير أدالة 

𝐵̂1 = 𝐾1𝑌1 + 𝐾2𝑌2 +⋯+𝐾𝑛𝑌𝑛   

∴ 𝐵̂1 =∑𝐾𝑖𝑌𝑖

𝑛

𝑖=1

   

∴ 𝐵̂1 =
∑𝑥𝑖𝑦𝑖
∑𝑥𝑖

2  

𝑦𝑖:        للمشاهدة الواحدةوأن:   = 𝑌𝑖 − 𝑌̅ 

∴ 𝐵̂1 =
∑𝑥𝑖 (𝑌𝑖 − 𝑌̅)

∑𝑥𝑖
2 =

∑𝑥𝑖𝑌𝑖
∑𝑥𝑖

2 −
𝑌̅∑𝑥𝑖
∑𝑥𝑖

2    

∴∑𝑥𝑖 =∑(𝑋𝑖 − 𝑋̅) =0 

∴
𝑌̅ ∑𝑥𝑖
∑𝑥𝑖

2 = 0 

𝐵̂1               لذلك تكون: =
∑𝑥𝑖𝑦𝑖
∑𝑥𝑖

2 = ∑[
𝑥𝑖
∑𝑥𝑖

2  𝑌𝑖]             

𝑥𝑖∑ثابتة نجد أن:  𝑋 ولما كان  قيم

∑𝑥𝑖
، وهي ثابتدة فدي كدل 𝐾𝑖هي مقادير ثابتة، ويمكن أن نرمز لها بالرمز  2

𝐾𝑖العينات، أ :         =
𝑥𝑖
∑𝑥𝑖

2 

𝐵̂1  ،مجموع مرجح لقيم المتغير التابع𝑌𝑖 

∴ 𝐵̂1 =∑𝐾𝑖𝑌𝑖    
∴ 𝐵̂1 = 𝐹(𝑌𝑖) 

 هو مقدر خطي. 𝐵̂1ا  إذً 
 : Weighted Propertiesخصائص الأوزان  

 للشروط استية: K𝑖وتخ ع  ا،نها تعتبر ثابتة أيً  إالثابتة فقط ف 𝑋ن الأوزان تعتمد على قيم أوبما 
  ن:أ  أمجموع الأوزان يساو  صفر، 1-

∑𝐾𝑖

𝑛

𝑖=1

= 0  
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 إذًا:

∴ 𝐾𝑖 =
𝑥𝑖
∑𝑥𝑖

2 

∴ 𝑥𝑖 =∑(𝑋𝑖 − 𝑋̅) = 0 
 ن:إوبالتعويص، ف

∴∑𝐾𝑖 =
0

∑𝑥𝑖
2 = 0 

انحرافاتهدددا عدددن متوسدددطها  ( أو فددديX𝑖المتغيدددر المسدددتقل )( فدددي قددديم Kمجمدددوع حاصدددل ال دددرب لدددلأوزان ) -2
 ( يساو  الواحد صحيح، أ :x𝑖الحسابي )

∑𝐾𝑖𝑋𝑖

𝑛

𝑖=1

=∑𝑘𝑖𝑥𝑖

𝑛

𝑖=1

= 1   

∑𝐾𝑖𝑥𝑖 =∑𝐾𝑖(𝑋𝑖 − 𝑋̅) =∑𝐾𝑖𝑋𝑖 − 𝑋̅∑𝐾𝑖 
 ن:أوقد بينا سابقاً 

∵∑𝐾𝑖𝑋𝑖 = 0  

∴∑𝐾𝑖𝑥𝑖 =∑𝐾𝑖𝑋𝑖 
 ن:أوبما 

∵ 𝐾𝑖 =
𝑥𝑖
∑𝑥𝑖

2 

 :اإذً 

∑𝐾𝑖𝑥𝑖 =∑
𝑥𝑖
∑𝑥𝑖

2 𝑥𝑖 

 لذلك تكون:

∑𝐾𝑖𝑥𝑖 =
∑𝑥𝑖

2

∑𝑥𝑖
2 = 1  

 ∴ ∑𝐾𝑖𝑥𝑖

𝑛

𝑖=1

=∑𝐾𝑖𝑋𝑖

𝑛

𝑖=1

= 1 

K𝑖∑مجموع مربعات الأوزان  -3 
1 المتغير المستقل ، يساو  معكوس مجموع مربعات انحرافات 2

∑𝑥𝑖
   ن:أ، أ  2

𝐾𝑖 =
𝑥𝑖
∑𝑥𝑖

2 =
(𝑋𝑖 − 𝑋)

∑(𝑋𝑖 − 𝑋̅)
2
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 :ا، يكون مهعوعند تربيع الطرفين، ثم جم

∑𝐾𝑖
2 =

∑(𝑋𝑖 − 𝑋̅)
2

[∑(𝑋𝑖 − 𝑋̅)
2]2

 

 :وبعد الاختصار والترتيب 

∑𝐾𝑖
2 =

1

∑(𝑋𝑖 − 𝑋̅)
2
=

1

∑𝑥𝑖
2 

 .𝑌دالة خطية من قيم المتغير  𝐵̂0 ن أوبطريقة مماثلة يمكن البرهنة ب
𝐵̂0 = 𝑊1𝑌1 +𝑊2𝑌2…… .+𝑊𝑛𝑌𝑛   

∴ 𝐵̂0 =∑𝑊𝑖𝑌𝑖

𝑛

𝑖=1

 

  ∴ 𝐵̂0 = 𝑌̅ − 𝐵̂1𝑋̅ 
 وأن:

𝑌̅ =
∑𝑌𝑖
𝑛
 , 𝐵̂1 =∑𝐾𝑖𝑌𝑖    

∴ 𝐵̂0 =
∑𝑌𝑖
𝑛
− 𝑋̅∑𝐾𝑖𝑌𝑖 

 :خلال إعادة الترتيب، نحصلومن 

𝐵̂0 =∑[
1

𝑛
− 𝑋̅𝐾𝑖] 𝑌𝑖 

 ن:أ، أ  W𝑖مقادير ثابتة، نرمز لها بالرمز  𝑋̅, 𝐾𝑖ولما كان  

W𝑖 = [
1

𝑛
− 𝑋̅𝐾𝑖] 

 أخرت: فقط، ب بارة 𝑌𝑖تعتمد على قيم  𝐵̂0ن أأعلاه، نجد وبتعويص ذلك في المعادلة 

𝐵̂0 =∑𝑊𝑜𝑌𝑖 
∴ 𝐵̂0 = F(𝑌𝑖) 

 هو مقدر خطي. 𝐵̂0  اإذً 
 (22صفحة  2006-2007)نيير مدكور، : عدم التحيز 2.2.3

وقيمددة المعلمددة الحقيقيددة للمجتمددع  E(B̂)ن يكددون الفددرق بددين القيمددة المتوقفددة للمقدددر أتقصددد بعدددم التحيددز هددو 
E(B̂)  (، يساو  صفر، أ :Bالإحصائي ) − 𝐵 = 0   

E(B̂) متحيز إذا كان وسطها يساو  القيمة الحقيقية للمعلمة:ب بارة أخرت يعتبر المقدر غير  = 𝐵   
 نتبع ما يلي: B̂1خاصية عدم التحيز بالنسبة  ولإثبات 
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B̂1:             من خاصية الخطية = ∑𝐾𝑖𝑌𝑖  
𝑌𝑖        وباستح ار المعادلة: = 𝐵0 + 𝐵1𝑋𝑖 + 𝑈𝑖 

B̂1    وبتعويص ذلك في أعلاه: = ∑𝐾𝑖 (𝐵0 + 𝐵1𝑋𝑖 + 𝑈𝑖) 
 وبفتح القوس نحصل:

B̂1 = 𝐵0∑𝐾𝑖 + 𝐵1∑𝐾𝑖𝑋𝑖 +∑𝐾1𝑈𝑖 ………(38.2) 
  ن:إوباستخدام شروط الأوزان ف

∑𝐾𝑖 = 0   

𝐵0∑𝐾𝑖 = 0  

∑𝐾𝑖𝑋𝑖 = 1 
 (، نحصل :38.2وبتعويص ذلك في المعادلة )

∴ 𝐵̂1 = 𝐵1 +∑𝐾1𝑈𝑖 ………(39.2) 
 وبأخذ توقع طرفي المعادلة:

𝐸(𝐵̂1) = 𝐵1 +∑𝐾𝑖 𝐸(𝑈𝑖) 
 :العشوائيمن فرضيات الخطأ 

∵ 𝐸(𝑈𝑖) = 0  
 ∵ 𝐸𝐾𝑖𝐸(𝑈𝑖) = 0 

 ∴ 𝐸(𝐵̂1) = 𝐵1…………………(40.2) 
  .𝐵هو تقدير غير متحيز للقيمة الأصلية،  𝐵̂1ن أويعني ذلك 

 : 𝑩̂𝟎إثبات خاصية عدم التحي  لـ 
 B0. تعتبر مقدرة غير متحيزة للمعلمة الحقيقية 𝐵̂0وبنفس المنهجية يمكن البرهنة بأن 
 من الخاصية الخطية يتبين لنا :

𝐵̂0 =∑𝑊𝑖𝑌𝑖   

𝑊𝑖 = [
1

𝑛
− 𝑋̅𝐾𝑖]  

 ن:أو 
𝑌𝑖 = 𝐵0 + 𝐵1𝑋𝑖 + 𝑈𝑖 

 وعند التعويص نحصل:
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∴ 𝐵̂0 =∑[
1

𝑛
− 𝑋̅𝐾𝑖] [𝐵0 + 𝐵1𝑋𝑖 + 𝑈𝑖] 

 وعند فك الأقواس والتعويص، نحصل:

𝐵̂0 = 𝐵0 − 𝐵0𝑋̅∑𝐾𝑖 +𝐵1𝑋̅ − 𝑋̅𝐵1∑𝐾𝑖𝑋𝑖 +∑(
1

𝑛
− 𝑋̅𝐾𝑖)𝑈𝑖……(41.2) 

 الأوزان:وباستخدام شروط 

∵∑𝐾𝑖 = 0  

∴ 𝐵0𝑋̅∑𝐾𝑖 = 0  

∵∑𝐾𝑖𝑋𝑖 = 1  

 ∴ 𝐵̂0 = 𝐵0 +∑(
1

𝑛
− 𝑋̅𝐾𝑖)𝑈𝑖 …… . (42.2) 

 وبأخذ توقع طرفي المعادلة:

𝐸(𝐵̂0) = 𝐵0 +∑(
1

𝑛
− 𝑋̅𝐾𝑖)𝐸(𝑈𝑖)  

 ∵ 𝐸(𝑈𝑖) = 0   
∴∑(

1

𝑛
− 𝑋̅𝐾𝑖)𝐸(𝑈𝑖) = 0 

∴ 𝐸(𝐵̂0) = 𝐵0……… . . (43.2) 
 𝐵0هو تقدير غير متحيز للقيمة الأصلية،  𝐵̂0ن أويعني ذلك 

 :قل تباينأ.خاصية أفضل مقدر 3.2.3
 .E(B̂)وقيمتها المتوقعة  Bن مفهوم تباين المعالم يُحدد بواسطة الانحراف بين المعالم المقدرة لد إ

 :(28صفحة  2006-2007)نيير مدكور،  نإف 𝐵̂1تبالنسبة لد 
𝑣𝑎𝑟(𝐵̂1) = 𝐸[𝐵̂1 − 𝐸(𝐵̂1)]

2
…………(44.2) 

𝐸(𝐵̂1):    من خاصية عدم التحيز  = 𝐵1 
𝑣𝑎𝑟(𝐵̂1) = 𝐸[𝐵̂1 − 𝐵1]

2
…………(45.2) 

 ن:أنجد  𝐵̂1( من خاصية عدم التحيز والخاصة بد 39.2بالرجوع إلى المعادلة )

𝐵̂1 = 𝐵1 +∑𝐾𝑖𝑈𝑖    

𝐵̂1 − 𝐵1 =∑𝐾𝑖𝑈𝑖 
 بتربيع الطرفين:
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(𝐵̂1 − 𝐵1)
2
= (∑𝐾𝑖𝑈𝑖)

2

 
 طرفي المعادلة:وبأخذ توقع 

𝐸(𝐵̂1 − 𝐵1)
2
= 𝐸 (∑𝐾𝑖𝑈𝑖)

2

  

𝑣𝑎𝑟(𝐵̂1) = 𝐸 [∑𝐾𝑖𝑈𝑖]
2

……………(46.2) 
 وبفك القوس، نحصل:

𝑣𝑎𝑟(𝐵̂1) =∑𝐾𝑖
2 (𝑈𝑖)

2 + 2∑∑𝐾𝑖𝑈𝑗

𝑖<𝑗

𝐸(𝑈𝑖𝑈𝑗) 

 أن:ومن فرضيات الخطأ العشوائي 
𝐸(𝑈𝑖)

2 = 𝜎2 
𝐸(𝑈𝑖𝑈𝑗)              ن:أو  = 0                 𝐹𝑜𝑟 𝑎𝑙𝑙 𝑖 ≠ 𝑗 

∴ 𝑣𝑎𝑟(𝐵̂1) =∑𝐾𝑖
2 𝜎2……… . (47.2) 

∵ 𝐾𝑖 =
𝑥𝑖
∑𝑥𝑖

2   

∑𝐾𝑖
2 =

∑𝑥𝑖
2

(∑𝑥𝑖
2)2

=
1

∑𝑥𝑖
2  

 ∴ 𝑣𝑎𝑟(𝐵̂1) =
1

∑𝑥𝑖
2 . 𝜎

2 =
𝜎2

∑𝑥𝑖
2 

 على النحو استي: 𝐵̂0وبالأسلوب نفسا يمكن تحديد التباين لد 
∴ 𝑣𝑎𝑟(𝐵̂0) = 𝐸[𝐵̂0 − 𝐸(𝐵̂0)]

2
…………… . (48.2) 

𝐸(𝐵̂0)               من خاصية عدم التحيز : = 𝐵0  
𝑣𝑎𝑟(𝐵̂0) = 𝐸[𝐵̂0 − 𝐵0]

2 
 أن: نجد  𝐵̂0( من خاصية عدم التحيز والخاصة بد 42.2وبالرجوع إلى المعادلة )

𝐵̂0 = 𝐵0 +∑(
1

𝑛
− 𝑋̅𝐾𝑖)𝑈𝑖   

𝐵̂0 − 𝐵0 =∑(
1

𝑛
− 𝑋̅𝐾𝑖)𝑈𝑖   

𝑣𝑎𝑟(𝐵̂0) = 𝐸 [∑(
1

𝑛
− 𝑋̅𝐾𝑖)𝑈𝑖]

2

  

 𝑣𝑎𝑟(𝐵̂0) =∑(
1

𝑛
− 𝑋̅𝐾𝑖)

2

𝐸(𝑈𝑖)
2   

𝐸(𝑈𝑖)
2 = 𝜎2 



 معلمات النموذج؛ اختبار الموثوقية، التنبؤ(تحليل الانحدار الخطي البسيط )تحديد قيم                            : الثانيالمحور 

 

34  

 

∴ 𝑣𝑎𝑟(𝐵̂0) = 𝜎
2 [∑(

1

𝑛
− 𝑋̅𝐾𝑖)

2

] 

 :على نحصل وبفك القوس وباستخدام شروط الأوزان

∑𝐾𝑖 = 0  

∴
2𝑋̅2

𝑛
∑𝐾𝑖 = 0 

 وأن:      

∑𝐾𝑖
2 =

1

∑𝑋𝑖
2   

 ∴ 𝑣𝑎𝑟(𝐵̂0) = 𝜎
2 (
1

𝑛
+
𝑋̅2

∑𝑥𝑖
2) 

ف ل مقدرات خطية غير متحيزة أ  أنها تتسم بالكفاءة، ونتيجة لنسبية م يار أهي  (OLS)ن مقدرات أثبات  ولإ  
𝐵1ننا نقوم بتعريف مقدرة أخرت ولتكن إالأف لية ف

ن تبداين أحيث سيت دح لاحقداً  OLS ، 𝐵̂1تختلف عن مقدرة  ∗
𝐵1تلك المقدرة 
 التباين الأقل. صاحبة𝐵̂1وبالتالي نف ل المقدرة الأخيرة  OLS ، 𝐵̂1يفوق تباين مقدرة أن لابد  ∗

𝐵1
∗ =∑𝐶𝑖𝑌𝑖 . . . (49.2) 
𝐶𝑖 = 𝐾𝑖 + 𝑑𝑖 

𝑑𝑖 ن أو  ≠  :كميات ثابتة 𝑑𝑖، حيث  0
∴ 𝑌𝑖 = 𝐵0 + 𝐵1𝑋𝑖 + 𝑈𝑖   

𝐵1
∗ =∑𝐶𝑖 (𝐵0 + 𝐵1𝑋𝑖 + 𝑈𝑖)……… . (50.2)  

 𝐵1
∗ = 𝐵0∑𝐶𝑖 + 𝐵1∑𝐶𝑖𝑋𝑖 +∑𝐶𝑖𝑋𝑈𝑖 

𝐵1ولكي تكون 
𝐸(𝐵1 غير متحيزة أ   ∗

∗) = 𝐵1  ن تتصف أيجبC𝑖  استية: بالصفات 
𝐶𝑖∑ (أ = 0 

𝐾𝑖∑أو:    + ∑𝑑𝑖 = 0           
∴معروفة مسبقًا :      ∑𝐾𝑖 = 0 

-     ∑𝑑𝑖 = 0                  
∴               أ  إن: ∑𝐶𝑖 = 0 

𝐶𝑖𝑋𝑖∑ (ب  = 1   
∵أو:  ∑𝐾𝑖𝑋𝑖 + ∑𝑑𝑖𝑋𝑖 = 1 

  معروفة مسبقًا.
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          ∑𝐾𝑖𝑋𝑖 = 1     
𝑑𝑖𝑋𝑖∑أ  أن:  = 0   

∴∑𝐶𝑋𝑖 = 1 + 0 + 1   

 𝐵1
∗ = 𝐵1 +∑𝐶𝑖𝑈𝑖 …… . . (51.2) 

∵ 𝐸(𝑈𝑖) = 0  
 ∴ ∑𝐶𝑖 𝐸(𝑈𝑖) = 0  

𝐸(𝐵1
∗) = 𝐵1…………(52.2) 

𝐵1هنا المقدر 
 .varنعوا في قانون  نناإغير متحيز ولتحديد تباين هذه المقدرة الخطية غير المتحيزة ف ∗

𝑣𝑎𝑟𝐵1
∗ = 𝐸[𝐵1

∗ − 𝐸(𝐵1
∗)]2 

∵:   (52.2من المعادلة رقم )  𝐸(𝐵1
∗) = 𝐵1              

𝑣𝑎𝑟𝐵1
∗ = 𝐸[𝐵1

∗ − 𝐵1]
2 

 :(51.2وباستخدام المعادلة رقم )

𝐵1
∗ = 𝐵1 +∑𝐶𝑖𝑈𝑖 

𝐵1
∗ − 𝐵1 =∑𝐶𝑖𝑈𝑖 

. 𝑣𝑎𝑟(𝐵1
∗) = 𝐸 [∑𝐶𝑖𝑈𝑖]

2

. . (53.2) 
 وبفك القوس، نحصل على:

𝑣𝑎𝑟(𝐵1
∗) =∑𝐶𝑖

2 𝐸(𝑈𝑖)
2 + 2∑𝐶𝑖𝐶𝑗

𝑖>𝑗

𝐸(𝐶𝑖𝐶𝑗) 

𝐸(𝑈𝑖)  ومن فرضيات الخطأ العشوائي:
2 = 𝜎2 

𝐸(𝑈𝑖𝑈𝑗):                         نأو  = 0 

𝑣𝑎𝑟(𝐵1
∗) =∑𝐶𝑖

2 𝜎2…… . . (54.2) 
𝐶𝑖: ولما كان   = 𝐾𝑖 + 𝑑𝑖                                        

𝑣𝑎𝑟(𝐵1
∗) =∑(𝐾𝑖 +∑𝑑𝑖)

2

𝜎2   

𝑣𝑎𝑟(𝐵1
∗) = 𝜎2 [∑𝐾𝑖

2 +∑𝑑𝑖
2 +∑𝐾𝑖𝑑𝑖]   

𝑣𝑎𝑟(𝐵1
∗) = 𝜎2 ∑𝐾𝑖

2 + 𝜎2 ∑𝑑𝑖
2 + 2𝜎2 ∑𝐾𝑖𝑑𝑖   

∵∑𝐾𝑖 = 0  
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∵∑𝐾𝑖𝑑𝑖 = 0    

𝑣𝑎𝑟(𝐵1
∗) = 𝜎2 ∑𝐾𝑖

2 + 𝜎2 ∑𝑑𝑖
2……… . (55.2) 

𝐾𝑖∑         :   ولما كان  
2 =

1

∑𝑥𝑖
2 

𝑣𝑎𝑟(𝐵1
∗) = 𝜎2 

1

∑𝑥𝑖
2 + 𝜎

2 ∑𝑑𝑖
2…………(56.2) 

𝜎2 
1

∑𝑥𝑖
2 = 𝑣𝑎𝑟(𝐵1

∗) 

∴ 𝑣𝑎𝑟(𝐵1) = 𝑣𝑎𝑟(𝐵̂1) + 𝜎
2 ∑𝑑𝑖

2……… . . (57.2) 
𝑑𝑖∑            ن:أوحيث 

2 > 0 
𝑣𝑎𝑟(𝐵1      ن:إعليا ف

∗) > 𝑣𝑎𝑟(𝐵̂1) 
المقددرات الخطيدة غيدر  تتميز بأصغر تباين مدن بدين 𝐵̂1الخاصة بالمعلمة   OLSننا نرت ان مقدرة  إومن ثم ف

𝐵1المتحيزة للمعلمة 
∗ . 

 تقدير تباين حد الخطأ العشوائي:  .4
ن تبدداين المقدددرات أجددراء الاختبددارات المعنويددة الخاصددة بتلددك المقدددرات، غيددر إفددي  B̂1و  B̂0يسددتعمل تبدداين 

S𝑒الددذ  يرمددز لددا بددالرمز ) العشددوائي( تبدداين حددد الخطددأ σ2يحتددو  علددى معلمددة مجهولددة هددي )
( و يمكددن اشددتقاقا 2

 كاستي:
 بما أن المعادلة التقديرية تأخذ الصيغة استية:

𝑌̂𝑖 = 𝐵̂0 + 𝐵̂1𝑋𝑖 …… . . (58.2) 
 على طرفي المعادلة :  Σوبإدخال 

∑𝑌̂𝑖 = 𝑛𝐵̂0 + 𝐵̂1∑𝑋𝑖 
 :nوبالقسمة على 

∑ 𝑌̂𝑖
𝑛
=
𝑛

𝑛
𝐵̂0 + 𝐵̂1

∑𝑋𝑖
𝑛

 

𝑌̂ = 𝐵̂0 + 𝐵̂1𝑋̅ ……………(59.2) 
 ( نحصل:58.2( من المعادلة )59.2المعادلة )وبطرح 

𝑌̂𝑖 − 𝑌̂ = 𝐵̂0 + 𝐵̂1𝑋𝑖 − 𝐵̂0 − 𝐵̂1𝑋̅ 
𝑌̂𝑖              وبعد الاختصار، نحصل: = 𝐵̂1𝑋𝑖 − 𝐵̂1𝑋̅ 
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𝑌̂𝑖إذًا:     = 𝐵̂1(𝑋𝑖 − 𝑋̅)                                               
𝑌̂𝑖 = 𝐵̂1𝑥𝑖 ………(60.2)  

∵ 𝑒𝑖 = 𝑦𝑖 − ŷ𝑖 
 :(60.2المعادلة )وبالتعويص من 

∴ 𝑒𝑖 = 𝑦𝑖 − 𝐵̂1𝑥𝑖 
 وبتربيع طرفي هذه المعادلة:

𝑒𝑖
2 = (𝑦𝑖 − 𝐵̂1𝑥𝑖)

2 
 وعند فك الأقواس، نحصل:

𝑒𝑖
2 = 𝑦𝑖

2 + 𝐵̂1
2𝑥𝑖

2 − 2𝐵̂1𝑥𝑖𝑦𝑖 
 على طرفي المعادلة: Σوبإدخال 

∑𝑒𝑖
2 =∑𝑦𝑖

2 + 𝐵̂1
2∑𝑥𝑖

2 − 2𝐵̂1∑𝑥𝑖𝑦𝑖 …… . . (61.2)  

∵ 𝐵̂1 =
∑𝑥𝑖𝑦𝑖
∑𝑥𝑖

2  

 :الطرفين في الوسطين لذلك سيكون ن حاصل ضرب مو 

𝐵̂1∑𝑥𝑖
2 =∑𝑥𝑖𝑦𝑖 

 :( بما يساويها61.2وبالتعويص في المعادلة )

∑𝑒𝑖
2 =∑𝑦𝑖

2 + 𝐵̂1∑𝑥𝑖𝑦𝑖 − 2𝐵̂1∑𝑥𝑖𝑦𝑖 
 :وبعد الاختصار نحصل

∑𝑒𝑖
2 =∑𝑦𝑖

2 + 𝐵̂1∑𝑥𝑖𝑦𝑖 ……………(62.2) 

𝜎2              على أنها: 𝜎2 جرت تعريف   وقد  =
∑ 𝑒𝑖

2

𝑛−2
 

 ، نحصل: 62.2وبالتعويص عن البسط من المعادلة 

𝜎2 =
∑𝑦𝑖

2 − 𝐵̂1∑𝑥𝑖𝑦𝑖
𝑛 − 2

…… . . (63.2) 
المشاهدة عدن خدط انحددار  تباين أخطاء العينة تمثل النسبة بين مجموع مربعات انحرافات القيمأن    هذا يعنيو 

    ن:إ(، فدددS𝑒2) بددالرمزومذا رمزنددا إلددى التقدددير الخطددي غيدددر المتحيددز لتبدداين الخطددأ  العينددة إلددى درجددة الحريددة للخطدددأ.

 S𝑒
2 =

∑𝑒𝑖
2

𝑛−2
 

S𝑒ذلك يعني أن 
 .𝑈𝑖ف ل مقدر غير متحيز لتباين المتغير العشوائي أوحد الخطأ، أ 2
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 تمهيـــد: 

يت ح مما سبق أن الانحدار الخطي البسيط يركز على دراسة العلاقة بين متغيرين أحدهما المتغير المستقل  
(𝑋)    التابع تأثر أية  (𝑌)واسخر المتغير  ، غير أن واقع الحياة الاقتصادية والاجتماعية مبني بشكل عام على 

ظاهرة بأكثر من متغير مستقل، فدالة الطلب مثلا، تحدد العلاقة بين الكميات المطلوبة من سلعة معينة، والاسعار 
كأحد المتغيرات ف لا   الخاصة بهذه السلعة، وغيرها من السلع )أسعار السلع البديلة( ويدخل فيها دخل المستهلك

التابع   للمتغير  انحدار  ليشتمل على  السابق  لذلك لابد من توسيع نموذج الانحدار  المتغيرات الأخرت،   (𝑌)عن 
المستقلة   المتغيرات  من  العديد  ,𝑋1)على  𝑋2, … , 𝑋𝑘)ال الخطي  الانحدار  بنموذج  هذا  ويسمى  د ،   متعدِّّ

(Multiple Linear regression ) 

د ور إلى توضيح كيفية تقدير نموذج الانحدار الخطي الويهدف هذا المح ، الذ  يتكون من متغير تابع متعدِّّ
ال الانحدار  نموذج  طبيعة  مناقشة  سيتم  لذلك  المستقلة،  المتغيرات  من  أكثر  أو  د ومتغيرين  أهم  متعدِّّ تحديد  ثم   ،

بيان عدم وجود علاقة خطية    افتراضات النموذج التي سبق وأن تعرفنا عليها في المور السابق، ي اف إلى ذلك 
𝑁𝑜𝑛)، تكون مصفوفة غير شاذة  (𝑋′𝑋)تامة بين المتغيرات المستقلة وكيف ان المصفوفة   − 𝑆𝑖𝑛𝑔𝑢𝑙𝑎𝑟) 

المشترك  والتباين  التباين  تقدير  النموذج،  معلمات  تقدير  ذلك  بعد  يتم  ثم  صفرا،  يساو   لا  محددها  كان  إذا 
 ختبار معاملات النموذج.والانحراف الم يار  لها للوصول إلى ا

دالنموذج الخطي ال.1  :متعد ِّ

د يستند النموذج الخطي ال  تراا وجود علاقة بين متغير مستقل تابع فعلى ا متعدِّّ
𝑌𝑖 = 𝛽0 + 𝛽1𝑋𝑖1 + 𝛽2𝑋𝑖2 +⋯+ 𝛽𝑘𝑋𝑖𝑘 + 𝜇𝑖 ………(𝐼) 

تكون نيام المعادلات  (𝑛)وفي واقع الأمر، فإن هذه المعادلة هي واحدة من جملة معادلات يبلغ عددها  
 استي: 

𝑌1 = 𝛽0 + 𝛽1𝑋11 + 𝛽2𝑋12 +⋯+ 𝛽𝑘𝑋1𝑘 + 𝜇𝑖 
𝑌𝑖 = 𝛽0 + 𝛽1𝑋21 + 𝛽2𝑋22 +⋯+ 𝛽𝑘𝑋2𝑘 + 𝜇2 
⋮         ⋮         ⋮               ⋮                        ⋮                ⋮ 
𝑌𝑖 = 𝛽0 + 𝛽1𝑋𝑛1 + 𝛽2𝑋𝑛2 +⋯+ 𝛽𝑘𝑋𝑛𝑘 + 𝜇𝑛 

𝑘)وهذه المعادلة تت من   + يمثل الحد  (𝛽0)من المعلمات المطلوب تقديرها، علما أن الحد الأول منها   (1
  2006)بخي ، وآخرون، الثاب ، الأمر الذ  يتطلب اللجوء إلى المصفوفات والمتجهات لتقدير تلك المعلمات  

 صورة مصفوفات كالتالي: ، وعليا؛ يمكن صياغة هذه المعادلات في (144-145الصفحات 
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[
 
 
 
 
𝑌1
𝑌2
𝑌3
⋮
𝑌3]
 
 
 
 

=

[
 
 
 
 
1 𝑋11 𝑋12
1 𝑋21 𝑋22
1
⋮
1

𝑋31
⋮
𝑋𝑁1

𝑋32
⋮
𝑋𝑛2

    

𝑋13 𝑋1𝑘
𝑋23 𝑋2𝑘
𝑋33
⋮
𝑋𝑛3

𝑋3𝑘
⋮
𝑋𝑛𝑘]

 
 
 
 

[
 
 
 
 
𝛽0
𝛽1
𝛽2
⋮
𝛽𝑛]
 
 
 
 

+

[
 
 
 
 
𝜇0
𝜇1
𝜇2
⋮
𝜇𝑘]
 
 
 
 

 

 وباختصار نقول:
𝑌 = 𝑋𝛽 + 𝜇……… (𝐼𝐼) 

𝑌  متجا عمود  أبعاده :(𝑛 ×  يحتو  مشاهدات المتغير التابع.  (1
𝑋  مصفوفة أبعادها :(𝑛 × 𝑘 + تحتو  مشاهدات المتغيرات المستقلة، ويحتو  عمودها الأول على قيم   (1

 الواحد الصحيح ليمثل الثاب .
𝛽 :  متجا عمود  أبعاده(𝑘 + 1 ×  ويحتو  على المعالم المطلوب تقديرها. ،  (1
𝜇  متجا عمود  أبعاده :(𝑛 ×  يحتو  على الأخطاء العشوائية.  (1

هي العلاقة الحقيقية المجهولة والمراد تقديرها بإستخدام الإحصاءات المتوفرة عن   (𝐼𝐼)وبما أن المعادلة  
,𝑋1، والمتغيرات المستقلة  𝑌المتغير التابع   𝑋2, … , 𝑋𝑘 فإنا يستوجب تحقق الفروا الأساسية الخاصة بد ،𝜇𝑖 

 التالية: 
𝜇𝑖~𝑁(0, 𝜎

2𝐼𝑛) 
د  (𝑁)يتوزع توزيعا طبي يا   𝜇𝑖والذ  يعني أن   ومصفوفة تباين   (0)المتغيرات لمتجا وسطا صفر    متعدِّّ

 . (𝜎2𝐼𝑛)وتبيان مشترك عددية هي:  

دفرضيات النموذج الخطي ال 1.1  : متعد ِّ

د في تقدير نموذج الانحدار الخطي ال (𝑂𝐿𝑆)عند استخدام طريقة    فإن  يجب توفر الافتراضات استية:  /متعدِّّ
𝐸(𝜇𝑖)القيمة المتوقعة لمتجا حد الخطأ تساو  صفرا أ  أن   .1 = 0 

𝐸(𝜇𝑖) = 𝐸

[
 
 
 
 
𝜇1
𝜇2
𝜇3
⋮
𝜇𝑛]
 
 
 
 

=

[
 
 
 
 
 
𝐸(𝜇1)

𝐸(𝜇2)

𝐸(𝜇3)
⋮

𝐸(𝜇𝑛)]
 
 
 
 
 

=

[
 
 
 
 
0
0
0
⋮
0]
 
 
 
 

= 0 

 والتباين المشترك بينها يساو  صفرا؛ أ  أن: تباين العناصر العشوائية ثاب ،  •
𝐶𝑜𝑣(𝜇) = 𝐸(𝜇𝜇′) = 𝜎2𝐼𝑛 
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𝐸(𝜇𝜇′) = 𝐸 [

𝜇1
𝜇2
⋮
𝜇𝑛

] [𝜇1 𝜇2 … 𝜇𝑛] 

𝐸(𝜇𝜇′) =

[
 
 
 
𝜇1
2 𝜇1𝜇2 … 𝜇1𝜇𝑛

𝜇2𝜇1 𝜇2
2 … 𝜇2𝜇𝑛

⋮
𝜇𝑛𝜇1

⋮
𝜇𝑛𝜇2

 
…

⋮
𝜇𝑛
2 ]
 
 
 
 

𝐸(𝜇𝜇′) =

[
 
 
 
𝐸(𝜇1

2)   𝐸(𝜇1𝜇2) … 𝐸(𝜇1𝜇𝑛)

𝐸(𝜇2𝜇1) 𝐸(𝜇2
2)    … 𝐸(𝜇2𝜇𝑛)

⋮
𝐸(𝜇𝑛𝜇1)

⋮
𝐸(𝜇𝑛𝜇2)

 
…

⋮
𝐸(𝜇𝑛

2)     ]
 
 
 
 

𝑉𝑎𝑟(𝜇𝑖)وبما أن:   = 𝐸(𝜇𝑖
2) = 𝜎2:فإن ، 

𝐸(𝜇𝜇′) = [

𝑉𝑎𝑟(𝜇1)   𝐶𝑜𝑣(𝜇1𝜇2) … 𝐶𝑜𝑣(𝜇1𝜇𝑛)

𝐶𝑜𝑣(𝜇2𝜇1) 𝑉𝑎𝑟(𝜇2)    … 𝐶𝑜𝑣(𝜇2𝜇𝑛)
⋮

𝐶𝑜𝑣(𝜇𝑛𝜇1)
⋮

𝐶𝑜𝑣(𝜇𝑛𝜇2)

 
…

⋮
𝑉𝑎𝑟(𝜇𝑛)     

] 

𝐶𝑜𝑣(𝜇𝑖𝜇𝑗)و بما أن   = 𝐸(𝜇𝑖𝜇𝑗) = 𝑖حيث أن   0 ≠ 𝑗:؛ يصبح لدينا 

𝐸(𝜇𝜇′) =

[
 
 
 
𝜎1
2 0 … 0

0 𝜎2
2 … 0

⋮
0

⋮
0

 
…

⋮
𝜎𝑛
2]
 
 
 
 

𝜎1حيث أن:  
2 = 𝜎2

2 = ⋯ = 𝜎𝑛
 ، نجد ان:2

𝐸(𝜇𝜇′) = 𝜎2 [

1 0 … 0
0 1 … 0
⋮
0

⋮
0

 
…

⋮
1

] 

𝐸(𝜇𝜇′) = 𝜎2𝐼𝑛 
𝑉𝑎𝑟𝑖𝑎𝑛𝑐𝑒)وتسمى المصفوفة العددية أعلاه بمصفوفة التباين والتباين المشترك،  −

𝐶𝑜𝑣𝑎𝑟𝑖𝑎𝑛𝑐𝑒 𝑀𝑎𝑡𝑟𝑖𝑥)  لحد الخطأ(𝜇)  حيث تشكل العناصر القطرية في المصفوفة، تبيان قيم ،(𝜇)   بينما
، مساوية للصفر  (150صفحة   2006)بخي ، وآخرون،  تبقى العناصر غير القطرية )أعلى وأسفل القطر(
 (𝜇𝑖)لإنعدام التباين المشترك والترابط بين قين قيم  

ليس هناك علاقة خطية تامة بين المتغيرات المستقلة كما وأن عدد المشاهدات يجب أن يزيد على  •
 عدد المعلمات المطلوب تقديرها، أ  أن: 

𝑟(𝑥) = 𝑘 + 1 < 𝑛 
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البيانات،    (𝑟)حيث أن   الثاب ،    (1)زائد    (𝑘)تساو  عدد المتغيرات المستقلة،    (𝑋)رتبة مصفوفة  الحد 
، إذ  (𝑋′𝑋)، وهذه الفرضية ضرورية جدا ل مان إيجاد معكوس المصفوفة  (𝑛)وهي أصغر من عدد المشاهدات  

𝑘)أقل من    (𝑋)ان وجود هذا الفرا يجعل رتبة المصفوفة   + التي تستخدم في   (𝑋′𝑋)، وبالتالي فإن رتبة  (1
أقل من    (𝑂𝐿𝑆)الحصول على مقدرات   𝑘)بدورها  + بمشكلة  (1 إيجاد معكوسها بسبب ما يسمى  ، ولا يمكن 

د الارتباط الخطي ال  .(𝑂𝐿𝑆)، وبالتالي لا يمكن الحصول على مقدرات المربعات الصغرت العادية  متعدِّّ
 تقدير معلمات النموذج: طرق  •

د ، في تقدير نعلمات النموذج الخطي ال(𝑂𝐿𝑆)في ضوء الفرضيات المذكورة أعلاه، يمكن استخدام   ، متعدِّّ
 بصيغتاه التقديرية كالتالي:  (𝐼)ولهذا الغرا يمكن إعادة كتابة المعادلة  

𝑌̂𝑖 = 𝛽̂0 + 𝛽̂1𝑋𝑖1 + 𝛽̂2𝑋𝑖2 
,𝛽̂0)وبما أن هدفنا هو الحصول على قيم كل من   𝛽̂1, 𝛽̂2)   التي تجعل مجموع مربعات الانحرافات أقل ما

∑)يمكن، أ  تصغير القيمة   𝑒𝑖
 )مبدأ المربعات الصغرت( إلى أقل قيمة ممكنة، أ : (2

min → ∑𝑒𝑖
2

𝑛

𝑖=1

 

𝑒𝑖 = 𝑌𝑖 − 𝑌̂𝑖 
∑𝑒𝑖

2 =∑(𝑌𝑖 − 𝑌̂𝑖)
2 

,𝛽̂0)بما يساويها وأخذ المشتقات الجزئية بالنسبة إلى   𝑌̂𝑖ومن خلال التعويص بد   𝛽̂1, 𝛽̂2)  ومساوتها بالصفر
 نحصل على:

∑𝑒𝑖
2 =∑(𝑌𝑖 − 𝛽̂0 − 𝛽̂1𝑋𝑖1 − 𝛽̂2𝑋𝑖2)

2 
𝜕∑𝑒𝑖

2

𝜕𝛽̂0
= 2∑(𝑌𝑖 − 𝛽̂0 − 𝛽̂1𝑋𝑖1 − 𝛽̂2𝑋𝑖2)(−1) = 0 

2∑(𝑌𝑖 − 𝛽̂0 − 𝛽̂1𝑋𝑖1 − 𝛽̂2𝑋𝑖2)(−1) = 0 
 وفك القوس؛ نجد: (2−)بالقسمة على  

∑𝑌𝑖 − 𝑛𝛽̂0 − 𝛽̂1∑𝑋𝑖1 − 𝛽̂2∑𝑋𝑖2 = 0 

∑𝑌𝑖 = 𝑛𝛽̂0 + 𝛽̂1∑𝑋𝑖1 + 𝛽̂2∑𝑋𝑖2……… (𝐼𝐼𝐼) 
𝜕∑𝑒𝑖

2

𝜕𝛽̂1
= 2∑(𝑌𝑖 − 𝛽̂0 − 𝛽̂1𝑋𝑖1 − 𝛽̂2𝑋𝑖2)(−𝑋𝑖1) = 0 

−2∑𝑋𝑖1(𝑌𝑖 − 𝛽̂0 − 𝛽̂1𝑋𝑖1 − 𝛽̂2𝑋𝑖2) = 0 
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 وفك القوس؛ نجد: (2−)بالقسمة على  

∑𝑋𝑖1 𝑌𝑖 − 𝛽̂0∑𝑋𝑖1 − 𝛽̂1∑𝑋𝑖1
2 − 𝛽̂2∑𝑋𝑖1 𝑋𝑖2 = 0 

∑𝑋𝑖1 𝑌𝑖 = 𝛽̂0∑𝑋𝑖1 + 𝛽̂1∑𝑋𝑖1
2 + 𝛽̂2∑𝑋𝑖1 𝑋𝑖2……… (𝐼𝑉) 

𝜕∑𝑒𝑖
2

𝜕𝛽̂2
= 2∑(𝑌𝑖 − 𝛽̂0 − 𝛽̂1𝑋𝑖1 − 𝛽̂2𝑋𝑖2)(−𝑋𝑖2) = 0 

−2∑𝑋𝑖2 (𝑌𝑖 − 𝛽̂0 − 𝛽̂1𝑋𝑖1 − 𝛽̂2𝑋𝑖2) = 0 
 وفك القوس؛ نجد: (2−)بالقسمة على  

∑𝑋𝑖2 𝑌𝑖 − 𝛽̂0∑𝑋𝑖2 − 𝛽̂1∑𝑋𝑖1 𝑋𝑖2 − 𝛽̂2∑𝑋𝑖2
2 = 0 

∑𝑋𝑖2 𝑌𝑖 = 𝛽̂0∑𝑋𝑖2 + 𝛽̂1∑𝑋𝑖1 𝑋𝑖2 + 𝛽̂2∑𝑋𝑖2
2 ……… (𝑉) 

المعادلات الطبي ية الثلاثة التي تستخدم في تقدير المعالم الثلاثة   (𝑉)و   (𝐼𝑉)و  (𝐼𝐼𝐼)تمثل المعادلات  
,𝛽̂0)المجهولة  𝛽̂1, 𝛽̂2) :ويمكن حل هذه المعادلات بالطرق التالية ، 

 طريقة المحددات:  •
من المعلمات وعلى النحو    𝛽̂𝑘ويمكن أن تحل هذه المعادلات بواصطة قاعدة كرايمر للحصول على قيم  

 استي: 

∑𝑌𝑖 = 𝑛𝛽̂0 + 𝛽̂1∑𝑋𝑖1 + 𝛽̂2∑𝑋𝑖2 

∑𝑋𝑖1𝑌𝑖 = 𝛽̂0∑𝑋𝑖1 + 𝛽̂1∑𝑋𝑖1
2 + 𝛽̂2∑𝑋𝑖1𝑋𝑖2 

[
 
 
 
 
 ∑𝑌𝑖

∑𝑋𝑖1𝑌𝑖

∑𝑋𝑖2𝑌𝑖]
 
 
 
 
 

=

[
 
 
 
 
 𝑛 ∑𝑋𝑖1     ∑𝑋𝑖2      

∑𝑋𝑖1 ∑𝑋𝑖1
2      ∑𝑋𝑖1𝑋𝑖2

∑𝑋𝑖2 ∑𝑋𝑖1𝑋𝑖2 ∑𝑋𝑖2
2      ]

 
 
 
 
 

[

𝛽̂0
𝛽̂1
𝛽̂2

] 

 ومن خلال ذلك، نستطيع إيجاد المحددات التالية: 

|𝐷| =
|

|

∑𝑌𝑖        ∑𝑋𝑖1     ∑𝑋𝑖2      

∑𝑋𝑖1𝑌𝑖  ∑𝑋𝑖1
2      ∑𝑋𝑖1𝑋𝑖2

∑𝑋𝑖2 𝑌𝑖 ∑𝑋𝑖1𝑋𝑖2 ∑𝑋𝑖2
2      

|

|
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|𝑁1| =
|

|

∑𝑌𝑖        ∑𝑌𝑖           ∑𝑋𝑖2      

∑𝑋𝑖1    ∑𝑋𝑖1𝑌𝑖      ∑𝑋𝑖1𝑋𝑖2

∑𝑋𝑖2    ∑𝑋𝑖2 𝑌𝑖     ∑𝑋𝑖2
2      

|

|
 

|𝑁2| =
|

|

𝑛 ∑𝑋𝑖1     ∑𝑌𝑖            

∑𝑋𝑖1 ∑𝑋𝑖1
2       ∑𝑋𝑖1𝑌𝑖       

∑𝑋𝑖2 ∑𝑋𝑖1𝑋𝑖2 ∑𝑋𝑖2 𝑌𝑖      

|

|
 

𝛽̂1 =
|𝑁1|

|𝐷|
=

|

∑𝑌𝑖        ∑ 𝑌𝑖           ∑𝑋𝑖2      
∑𝑋𝑖1    ∑ 𝑋𝑖1𝑌𝑖      ∑𝑋𝑖1𝑋𝑖2
∑𝑋𝑖2    ∑𝑋𝑖2 𝑌𝑖     ∑𝑋𝑖2

2      

|

|

∑𝑌𝑖        ∑𝑋𝑖1     ∑𝑋𝑖2      

∑𝑋𝑖1𝑌𝑖  ∑𝑋𝑖1
2      ∑𝑋𝑖1𝑋𝑖2

∑𝑋𝑖2 𝑌𝑖 ∑𝑋𝑖1𝑋𝑖2 ∑𝑋𝑖2
2      

|

 

𝛽̂2 =
|𝑁2|

|𝐷|
=

|

𝑛 ∑𝑋𝑖1     ∑ 𝑌𝑖            

∑𝑋𝑖1 ∑𝑋𝑖1
2       ∑𝑋𝑖1𝑌𝑖       

∑𝑋𝑖2 ∑𝑋𝑖1𝑋𝑖2 ∑𝑋𝑖2 𝑌𝑖      

|

|

∑𝑌𝑖        ∑𝑋𝑖1     ∑𝑋𝑖2      

∑ 𝑋𝑖1𝑌𝑖  ∑𝑋𝑖1
2      ∑𝑋𝑖1𝑋𝑖2

∑𝑋𝑖2 𝑌𝑖 ∑𝑋𝑖1𝑋𝑖2 ∑𝑋𝑖2
2      

|

 

 فيتم الحصول عليا عن طريق:   𝛽̂0أما بالنسبة لد 
𝛽̂0 = 𝑌̅ − 𝛽̂1𝑋̅1 − 𝛽̂2𝑋̅2 

 طريقة الانحرافات:  •
د الانحدار الويمكن تقدير معاملات  باستخدام الانحرافات أو ما يسمى بالمتوسطات ، أ  إنحرافات القيم   متعدِّّ

 الاصلية عن وسطها الحسابي كاستي: 
 :𝑋2و   𝑋1ولهذا نأخذ نموذج يحتو  متغيرين مستقلين  

𝑌̂𝑖 = 𝛽̂1𝑋𝑖1 + 𝛽̂𝑖2𝑋𝑖2 + 𝑒𝑖 
 وبأخذ المتوسط لها المعادلة نجد:

𝑌̅ = 𝛽̂0 + 𝛽̂1𝑋̅1 + 𝛽̂2𝑋̅ + 𝑒̅𝑖               ,                 𝑒̅𝑖 = 0  
𝑌̂𝑖 − 𝑌̅ = 𝛽̂1(𝑋𝑖1 − 𝑋̅1) + 𝛽̂2(𝑋𝑖2 − 𝑋̅) + 𝑒𝑖 

𝑦̂𝑖 = 𝛽̂1𝑥𝑖1 + 𝛽̂2𝑥𝑖2 + 𝑒𝑖 ……… (𝑉) 
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معادلة تكون نيام المعادلات  𝑛في واقع الأمر فإن المعادلة أعلاه هي واحدة من جملة معادلات يبلغ عددها  
 التالي:

𝑦1 = 𝛽̂1𝑥11 + 𝛽̂2𝑥12 +⋯+ 𝛽̂𝑘𝑥1𝑘 + 𝑒1 
𝑦2 = 𝛽1𝑥21 + 𝛽2𝑥22 +⋯+ 𝛽̂𝑘𝑥2𝑘 + 𝑒2 
  ⋮        ⋮               ⋮                        ⋮               ⋮ 
𝑦𝑛 = 𝛽̂1𝑥𝑛1 + 𝛽̂2𝑥𝑛2 +⋯+ 𝛽̂𝑘𝑥𝑛𝑘 + 𝑒𝑛 

[

𝑦1
𝑦2
⋮
𝑦𝑛

] = [

𝑥11 𝑥12 … 𝑥1𝑘
𝑥21 𝑥22 … 𝑥2𝑘
⋮
𝑥𝑛1

⋮
𝑥𝑛2

…
…

⋮
𝑥𝑛𝑘

]

[
 
 
 
𝛽̂1
𝛽̂2
⋮
𝛽̂𝑘]
 
 
 

+ [

𝑒1
𝑒2
⋮
𝑒𝑛

] 

 ذلك بصيغة المصفوفات كما يلي:حيث يمكن التعبير عن 
𝑦 = 𝑥𝛽̂ + 𝑒 

𝑦  متجا عمود  أبعاده :(𝑛 ×  يحتو  على انحرافات قيم المتغير التابع.  (1

𝑥  مصفوفة أبعادها :(𝑛 × 𝑘 − تحتو  على انحرافات قيم المتغيرات المستقلة، حيث أنها لا تت من   (1
من خارج المصفوفة باستخدام   𝛽̂0العمود الأول الذ  يمثل الحد لاثاب ، حيث يمكن بذلك استخراج الحد الثاب  

 القانون التالي: 
𝛽̂0 = 𝑌̅ − 𝛽̂1𝑋̅1 − 𝛽̂2𝑋̅2 

𝛽̂  متجا عمود  أبعاده :(𝑘 − 1 ×  تحتو  على المعالم المجهولة.  (1
𝑒  متجا عمود  ابعاده :(𝑛 ×  يحتو  على البواقي. (1

 على النحو التالي: (𝑉)بإعادة كتابة المعادلة  
𝑒𝑖 = 𝑦𝑖 −𝛽

̂
1𝑥𝑖1−𝛽

̂
2𝑥𝑖2 

ولما كان  أف ل طريقة للحصول على أصغر قيمة ممكنة للإنحرافات تتم بواسطة تربيعها وبجعل مربعاتها  
 ومساواتها بالصفر؛ نحصل على ما يلي: 𝛽̂2و  𝛽̂1أصغر ما يمكن، وبأخذ المشتقة الجزئية لها بالنسبة لكل من  

∑𝑒𝑖
2 =∑(𝑦𝑖 −𝛽

̂
1𝑥𝑖1−𝛽

̂
2𝑥𝑖2)

2

 

𝜕∑ 𝑒𝑖
2

𝜕𝛽̂1
= 2∑(𝑦

𝑖
− 𝛽̂1𝑥𝑖1 − 𝛽̂2𝑥𝑖2)(−𝑥𝑖1) = 0 

−2∑𝑥𝑖1(𝑦𝑖 − 𝛽̂1𝑥𝑖1 − 𝛽̂2𝑥𝑖2) = 0 
 وفك القوس، نحصل على: (2−)وبالقسمة على  

∑𝑥𝑖1 𝑦𝑖 − 𝛽̂1∑(𝑥𝑖1)
2 − 𝛽̂2∑𝑥𝑖1 𝑥𝑖2 = 0 
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∑𝑥𝑖1 𝑦𝑖 = 𝛽̂1∑(𝑥𝑖1)
2 + 𝛽̂2∑𝑥𝑖1 𝑥𝑖2………(𝑉𝐼) 

𝜕∑ 𝑒𝑖
2

𝜕𝛽̂2
= 2∑(𝑦

𝑖
− 𝛽̂1𝑥𝑖1 − 𝛽̂2𝑥𝑖2)(−𝑥𝑖2) = 0 

−2∑𝑥𝑖2(𝑦𝑖 − 𝛽̂1𝑥𝑖1 − 𝛽̂2𝑥𝑖2) = 0 
 وفك القوس، نحصل على: (2−)وبالقسمة على  

∑𝑥𝑖2 𝑦𝑖 − 𝛽̂1∑𝑥𝑖1𝑥𝑖2 − 𝛽̂2∑(𝑥𝑖2)
2 = 0 

∑𝑥𝑖2 𝑦𝑖 = 𝛽̂1∑𝑥𝑖1𝑥𝑖2 + 𝛽̂2∑(𝑥𝑖2)
2 ………(𝑉𝐼𝐼) 

 ويمكن صياغة المعادلتين السابقين على شكل مصفوفة كما يلي: 

[
∑𝑥𝑖1 𝑦𝑖

∑𝑥𝑖2 𝑦𝑖

] = [
∑(𝑥𝑖1)

2 ∑𝑥𝑖1𝑥𝑖2

∑𝑥𝑖1𝑥𝑖2 ∑(𝑥𝑖2)
2
] [
𝛽̂1
𝛽̂2
] 

 يمكن إعادة كتابتا بالشكل التالي: ومن النيام أعلاه، 
𝑥′𝑦 = (𝑥′𝑥)𝛽̂ 

 وعليا فإن تقدير المعالم باستخدام المصفوفة بأسلوب الانحرافات يأخذ الصيغة التالية:
𝛽̂ = 𝑥′𝑦(𝑥′𝑥)−1 

الذ  ينبغي أن لا يساو  صفرا، نوجد مقلوب المصفوفة  |𝑥′𝑥|ومحدد المصفوفة  𝑥′𝑦وبعد احتساب المتجا  
 الذ  هو عبارة عن:  

(𝑥′𝑥)−1 =
𝑎𝑑𝑗(𝑥′𝑥)

|𝑥′𝑥|
 

 تيمكن حسابا بموجب القانون التالي:  𝛽̂0ومن ثم تطبيق القانون أعلاه، أما 
𝛽̂0 = 𝑌̅ − 𝛽̂1𝑋̅1 − 𝛽̂2𝑋̅2 
 الاصلية كما يلي: هذا ويمكن استخراج القيم بالانحرافات دون الرجوع الى البيانات 

∑𝑥1𝑦 =∑𝑋1𝑌 −
(∑𝑋1)(∑𝑌)

𝑛
 

∑𝑥2𝑦 =∑𝑋2𝑌 −
(∑𝑋2)(∑𝑌)

𝑛
 

∑𝑥1𝑥2 =∑𝑋1𝑋2 −
(∑𝑋1)(∑𝑋2)

𝑛
 

∑𝑥1
2 =∑𝑋1

2 −
(∑𝑋1)

2

𝑛
 

∑𝑥2
2 =∑𝑋2

2 −
(∑𝑋2)

2

𝑛
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∑𝑦𝑖
2 =∑𝑌𝑖

2 −
(∑𝑌𝑖)

2

𝑛
 

دطرق تقدير نموذج الانحدار الخطي ال. 2  : متعد ِّ

د لغرا التبسيط نفترا أن نموذج الانحدار الخطي ال )كامدل يتكون من متغيدر تدابع ومتغيدرين مسدتقلين  متعدِّّ
 . أ :(102-103الصفحات  2014علاو ، 

𝑌𝑖 = 𝛽0 + 𝛽1𝑋𝑖1 + 𝛽2𝑋𝑖2 + 𝑈𝑖 ………… . . (4.9) 
 ( هي:4.9والعلاقة التقديرية للمعادلة )

𝑌̂ = 𝛽̂0 + 𝛽̂1𝑋𝑖1 + 𝛽̂2𝑋𝑖2 + 𝑒𝑖 ……… . (4.10) 
 ماركوف لتقدير معلمات النموذج: -كاوس وبتطبيق نيرية 

𝑒𝑖 = 𝑌𝑖 − 𝛽̂0𝑋𝑖1 − 𝛽̂2𝑋𝑖2…………(4.11) 
𝑒𝑖إذ إن:                                  = 𝑌 − 𝑌̂ 

 ( عليها:𝛴( ومدخال )4.11وبتربيع طرفي المعادلة )

∑𝑒𝑖
2 =∑(𝑌𝑖 − 𝛽̂0 − 𝛽̂1𝑋𝑖1 − 𝛽̂2𝑋𝑖2)

2
……(4.12) 

( 4.12يمكن، نأخذ المشدتقات الجزئيدة للمعلمدات فدي المعادلدة )ولتصغير مجموع مربعات الخطأ إلى أدنى ما 
𝑒𝑖∑مع )
 ( ومساواتها مع الصفر.2

∂∑𝑒𝑖
2

𝜕𝛽̂0
= 2∑(𝑌𝑖 − 𝛽̂0 − 𝛽̂1𝑋𝑖1 − 𝛽̂2𝑋𝑖2) (−1) = 0 

∑𝑌𝑖 = 𝑛 𝛽̂0 − 𝛽̂1∑𝑋𝑖1 − 𝛽̂2∑𝑋𝑖2 = 0 

∑𝑌𝑖 = 𝑛𝛽̂0 + 𝛽̂1∑𝑋𝑖1 + 𝛽̂2∑𝑋𝑖2……… . (4.13) 
𝑒𝑖∑و  𝛽̂1وبأخذ المشتقة الجزئية للعلاقة بين  

2: 
𝜕∑𝑒𝑖

2

𝜕𝛽̂1
= 2∑(𝑌𝑖 − 𝛽̂0 − 𝛽̂1𝑋𝑖1 − 𝛽̂2𝑋𝑖2)(−𝑋𝑖1) = 0  

∑𝑋𝑖1𝑌𝑖 = 𝛽̂0∑𝑋𝑖1 + 𝛽̂1∑𝑋𝑖1
2 + 𝛽̂2∑𝑋𝑖1𝑋𝑖2………(4.14) 

𝑒𝑖∑ مع 𝛽̂𝑖2  وبنفس الطريقة نشتق العلاقة بين
2: 

∑𝑋𝑖1𝑌𝑖 = 𝛽̂0∑𝑋𝑖1 + 𝛽̂1∑𝑋𝑖1𝑋𝑖2 + 𝛽̂2∑𝑋𝑖2
2 ……… . (4.15) 

 :(4.15( و ) 4.14( و ) 4.13وبإعادة كتابة المعادلات )



 )خطوات صياغة نموذج متعدد، تقدير معلمات النموذج، دراسة صلاحية النموذج(تحليل الانحدار الخطي المتعدد               : الثالثالمحور 
 

48  

 

∑𝑌𝑖 = 𝑛𝛽̂0 + 𝛽̂1∑𝑋𝑖1 + 𝛽̂2∑𝑋𝑖2                      

∑𝑋𝑖1𝑌𝑖 = 𝛽̂0∑𝑋𝑖1 + 𝛽̂1∑𝑋𝑖1
2 + 𝛽̂2∑𝑋𝑖1𝑋𝑖2

∑𝑋𝑖1𝑌𝑖 = 𝛽̂0∑𝑋𝑖2 + 𝛽̂1∑𝑋𝑖1𝑋𝑖2 + 𝛽̂2∑𝑋𝑖2
2
}
 
 

 
 

…… . . (4.16) 

( بالمعدددادلات الطبي يدددة، وتحدددل بعددددة طدددرق مثدددل الحدددذف والتعدددويص 4.16وتسدددمى منيومدددة المعدددادلات فدددي )
 وكرايمر والمصفوفات.
= 𝑌   ( على شكل مصفوفات وكاستي:4.16منيومة )ويمكن كتابة ال  𝑋𝐵 

 : 1(3.50)وباستخدام قانون المصفوفات الذ  مر بنا في الانحدار البسيط المعادلة
𝐵̂ = (𝑋′𝑋)−1𝑋′𝑌……………(4.17) 

 فإنّ:

(𝑋′𝑋) = [

1
𝑋𝑖1
⋮
𝑋𝑛1

1
𝑋𝑖2
⋮
𝑋𝑛2

⋯
⋯
⋱
⋯

1
𝑋𝑖𝑛
⋮
𝑋𝑛𝑛

]

[
 
 
 
 
1
1
1
⋮
1

𝑋11
𝑋12
𝑋11
⋮
𝑋1𝑛

⋯
⋯
⋯
⋱
⋯

𝑋𝑛1
𝑋𝑛2
𝑋𝑛3
⋮
𝑋𝑛𝑛]

 
 
 
 

… . . (4.18) 

=

[
 
 
 
 
 
 𝑛 ∑𝑋𝑖1 ∑𝑋𝑖2 ⋯ ∑𝑋𝑖𝑛

∑𝑋𝑖1 ∑𝑋𝑖1
2 ∑𝑋𝑖1 𝑋𝑖2 ⋯ ∑𝑋        

⋮

∑𝑋𝑖𝑛

⋮

∑𝑋𝑖1𝑋𝑖𝑛
⋮
⋯

 
         

⋮

∑𝑋𝑖𝑛
2

]
 
 
 
 
 
 

 

 وأن:

𝑋′𝑌 = [

1 1 ⋯  1   
𝑋11 𝑋12 ⋯ 𝑋1𝑛
⋮
𝑋𝑛1

⋮
𝑋2𝑛

⋱
⋯

⋮
𝑋𝑛𝑛

]

[
 
 
 
 
𝑌1
𝑌2
𝑌𝑛
⋮
𝑌𝑛]
 
 
 
 

=

[
 
 
 
 
 
 
 
 ∑𝑌

∑𝑋𝑖1𝑌

∑𝑋𝑖2𝑌

⋮

∑𝑋𝑖𝑛𝑌]
 
 
 
 
 
 
 
 

…… (4.19) 

  

 
 ( صحيحة في حالة الانحدار البسيط أو المتعدد لذا تم الاقتصار على ذكرها فقط. 4.17إن المعادلة )   - 1
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 (:4.16استخدم البيانات استية لتقدير منيومة المعادلات اسنية الواردة في النموذج ) :11مثال
𝑋2𝑌 𝑋1𝑌 𝑋1𝑋2 𝑋2

2 𝑋1
2 𝑋2 𝑋1 𝑌 

14 7 2 4 1 2 1 7 
8 16 2 1 4 1 2 8 
15 5 3 9 1 3 1 5 
6 18 3 1 9 1 3 6 
8 4 2 4 1 2 1 4 

51 50 12 19 16 9 8 30 

 (:4.16منيومة المعادلات )وبالتعويص في 
30 = 5𝛽̂0 + 8𝛽̂1 + 9𝛽̂2…… . . (1) 
30 = 5𝛽̂0 + 8𝛽̂1 + 9𝛽̂2……… . . (1) 
50 = 8𝛽̂0 + 16𝛽̂1 + 12𝛽̂2…… . . (2) 
51 = 9𝛽̂0 + 12𝛽̂1 + 19𝛽̂2…… . . (3) 

 (:2( بالعدد الصحيح )1ن رب المعادلة )
60 = 10𝛽̂0 + 19𝛽̂1 + 18𝛽̂2…… . . (4) 

 (:4( من المعادلة )2وبطرح المعادلة )
10 = 2𝛽̂0 + 6𝛽̂2…… . . (5) 
𝛽̂0 = 5 − 3𝛽̂2……… . . (6) 

 (:4( بالعدد الصحيح )3(، والمعادلة )2( بالعدد الصحيح )2وب رب المعادلة )
150 = 24𝛽̂0 + 48𝛽̂1 + 36𝛽̂2…… . . (7) 
204 = 36𝛽0 + 48𝛽̂1 + 76𝛽̂2…… . . (8) 

 وبالطرح:
54 = 12𝛽0 + 40𝛽2…… . . (9) 

54 = 12(5 − 3𝛽2) + 40𝛽2…… . . (10) 
−6 = 4𝛽2 
𝛽2 = −1.5 

 على:( نحصل 6( في المعادلة )𝛽2وبالتعويص عن قيمة )
𝛽̂0 = 5 − 3(−1.5) = 9.5 

 : (𝛽1أما قيمة )
30 = 5(9.5) + 8𝛽̂1 + 9(−1.5)………… . (1) 

30 = 47.5 + 8𝛽̂1 − 13.5 
−4 = 8𝛽̂1  
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𝛽̂1 =
−4

8
= −0.5 

 تكون المعادلة التقديرية كاستي: وبذلك
𝑌̂ = 9.5 − 0.5𝑋1 − 1.5𝑋2 

 ( في الحل.4.16وبالاختصار على متغيرين مستقلين نستخدم المنيومة )
 عليا باستخدام القانون استي:أما تباين المعلمات فنحصل 

𝑣𝑎𝑟(𝛽̂1) = 𝜎𝑢
2(𝑋′𝑋)−1……… . (4.20) 

 :(106-107الصفحات  2014)كامل علاو ، التقدير باستخدام طريقة المصفوفات 

∑𝑋1𝑋2 = 12 ∑𝑋2 = 9 ∑𝑋1 = 8 ∑𝑌 = 30 

∑𝑋2𝑌 = 51 ∑𝑋1𝑌 = 50 ∑𝑋2
2 = 19 ∑𝑋1

2 = 16 
 القانون استي:وبتطبيق 

𝐵̂ = (𝑋′𝑋)−1𝑋′𝑌………………(4.17) 

𝑋′𝑋 =

[
 
 
 
 
 𝑛 ∑𝑋1 ∑𝑋2

∑𝑋1 ∑𝑋1
2 ∑𝑋1𝑋2

∑𝑋2 ∑𝑋2𝑋1 ∑𝑋2
2
]
 
 
 
 
 

= [
5 8 9
8 16 12
9 12 19

]  

𝑋′𝑌 =

[
 
 
 
 
 ∑𝑌

∑𝑋1𝑌

∑𝑋2𝑌]
 
 
 
 
 

= [
30
50
51
]  

(𝑋′𝑋)−1 =
1

|𝑋′𝑋|
𝑎𝑑𝑗𝑋′𝑋 

|𝑋′𝑋| = 5 |
16 12
12 19

| − 8 |
8 12
9 19

| + 9 |
8 16
9 12

| = 16  

 (𝑋′𝑋)−1 =
1

16
[
160 −44 −48
−44 14 12
−48 12 16

]  

 𝛽̂1 = (𝑋
′𝑋)−1𝑋′𝑌 =

1

16
[
160 −44 −48
−44 14 12
−48 12 16

] = [
30
50
51
] 

  𝛽̂0 =
1

16
[160 ∙  30 − 44 ⋅ 50 − 48 ⋅ 51] = 9.5  

𝛽̂1 =
1

16
[−44 ∙ 30 + 14 ∙ 50 + 128 ∙ 51] = −1.5 
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 𝛽̂2 =
1

16
[−48 ⋅ 30 + 12 ∙ 50 + 16 ∙ 51] = −0.5 

 وبذلك تكون المعادلة التقديرية كاستي:
𝑌̂ = 9.5 − 0.5𝑋1 − 1.5𝑋2 

 التقدير حول نقطة المتوسط )استخدام الانحرافات(: .3

د عددن أوسدداطها الحسددابية فددي تقدددير معددالم الانحدددار الخطددي ال يمكددن اسددتخدام انحرافددات القدديم . وبددافتراا متعدددِّّ
 التقديرية هي:  فإن المعادلة (𝑋2 و  X1)متغيرين مستقلين 

𝑌1 = 𝛽̂0 + 𝛽̂1𝑋𝑖1 + 𝛽̂2𝑋𝑖2 + 𝑒𝑖 …… . (4.21) 
𝑌̅ = 𝛽̂0 + 𝛽̂1𝑋̅1 + 𝛽̂2𝑋̅2…… . (4.22)  
y = 𝛽̂1(𝑋𝑖1 + 𝑋̅1) + 𝛽̂2(𝑋𝑖2 + 𝑋̅2) + 𝑒𝑖 

𝑦 = 𝛽̂1𝑋𝑖1 + 𝛽̂2𝑋𝑖2 + 𝑒𝑖 …………… . (4.23) 
𝑒𝑖 = 𝑦 − 𝛽̂1𝑋𝑖1 − 𝛽̂2𝑋𝑖2……… . (4.24) 

 ماركوف وكما مر سابقا: -وباستخدام طريقة كاوس 

∑𝑒𝑖
2 =∑(−𝛽̂1𝑋𝑖1 + 𝛽̂2𝑋𝑖2)

2
…………(4.25) 

𝜕∑𝑒𝑖
2

𝜕𝛽̂1
= 2∑(𝑦 − 𝛽̂1𝑋𝑖1 + 𝛽̂2𝑋𝑖2)(−𝑋𝑖1) = 0  

∑𝑥𝑖1𝑦𝑖 = 𝛽̂1∑𝑥𝑖1
2 − 𝛽̂2∑𝑥𝑖1𝑥𝑖2……………(4.26) 

𝜕∑𝑒𝑖
2

𝜕𝛽̂2
= 2∑(𝑦 − 𝛽̂1𝑋𝑖1 + 𝛽̂2𝑋𝑖2)(−𝑋𝑖2) = 0 

∑𝑥𝑖2𝑦𝑖 = 𝛽̂1∑𝑥𝑖1𝑥𝑖2 − 𝛽̂2∑𝑥𝑖2
2 ……………(4.27) 

 أما الحد الثاب  فقيد وفق الصيغة الرياضية استية:
𝛽̂0 = 𝑌̅ + 𝛽̂1𝑋̅1 + 𝛽̂2𝑋̅2……………… . . (4.28) 

( هي المعادلات الطبي ية باستخدام البيانات بانحرافاتها عن أوساطها الحسابية 4.27( و )4.26والمعادلتان )
 الذكر.وتحل بالطرق مارة 

∑𝑥𝑖1𝑦𝑖 = 𝛽̂1∑𝑥𝑖1
2 − 𝛽̂2∑𝑥𝑖1𝑥𝑖2

∑𝑥𝑖2𝑦𝑖 = 𝛽̂1∑𝑥𝑖1𝑥𝑖2 − 𝛽̂2∑𝑥𝑖2
2
}……… . (4.29) 

 ( على شكل مصفوفات:4.29وبكتابة المنيومة )
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[
∑𝑥𝑖1𝑦𝑖

∑𝑥𝑖2𝑦𝑖

] = [
∑𝑥𝑖1

2 ∑𝑥𝑖1𝑥𝑖2

∑𝑥𝑖1𝑥𝑖2 ∑𝑥𝑖2
2
] = [

𝛽̂1
𝛽̂2
]……… . . (4.30) 

 وباستخدام قاعدة كرايمر نجد:

𝛽̂1 =
|𝐴1|

|𝐷|
=

[
∑𝑥𝑖1𝑦𝑖 ∑𝑥𝑖1𝑥𝑖2
∑𝑥𝑖2𝑦𝑖 ∑𝑥𝑖2

2 ]

[
∑ 𝑥𝑖2

2 ∑𝑥𝑖1𝑥𝑖2
∑𝑥𝑖1𝑥𝑖2 ∑𝑥𝑖2

2 ]

   

𝛽̂1 =
∑𝑥𝑖1𝑦𝑖  ∑ 𝑥𝑖2

2 − ∑𝑥𝑖2𝑦𝑖  ∑ 𝑥𝑖1𝑥𝑖2 

∑ 𝑥𝑖1
2 ∑𝑥𝑖2

2 − (∑𝑥𝑖1𝑥𝑖2)
2

……… . (4.31) 

𝛽̂2 =
|𝐴2|

|𝐷|
=

[
∑𝑥𝑖2

2 ∑𝑥1𝑖𝑦𝑖
∑𝑥𝑖1𝑥𝑖2 ∑𝑥𝑖2𝑦𝑖

]

[
∑ 𝑥𝑖1

2 ∑𝑥𝑖1𝑥𝑖2
∑𝑥𝑖1𝑥𝑖2 ∑𝑥𝑖2

2 ]

 

𝛽̂2 =
∑𝑥𝑖1

2 ∑𝑥𝑖1𝑦𝑖  − ∑𝑥𝑖2𝑦𝑖  ∑ 𝑥𝑖1𝑥𝑖2 

∑ 𝑥𝑖1
2 ∑𝑥𝑖2

2 − (∑𝑥𝑖1𝑥𝑖2)
2

……… . (4.32) 

  وباستخدام المصفوفات تقدر معالم النموذج وفق القانون استي:

[
𝛽̂1
𝛽̂2
] = (𝑥′𝑥)−1𝑥′𝑦…………(4.33) 

 إذ أن:

(𝑥′𝑥) = [
𝑥11 𝑥12 ⋯ 𝑥1𝑛
𝑥21 𝑥22 ⋯ 𝑥2𝑛

]
⏞              

𝑥′

[

𝑥11 𝑥21
𝑥12 𝑥22
⋮
𝑥1𝑛

⋮
𝑥2𝑛

]

⏞      
𝑥

= [
∑𝑥𝑖1

2 ∑𝑥11𝑥12

∑𝑥𝑖1𝑥𝑖2 ∑𝑥𝑖2
2
]……(4.34) 

(𝑥′𝑦) = [
𝑥11 𝑥12 ⋯ 𝑥1𝑛
𝑥21 𝑥22 ⋯ 𝑥2𝑛

] = [

𝑦1
𝑦2
⋮
𝑦𝑛

] = [
∑𝑥𝑖1𝑦

∑𝑥𝑖2𝑦
]…… . . (4.35) 

 أما التباين والتباين المشترك فنحصل عليا من القانون استي:

𝑣𝑎𝑟 [
𝐵̂1
𝐵̂2
] = 𝜎𝑢

2(𝑥′𝑥)−1…………(4.36) 

 :وتباين الحد الثاب  

𝑣𝑎𝑟𝐵̂0 = 𝜎𝑢
2 [𝑋̅𝑖

′(𝑥′𝑥)−1𝑋̅𝑖 +
1

𝑛
]………… . (4.37) 
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𝜎𝑢إذ إن:                                            
2 =

∑ 𝑒2𝑛
𝑖=1

𝑁−𝐾
 

( لعيندة 𝑋2( و )X1( والمتغيدرات المسدتقلة )Yالبيانات استية تمثل العلاقة بين المتغير المعتمدد )  (:12مثال )
 من خمسة مشاهدات:

𝑦2 𝑥1𝑥2 𝑥2𝑦 𝑥1𝑦 𝑥2
2 𝑥2 𝑥1

2 𝑥1 𝑦 𝑋2 𝑋1 𝑌 
484 1.6 8.8 88 0.16 −0.4 16 −4 −22 8 4 40 
4 −7.2 −7.2 4 12.96 3.6 4 −2 −2 12 6 60 
144 −1.6 −19.2 12 2.56 1.6 1 −1 −12 10 7 50 
64 −6.8 −27.8 16 11.56 −3.4 4 2 8 5 10 70 
784 −7 −39.2 140 1.96 −1.4 25 5 28 7 13 90 
1480 −21 −84 260 29.7 −− 50 −− −− 42 40 310 

 الطبي ية:: تقدير النموذج بطريقة المعادلات الحل

∑𝑥𝑖1𝑦𝑖 = 𝛽̂1∑𝑥𝑖1
2 − 𝛽̂2∑𝑥𝑖1𝑥𝑖2

∑𝑥𝑖2𝑦𝑖 = 𝛽̂1∑𝑥𝑖1𝑥𝑖2 − 𝛽̂2∑𝑥𝑖2
2
}……… . (4.29) 

260 = 50𝛽̂1 − 21𝛽̂2……… . . … . . (1) 
−84 = −21𝛽̂1 − 29.7𝛽̂2……… . . (2) 

 (:50( بد )2( والمعادلة )21( بد )1ن رب المعادلة )
5460 = 1050𝛽̂1 − 441𝛽̂2……… . . (3) 
−4200 = −1050𝛽̂1 − 1485𝛽̂2…… . (4) 

 على:بالجمع نحصل 
1260 = 1044𝛽̂2  
 𝛽̂2 = 1.2069   

260 = 50𝛽̂1 − 21(1.2069)  
285.3449 = 50𝛽̂1  
𝛽̂1 = 5.707  

 𝛽̂0 = 𝑌̅ + 𝛽̂1𝑋̅1 + 𝛽̂2𝑋̅2 
 𝛽̂0 = 62 − 5.707(8) − 1.2069(8.4) = 6.20604  

 :المعادلة التقديرية هي
Ŷ = 6.20604 + 5.707𝑋1  + 1.2064𝑋2 

 المصفوفات:التقدير بطريقة كرايمر: نعيد كتابة المعادلات بصيغة  (1
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[
∑𝑥𝑖1𝑦𝑖

∑𝑥𝑖2𝑦𝑖

] = [
∑𝑥𝑖1

2 ∑𝑥𝑖1𝑥𝑖2

∑𝑥𝑖1𝑥𝑖2 ∑𝑥𝑖2
2
] = [

𝛽̂1
𝛽̂2
]……… . . (4.30) 

[
260
−84

] = [
50 −21
−21 29.7

] [
𝛽̂1
𝛽̂2
]………… . (5) 

 𝛽̂1 =
|𝐴1|

|𝐷|
=
[
260 −21
−84 29.7

]

[
50 −21
−21 29.7

]
=
5958

1044
= 5.707 

𝛽̂2 =
|𝐴2|

|𝐷|
=
[
50 260
−21 −84

]

[
50 −21
−21 29.7

]
=
1260

1044
= 1.2069 

 سابقا.أما الحد الثاب  فيتم تقديره كما مر 
 ( التقدير بطريقة معكوس المصفوفة:3

𝐵̂1 = (𝑥
′𝑥)−1𝑥′𝑦  

𝐵̂1 =
1

|𝑥′𝑥|
𝑎𝑑𝑗 𝑥′𝑥 ∙ 𝑥′𝑦  

 (: 5من المصفوفة )

𝛽̂1 =
1

1044
[
29.7 21
21 50

] [
260
−84

]   

𝛽̂1 =
1

1044
[29.7 ∙ 260 − 84 ∙ 21] = 5.707  

𝛽̂2 =
1

1044
[21 ∙ 260 − 50 ∙ 84] = 1.2069  

 أما الحد الثاب  تيقدر بالطريقة السابقة.

دالانحرافات في حالة الانحدار الخطي التحليل .4  : متعد ِّ
∑لقددددددد أوضددددددحنا بددددددأن الانحرافددددددات الكليددددددة  𝑦2𝑛

𝑖=1 = ∑ (𝑌 − 𝑌̅)2𝑛
𝑖=1  تنقسددددددم إلددددددى جددددددزأين، الأول يمثددددددل

∑الانحرافددددددددات الموضددددددددحة 𝑦̅2𝑛
𝑖=1 = ∑ (𝑌̂ − 𝑌̅)

2𝑛
𝑖=1  والثدددددددداني الانحرافددددددددات غيددددددددر الموضددددددددحة∑ 𝑒̂𝑖

2𝑛
𝑖=1 =

∑ (𝑌 − 𝑌̅)2𝑛
𝑖=1 :أ  إن 

∑𝑦2
𝑛

𝑖=1

=∑𝑦̂2
𝑛

𝑖=1

+∑𝜎1
2

𝑛

𝑖=1

…………(4.38)  

𝑆𝑆𝑇 = 𝑆𝑆𝑅 + 𝑆𝑆𝐸 
 إذ إن:
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 𝑆𝑆𝑇  : الانحرافات الكلية
 𝑆𝑆𝑅 :الانحرافات الموضحة

 𝑆𝑆𝐸 :الانحرافات غير الموضحة
د وبمدددا إن معامدددل التحديدددد ال ( يعدددد مؤشدددرًا علدددى جدددودة توفيدددق خدددط الانحددددار، فهدددو يحسدددب بقسدددمة 𝑅2) متعددددِّّ
 الانحرافات الكلية.الانحرافات الموضحة على 

𝑅2 =
∑ 𝑦̂2𝑛
𝑖=1

∑ 𝑦2𝑛
𝑖=1

=
𝑆𝑆𝑅

𝑆𝑆𝑇
 

 ( من المتغيرات فإن:𝐾ومذا كان لدينا )

𝑅2 =
𝛽̂1∑ 𝑥𝑖1𝑦

𝑛
𝑖=1 + 𝛽̂2∑ 𝑥𝑖2𝑦

𝑛
𝑖=1 +⋯ . .+𝛽̂𝑘 ∑ 𝑥𝑖𝑘𝑦

𝑛
𝑖=1

∑ 𝑦𝑖
2𝑛

𝑖=1

…… . (4.39) 

د وباستخدام المصفوفات يمكن أن نشتق صيغة معامل التحديد ال  (:𝑅2) متعدِّّ
𝑒′𝑒 = (𝑦 − 𝑥𝛽̂)

′
(𝑦 − 𝑥𝛽̂)  

𝑒′𝑒 = 𝑦′𝑦 − 𝑦′𝑥𝛽̂ − 𝛽̂′𝑦𝑥 + 𝛽̂′𝑥′𝑥𝛽̂ 
𝑒′𝑒 = 𝑦′𝑦 − 𝛽̂′𝑥′𝑦 + 𝛽̂′𝑥′𝑥𝛽̂ 

𝑒′𝑒 = 𝑦′𝑦 − 𝛽̂′𝑥′𝑦……… . (4.40) 
 إذ إن:

 𝑒′𝑒 الانحرافات غير الموضحة: 
 𝑦′𝑦  الانحرافات الكلية

 𝛽̂′𝑥′𝑦  الانحرافات الموضحة
𝑦′𝑦:   معادلةالوبإعادة كتابة  = 𝛽̂′𝑥′𝑦 + 𝑒′𝑒  

𝑅2         ومنها: =
𝛽̂
′
𝑥′𝑦

𝑦′𝑦
……… . (4.41)  

د ويمكن الحصول على الانحرافات الموضحة وغير الموضحة بدلالة معامل التحديد ال  ( وكاستي:𝑅2) متعدِّّ
𝛽̂′𝑥′𝑦 = 𝑅2  𝑦′𝑦………… . (4.42) 
𝑒′𝑒 = (1 − 𝑅2)𝑦′𝑦………(4.43)  

 وكالاتي: (𝑅2للحصول على )أما باستخدام البيانات الأصلية تحول إلى انحرافات 

𝑅2 =
𝛽̂′𝑋′𝑌 − 𝑛𝑌̅2

𝑌′𝑌 − 𝑛𝑌̅2
…… . . (4.44) 



 )خطوات صياغة نموذج متعدد، تقدير معلمات النموذج، دراسة صلاحية النموذج(تحليل الانحدار الخطي المتعدد               : الثالثالمحور 
 

56  

 

د إن إضددافة متغيددرات مسددتقلة إلددى نمددوذج الانحدددار الخطددي ال د يجعددل مددن معامددل التحديددد ال متعدددِّّ ( 𝑅2) متعدددِّّ
𝑁)، إذ إن إضددافة المتغيددرات تددؤد  إلددى تخفدديص درجددات الحريددة Upward Basedمتحيددز علويددا  − 𝐾)  ممددا

 يتطلب تصحيح المعامل وفق الصيغة استية:

𝑅̅2 = 1 − [(1 − 𝑅2)
𝑛 − 1

𝑛 − 𝑘
]…………(4.45) 

 (.𝑅̅2إذ إن معامل التحديد المصحح )
0ومما تجدر الإشارة إليا إن قيمة معامل التحديد تتراوح بين الصفر والواحد:   ≤ 𝑅2 ≤ 1 

( سددالبًا، إذا كددان عدددد المتغيددرات كبيددرًا وحجددم العينددة 𝑅̅2فددي حددين يمكددن أن يكددون معامددل التحديددد المصددحح )
(n .ًصغيرا ) 

 :(R2( يمكن الحصول على )12وبالرجوع إلى المثال )

R2 =
𝛽̂1∑ 𝑥𝑖1𝑦

𝑛
𝑖=1 + 𝛽̂2∑ 𝑥𝑖2𝑦

𝑛
𝑖=1

∑ 𝑦𝑖
2𝑛

𝑖=1

=
5.707(260) + 1.2069(−84)

1480
 

=
1382.4404

1480
= 0.93   

R2 =
𝛽̂′𝑋′𝑌

𝑌′𝑌
=
[5.707     1.2069] [

260
−84

]

1480
=
1382.4404

1480
= 0.93 
% مدددن التغيدددرات التدددي تحددددث فدددي المتغيدددر التدددابع سدددببها المتغيدددرات المسدددتقلة الداخلدددة فدددي 93وهدددذه تفسدددر أن 

 النموذج.

𝑅̅2 = 1 − [(1 − 𝑅2)
𝑛 − 1

𝑛 − 𝑘
] = 1 − [(1 − 0.93)

5 − 1

5 − 3
] = 0.86 

 : Hypothesis Testاختبار الفروض . 5

د يكتسب تحليل عملية اختبار الفروا أهمية في تحليدل الانحددار الخطدي ال  2004)عبدد القدادر عطيدة،  متعددِّّ
المتغيددرات المسددتقلة التددي لا تمددارس تأثيرهددا علددى ، وذلددك كونهددا تعطددي الباحددث مؤشددرًا علددى اسددتبعاد (313صددفحة 

المتغيدر التدابع. لددذا تنطدو  فرضددية العددم علدى عدددم وجدود العلاقددة بدين المتغيدرات المسددتقلة والمتغيدر التددابع، أ  إن 
( فددي ذلددك. وتصددا  فرضددية العدددم Fمصدددر الانحرافددات هددو المتغيددر العشددوائي فقددط، وعددادة مددا يسددتخدم اختبددار )

 كالاتي:
𝐻0 = 𝛽̂0 = 𝛽̂1 = ⋯…… .= 𝛽̂𝑘 = 0…… . . (4.46) 

أمدا إذا تدم رفددص الفرضدية أعددلاه أ  هنداك علاقدة خطيددة بدين المتغيددرات المسدتقلة والمتغيدر التددابع فدإن الفددرا 
 البديل يصا  بالشكل استي:
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𝐻1 = 𝛽̂0 ≠ 𝛽̂1 ≠ ⋯…… ≠ 𝛽̂𝑘 ≠ 0…… . . (4.47) 
 ( حسب الصيغة استية:Fويحسب اختبار )

𝐹 =
𝛽̂′𝑥′𝑦 𝑘 − 1⁄

𝑒′𝑒 𝑛 − 𝑘⁄
=

𝑦′𝑦𝑅2 𝑘 − 1⁄

𝑦′𝑦 (1 − 𝑅2) 𝑛 − 𝑘⁄
   

𝐹 =
∑ 𝑦̂2 𝑘 − 1⁄

∑𝑒2 𝑛 − 𝑘⁄
    

𝐹 =
𝑅2 𝑘 − 1⁄

(1 − 𝑅2) 𝑛 − 𝑘⁄
…… . (4.48) 

 وتكوين قاعدة القرار تحدد  الآتي:
( 𝑉1( أكبر من القيمة الجدولية بمستوت معنو  معين، وبدرجات حرية )Fإذا كان  القيمة المحتسبة لاختبار )

( المحتسددبة أقددل مددن Fونقبددل الفددرا البددديل والعكددس فددي حالددة كددون )( للمقددام، نددرفص فرضددية العدددم V2للبسددط و )
 .(318صفحة  2004)عبد القادر عطية،  الجدولية إذ نقبل فرضية العدم ونرفص الفرا البديل

 ويمكن توضيح الانحرافات في جدول تحليل التباين وكاستي:
Anova Table 

F 
Mean Error 

Sun 
d.f Sun of Square  

Source of 

Varriation 

𝐹 =
∑ 𝑦̂2

𝑘 − 1
 

∑ 𝑦̂2

𝑘 − 1
 𝑘 − 1 𝛽̂′𝑥′𝑦 =∑𝑦̂2 = 𝑦′𝑦𝑅2 Explained 

Variation 

∑𝑒2 𝑁 − 𝐾⁄  
𝑁 − 𝐾 ∑𝑒2 = 𝑦′𝑦(1 − 𝑅2)

= 𝑦′𝑦 − 𝛽̂′𝑥′𝑦 
Unexplained 

Variation 

𝑛 − 1 𝑦′𝑦 =∑𝑦2 Total Variation 

 بناء جدول تحليل التباين وكالاتي:وباستخدام البيانات السابقة يمكن 
Anova Table 

F 
Mean Error 

Sun 
d.f Sun of Square 

Source of 

Varriation 

𝐹 =
∑ 𝑦̂2 𝑘 − 1⁄

∑𝑒2 𝑘 − 1⁄

=
691.2202

48.7798
= 14.17 

  

∑ 𝑦̂2

𝑘 − 1

=
1382.4404

2
= 691.2202 

𝑘 − 1 = 3 − 1

= 2 
∑𝑦̂2

= 13824404 

Explained 

Variation 

∑𝑒2 𝑁 − 𝐾⁄
𝑁 − 𝐾 = 5 − 3

= 2 ∑𝑒2 = 97.5596 
Unexplain

ed Variation 
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=
97.5596

2
= 48.7798 

𝑛 − 1 = 5 − 1

= 4 ∑𝑦2 = 1480 
Total 

Variation 

 ن النموذج المقدر معنو .إالجدولية ف Fالمحتسبة مع  Fوبمقارنة 

 اختبار معنوية المعلمات المقدرة: . 6
د الانحددار البسديط أم ال( لمعرفة معنوية المعلمات المقدرة سدواء  فدي نمدوذج t-Statisticيستخدم اختبار )  متعددِّّ

( وفدق t( إذا كان  أكثر مدن ذلدك. ويسدتخدم اختبدار )Z( مشاهدة. واختبار )30إذا كان عدد المشاهدات يقل عن )
 (.4.20استي بإعادة كتابة المعادلة )

𝑣𝑎𝑟 − 𝑐𝑜𝑛𝛽̂𝑖 = 𝜎𝑢
2(𝑋′𝑋)−1…… . (4.46) 
مثدل عناصدر القطدر الرئيسدي تبداين المعلمدات المقدددرة فدإذا كاند  البياندات المسدتخدمة هدي البياندات الحقيقيدة فت

بما فيها الحد الثاب  وعلدى التدوالي والعناصدر خدارج القطدر الرئيسدي تمثدل التبداين المشدترك. وبأخدذ الجدذر التربيعدي 
 ( وكالاتي:𝑡لها نحصل على الخطأ الم يار  للمعلمات ومنها نحسب اختبار )

𝑡𝛽̂𝑖 =
𝛽̂𝑖 − 𝛽𝑖
𝑆. 𝑒𝛽̂𝑖

……… . (4.47) 

 وتكوين قاعدة القرار يتحدد وفق ما مر ذكره في الانحدار البسيط.
أما إذا كان  البياندات المسدتخدمة هدي بالانحرافدات فدإن أخدذ الجدذر التربيعدي لعناصدر المصدفوفة فدي المعادلدة 

داء مدن المعلمدة ( ابتدt( تعطي الخطأ الم يار  للمعلمات عدا الحد الثاب ، وعلى معنويتها يحسدب اختبدار )4.36)
(𝛽̂𝑖(  أما الاختبار للحد الثاب .)𝛽̂0( فالخطأ الم يار  لا يحسب بأخذ الجذر التربيعي للمعادلة )4.37.) 

𝑆𝑒𝛽̂0 =
√𝜎𝑢

2 [𝑋̅𝑖
′(𝑥′𝑥)−1𝑋̅𝑖 +

1

𝑛
]…………(4.48) 

 𝑡𝛽̂𝑖 =
𝛽̂0 − 𝛽0
𝑆. 𝑒𝛽̂0

………(4.49) 

 :1−(𝑥′𝑥)وبالرجوع إلى المثال السابق ومعادة كتابة 

(𝑥′𝑥) = [

29.7

1044

21

1044
21

1044

50

1044

]   

𝜎𝑢
2 =

∑𝑒2

𝑁 − 𝐾
= 48.7798  
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 𝜎𝑢
2𝑥′𝑥 = 48.7798 [

29.7

1044

21

1044

 
50

1044

] = [
1.3877 0.9812
 2.3362

]  

 𝑡𝛽̂1 =
5.707

√1.3877
=
5.707

1.178
= 4.845  

𝑡𝛽̂2 =
1.2069

√2.3362
=
1.2069

1.5285
= 0.7896  

𝑆𝑒𝛽̂0 =
√48.7798 [(8   8.4) [

50 −21
−21 29.7

] [
8
8.4
] +

1

5
]   

𝑆𝑒𝛽̂0 = √48.7798 [[223.6     81.48] [
8
8.4
] +

1

5
]   

𝑆𝑒𝛽̂0 =
√120643.7623 +

1

5
= √120643.9623 

𝑆𝑒𝛽̂0 = 347.338 

𝑡𝛽̂0 =
6.20604

347.338
= 0.0179 

نجددد أن  3ودرجددات حريددة  %5بمسددتوت معنويددة  2.35وبمقارنددة القدديم المحتسددبة مددع القيمددة الجدوليددة البالغددة 
, 𝛽̂2المعلمتين   𝛽̂1 .غير معنويتين 

 : OLSالتباين والخطأ المعياري لمقدرات  .7
د مصفوفة التباين والتباين المشترك لمقدرات نموذج الانحدار الخطي ال  : متعدِّّ

 يمكن الحصول عليا كما يلي:  𝐵𝑘من المتغيرات المستقلة فإن التباين إلى  𝐾في حالة 
𝐵̂ = (𝑋′𝑋)−1𝑋′𝑌    
∵ 𝑌 = 𝑋𝐵 + 𝑈 

 نحصل:وبالتعويص في المعادلة أعلاه 
𝐵̂ = (𝑋′𝑋)−1𝑋′(𝑋𝐵 + 𝑈) 

 ويمكن إعادة كتابة هذه المعادلة كما يلي:
𝐵̂ = (𝑋′𝑋)−1𝑋′𝑋𝐵 + (𝑋′𝑋)−1𝑋′𝑈 

1𝑋′𝑋−(𝑋′𝑋):                                   ولما كان   = 1 
𝐵̂فإن:                                          = 𝐵 + (𝑋′𝑋)−1𝑋′𝑈 

 المعادلة:وبأخذ التوقع لطرفي 
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E(𝐵̂) = 𝐵 + 𝐸[(𝑋′𝑋)−1𝑋′𝑈] 
= 𝐵 + (𝑋′𝑋)−1𝑋′𝐸(𝑈)  

∵ 𝐸(𝑈) = 0  
∵ 𝐸(𝐵̂) = 0  

الحقيقيدة. ويمكدن الحصدول علدى تبداين قيمدة المعلمدة المقددرة  𝐵هي عبارة عن مقدار غير متحيدز إلدى   𝐵̂إذًا  
𝐵̂  حيث يؤد  ذلك إلى مصفوفة التباين والتباين المشترك الخاصة بالمتجا𝐵̂ : 

𝐵̂ − 𝐸(𝐵̂) = 𝐵̂ − 𝐵 = (𝑋′𝑋)−1𝑋′𝑈  
𝑣𝑎𝑟(𝐵̂) = 𝐸 {[𝐵̂ − 𝐸(𝐵̂)][𝐵̂ − 𝐸(𝐵̂)]

′
}  

∵ 𝐸(𝐵̂) = 𝐵  
𝑣𝑎𝑟 (𝐵̂) = 𝐸 {(𝐵̂ − 𝐵)(𝐵̂ − 𝐵)

′
} = 𝐸{[(𝑋′𝑋)−1𝑋′𝑈][(𝑋′𝑋)−1𝑋′𝑈]′ } 

= 𝐸{(𝑋′𝑋)−1𝑋′𝑈𝑈′(𝑋′𝑋)−1} 
= (𝑋′𝑋)−1𝑋′𝐸(𝑈′𝑈)𝑋𝑈′(𝑋′𝑋)−1 

𝐸(𝑈𝑈′)ولما كان :  = 𝜎2𝐼𝑛                                    
𝑣𝑎𝑟(𝐵̂) = (𝑋′𝑋)−1𝑋′. 𝜎2𝐼𝑛. 𝑋(𝑋′𝑋)−1 

 وبإعادة الترتيب نحصل:
𝑣𝑎𝑟(𝐵̂) = 𝜎2𝐼𝑛(𝑋′𝑋)−1𝑋′𝑋(𝑋′𝑋)−1 

∴مصفوفة الوحدة:          (𝑋′𝑋)−1𝑋′𝑋 = 1                  
𝑣𝑎𝑟(𝐵̂) = 𝜎2(𝑋′𝑋)−1 

بمددا  𝜎2هددو عبدارة عدن حاصددل ضدرب قيمدة  (𝐵̂)هدذا يعندي أن قيمددة تبداين أ  عنصدر مددن عناصدر المتجدا 
. أما التباين المشترك بين أ  اثنين 1−(𝑋′𝑋)يقابلها من العناصر الواقعة على القطر الرئيسي لمقلوب المصفوفة 

اقدع خددارج القطدر الرئيسددي بالعنصددر المقابدل لهددا والو  𝜎2فهدو عبددارة عدن حاصددل ضدرب  (𝐵̂)مدن عناصدر المتجددا 
د . ويمكن توضديح ذلدك لنمدوذج الانحددار الخطدي ال1−(𝑋′𝑋)لمقلوب المصفوفة   الدذ  يحتدو  علدى متغيدرين  متعددِّّ

 مستقلين، وكما يلي:  
𝑣𝑎𝑟(𝐵̂) = 𝜎2(𝑋′𝑋)−1 

=
𝜎2

𝑛∑𝑋2 − (∑𝑋)2
[
∑𝑋2 ∑𝑋

−∑𝑋 𝑛
] 

=

[
 
 
 
 

𝜎2 ∑𝑋2

𝑛∑𝑋2 −(∑𝑋)2
−𝜎2 ∑𝑋

𝑛∑𝑋2 −(∑𝑋)2

−𝜎2 ∑𝑋

𝑛∑𝑋2 −(∑𝑋)2
𝑛𝜎2

𝑛∑𝑋2 −(∑𝑋)2]
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𝑣𝑎𝑟(𝐵̂0) =
𝜎2 ∑𝑋2

𝑛∑𝑋2 −(∑𝑋)2
= 𝜎2 [

1

𝑛
+
𝑋̅2

∑𝑋2
]  

 𝑣𝑎𝑟(𝐵̂1) =
𝑛𝜎2

𝑛∑𝑋2 −(∑𝑋)2
=

𝜎2

∑𝑋2
   

𝐶𝑜𝑣(𝐵̂0, 𝐵̂1) =
−𝜎2 ∑𝑋

𝑛∑𝑋2 −(∑𝑋)2
=
−𝜎2𝑋̅

∑𝑋2
 

 ( تيمكن الوصول إليها كاستي:S2e، )𝜎2أما الصيغة التقديرية لتباين الخطأ العشوائي 

S2e =
𝑒′𝑒

𝑛 − 𝑘 − 1
……… . (10.4) 

𝑒′𝑒 = (𝑌 − 𝑌̂)′(𝑌 − 𝑌̂) 
 ∵ 𝑌̂ = 𝑋𝐵̂  

𝑒′𝑒 = (𝑌 − 𝑋𝐵̂)
′
(𝑌 − 𝑋𝐵̂) 

= 𝑌′𝑌 − 𝑌′𝑋𝐵̂ − 𝐵̂′𝑋′𝑌 + 𝐵̂′𝑋′𝑋𝐵̂ ……(11.4)  
 وبما أن الحدين الثاني والثالث يمثلان قيمة واحدة كما وأن كلًا منهما يمثل مبدلة للآخر فإن:

𝑌′𝑋𝐵̂ = (𝑌′𝑋𝐵̂)
′
= 𝑌′𝑋𝐵̂′ 

 ( بالشكل التالي:11.4عليا يمكن إعادة كتابة المعادلة )
𝑒′𝑒 = 𝑌′𝑌 − 2𝐵̂′𝑋′𝑌 + 𝐵̂′𝑋′𝑋𝐵̂ …… (12.4)  

∵ 𝐵̂ = (𝑋′𝑋)−1𝑋′𝑌  
∴ (𝑋′𝑋)𝐵̂ = 𝑋′𝑌  

𝑒′𝑒 = 𝑌′𝑌 − 2𝐵̂′𝑋′𝑌 + 𝐵̂′𝑋′𝑌………(13.4)  
𝑒′𝑒 = 𝑌′𝑌 − 𝐵̂′𝑋′𝑌…………………(14.4) 

 ( نحصل:10.4وبتعويص هذه القيمة في البسط من المعادلة )

S2e =
𝑌′𝑌 − 𝐵̂′𝑋′𝑌

𝑛 − 𝑘 − 1
 

داختبار فرضيات النموذج الخطي ال. 8  :متعد ِّ
يهدف هذا المبحث إلى توسيع معارفنا الأساسية لنموذج الانحدار وذلك بإجراء اختبار معنوية الانحدار  
د ال ومن ثم تقييم كفاءة الأداء العام لنموذج  tومقارنتا باختبار   Fوالمقدر باستخدام توزيع اختبار إحصا ه   متعدِّّ

د الانحدار ال من   𝑅2و  𝐹، وكذلك اختبار العلاقة بين   R̅2ومقارنتا بمعامل التحديد المقدر المعدل  R2 متعدِّّ
𝑒𝑖∑بقيمة المتغير العشوائي،   R2، ثم علاقة   ANOVAخلال جدول تحليل التباين، 

ادر عطية،  )عبد الق. 2
 ( 340صفحة  2004

 (: 𝐭اختبار معنوية المعالم )  .9
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,𝑥1 ( لتقييم معنوية تأثير المتغيرات المستقلةtيستخدم اختبار )    𝑥2, … 𝑥𝑘  في المتغير التابع𝑦  في نموذج
د الانحدددار ال البسدديط، أنددا يعتمددد علددى ( فددي نمددوذج الانحدددار الخطددي t، وكمددا ذكرنددا سددابقاً عنددد تندداول اختبددار )متعدددِّّ

 نوعين من الفروا:
𝐵1فرضية العدم:  = 𝐵2 = 𝐵3 = ⋯ . . = 𝐵𝑘 = 0 ∶  𝐻0 
𝐵1:  الفرضية البديلة ≠ 𝐵2 ≠ 𝐵3 ≠ ⋯ . . ≠ 𝐵𝑘 = 0 ∶  𝐻1 

( تقارن مع قيمتها الجدوليدة لتحديدد قبدول أو رفدص فرضدية العددم ومدن ثدم تقيديم معنويدة 𝑡وبعد احتساب قيمة )
 الرياضية لهذا الاختبار يمكن بيانها كما يلي: معلمات النموذج المقدر والصيغة

     : 𝐵̂1بالنسبة الى  -أ 

𝑡𝐵̂1 =
𝐵̂1
𝑆𝐵̂1

 

𝑆𝐵̂1 = √𝑆𝐵̂1
2  

𝑆𝐵̂1
2 = 𝑣𝑎𝑟(𝐵̂1) = 𝑆

2𝑒 𝑎11 
 𝑣𝑎𝑟(𝐵̂1) = 𝑆

2𝑒(𝑥′𝑥)−1   

𝑆2𝑒 =
𝑒′𝑒

𝑛 − 𝑘 − 1
=
𝑌′𝑌 − 𝐵̂′𝑋′𝑌

𝑛 − 𝑘 − 1
=
∑𝑦2 −(𝐵̂1∑𝑥1𝑦 + 𝐵̂2∑𝑥2𝑦)

𝑛 − 𝑘 − 1
 
 : 𝐵̂2بالنسبة الى  -ب 

𝑡𝐵̂2 =
𝐵̂2
𝑆𝐵̂2

 

𝑆𝐵̂2 = √𝑆𝐵̂2
2  

𝑆𝐵̂2
2 = 𝑣𝑎𝑟(𝐵̂2) = 𝑆

2𝑒 𝑎22 

𝑆2𝑒 =
𝑒′𝑒

𝑛 − 𝑘 − 1
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دمعامل التحديد ال .10  : Multiple Coefficient of Determination (R) متعد ِّ
إذ ، (X𝑘، والمتغيددرات المسددتقلة )(𝑌)يعددد مؤشددر أسدداس فددي تقيدديم مدددت معنويددة العلاقددة بددين المتغيددر التددابع 

(𝑘 = 1,2,… . , 𝑘)  ب بددددارة أخددددرت هددددو مقيدددداس يوضددددح نسددددبة مسدددداهمة المتغيددددرات المسددددتقلة فددددي تفسددددير التغيددددر
 تي:الحاصل في المتغير التابع. ويمكن اشتقاقا باستخدام المصفوفات بالانحرافات كاس

∵ 𝑦 = 𝑥𝐵̂ + 𝑒   
𝑒 = 𝑦 − 𝑥𝐵̂   

𝑒′𝑒 = (𝑦 − 𝑥𝐵̂)
′
(𝑦 − 𝑥𝐵̂)  

𝑒′𝑒 = 𝑦′𝑦 − 𝑦′𝑥𝐵̂ − 𝑥′𝐵̂′𝑦 + 𝐵̂′𝑥′𝑥 𝐵̂ 
 وبما أن الحدين الثاني والثالث يمثلان قيمة واحدة كما وأن كلًا منهما يمثل مبدلًا للآخر فإن:

∴ 𝑒′𝑒 = 𝑦′𝑦 − 2𝐵̂′𝑥′𝑦 + 𝐵̂′𝑥′𝑥 𝐵̂   
∵ 𝐵̂(𝑥′𝑥)−1𝑥′𝑦  
(𝑥′𝑥)𝐵̂ = 𝑥′𝑦   

𝑒′𝑒 = 𝑦′𝑦 − 2𝐵̂′𝑥′𝑦 + 𝐵̂′𝑥′𝑦   
𝑒′𝑒 = 𝑦′𝑦 − 𝐵̂′𝑥′𝑦  

 بذلك يمكن كتابة معادلة الانحرافات الكلية كاستي:
𝑦′𝑦 = 𝐵̂′𝑥′𝑦 − 𝑒′𝑒 

 إذ أن:
𝑦′𝑦.تمثل الانحرافات الكلية : 

𝐵̂′𝑥′𝑦.تمثل الانحرافات الموضحة من قبل خط الانحدار : 
𝑒′𝑒 الموضحة.: تمثل الانحرافات غير 

عبددارة عددن نسددبة الانحرافددات الموضددحة مددن قبددل خددط الانحدددار إلددى الانحرافددات  R2وبمددا أن معامددل التحديددد 
فإنا يمثدل نسدبة مجمدوع مربعدات التغيدر فدي المتغيدرات المسدتقلة إلدى مجمدوع المربعدات  ، Total variationالكلية 
 الكلية:

∴ 𝑅2 =
𝐵̂′𝑥′𝑦

𝑦′𝑦
=
𝐵̂′𝑥′𝑦

∑𝑦2
    

𝑜𝑟 ∶    𝑅2 = 1 −
𝑒′𝑒

𝑦′𝑦 − 𝑛𝑌̅2
   

𝑜𝑟:     𝑅2 =
𝐵̂1∑𝑥1𝑦 + 𝐵̂2∑𝑥2𝑦

∑𝑦2
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ة المقام وتغير قيمة قيموذلك لثبات ،  R2إن إضافة متغيرات مستقلة جديدة إلى المعادلة يؤد  الى رفع قيمة 
𝑛( غير أن الاستمرار بإضدافة المتغيدرات المسدتقلة سديؤد  إلدى انخفداا درجدات الحريدة )B̂xyالبسط بمقدار ) −

𝑘 −  وعلى النحو استي: 𝑅2(، مما يتطلب استخراج معامل التحديد المعدل أو المصحح 1

𝑅̅2 = 1 − [(1 − 𝑅2)
𝑛 − 1

𝑛 − 𝑘 − 1
] 

 :F-Statistics Fاختبار إحصائية  .11
,𝑋1.......... هذا الاختيار معرفة مدت معنويدة العلاقدة الخطيدة بدين المتغيدرات المسدتقلة  𝑋2, … . , 𝑋𝑖  علدى

 ، وكما هو الحال في الانحدار البسيط فإنا يعتمد على نوعين من الفروا: Yالمتغير التابع 
المتغيددددددددرات المسدددددددددتقلة  وتددددددددنص علدددددددددى انعدددددددددام العلاقددددددددة بددددددددين كددددددددل متغيددددددددر مددددددددن :𝐇𝟎فرضـــــــــية العـــــــــدم 
(𝑋1, 𝑋2, … . , 𝑋𝑖) وبين المتغير التابع𝑌: أ ، 

𝐻0:  𝐵̂1 = 𝐵̂2 = ⋯ .= 𝐵̂𝑘 = 0 
 وتنص على وجود علاقة معنوية بين المتغيرات المستقلة والمتغير التابع، أ : :𝑯𝟏الفرضية البديلة 

𝐻0:  𝐵̂1 ≠ 𝐵̂2 ≠ ⋯ .≠ 𝐵̂𝑘 ≠ 0 
 والصيغة الرياضية لهذا الاختبار هي:

𝐹 =
𝐵̂′𝑥′ 𝑦 𝑘⁄

𝑒′𝑒 𝑛 − 𝑘 − 1⁄
   

𝑜𝑟:      𝐹 =
𝑅2 𝑘⁄

1 − 𝑅2 𝑛 − 𝑘 − 1⁄
 

𝑛( و )𝑘)نقددددارن مددددع قيمتهددددا بالجدوليددددة بدرجددددة حريددددة  𝐹وبعددددد احتسدددداب قيمددددة   − 𝑘 − ( للبسددددط والمقددددام 1
، أ  أن H1ونقبدددل  H0ولمسدددتوت معنويدددة معدددين. فدددإذا كانددد  القيمدددة المحتسدددبة أكبدددر مدددن القيمدددة الجدوليدددة ندددرفص 

. أمدا إذا كند  𝑌ذو تدأثير فدي  𝑋𝑘العلاقة المدروسة معنوية، وهناك على الأقل متغير مستقل واحد مدن المتغيدرات 
أ  أن العلاقدة الخطيدة المدروسدة غيدر معنويدة، أ   H0يعندي قبدول القيمة المحتسبة أصغر من الجدولية فإن ذلك 

 أنا ليس ثمة تأثير من أ  متغير من المتغيرات المستقلة على المتغير التابع.

 ANOVAتحليل جدول التباين،  .12

، لابد من عمل جدول تحليدل التبداين لبيدان 𝑌في المتغير التابع  𝑋1  ،𝑋2لغرا الوقوف على تأثير كل من 
 في النموذج. 𝑋1  ،𝑋2أثر المتغيرين المستقلين 

  



 )خطوات صياغة نموذج متعدد، تقدير معلمات النموذج، دراسة صلاحية النموذج(تحليل الانحدار الخطي المتعدد               : الثالثالمحور 
 

65  

 

 جدول تحليل التباين 

 متوسط مربعات الخطأ 𝐅اختبــار 
درجات  
 الحرية

 مصدر التباين  مةموع مربعات الخطأ 

𝐹1

=
𝐵̂′𝑥" 𝑦 𝑘⁄

𝑒′ 𝑒 𝑛 − 𝑘 − 1⁄

=
600.8114295

12.06285679
= 49.8067 

𝐵̂′𝑥′ 𝑦 𝑘⁄   
600.8114295 K2 

𝐵̂′𝑥′𝑦  
1201.622859 

الانحراف الموضح من  
 X2و X1قبل 

𝑒′ 𝑒
𝑛 − 𝑘 − 1 
12.06285679
⁄  

𝑛 − 𝑘

− 1  
6 

𝑒′𝑒 
72.37714076 

الانحرافات غير  
 الموضحة

𝑛 − 𝑘  
8 

𝑦′𝑦 
 الانحراف الكلي 1274

نختبددر خددلال المرحلددة الأولددى تددأثير ولمعرفددة تددأثير كددل متغيددر مسددتقل فددي المتغيددر التددابع بصددورة منفددردة فإننددا 
وبددالرجوع  𝑌بصددورة مسددتقلة فددي  X2. وفددي المرحلددة الثانيددة نختبدر تددأثير المتغيددر 𝑌بصددورة مسددتقلة فددي  X2المتغيدر

 إلى مثالنا نختبر ما يلي:

 :𝒀في الاستيرادات  𝐗𝒊تأثير عنصر الدخل   1.12

( يجددب معرفددة مقدددار الزيددادة 𝑌دالددة الاسددتيرادات )( فددي 𝑋𝑖لغددرا اختبددار التددأثير المسددتقل لعنصددر الدددخل )
علددى المتغيدددر  Yالمتحققددة فددي قيمددة مجمددوع مربعدددات الانحرافددات الموضددحة مددن قبددل خدددط انحدددار المتغيددر التددابع 

 أ  أن: X2الى الدالة، ويتم ذلك بافتراا نموذج يت من المتغير  X𝑖نتيجة إضافة المتغير X2المستقل 
𝑌𝑖 = 𝐵0 + 𝐵2𝑋2 + 𝑈𝑖    
𝑌̂ = 𝐵̂0 + 𝐵̂2𝑋2  

𝐵̂2 =
∑𝑥2𝑦

∑𝑥2
2 =

−83

648
= −0.128086419 

 فهي: X2مجموع مربعات الانحرافات الناجمة عن المتغير أما 

𝐵̂2∑𝑥2𝑦 = (= −0.128086419)(−83) = 10.63117284 
 إلى الدالة فهو: 𝑋1أما التأثير الذ  ي يفا المتغير المستقل 

𝐵̂1∑𝑥1𝑦 = 𝐵̂
′𝑋′𝑦 − 𝐵̂2∑𝑥2𝑦 

= 1201.622859 − 10.63117284 = 1190.991686 
 ننيم جدول تحليل التباين استي: 𝑋1ولاختبار مدت معنوية هذا التأثير الم اف من قبل المتغير المستقل 
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 في النموذج  𝐗𝟏تحليل التأثير المستقل للمتغير المستقل  

 𝐅اختبــار 
متوسط مربعات  

 الخطأ 
درجات  
 الحرية

 مصدر التباين  مةموع مربعات الخطأ 

𝐹1

=
1190.9914686

12.06285679
= 9873214171 

1190.99116
86 

1 10.63117284 
الانحراف الموضح  

 X2من قبل  

 1 1190.991686 
الانحراف الموضح  

 X1من قبل  

 2 1201.622859 
الانحراف الموضح  

 و  X1 X2من قبل 

 
12.06285679 

6 72.37714076 
الانحرافات غير  
 الموضحة

 الانحرافات الكلية 1274 8 
( ودرجدددة 5%( مدددع مثيلتهدددا الجدوليدددة عندددد مسدددتوت معنويدددة )98.73( المحتسدددبة والبالغدددة )F1وبمقارنددة قيمدددة )

( والتي يت ح أنها أكبر من الجدولية عليا ترفص فرضية العدم وتقبل 5.14للبسط والمقام والبالغة ) (6، 2)حرية  
الددذ  يمثددل الددخل القددومي علددى المتغيددر  X1الفرضدية البديلددة، ممددا يددل علددى وجددود تدأثير معنددو  للمتغيددر المسدتقل 

 الذ  يمثل الاستيرادات. 𝑌التابع 

 :𝒀في الاستيرادات  𝑿𝟐تأثير عنصر السعر   2.12

 ، أ :X1في الدالة نفترا نموذجًا يت من المتغير المستقل  𝑋2لبيان أثر المتغير المستقل 
𝑌𝑖 = 𝐵0 + 𝐵1𝑋1 + 𝑈𝑖   
 𝑌̂ = 𝐵̂0 + 𝐵̂1𝑋1 

  𝐵̂1 =
∑𝑥1𝑦

∑𝑥1
1 =

881

650
= 1.355384615 

 فهي: X1مجموع مربعات الانحرافات الناجمة عن المتغير  أما

𝐵̂1∑𝑥1𝑦 = (1.355384612)(881) = 1194.093846 
 إلى الدالة فهو : X2أما التأثير الذ  ي يفا المتغير المستقل 

𝐵̂2∑𝑥2𝑦 = 𝐵̂
′𝑥′𝑦 − 𝐵̂1∑𝑥1𝑦 
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= 1201.622859 − 1194.093846 = 7.529013 
 ننيم جدول تحليل التباين استي: X2ولاختبار مدت معنوية هذا التأثير الم اف من قبل المتغير المستقل 
 في النموذج  𝐗𝟐تحليل التأثير المستقل للمتغير المستقل  

 𝐅اختبــار 
متوسط مربعات  

 الخطأ 
درجات  
 الحرية

 مصدر التباين  مةموع مربعات الخطأ 

𝐹1

=
7.529013

12.06285679
= 0.624148419 

7.529013 

1 1194.093846 
الانحراف 
الموضح من  

 X1قبل 

 1 7.529013 
الانحراف 
الموضح من  

 X2قبل 

 2 1201.622859 
الانحراف 
الموضح من  

 و  X1 X2قبل

 
12.06285679 

6 72.37714076 
الانحرافات غير  
 الموضحة

 8 1274 
الانحرافات 
 الكلية

( ودرجدة حريدة 5%( مع مثيلتها الجدولية عند مسدتوت معنويدة )0.62( المحتسبة والبالغة )F2قيمة )وبمقارنة  
( والتي يت ح بأنها أقل من الجدولية عليا نقبل فرضية العدم، مما يدل بأن 5.14للبسط والمقام والبالغة )  (6،  2)

 .Yلا يمارس تأثيرًا معنويًا على المتغير التابع  X2المتغير المستقل 
ا علدى المتغيدر التدابع  X1وعليا نستنتج بأن المتغير المستقل    Yالذ  يمثل الدخل القومي يمدارس تدأثيرًا معنويدً

ا علدى  الذ  يمثل السدعر لا 𝑋2الذ  يمثل الاستيرادات. في حين أن المتغير المستقل  ومدن  Yيمدارس تدأثيرًا معنويدً
ذو التددأثير المعنددو  فددي  X1يجددب اسددتبعاده مددن النمددوذج المدددروس واعتمدداد النمددوذج الددذ  يحتددو  علددى المتغيددر  ثددم

 والذ  ندرجا أدناه: 𝑌المتغير 
𝑌𝑖  =  𝐵0  +  𝐵1 𝑋1 + 𝑈𝑖 
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 حيث يتم تقديره وتقييما على غرار النموذج الوارد في الفصل الخا  بالانحدار الخطي البسيط وكما يلي:

𝐵̂1 =
∑𝑥1𝑦

∑𝑥1
2 =

881

650
= 1.355384615 

 𝐵̂0 = 𝑌̅ − 𝐵̂1𝑋̅  
= 117 − (1.355384615)(113) 
= 117 − 153.1584615 
= −36.1584645   
𝑌̂ = 𝐵̂0 + 𝐵̂1𝑋𝑖 
 𝑌̂ = −36.1584615 + 1.355384615 𝑋𝑖   

والدذ  يمثدل الددخل القدومي بمقددار وحددة واحددة تسدبب زيدادة فدي المتغيدر  Xوتعني بأن زيادة المتغير المسدتقل 
 ( وحدة.1.355الذ  يمثل الاستيرادات بمقدار ) Yالتابع 

𝑅2 =
𝐵̂1 ∑𝑥1𝑦

∑𝑦2
=
(1.355384615)(881)

1274
=
1194.093846

1274
= 0.937279313

= 93.72%   

𝐹 =
𝑅2 𝑘⁄

1 − 𝑅2 𝑛 − 𝑘 − 1⁄
=

0.937279313 1⁄

1 − 0.937279313 9 − 1 − 1⁄
=
0.937279313

0.008960098

= 104.6059221 
 نحتاج البيانات استية: B̂0و  B̂1ولاختبار معنوية المعلمات 

𝑒𝑖
2 𝑒𝑖 𝑌̂ 𝑌 

0.3844 0.62 99.38 100 
1.436309967 1.1984615 104.8015385 106 
0.262459179 −0.5123077 107.5123077 107 
32.61288486 5.7107692 114.2892308 120 
18.39750086 −4.2892308 114.2892308 110 
13.7698086 −3.7107692 119.7107692 116 
6.188612979 −2.4876923 126.4876923 124 
1.18977448 1.0907692 131.9092308 133 
5.6644 2.38 134.62 137 

79.90615335 ∑𝑒𝑖 = 0 ∑𝑌̂ = 1053 ∑Y = 1053 

 :B̂1بالنسبة لد 

𝑆2𝑒𝑖 =
∑𝑒𝑖

2

𝑛 − 2
=
79.90615335

9 − 2
= 11.41516476 
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   𝑆B̂1
 =

𝑆2𝑒𝑖
∑𝑥𝑖

2 =
11.41516476

650
= 0.017561791  

 𝑆B̂1
2 = √𝑆B̂1

2 = √0.017561791 = 0.132520911   

𝑡B̂1 =
B̂1
𝑆
B̂1

 =
1.355384615

0.132520911
= 10.22770372  

 : B̂0بالنسبة لد 
𝑆2𝑒 = 11.41516476  

𝑆B̂0
2 = 𝑆2𝑒 [

1

𝑛
+
𝑋̅2

∑𝑥𝑖
2] = 11.41516476 [

1

9
+
(113)2

650
] 

= 11.41516476[0.111111111 + 19.64461538] = 225.5148729   
𝑆B̂0
 = √𝑆B̂0

2 = √225.5148729 = 15.01715262  

𝑡B̂0
 =

𝐵̂0
𝑆
B̂0

 =
−36.15846415

15.01715262
= −2.407810749 

 وعليا فإن الصيغة التقديرية للنموذج المدروس تكون كما يلي:
∴ 𝑌̂ = 𝐵̂0 + 𝐵̂1𝑋𝑖 

𝑌̂ = −36.1584615 + 1.355384615𝑋𝑖    
(2.407) (10.227)

𝑅2 = %93.72 𝐹 = 104.60
 

 قياس حدود الثقة: .13

لاحتسدداب حدددود الثقددة لأيددة مشدداهدة )نقطددة( مددن مشدداهدات خددط الانحدددار للمجتمددع أو ب بددارة أخددرت لحسدداب 
نفتددرا بددأن النقطددة  عنددد مسددتوت معنويددة معددين للمتغيددر المسددتقل فددي النمددوذج. Yالقيمددة المتوسددطة الحقيقيددة إلددى 
المقابلددة لتشددكيلة  𝐹(𝑌0). ولتقدددير المجددال الددذ  يمكددن أن تقددع تيددا قيمددة  𝐹(𝑌0)المددراد تقدددير حدددود ثقتهددا هددي 

 .𝐹(𝑌0)( يجب اشتقاق متباينة القيمة kمعينة من قيم المتغيرات المستقلة )
𝑌0 = [1 𝑋01 𝑋02 …𝑋0𝑘]   

𝑌̂0 = [1 𝑋01 𝑋02 …𝑋0𝑘]   

[
 
 
 
 
𝐵̂0
𝐵̂1
.
.
𝐵̂𝑘]
 
 
 
 

 

𝑌̂0 = 𝐵̂0 + 𝐵̂1𝑋01 +⋯+ 𝐵̂𝑘𝑋0𝑘 
𝑌̂0وباختصار:                                        = 𝑋0𝐵̂ 
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يجدددب اشدددتقاق وسدددط وتبددداين  𝐸(Yo) ُ ولغدددرا اشدددتقاق المتبايندددة الخاصدددة بتقددددير فتدددرات حددددود الثقدددة للقيمدددة 
 ( وكاستي:𝑌̂0القيمة )

 ( : 𝑌̂0لإيجاد الوسط فإننا نأخذ القيمة المتوقعة لد )
𝐸(𝑌̂0) = 𝐸(𝑋0𝐵̂)  
𝐸(𝑌̂0) = 𝑋0𝐸(𝐵̂) 
∵ 𝐸(𝐵̂) = 𝐵  
∵ 𝐸(𝑌̂0) = 𝑋0𝐵 

 ولإيجاد التباين:
𝑣𝑎𝑟(𝑌̂0) = 𝐸{𝑌̂0 − 𝐸(𝑌̂0)(𝑌̂0 − 𝐸(𝑌̂0)

′} 
= 𝐸 {(𝑌̂0 − 𝑋0𝐵)(𝑌̂0 − 𝑋0𝐵)

′
}  

 ∴ 𝑌̂0 = 𝑋0𝐵   
∴ 𝑣𝑎𝑟(𝑌̂0) = 𝐸 {(𝑋0𝐵̂ − 𝑋0𝐵)(𝑌̂0 − 𝑋0𝐵)

′
}   

∴ 𝑣𝑎𝑟(𝑌̂0) = 𝐸{(𝑋0𝐵̂ − 𝑋0𝐵)(𝑋0𝐵
′ − 𝑋0𝐵)

′} 
= 𝑋0 {𝐸(𝐵̂ − 𝐵)(𝐵̂ − 𝐵)

′
}𝑋0

′  
 = 𝜎2𝑋0(𝑋

′𝑋)−1𝑋0
′    

 فإن: 𝑆2(𝑌̂0) بالرمز  𝑣𝑎𝑟(𝑌̂0)ومذا رمزنا للقيمة التقديرية لتباين قيمة حدود الثقة 
𝑆2(𝑌̂0) = 𝑆

2𝑋0(𝑋
′𝑋)−1𝑋0

′  
 :تكون  𝐸(Y0) ُ وعليا فإن حدود الثقة للقيمة 

𝐸(𝑌̂0) = 𝑌̂0 ± 𝑡1 2⁄ . 𝑆(𝑌̂0)  
𝐸(𝑌̂0) = 𝑋0𝐵̂ ∓ 𝑡1 2⁄ . 𝑆(𝑌̂0) 

 



 

 

 
 
 
 
 
 
 
 

 المحور الرابع:

الارتباط الجزئي، الازدواج الخطي  

اختيار المتغيرات التفسيريةوطرق   
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 تمهيد: 

سدتقل بعدد حدذف التدأثير المشدترك الارتبداط بدين المتغيدر التدابع ومتغيدر م صافي ييقيس معامل الارتباط الجزئ
بعدد  𝑋1و  𝑌بدين  يهدو الارتبداط الجزئد   r𝑌𝑋1.𝑋2 ثلاً مدمع تثبيد  المتغيدرات المسدتقلة الأخدرت فدي النمدوذج. ف   أ

 :𝑋1و  𝑌من كل من  𝑋2حذف تأثير 
 )أ(: 14-7المسألة 

r𝑌𝑋1.𝑋2 =
r𝑌𝑋1 − r𝑌𝑋2𝑟𝑋1𝑋2

√1 − 𝑟𝑋1𝑋2
2 √1 − 𝑟𝑌𝑋2

2

               (14 − 7) 

r𝑌𝑋2.𝑋1 =
r𝑌𝑋2 − r𝑌𝑋1𝑟𝑋1𝑋2

√1 − 𝑟𝑋1𝑋2
2 √1 − 𝑟𝑌𝑋2

2

              (15 − 7) 

علددددى نفددددس الخددددط. وتتددددراوح  𝑟𝑋1𝑋2و  r𝑌𝑋2ويعددددرف  ،𝑋1و  𝑌معامددددل الارتبدددداط البسدددديط بددددين  r𝑌𝑋1حيددددث 
ويكون لها نفس إشارة  ،+ )كما هو الحال بالنسبة لمعاملات الارتباط البسيط(1،-1معاملات الارتباط الجزئية بين  

د لمتغيرات المفسرة المختلفة في الانحدار اللالأهمية النسبية  وتستخدم لتحديد  ،معلمة المجتمع المناظرة  .متعدِّّ
 :حصل علىن ،لمعامل الارتباط البسيط( 18-6في معادلة ) 2-7 ،1-7ص بقيم جدول عويبالت :5مثال

𝑟𝑌𝑋1 =
∑𝑥1𝑦

√∑𝑥1
2√∑𝑦2

=
956

√576√1,634
≈ 0.9854  

𝑟𝑌𝑋2 =
∑𝑥2𝑦

√∑𝑥2
2√∑𝑦2

=
900

√504√1,634
≈ 0.9917  

 𝑟𝑋1𝑋2 =
∑𝑥2𝑥1

√∑𝑥2
2√∑𝑥1

2
=

524

√504√576
≈ 0.9725  

 وعليه:

𝑟𝑌𝑋1..𝑋2 =
𝑟𝑌𝑋1 − 𝑟𝑌𝑋2𝑟𝑋1𝑋2

√1 − 𝑟𝑋1𝑋2
2 √1 − 𝑟𝑌𝑋2

2

=
0.9854 − (0.9917)(0.9725)

√1 − 0.97252√1 − 0.99172
≅ 0.7023𝑜𝑟70.23% 

 و:

𝑟𝑌𝑋2.𝑋1 =
𝑟𝑌𝑋2−𝑟𝑌𝑋1𝑟𝑋1𝑋2

√1 − 𝑟𝑋1𝑋2
2 √1 − 𝑟𝑌𝑋1

2

=
0.9917 − (0.9854)(0.9725)

√1 − 0.97252√1 − 0.98542
≅

≅ 0.8434 𝑜𝑟 84.34% 

 .𝑌في تفسير التغير في  𝑋1أكثر أهمية من  𝑋2فإن  ،وعليا
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 :المبيد كاستي -اد مالس -يمكن تلخيص النتائج الكلية لمثال الحنطة  :6مثال 
𝑌̂ = 31.98 + 0.65𝑋1 + 1.10𝑋2 
     t    (4.11)        (2.70) قيم  دددددددددددددددد 

𝑅2 = 0.992               𝑅̅2 = 0.989          𝐹2,7 = 413.17  
 𝑟𝑌𝑋1.𝑋2 = 0.70                 𝑟𝑌𝑋2𝑋1 = 0.84 

، ا(يدددويً )ندا مدن المهدم القيددام بحدل المسدألة إلا أ ،وبدالرغم مدن الحصدول علددى النتدائج عدادة باسدتخدام الكمبيددوتر
بيوتر كامل يشرح بالكامدل مك -عينة برنامج  22-7 ا فعلنا لكي نفهم خطوات الحل بوضوح. وتعرا المسألة مك

ا فددي عً وهددو أكثددر بدرامج الكمبيددوتر شدديو  Statistical Package for the Social Sciences) SPSSكيفيدة اسددتخدام 
د لانحدار  ،الاستخدام(  .(169صفحة  1983)دومينيك،  في ثلاث متغيرات  متعدِّّ

 :مسائل محلولة

 النموذج الخطي ذو المتغيــرات الثلاث: .1
د ال  خطيأ( اكتب معادلة نموذج الانحدار ال):  7-1 متغيدر  𝑘 لحالة متغيدرين مسدتقلين أو مفسدرين وحالدة متعدِّّ

د للانحدار ال خطيموذج النال ا )ب( اذكر فرو  . مستقل أو مفسر  .متعدِّّ
 :المعادلة هي ،حالة متغيرين مستقلين أو مفسرين ي( فأ)

𝑌𝑖 = 𝑏0 + 𝑏1𝑋1𝑖 + 𝑏2𝑋2𝑖 + 𝑢𝑖                (1 − 7) 
 :المعادلة هي مفسر،متغير مستقل أو  𝑘 وفي حالة

𝑌𝑖 = 𝑏0 + 𝑏1𝑋1𝑖 + 𝑏2𝑋2𝑖 +⋯+ 𝑏𝑘𝑋𝑘𝑖 + 𝑢𝑖 
 𝑋2لمتغير المستقل ل 𝑖ترتيبها  يعلى سبيل المثال المشاهدة الت ،𝑋2𝑖حيث تمثل 

د ال خطدديالخمسددة الأول لنمددوذج الانحدددار ال)ب( الفددروا  هددي نفددس فددروا نمددوذج الانحدددار البسددديط  متعدددِّّ
OLS  (. أ  أن الفددددروا الثلاثددددة الأول يمكددددن تلخيصددددها علددددى النحددددو1-6)انيددددر المسددددألة  :𝑢𝑖~𝑁(𝑂, 𝜎) .

𝐸(𝑢𝑖𝑢𝑗) والفرا الرابع ه = 𝑖عند  0 ≠ 𝑗  ؛ والفرا الخامس هو 𝐸(𝑋𝑖𝑢𝑗) = الوحيد  ضافيالفرا الإ .0
د ال خطددديلنمدددوذج الانحددددار ال المطلدددوب   هدددو أندددا لا توجدددد علاقدددة خطيدددة تامدددة بدددين المتغيدددرات المسدددتقلة OLS متعددددِّّ

𝑋1, 𝑋2, حسداب تقدديرات  ةلاسدتحال ،امتد خطديلأنا لو كدان بدين اثندين أو أكثدر مدن المتغيدرات المسدتقلة ارتبداط   …
لأن مجموعددة المعددادلات الطبي يددة سددوف تشددتمل علددى معددادلتين أو أكثددر ليسدد  مسددتقلة. أمددا إذا كددان  OLSمعددالم 

ولكن  ،OLSفإنا يمكن تقدير معالم  ،ةبين التين أو أكثر من المتغيرات المفسر   اكبير وليس تامً   خطيهناك ارتباط  
 (1-9الكبير تيما بينها )أنير قسم  خطيلا يمكن عزل تأثير كل من المتغيرات المستقلة ذات الارتباط ال
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 ،(7-2اشددتق )أ( المعادلددة الطبي يددة ) ،فددي حالددة متغيددرين مسدتقلين أو مفسددرين OLSباسدتخدام طريقددة  :7-2
 خطددي)القددارئ غيددر الملددم بالتفاضددل يمكنددا أن يت .(4-7)ج( المعادلددة الطبي يددة ) ،(3-7)ب( المعادلددة الطبي يددة )

 .هذه المسألة(
 𝑏̂0:بالنسبة إلى  𝑒𝑖2∑ لمقدار ل( بإيجاد النهاية الصغرت 2-7( تشتق المعادلة الطبي ية )أ)

∂𝑒𝑖
2

𝜕𝑏̂0
=
𝜕∑(𝑌𝑖 − 𝑏̂0 − 𝑏̂1𝑋1𝑖 − 𝑏̂2𝑋2𝑖)

2

𝜕𝑏̂0
= 0 

−2∑(𝑌𝑖 − 𝑏̂0 − 𝑏̂1𝑋1𝑖 − 𝑏̂2𝑋2𝑖) = 0          (2 − 7) 

∑𝑌𝑖 = 𝑛𝑏̂0 ± 𝑏̂1∑𝑋1𝑖 ± 𝑏̂2∑𝑋2𝑖 
𝑒𝑖∑لمقدار ل( بإيجاد النهاية الصغرت 3-7)ب( وتشتق المعادلة )

 :𝑏̂1بالنسبة إلى  2
∂∑𝑒𝑖

2

𝜕𝑏̂1
=
𝜕∑(𝑌𝑖 − 𝑏̂0 − 𝑏̂1𝑋1𝑖 − 𝑏̂2𝑋2𝑖)

2

𝜕𝑏̂1
= 0 

−2𝑋1𝑖∑(𝑌𝑖 − 𝑏̂0 − 𝑏̂1𝑋1𝑖 − 𝑏̂2𝑋2𝑖) = 0          (3 − 7) 

∑𝑋1𝑖𝑌𝑖 = 𝑏̂0∑𝑋1𝑖 + 𝑏̂1∑𝑋1𝑖
2 + 𝑏2∑𝑋1𝑖𝑋2𝑖 

𝑒𝑖∑( بإيجاد النهاية الصغرت للمقدار 7-4)ج( وتشتق المعادلة الطبي ية ) 
 :𝑏̂2بالنسبة إلى 2

∂∑𝑒𝑖
2

𝜕𝑏̂2
=
𝜕∑(𝑌𝑖 − 𝑏̂0 − 𝑏̂1𝑋1𝑖 − 𝑏̂2𝑋2𝑖)

2

𝜕𝑏̂2
= 0 

−2𝑋2𝑖∑(𝑌𝑖 − 𝑏̂0 − 𝑏̂1𝑋1𝑖 − 𝑏̂2𝑋2𝑖) = 0          (4 − 7) 

∑𝑋2𝑖𝑌𝑖 = 𝑏̂0∑𝑋2𝑖 + 𝑏̂1∑ 𝑋1𝑖𝑋2𝑖 + 𝑏2∑𝑋2𝑖
2  

د ى الطدددبالنسدددية لنمدددوذج الانحددددار الخ :7-3 )أ( اشدددتق المعدددادلات الطبي يدددة  ،  المتغيدددربن المسدددتقلينذ  متعددددِّّ
هدذا الجدزء مدن  ىخطدغير الملم بالتفاضل أن يت ئ لقار ل: يمكن  𝑦̂𝑖ابدأ باشتقاق تعبير    :رشاد إباستخدام الانحرافات )

 : 𝑏̂1، 𝑏̂2، 𝑏̂0 لإيجاد  ،7-7، 6-7، 5-7 المعادلات اشتقاق  )ب( كيف يمكن .المسألة(
𝑌̂𝑖 = 𝑏̂0 + 𝑏̂1𝑋1𝑖 + 𝑏̂2𝑋2𝑖 

𝑌̅                              ( أ) = 𝑏̂0 + 𝑏̂1𝑋̅1 + 𝑏̂2𝑋̅2       
 :حصل علىن، بالطرح

𝑦̂𝑖 = 𝑌̂𝑖 − 𝑌̅ = 𝑏̂1𝑥𝑖1 + 𝑏̂2𝑥2𝑖 
𝑒𝑖:                         وعليا = 𝑦𝑖 − 𝑦̂𝑖 = 𝑏̂1𝑥1𝑖 − 𝑏̂2𝑥2𝑖   

∑𝑒𝑖
2 =∑(𝑦𝑖 − 𝑦̂𝑖)

2 =∑(𝑦𝑖 − 𝑏̂1𝑥1𝑖 − 𝑏̂2𝑥2𝑖)
2 
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𝜕∑𝑒𝑖
2

𝜕𝑏̂1
=
𝜕∑(𝑦𝑖 − 𝑏̂1𝑥1𝑖 − 𝑏̂2𝑥2𝑖)

2

𝜕𝑏̂1
= 0 

−2𝑥1𝑖∑(𝑦𝑖 − 𝑏̂1𝑥1𝑖 − 𝑏̂2𝑥2𝑖) = 0               (16 − 7) 

∑𝑥1𝑖𝑦𝑖 = 𝑏̂1∑𝑥1𝑖
2 + 𝑏̂2∑𝑥1𝑖𝑥2𝑖          (16 − 7) 

𝜕∑𝑒𝑖
2

𝜕 𝑏⏞2
=
𝜕∑(𝑦𝑖 − 𝑏̂1𝑥1𝑖 − 𝑏̂2𝑥2𝑖)

2

𝜕𝑏̂2
= 0 

−2𝑥2𝑖∑(𝑦𝑖 − 𝑏̂1𝑥1𝑖 − 𝑏̂2𝑥2𝑖) = 0 

∑𝑥2𝑖𝑦𝑖 = 𝑏̂1∑𝑥1𝑖𝑥2𝑖 + 𝑏̂2∑𝑥2𝑖
2           (17 − 7) 

-7حددل معددادلات )بيددتم الحصددول عليهددا  ،علددى الترتيددب  𝑏̂2و 𝑏̂1اب لحسدد( 6-7) ،(5-7)ب( المعددادلات ) 
أو كدان  𝑋2و 𝑋1إذا كان  هناك علاقة خطية تامة بين  إلا   ، 𝑏̂2و 𝑏̂1حساب  ا، ويمكن دائمً اآنيً (  7-17)  ،(16

( 7-7بدالتعويص فدي معادلدة )  𝑏̂0أو أقل. ويمكن حساب المعلمة  3عدد المشاهدات عن كل متغير في النموذج 
 المحسددوبة مددن معطيددات ) 𝑋̅2و 𝑋̅1و  𝑌̅ قدديم ((، و 6-7(، )5-7))المحسددوبة باسددتخدام معددادلات  𝑏̂2و 𝑏̂1بقدديم 

 .المسألة(
د بالنسبة لتحليل الانحدار ال  :7-4    )د( 𝑏2 )ج( ،𝑏1 )ب( 𝑏0( أرين المسدتقلين بدين معندى )تغي  المذ   متعدِّّ
 ؟𝑏̂2  BLUEو   𝑏̂1و 𝑏̂0 هل

𝑋𝑖1عندما  ،𝑌𝑖هي الحد الثاب  أو مقطع الانحدار وتعطى قيمة المتغير  𝑏0( المعلمة أ) = 𝑋2𝑖 = 0 
هددي  𝑏1ومعلمددة الميددل  .ثابتددة 𝑋2مددع إبقدداء  𝑋1لكددل وحدددة تغيددر فددي  𝑌التغيددر فددي  𝑏1)ب( تقدديس المعلمددة 

𝑌∂أ   ،𝑋1 بالنسبة إلى 𝑌لمتغير للأنها تناظر المشتقة الجزئية  يجزئ انحدارمعامل  𝜕𝑋1⁄. 
هددي  𝑏2ثابتددة. ومعلمددة الميددل  𝑋1مددع إبقدداء  𝑋2لكددل وحدددة تغيددر فددي  𝑌التغيددر فددي  𝑏2)ج( تقدديس المعلمددة 

𝑌∂  :أ  ،𝑋2بالنسبة إلى  𝑌لمتغير ل المعامل الجزئي الثاني للانحدار لأنها تناظر المشتقة الجزئية 𝜕𝑋2⁄ 
أف دل مقددرات خطيدة غيدر  افإنهدا أي دً  ،OLSبطريقدة   𝑏̂2و   𝑏̂1و 𝑏̂0  )د( حيدث أندا يدتم الحصدول علدى 

𝐸(𝑏̂0)(. أ  أن 5-6 مسدددددانيدددددر ق ،BLUEزة )حيدددددمت = 𝑏0 ،𝐸(𝑏̂1) = 𝑏1  ،𝐸(𝑏̂2) = 𝑏2 و ،𝑆̂𝑏0،𝑆̂𝑏1 ،
𝑆̂𝑏2    بددون  ثقديلاً  اولما كان إثبدات هدذه الخصدائص يمثدل عبئدً  ،يزة أخرت حمقدرات خطية غير مت  أصغر منها لأ

 .لذا لا تتناولها هنا استخدام جبر المصفوفات 
مع نسبة القوة  ،𝑌بلالاف الدولارات  يدخل الفرد الحقيق يويعط  11-6جدول لهو امتداد ل  3-7جدول   :7-5

دولدددة متقدمدددة فدددي  15لعددددد  𝑋2 ،سدددنة 25ن سدددمتوسدددط سدددنوات التعلددديم للسدددكان فدددوق و  𝑋1 ،العاملدددة فدددي الزراعدددة
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)ب( فسدر النتدائج فدي )أ( وقارنهدا  𝑋2و X1علدى  Yلمتغيدر لالمربعدات الصدغرت    انحددارأ( أوجد معادلدة  )  .1981
 .6-30بنتائج المسألة 

 وسنوات التعليم ،القوة العاملة في الزراعة ،دخل الفرد  3-7جدول  
5 4 3 2 1 0 9 8 7 6 5 4 3 2 1 𝑛 

1 10 9 1 10 10 9 8 9 12 7 7 8 8 6 𝑌 

8 5 9 4 7 8 6 5 5 4 10 7 8 10 9 X1 

2 0 14 16 12 14 12 10 10 16 12 10 11 13 8 X2 

 3-7مسودة لتقدير المعالم لبيانات جدول   4-7جدول 
𝑥2
2 𝑥1

2 𝑥1𝑥2 𝑥2𝑦 𝑥1𝑦 𝑥2 𝑥1 𝑦 𝑋2 𝑋1 𝑦 𝑛 

16 4 -8 12 -6 -4 2 -3 8 9 6 1 

1 9 3 1- 3- 1 3 1- 13 10 8 2 

1 1 1- 1 1- 1- 1 1- 11 8 8 3 

4 0 0 4 0 2- 0 2- 10 1 7 4 

0 9 0 0 6- 0 3 2- 12 10 7 5 

16 9 12- 12 9- 4 3- 3 16 4 12 6 

4 4 4 0 0 2- 2- 0 10 5 9 7 

4 4 4 2 2 2- 2- 1- 10 5 8 8 

0 1 0 0 0 0 1- 0 12 6 9 9 

4 1 2 2 1 2 1 1 14 8 10 10 

0 0 0 0 0 0 0 1 12 7 10 11 

16 9 12- 8 6- 4 3- 2 16 4 11 12 

4 4 4 0 0- 2 2 0 14 9 9 13 

4 4 4 2- 2- 2- 2- 1 10 5 10 14 

0 1 0 0 2 0 1 2 12 8 11 15 

∑𝑥2
2

= 74 
∑𝑥1

2

= 60 

∑𝑥1𝑥2

= −12 

∑𝑥2𝑦

= 38 

∑𝑥1𝑦

= −28 

∑𝑥2

= 0 

∑𝑥1

= 0 

∑𝑦

= 0 

∑𝑋2

= 180 

𝑋̅2 = 12 

∑𝑋1

= 105 

𝑋̅1
= 7 

∑𝑌

= 139 

𝑌̅ = 9 

𝑛

= 15 

 
علدى المتغيدرين  𝑌للمتغيدر  OLSالحسابات اللازمة لتقدير معالم معادلة انحدار   4-7جدول    يبين ( أ)
𝑋1 و𝑋2          : 
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𝑏̂1 =
(∑𝑥1𝑦)(∑𝑥2

2) − (∑𝑥2𝑦)(∑𝑥1𝑥2)

(∑𝑥1
2)(∑𝑥2

2) − (∑𝑥1𝑥2)
2

=
(−28)(74) − (38)(−12)

(60)(74) − (−12)2

=
−2,075 + 456

4,440 − 144
≅ −0.38 

𝑏̂2 =
(∑𝑥2𝑦)(∑𝑥1

2) − (∑𝑥1𝑦)(∑𝑥1𝑥2)

(∑𝑥1
2)(∑𝑥2

2) − (∑𝑥1𝑥2)
2

=
(38)(60) − (−28)(−12)

(60)(74) − (−12)2
=
2,280 − 336

4,440 − 144

≅ 0.45 
𝑏̂0 = 𝑌̅ − 𝑏̂1𝑋̅1 − 𝑏̂2𝑋̅2 = 9 − (−0.38)(7) − (0.45)(12) = 9 + 2.66 − 5.40 ≅ 6.26 

 هي:  𝑋2و  𝑋1على  𝑌لانحدار  OLSوعليا فمعادلة 
𝑌̂𝑖 = 6.26 − 0.38𝑋1𝑖 + 0.45𝑋2𝑖 

مع نسبة القدوة  ايرتبط عكسيً  ، 𝑌 يالمقدرة على أن مستوت دخل الفرد الحقيق OLSب( تشير معادلة انحدار )
بالتحديددد  .(اكمددا قددد يكددون متوقعددً ) 25لسددكان فددوق مددن لعدددد سددنوات التعلدديم مددع  اوطرديددً  ،𝑋1 العاملددة فددي الزراعددة

القدوة العاملدة سدوف يصداحبا زيدادة  إجمدالي% مدن 1إلى أن نقص نسبة القوة العاملة في الزراعة بمقددار   ،𝑏̂1تشير
ن سددة في سنوات التعلديم للسدكان فدوق ولكن زيادة سنة واح X2في دخل الفرد مع تثبي   اأمريكيً  ادولارً  380قدرها  
𝑋1𝑖: وعنددد  .X1، مددع تثبيدد  اأمريكيددً  ادولارً  450دة فددي دخددل الفددرد قدددرها سددنة يصدداحبها زيددا 25 = 𝑋2𝑖| = 0,

𝑌̂𝑖 = 𝑏̂0 = وبالتددالي يجددب أن  )ب((،  8-7)انيددر المسددألة  ايً معنويددة إحصددائ X2وبقدددر مددا ات ددح أن  .6.26
𝑏̂1 أن  افقد ات ح أيً   ،تدخل في علاقة الانحدار ≅ ا لا تكون تقديرً ، 30-6السابق إيجادها في تمرين 0.47−

  .𝑏1للمعلمة  اموثوقً 

 اختبارات معنوية تقديرات المعالم:  . 2
𝑠𝑏̂1 ،)ج( و ،𝑏̂2وتبداين  𝑏̂1)ب( تبداين   ،𝜎𝑢2  و  𝑠2عرف )أ(  :  7-6

𝑠𝑏̂2 و 2
𝑠𝑏̂1، )د(  2

𝑠𝑏̂2 و  
لمداذا  . )ه( 

 عادة موضع اهتمام أساسي ؟ 𝑏0لا تكون 
𝜎𝑢 (أ)

𝑋2𝑖و 𝑋1𝑖هدددددددددو تبددددددددداين حددددددددددا لخطدددددددددأ فدددددددددي العلاقدددددددددة الحقيقيدددددددددة بدددددددددين  2
𝑠2 ولكدددددددددن 𝑌𝑖و   = 𝜎̂𝑢

2 =

∑𝑒𝑖
2 (𝑛 − 𝑘)⁄ 

𝜎𝑢لتبدداين غيددر المعلددوم لوهددي تقدددير غيددر متحيددز  واقيهددي تبدداين البدد
2 .𝑘 فددي حالددة  .ي عدددد المعددالم المقدددرةهدد

د الانحدار ال 𝑘 ،  المتغيرينذ  متعدِّّ = 𝑛 وعليا .3 − 𝑘 = 𝑛 − 3 = 𝑑𝑓 

𝑉𝑎𝑟𝑏̂1                        )ب(: = 𝜎𝑢
2 ∑𝑥2

2

∑𝑥1
2 ∑𝑥2

2−(∑𝑥1𝑥2)
2 

𝑉𝑎𝑟𝑏̂2:                      بينما = 𝜎𝑢
2 ∑𝑥1

2

∑𝑥1
2∑𝑥2

2−(∑𝑥1𝑥2)
2 
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 . 𝑏2و 𝑏1 ة لكل منثقلاختبار الفروا وتكوين فترات ال )أو تقديراتها( مطلوبة  𝑏̂2و 𝑏̂1إن تبايني 

𝑠𝑏̂1
2 = 𝑠2

∑𝑥2
2

∑𝑥1
2∑𝑥2

2 − (∑𝑥1𝑥2)
2
=
∑𝑒𝑖

2

𝑛 − 𝑘
 

∑𝑥2
2

∑𝑥1
2∑𝑥2

2 − (∑𝑥1𝑥2)
2
 

𝑠𝑏̂2            (: ج) 
2 = 𝑠2

∑𝑥1
2

∑𝑥1
2∑𝑥2

2−(∑𝑥1𝑥2)
2 =

∑𝑒𝑖
2

𝑛−𝑘
 

∑𝑥1
2

∑𝑥1
2∑𝑥2

2−(∑𝑥1𝑥2)
2 

𝑠𝑏̂1
𝑠𝑏̂2 و 2

𝜎𝑢غير المعلومين حيث أن  𝑏2تباين و  𝑏1لتباين ن يزيح، تقديران غير متهما على الترتيب  2
2 

 .غير معلومة

𝑆𝑏̂1)د(:   = √𝑠𝑏̂1
𝑆𝑏̂2و    2 = √𝑠𝑏̂2

2    ،𝑆𝑏̂1  و𝑆𝑏̂2 الانحراف الم يار  لكل من ،على الترتيب  هما 

𝑏̂2  و𝑏̂2  يان بالأخطاء الم ياريةميسو. 
𝑋1𝑖)ه( ما لم تتوفر مشاهدات كاتية بالقرب من  = 𝑋2𝑖 = لا تكدون عدادة ذات  b0فإن معلمة المقطدع   0

عقددة فدي معادلدة م b̂0لتباين ( 18-7أهمية أساسية ويمكن حذف اختبار معنوية الإحصائية الخا  بها ومعادلة )
 :ن النادر أن تذكر أو تستخدممف االحساب ولهذا السبب أيً  

𝑉𝑎𝑟b̂0 = 𝜎𝑢
2

=
∑𝑋1

2∑𝑋2
2 − (∑𝑋1𝑋2)

2

𝑛[∑𝑋1
2𝑋2

2 − (∑𝑋1𝑋2)
2] − ∑𝑋1 (∑𝑋1 ∑𝑋2

2 − ∑𝑋2∑𝑋1𝑋2) + ∑𝑋1 (∑𝑋1𝑋2 − ∑𝑋2∑𝑋1
2)
     (181 

…………(18 − 7) 
 .بسهولة 𝑏0ويمكن إجراء الاختبارات الإحصائية لمعنوية  ،بيوترمفي نتائج الك اأحيانً  𝑆𝑏̂0 ترد   ،ومع ذلك

𝑠𝑏̂1 )ب( ،𝑆2أوجد ) أ (  ،7-3من بيانات جدول  : 7-7
𝑠𝑏̂2 )ج( 𝑆𝑏̂1و 2

 𝑆𝑏̂2و 2
. وقد تدم الحصدول علدى 4-7دول جل، وهو امتداد 5-7موضحة في جدول    𝑆2( الحسابات اللازمة لإيجاد  أ)
 .)أ( 7-5المقدرة السابق إيجادها في المسألة  OLSفي معادلة انحدار  X2𝑖و  𝑋𝑖1بالتعويص بقيم  𝑌̂𝑖قيم 

𝑆2 = 𝜎̂𝑢
2 =

∑𝑒𝑖
2

𝑛 − 𝑘
=
12.2730

15 − 3
≅ 1.02 

 حسابات اختبار معنوية المعالم :حدار دخل الفرد ن ا 5-7جدول 

𝒆𝟐 𝒆 𝒀̂ 𝑿𝟐 𝑿𝟏 𝒀 
الدول 

 ة

0.1936 −0.44 6.44 8 9 6 1 
0.0961 −0.31 8.31 13 10 8 2 
0.0289 −0.17 8.17 11 8 8 3 
1.2100 −1.10 8.10 10 7 7 4 
0.7396 −0.86 7.86 12 10 7 5 
0.0036 −0.86 7.86 12 10 7 5 
0.0196 0.14 8.86 10 5 9 7 
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0.7396 −0.86 8.86 10 5 8 8 
0.1444 −0.38 9.38 12 6 9 9 

0.2304 0.48 9.52 14 8 10 10 
1.0000 1.00 9.00 12 7 10 11 
0.8836 −0.94 11.94 16 4 11 12 
0.0196 −0.14 9.14 14 9 9 13 
1.2996 1.14 8.86 10 5 10 14 
5.6644 2.38 8.62 12 8 11 15 

∑𝑒2 =12.2730 ∑𝑒 = 0     n = 15 

 ، نحصل على:4-7السابق إيجادها في )أ( وقيم جدول  𝑆2)ب( باستخدام قيمة 

𝑠𝑏̂1
2 = 𝑆2

∑𝑥2
2

∑𝑥1
2∑𝑥2

2 − (∑𝑥1𝑥2)
2
≅ 1.02

74

(60)(74) − (−12)2
≅ 0.02 

𝑠𝑏̂1 ≅ √0.02  ≅ 0.14 

𝑠𝑏̂1(                 )ج
2 = 𝑠2

∑𝑥1
2

∑𝑥1
2 ∑𝑥2

2−(∑𝑥1𝑥2)
2 ≅ 1.02

60

(60)(74)−(−12)
2 ≃ 0.01 

𝑠𝑏̂2 ≅ √0.01  ≅ 0.10 
 .(أ) 5-7في المسألة   𝑏2 و )ب( 𝑏1 % كل من )أ(5مستوت معنوية اختبر عند  :7-8

𝑡1              ( أ) =
𝑏̂1−𝑏1
𝑠𝑏̂1

=
−0.38−0
0.14

≅ 2.71 

𝑡 المطلقة تتجاوز القيمة الجدولية   𝑡1وحيث أن قيمة   = % اختبدار 5بمسدتوت معنويدة ( 5)من ملحق2.179
𝑛  ،ذو ذيلين( − 𝑘 = 15 − 3 = 12𝑑𝑓  فإنندا نسدتنتج أن𝑏1  ًأ 5ا عندد مسدتوت معنويدة %معنويدة إحصدائي(  

𝑏1بأن  ،𝐻1 رفص نأننا لا نستطيع أن  ≠ 0 ). 

𝑡2                             ( ب ) =
𝑏̂2−𝑏2
𝑆𝑏̂2

≅
0.45−0
0.10

≅ 4.50 

𝑏2 بدأن H1أندا لا يمكدن رفدص   ( )أ1% اوأيً  ) 5عند مستوت معنوية %  امعنوية إحصائيً   𝑏2أن     أ ≠

 .)أ( 5-7في المسألة  𝑏2)ب(  ، 𝑏1 (أ% لكل من )95فترة الثقة كون   0
 :𝑏1للمعلمة  95( فترة الثقة %أ)

𝑏1 = 𝑏̂1 ± 2.179𝑠𝑏̂1 = −0.38 ± 2.179(0.14) = −0.38 ± 0.31 
−،0.07−بين  𝑏1أ  أن  0.69−) أ  0.69 ≤ 𝑏1 ≤  .95بدرجة ثقة %( 0.07−

 :𝑏2المعلمة  95)ب( فترة الثقة %
𝑏2 = 𝑏̂2 ± 2.179 𝑠𝑏̂2 = 0.45 ± 1.179(0.10) = 0.45 ± 0.22 
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0.23  ) أ 0.23 ،0.67بين  𝑏2أ  أن  ≤ 𝑏2 ≤  95( بدرجة ثقة 0.67%

دمعامل التحديد ال . 3  :متعد ِّ
𝑅2باستخدام  دءًاب :7-10 = 1 − ∑𝑒𝑖

2 ∑𝑦𝑖
𝑅2اشتق  ⁄2 = (𝑏̂1∑𝑦𝑥1 + 𝑏̂2 ∑𝑦𝑥2) ∑𝑦𝑖

2|⁄ 
𝑒𝑖∑)إرشاد: ابددأ بتبيدان أن   

2 = ∑𝑦𝑖
2 − 𝑏̂1 ∑𝑦𝑥1 − 𝑏̂2 ∑𝑦𝑥2  .  يمكدن القدارئ غيدر الملدم بالتفاضدل

 .(178صفحة  1983)دومينيك،  (ةالمسأل هذه خطيأن يت

∑𝑒𝑖
2 =∑𝑒𝑖 (𝑦𝑖 − 𝑦̂𝑖) =∑𝑒𝑖 (𝑦1 − 𝑏̂1𝑥1𝑖 − 𝑏̂2𝑥2𝑖)

=∑𝑒𝑖𝑦𝑖 − 𝑏̂1∑𝑒𝑖𝑥1𝑖 − 𝑏̂2∑𝑒𝑖𝑥2𝑖 
 وجدنا:  OLSولكن من طريقة 

𝜕∑𝑒𝑖
2

𝜕∑ 𝑏̂1
= −∑𝑒𝑖𝑥1𝑖 = 0       𝑎𝑛𝑑    ∑𝑒𝑖𝑥1𝑖 = 0  

𝜕 ∑𝑒𝑖
2

𝜕 ∑ 𝑏̂2
= −∑𝑒𝑖𝑥2𝑖 = 0       𝑎𝑛𝑑    ∑𝑒𝑖𝑥2𝑖 = 0 

 :التاليو 

∑𝑒𝑖
2 =∑𝑒𝑖𝑦𝑖 =∑(𝑦𝑖 − 𝑦̂𝑖) 𝑦𝑖 =∑𝑦𝑖 (𝑦𝑖 − 𝑏̂1∑𝑦1𝑥1𝑖 − 𝑏̂2∑𝑦𝑖𝑥2𝑖) 

=∑𝑦𝑖
2 − 𝑏̂1∑𝑦1𝑥1𝑖 − 𝑏̂2∑𝑦𝑖𝑥2𝑖 

 : R2بالتعويص في معادلة 

R2 = 1 −
∑𝑒𝑖

2

∑𝑦𝑖
2 = 1 −

∑𝑦𝑖
2 − 𝑏̂1 ∑𝑦1𝑥1𝑖 − 𝑏̂2 ∑𝑦𝑖𝑥2𝑖

∑𝑦𝑖
2 =

𝑏̂1 ∑𝑦1𝑥1𝑖 − 𝑏̂2 ∑𝑦𝑖𝑥2𝑖
∑𝑦𝑖

2  

 :(3-7حصل عل )كما في قسم ن، لتبسيطل 𝑖أو بحذف 

R2 =
𝑏̂1 ∑𝑥𝑦1 + 𝑏̂2 ∑𝑥𝑦2

∑𝑦2
 

𝑅2( أ) :باسدددددددتخدام ،)أ( 7-5المقددددددددرة فدددددددي المسدددددددألة  OLSحددددددددار نمدددددددن معادلدددددددة ا R2وجدددددددد : أ7-11 =

∑ 𝑦̂𝑖
2 ∑𝑦𝑖

𝑅2. )ب(  ⁄2 = 1 − ∑𝑒𝑖
2 ∑𝑦𝑖

𝑅2)ج(  ⁄2 = (𝑏̂1∑𝑦𝑥1 + 𝑏̂2 ∑𝑦𝑥2) ∑𝑦𝑖
2⁄ 

 :أن 20-6عرف من المسألة ن)أ(   

∑𝑦𝑖
2 =∑𝑦̂𝑖

2 +∑𝑒𝑖
2   𝑠𝑜 𝑡ℎ𝑎𝑡  ∑𝑦̂𝑖

2 =∑𝑦𝑖
2 −∑𝑒𝑖

2 
𝑦𝑖∑حيددث 

2 = 𝑒𝑖∑ (4-7مددن جددددول  𝑦𝑖) بتربيدددع وجمدددع قددديم  40
2 =   ،(5-7) مدددن جددددول  12.2730

 ∑ 𝑦̂𝑖
2 = 40 − 12.2730 = 27.7270 
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𝑅2وبالتالي  = ∑ 𝑦̂𝑖
2 ∑𝑦𝑖

2⁄ = 27.7270 40⁄ ≅ 0.6930  𝑜𝑟  69.32%  
𝑒𝑖∑باسدددددددددددددددددددددددددددددددددددددددددددددتخدام )ب(

2 = 𝑦𝑖∑و 12.2730
2 = 𝑅2نحصدددددددددددددددددددددددددددددددددددددددددددددل علدددددددددددددددددددددددددددددددددددددددددددددى40 = 1 −

 ∑ 𝑒𝑖
2 ∑𝑦𝑖

2 = 1 − 12.2730 40 ≅  كما في )أ(. %69.32أو  ⁄⁄0.6932
𝑏1  ج( باسدددددتخدام ( = 𝑏1و 0.38 = 𝑦𝑥1∑  ،)أ( 5-7)السدددددابق إيجادهدددددا فدددددي مسدددددالة  0.45 = −28 
𝑦𝑥2∑و = 𝑦𝑖2∑  ،( 7-4) من جدول   38 =  :على نحصل 40

𝑅2 =
𝑏̂1 ∑𝑦𝑥1 + 𝑏̂2 ∑𝑦𝑥2

∑𝑦𝑖
2 =

(−0.38)(−28) + (0.45)(38)

40
≅
27.74

40

= 0.6935 𝑜𝑟 69.35% 
 )ب( كنتيجة لأخطاء التقريب. ،ن تلك السابق إيجادها في )أ(عهذه قليلا  𝑅2وتختلف قيمة 

𝑅2 من   :7-12 = 1 − (∑𝑒𝑖2 ∑𝑦𝑖2⁄ رشاد بالنسبة لجزء )إ 𝑅̅2)ب( ما هو المدت لقيم  𝑅̅2اشتق (
𝑒𝑖∑ابدأ بالتشابا بين   :(أ)

𝑦𝑖∑و تباين  2
 .( 𝑦وتباين  2

 :)غير المعدلة( أنها لا تأخذ في الاعتبار درجات الحرية ولكن 𝑅2( صعوبة أ)
e = 𝑠2 = ∑𝑒𝑖

2 (𝑛 − 𝑘)⁄   :حيث𝑛 − 𝑘 = 𝑑𝑓  :وبالتالي∑𝑒𝑖
2 = 𝑠2(n − k)   

𝑌𝑖)∑و  − 𝑌̅)
2 = ∑𝑦𝑖

2 = 𝑣𝑎𝑟𝑌(𝑛 − 1) 

𝑅2 = 1 −
∑𝑒𝑖

2

∑𝑦𝑖
2 = 1 −

𝑠2(𝑛 − 𝑘)

𝑣𝑎𝑟 𝑌(𝑛 − 𝑘)
 

1وعليا:  − 𝑅2 = (𝑠2 𝑣𝑎𝑟 𝑌⁄ )(𝑛 − 𝑘) (𝑛 − 1ولكن:  ⁄(1 − 𝑅̅2 = 𝑠2 𝑣𝑎𝑟 𝑌⁄ :فتكون 

1 − 𝑅̅2 = (1 − 𝑅̅2)
(𝑛 − 𝑘)

(𝑛 − 1)
 

 :على نحصل ،𝑅2وبالحل لإيجاد 

𝑅̅2 = 1 − (1 − 𝑅̅2)
(𝑛 − 1)

(𝑛 − 𝑘)
             (12 − 7) 

𝑘 عندما)ب(    = 1  ،(𝑛−1)

(𝑛−𝑘)
= 𝑅2 تكون   1 = 𝑅̅2 

𝑘عندما       > 1  ،(𝑛−1)

(𝑛−𝑘)
> 𝑅2 تكون   1 > 𝑅̅2 

(𝑛−1)تكدددون  ، 𝑘 لقيمدددة معيندددة ،كبيدددرة 𝑛 عنددددما تكدددون     

(𝑛−𝑘)
 𝑅2عدددن  𝑅̅2ولدددن تختلدددف  ،قريبدددة مدددن الوحددددة 

 كثيراً. 
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وقددد  𝑅2ا مددن سددوف تكددون أصددغر كثيددرً  𝑅̅2فددإن  ، 𝑛 كبيددرة بالنسددبة إلددى 𝑘 صددغيرة وتكددون  𝑛 عندددما تكددون    
0 سالبة بالرغم من أن  𝑅2تكون  ≤ 𝑅2 ≤  .32-7إلى  29-7نير المسائل من )ا :1
 .(أ) 5-7المقدرة في مسألة  OLSبالنسبة لمعادلة انحدار  𝑅̅2أوجد  )أ( :7-13

 )ج(؟. 31-6في مسألة  ،) أ ( 11-7في مسألة  𝑅̅2المحسوبة في )أ( مع  𝑅̅2)ب( كيف تقارن         
𝑅2  ( باستخدام )أ  =  :على نحصل ،)ب( 11-7السابق إيجادها في المسألة  0.6932

𝑅̅2 = 1 − (1 − 𝑅̅2)
(𝑛 − 1)

(𝑛 − 𝑘)
= 1 − (1 − 0.6932)

15 − 1

15 − 3
≅ 0.6410 

𝑅2)ب(    = كمتغير مستقل    ،𝑋1باستخدام نسبة القوة العاملة في الزراعة    ،في حالة الانحدار البسيط  0.33
𝑅2 .)ج( ( 31-6وحيددد )انيددر المسددألة  =  𝑋2 ،سددنة 25ن سددلسددكان فددوق لبعددد إضددافة سددنوات التعلدديم  0.69
𝑛 في 1يقلل درجات الحرية بمقدار   𝑋2أخذ في الاعتبار حقيقة أن إضافة ن. ولكن عندما  كمتغير مستقل ثان −

𝑘 = 15 − 2 = 𝑛 إلددى  ،𝑋1علددى  𝑌حالددة الانحدددار البسدديط للمتغيددر فددي  13 − 𝑘 = 15 − 3 = فددي  12
د الانحدار ال  0.64تنخفص إلى  𝑅̅2فإن  ،( 𝑋2و  𝑋1على  Yلمتغير ل متعدِّّ
𝑅2)ب( (  8-7) فدي المسدألة  امعنوية إحصائيً ت  د وج  𝑏2حقيقة أن  و  = 𝑅̅2 = فدي حالدة الانحددار  0.33
𝑅̅2ترتفع إلى  𝑋1على    𝑌لمتغير  لالبسيط   = د في حالة الانحدار ال 0.64 يبدرر  𝑋2و  𝑋1علدى  Yلمتغيدر ل متعددِّّ

 .كمتغير مستقل إضافي في معادلة الانحدار 𝑋2الإبقاء على 
∑ )أ( كيدددف يمكدددن إيجددداد  :7-14 𝑒𝑖

أولا ؟ )ب(  𝑌̂𝑖 بددددون إيجددداد ( )المطلوبدددة لإجدددراء اختبدددارات المعنويدددة 2
𝑒𝑖∑أوجد  
 (.5-7) جدول  𝑌̂𝑖بدون إيجاد  3-7لبيانات جدول  2

𝑦𝑥∑وكذلك  𝑏2و  𝑏1)أ( باستخدام القيم المقدرة لكمل من 
1

، ∑𝑦𝑥
2

 :على أولاً  نحصل 

𝑅2 =
𝑏̂1 ∑𝑦𝑥1 + 𝑏̂2∑𝑦𝑥2

∑𝑦2
 

𝑅2وبالتددددالي  = 1 − (∑𝑒𝑖
2 ∑𝑦𝑖

2⁄ 𝑒𝑖∑ فتكددددون  (
2 = (1 − 𝑅2)∑𝑦𝑖

𝑒𝑖∑. وهددددذه الطريقددددة لإيجدددداد 2
2 

هددي  𝑏2و  𝑏1)فالحسددابات الوحيدددة الإضدداتية بجانددب تلددك المطلوبددة لتقدددير 𝑌𝑖تت ددمن حسددابات أقددل عددن اسددتخدام 
(∑𝑦𝑖
2 ). 

𝑅2)ب( مددن قيمددة  = تسددتخدم فقددط القدديم المقدددرة  ي)ج( ) التدد 11-7السددابق إيجادهددا فددي المسددألة  0.6935
𝑦𝑖∑ومدن قيمدة  .(4-7ة فدي جددول حسدوب)أ( والقديم الم 5-7بق إيجادهدا فدي مسدألة االسد  𝑏2و    𝑏1  لكل من

2 =

 :على نحصل ،(أ) 11 - 7من المسألة  40

∑𝑒𝑖
2 = (1 − 𝑅2)∑𝑦𝑖

2 = (1 − 0.6935)(40) = 12.26 
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𝑒𝑖∑قدارن هددذه بقيمدة 
2 = 𝑒𝑖∑الفددرق الصدغير فددي قيمتددي  .5- 7السددابق إيجادهددا فدي جدددول   12.2730

2 
𝑒𝑖∑أن إيجدداد  ،لاحدد  .(لطددريقتين راجددع إلددى أخطدداء التقريددب اللتددين حصددلنا عليهمددا باسددتخدام ا

بالطريقددة السددابقة  2
 .5-7الحاجة إلى جدول ا يلغى تمامً 

 ار: اختبار المعنوية الإجمالية للانحد.4
)ب( كيددف تختبددر المعنويددة  .والفددرا البددديل لاختبددار معنويددة الانحدددار ككددل ميذكددر الفددرا العددد اُ  :15- 7

التبدداين غيددر المفسددر أو تبدداين  ،الكليددة للانحدددار؟ مددا هددو منطددق هددذا الاختبددار؟ )ج( أعددط صدديغة التبدداين المفسددر
 .البواق
المسدتقلة لا تسداعد علدى  كدل المتغيدرات  نالفدرا أ( يشير اختبار المعنويدة الإجماليدة للانحددار إلدى اختبدار أ)

 .د تفسير التغير في المتغير التابع حول وسطا. وبشكل محدّ 
𝐻0: 𝑏1:هو ميالفرا العد   = 𝑏2 = ⋯ = 𝑏𝑘 =  . مقابل الفرا البديل  0

 .𝐻𝑖:تساوت الصفر b𝑖ليس  كل قيم 
بددين التبدداين المفسددر والتبدداين غيددر المفسددر أو تبدداين  𝐹)ب( تختبددر المعنويددة الكليددة للانحدددار بحسدداب النسددبة 

، مؤديدة إلدى بعلاقة معنوية بين المتغير التابع والمتغيرات المسدتقلة Fالإحصائية  «القيمة »المرتفعة  وتوحى  يالبواق
 .كلها أصفار بأن معاملات كل المتغيرات المفسرة  ميد لعرفص الفرا ا

𝑌̂𝑖)  :ر)ج( التبددداين المفسدددّ  − 𝑌̅)
2
(𝑘 − 1)⁄ = 𝑅𝑆𝑆 (𝑘 − 1)⁄ = ∑ 𝑌̂𝑖

2 (𝑘 − 1)⁄ عددددد  𝑘 حيدددث   
  .(4-6انير قسم المعالم المقدرة )

𝑌𝑖)∑: والتباين غير المفسر − 𝑌̂𝑖)
2
(𝑛 − 𝑘)⁄ = 𝐸𝑆𝑆 (𝑛 − 𝑘)⁄ = ∑𝑒𝑖

2 (𝑛 − 𝑘)⁄ 
𝑛المحسدوبة لحالدة الانحددار البسديط وللانحددار عندد  𝐹 عط صديغة إحصدائية أو نسدبةأ )أ(  :  7-16 = 15، 
𝑘 =  ؟ا، ومع ذلك فكل المعالم المقدرة ليس  معنوية إحصائيً كبيرةالمحسوبة » F)ب( هل يمكن أن تكون  .3

𝐹1.𝑛−2                      ( أ) =
∑ 𝑦̂𝑖

2 1⁄

∑𝑒𝑖
2 (𝑛−2)⁄

 

 ،إلى عدد درجات الحرية في البسط والمقام على الترتيب في حالة الانحدار البسيط F حيث تشير رموز دليل
𝐹1.𝑛−2 = 𝑡𝑛−2

د بالنسددددبة للانحدددددار ال .لددددنفس مسددددتوت الثقددددة 2 𝑘عنددددد  متعدددددِّّ = 3, | 𝑛 = 𝐹2.12و  15 =

(∑ 𝑦̂𝑖
2 2⁄ ) (∑𝑒𝑖

2 12⁄ )⁄ . 
. وقددد إحصددائيًا   هددو معنددو  ولدديس بددين المعددالم المحسددوبة مددا ،المحسددوبة كبيددرة F)ب( مددن الممكددن أن تكددون 

ا مدا وغالبدً  .(2-9انيدر قسدم لمتغيرات المسدتقلة بع دها الدبعص )يحدث هذا عندما يكون هناك ارتباط مرتفع بين ا
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بصرف النيدر عمدا إذا كدان النمدوذج  العدمي،ذا فائدة محدودة لأنا من الممكن أن يرفص الفرا   Fيكون اختبار  
 .𝑌من التغير في  «اا كبيرً جزءً »يشرح 
 )أ( أثب  أن:: 7-17

[∑𝑦̂𝑖
2 (𝑘 − 1)⁄ ] [∑𝑒𝑖

2 (𝑛 − 𝑘)⁄ ]⁄ = [𝑅2 (𝑘 − 1)⁄ ] [(1 − 𝑅2) (𝑛 − 𝑘)⁄ ]⁄  
 ما هي الطريقة البديلة للتعبير عن الفرا لاختبار المعنوية الكلية للانحدار؟ ،)ب( على ضوء نتائج )أ( 

∑-)أ( 𝑦̂𝑖
2 (𝑘−1)⁄

∑𝑒𝑖
2 (𝑛−𝑘)⁄

=
∑ 𝑦̂𝑖

2

∑𝑒𝑖
2

𝑛−𝑘

𝑘−1
=
∑ 𝑦̂𝑖

2 ∑𝑦𝑖
2⁄

∑𝑒𝑖
2 ∑𝑦𝑖

2⁄

𝑛−𝑘

𝑘−1
=

𝑅2

(1−𝑅2)

𝑛−𝑘

𝑘−1
=

𝑅2 (𝑘−1)⁄

(1−𝑅2) (𝑛−𝑘)⁄
 

اختبدار معنويددة  اتعدادل تقريبددً  ،اكاختبدار لمعنويددة القددرة التفسدديرية لكدل المتغيددرات المسدتقلة معددً  ، F)ب( نسدبة  
 .«اليةع»  Fي وبالتال ،𝑅2فإذا قبل الفرا البديل فإننا نتوقع أن تكون  𝑅2 الإحصائية

    ( )أ 7-5المقدر في المسألة  OLSالمعنوية الإجمالية لانحدار  5اختير عند مستوت معنوية % 18 - 7
          [∑ 𝑦̂𝑖

2 (𝑘 − 1)⁄ ] (∑𝑒𝑖
2 (𝑛 − 𝑘)⁄ )⁄  . 

𝑅2]  -()ب   (𝑘 − 1)⁄ ] [(1 − 𝑅2) (𝑛 − 𝑘)⁄ ]⁄ 
∑: باسدددددددتخدام (أ)  𝑦̂𝑖

2 = 𝑒𝑖∑)أ( ، 11-7مدددددددن المسدددددددألة  27.727
2 = ، 5-7مدددددددن جددددددددول  12.2730

𝐹2.12على:                                نحصل =
27.727 2⁄
12.273 12⁄

≅ 13.59 
Fالقيمددة الجدوليددة  تفددوق  𝐹لنسددبة ل وحيددث أن القيمددة المحسددوبة = % ودرجددات 5عنددد مسددتوت معنويددة  3.88

تساوت الصفر عند مستوت معنوية  𝑏𝑖ا تقبل الفرا البديل بأنا ليس  كل قيم  نفإن ،(7)انير ملحق    12 ،2حرية  
%5. 

𝑅2)ب( باستخدام  =  :على نحصل ،ب() 11-7من تمرين    0.6932

𝐹2.12 =
𝑅2 (𝑘 − 1)⁄

(1 − 𝑅2) 𝑛 − 𝑘⁄
=

0.6932 2⁄

(1 − 0.6932) 12⁄
≅ 13.54 

 5ر عند مستوت معنوية %فن الصع معنويًاتخطف  𝑅2قبل الفرا أن نو 

 ة ئــي: معاملات الارتباط ال . 5
قديم المددت لب( ما هدو ) ؟𝑟𝑌𝑋𝑖.𝑋2𝑖 إيجاد عند  𝑋1و 𝑌من كل من  𝑋2( كيف يمكن إبعاد تأثير أ) 19  -  7

( مدددا فائددددة معددداملات الارتبددداط د ؟ ) الجزئددديمعدددادلات الارتبددداط الجزئدددي ؟ )ج( مدددا هدددي إشدددارة معددداملات الارتبددداط 
 الجزئي؟
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𝑒1وجدد البدواقي ن، و 𝑋2ى علد 𝑌دار نحد، فإننا نوجدد ا 𝑌  ىعل  𝑋2( لإبعاد تأثير  أ) = 𝑌
 𝑋2ولإبعداد تدأثير  .∗

𝑒2ي اقو وجد البنو  𝑋2و  𝑋1دارنحفإننا نوجد ا 𝑋1على  = 𝑋1
لان التغيدر ثتمد  ∗X1و  .∗𝑌ن إفد ةوفي هذه الحال .∗

فعامددل  ،وبالتددالي    X1و 𝑌ن مددكددل  ىلددع 𝑋2البدداقي بدددون تفسددير بعددد إزاحددة تفسددير  ،الترتيددب  ىلددع 𝑋1و 𝑌فددي 
X1و  ∗𝑌البواقي معامل الارتباط البسيط بين  ليس إلا الجزئيالارتباط 

𝑟𝑌𝑋1.𝑋2 ،) أت أن ∗ = 𝑟𝑌∗𝑋1∗ ) 
 .كما في حالدة معداملات الارتبداط البسديط ( ا+ )تمامً 1إلى   -1دی معاملات الارتباط الجزئي هو من  )ب( م

𝑟𝑌𝑋1.𝑋2 تشددير ،علدى سددبيل المثدال = بعددد  𝑋1 و 𝑌يددة تامددة عكسدية بددين خطإلددى الحالدة عندددما توجددد علاقدة  1−
𝑟𝑌𝑋1.𝑋2، تثيددر ولكددن .𝑋1و 𝑌علددى كددل مددن  𝑋2يددر للمتغإزاحددة التددأثير المشددتراك  = يددة تامددة خطإلددى علاقددة   1
𝑟𝑌𝑋1.𝑋2تشدير  ..𝑌1و 𝑌طردية صاتية بين   = علدى  𝑋2ة تدأثير حدبعدد إزا 𝑋1و 𝑌إلدى عددم وجدود علاقدة بدين  0

 .من الانحدار 𝑋1 حذففإنا يمكن  ،وكنتيجة  𝑋1و 𝑌كل من 
دار نحدفمدثلا، بالنسدبة لمعادلدة الا .إشارة معامل الانحدار الجزئي في نفس إشارة المعلمدة المقددرة المنداظرة(  ج)
𝑌̂: المقددددرة = 𝑏̂0 + 𝑏̂1𝑋1 + 𝑏̂2𝑋2 + 𝑟𝑌𝑋1.𝑋2  فدددإن𝑟𝑌𝑋1.𝑋2  لدددا نفدددس إشدددارة𝑏̂1  وكدددذلك𝑟𝑌𝑋2.𝑋1  لدددا نفدددس
 . 𝑏̂2 إشارة في
د تستخدم معاملات الارتباط الجزئية في تحليل الانحدار ال)د(   لتحديدد الأهميدة النسدبية لكدل متغيدر مفسدر  متعددِّّ
مدع المتغيدر التدابع يسداهم أكثدر مدن المتغيدرات  يتقل صداحب أعلدى معامدل ارتبداط جزئدمدوذج. والمتغيدر المسدنفي ال

د في تحليل الانحدار ال لنموذج ويدخل أولاً لالمستقلة الأخرت في القدرة التفسيرية   ولكدن يجدب  .بخطدوة -خطوة  متعدِّّ
جموع معاملات مف ،تاملقي اا لترتيب صافى الارتباط وليس مقياسً مقياسً  طييع يملاحية أن معامل الارتباط الجزئ

 .بال رورة 1الارتباط الجزئي بين المتغير التابع وكل المتغيرات المستقلة لا يساوت 
ج( هددل تسدداهم ) 𝑟𝑌𝑋2.𝑋1( )ب  ،𝑟𝑌𝑋1.𝑋2 (أأوجددد ) ،)أ( 5-7بالفنيددة للانحدددار المقدددر فددي المسددألة  :7-20
𝑋1  أوX2 أكثر في القدرة التفسيرية للنموذج ؟ 
 ،4-7. باسدددتخدام القددديم مدددن جددددول 𝑟𝑋1𝑋2و 𝑟𝑌𝑋1، 𝑟𝑌𝑋2فإنندددا نحتددداج أولا إلدددى إيجددداد  𝑟𝑌𝑋1.𝑋2( لإيجددداد أ)
 :على نحصل

𝑟𝑌𝑋1 =
∑𝑥1𝑦

√∑𝑥1
2√∑𝑦2

=
−28

√60√40
≅ −0.5715 

𝑟𝑌𝑋2                           )أ(    =
∑𝑥2𝑦

√∑𝑥2
2√∑𝑦2

=
38

√74√40
≅ 0.6984 

𝑟𝑌𝑋2 =
∑𝑥2𝑥1

√∑𝑥2
2√∑𝑥1

2
=

−12

√74√60
≅ −0.1801 
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𝑟𝑌𝑋1.𝑋2:      وبالتددددددددددددددددددددددددددددددددددددددالي =
𝑟𝑌𝑋1−

𝑟𝑌𝑋2
𝑟𝑋1𝑋2

√1−𝑟𝑋1𝑋2
2

√1−𝑟𝑌𝑋2
2

=
(−0.5715)−(0.6984)(−0.1801)

√1−(−0.1801)
2√1−0.69842

≅

−0.6331 
 :على نحصل ،السابق حسابها في )أ(  𝑟𝑌𝑋1، 𝑟𝑌𝑋2، 𝑟𝑋1.𝑋2)ب( باستخدام قيم  

𝑟𝑌𝑋2.𝑋1 =
𝑟𝑌𝑋2 − 𝑟𝑌𝑋1𝑟𝑋1𝑋2

√1 − 𝑟𝑋1𝑋2
2 √1 − 𝑟𝑌𝑋1

2

=
(0.6984) − (−0.5715)(−0.1801)

√1 − (−0.1801)2√1 − (−0.5715)2
≅ 0.8072 

القددرة فدي  𝑌1تسداهم أكثدر مدن  𝑋2فإننا نسدتنتج أن   القيمة المطلقة للمعاملتتجاوز    𝑟𝑌𝑋1.𝑋2:  )ج( حيث أن 
 .التفسيرية النموذج

 مسائل شاملة:
 𝑋2 ،ودخدل المسددتهلك ،𝑋1وسدعرها  𝑌 ،ا( مدن سدلعة مداالكميدة المطلوبدة )فرضدً  6-7يعطدى جددول  :7-21
 .لهذه المشاهدات  OLSانحدار  ء)أ( هي .1985إلى  1971من عام 

 :1980 – 1971 ،ودخل المستهلك ،سعرها ،الكمية المطلوبة من سلعة ما 6-7جدول 
𝑋2 𝑋1 𝑌  السنة 
400 9 40 1971 

500 8 45 1972 

600 9 50 1973 

700 8 55 1974 

800 7 60 1975 

900 6 70 1976 

1000 6 65 1977 

1100 8 65 1978 

1200 5 75 1979 

1300 5 75 1980 

1400 5 80 1981 

1500 3 100 1982 

1600 4 90 1983 

1700 3 95 1984 

1800 4 85 1985 
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د )ج( أوجدد معامدل الارتبداط ال .المعنويدة الإحصدائية لمعدالم الميدل 5)ب( اختبر عند مسدتوت معنويدة %   متعددِّّ
د أ  متغيدر وحددّ  ي)د( اختبدر المعنويدة الكليدة للانحددار )ه( أوجدد معداملات الارتبداط الجزئد  .غير المعددل والمعددل

خليددة اوالمرونددة الد  ،𝜂𝑃 لطلددب ل)و( أوجددد معامددل المرونددة السددعرية مسددتقل يسدداهم أكثددر فددي قدددرة النمددوذج التفسدديرية 
علامات   4كل الحسابات إلى   )ز( ضع جميع النتائج في شكل ملخص مع تقريب  .عند المتوسطات  ،𝜂𝑀  ،الطلب 
  .عشرية
 .خطيالحسابات اللازمة لتوفيق الانحدار ال 7-7جدول  ي( يعط)أ

𝑏̂1 =
(∑𝑥1𝑦)(∑𝑥2

2) − (∑𝑥2𝑦)(∑𝑥1𝑥2)

(∑𝑥1
2)(∑𝑥2

2) − (∑𝑥1𝑥2)
2

=
(−505)(2,800,000) − (107,500)(−11,900)

(60)(2,800,000) − (−11,900)2
≅ 5.1061 

𝑏̂2 =
(∑𝑥2𝑦)(∑𝑥1

2) − (∑𝑥1𝑦)(∑𝑥1𝑥2)

(∑𝑥1
2)(∑𝑥2

2) − (∑𝑥1 𝑥2)
2 =

(107,500)(60) − (−505)(−11,900)

(60)(2,800,000) − (−11,900)2

≅ 0.1607 
𝑏̂0 = 𝑌̅ − 𝑏̂1𝑋̅1 − 𝑏̂2𝑋̅2 = 70 − (−5.1061)(6) − (0.0167)(1,100) ≅ 82.2666 

𝑌̂ = 82.2666 − 5.1061𝑋1 + 0.0167𝑋2 
∑ )ب( ويمكننا إيجاد   𝑒𝑖

 :7-7 من جدول أولاً  𝑅2 بحساب  2

𝑅2 =
𝑏̂1 ∑𝑦𝑥1 + 𝑏̂2 ∑𝑦𝑥2

∑𝑦2
=
(−5.1061)(−505) + (0.0167)(107,500)

4,600
≅ 0.9508 

𝑅2                                  :   ولكن = 1 −
∑𝑒2

∑𝑦2
 

𝑒2∑:         وبالتالي = (1 − 𝑅2)∑𝑦2 = (1 − 0.9508)600 ≅ 226.32 

s𝑏̂1
2 =

∑𝑒𝑖
2

𝑛 − 𝑘

∑𝑥2
2

∑𝑥1
2∑𝑥2

2 − (∑𝑥1𝑥2)
2
=
226.32

15 − 3

2,800,000

(60)(2,800,000) − (−11,900)2

≅ 2.0011   𝑎𝑛𝑑        𝑠𝑏̂12 ≅ 1.4146  

s𝑏̂2
2 =

∑𝑒𝑖
2

𝑛 − 𝑘

∑𝑥𝑖
∑𝑥1

2∑𝑥2
2 − (∑𝑥1𝑥2)

2
=
226.32

15.3

60

(60)(2,800,000) − (−11,900)2

≅ 0.00004   𝑎𝑛𝑑      s𝑏̂2
 ≅ 0.0065 

𝑡1 =
𝑏̂1
𝑠𝑏̂1

=
−5.1061

1.4146
≅ −3.6096   𝑎𝑛𝑑  𝑡2 =

𝑏̂2
𝑠𝑏̂2

=
0.0167

0.0065
≅ 2.5692 

 5عند مستوت معنوية % إحصائيًامعنوية  𝑏̂2و  𝑏̂1فإن كلا من  ،وبالتالي
𝑅2)ج(  =  :وعليا  ،) من )ب( ( 0.9508
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𝑅̅2 = 1 − (1 − 𝑅2)
𝑛 − 1

𝑛 − 𝑘
= 1 − (1 − 0.9508)

15 − 1

15 − 3
≅ 0.9426 

𝐹𝑘−1,𝑛−𝑘               -()د  =
𝑅2 (𝑘−1)⁄

(1−𝑅2) (𝑛−𝑘)⁄
=

0.9508 (3−1)⁄

(1−0.9508) (15−3)⁄
≅ 115.9512 

 5ا من الصفر عند مستوت معنوية %تختلف معنويً  𝑅2فإن  ،وبالتالي
y2 x2

2 x1
2 x1𝑥2 yx2 yx1 x2 x1 y X2 𝑋1 𝑌  السنة 

900 490,000 9 −2,100 21,000 −90 −700 3 −30 400 9 40 1971 
625 260,000 4 −1,200 15,000 −50 −600 2 −25 500 8 45 1972 
400 250,000 9 −1,500 10,000 −60 −500 3 −20 600 9 50 1973 
225 160,000 4 −800 6,000 −30 −400 2 −15 700 8 55 1974 
100 90,000 1 −300 3,000 −10 −300 1 −10 800 7 60 1975 
0 40,000 0 0 0 0 −200 0 0 900 6 70 1976 
25 10,000 9 0 500 0 −100 0 −5 1,000 6 65 1977 
25 0 4 0 0 −10 0 2 −5 1,100 8 65 1978 
25 10,000 1 −100 500 −5 100 −1 5 1,200 5 57 1979 
25 40,000 1 −200 1,000 −5 200 −1 5 1,300 5 57 1980 
100 90,000 1 −300 3,000 −10 300 −1 10 1,400 5 080 1981 
900 160,000 9 −1,200 12,000 −90 400 −3 30 1,500 3 100 1982 
400 250,000 4 −1000 10,000 −40 500 −2 20 1,600 4 90 1983 
625 360,000 9 −1800 15,000 −75 600 −3 25 1,700 3 95 1984 
225 490,000 4 −1400 10,500 −30 700 −2 15 1,800 4 85 1985 

∑y2

= 4,600 
∑x2

2

= 2,800,000 
∑x1

2

= 60 
∑x1𝑥2

= 11,900 
∑yx2

= 107,500 
∑yx1

= −505 
∑x2

= 0 
∑x1

= 0 
∑𝑦

= 0 

∑X2

= 16,500 
𝑋̅2
= 1,100 

∑X1

= 90 
𝑋̅1
= 6 

∑𝑌

= 1,050 
𝑌̅

= 75 

0 

 .(7-7إيجاد )من جدول   ً تيجب أولا ،𝑟𝑌𝑋2.𝑋1و   𝑟𝑌𝑋1.𝑋2يجاد لإ( ه) 

𝑟𝑌𝑋1 =
∑𝑥1𝑦

√∑𝑥1
2√∑𝑦2

=
−505

√60√4,600
≅ 0.9613 

𝑟𝑌𝑋2 =
∑𝑥2𝑦

√∑𝑥2
2√∑𝑦2

=
107,500

√2,800,000√4,600
≅ 0.9472 

𝑟𝑋1𝑋2 =
∑𝑥1𝑥2

√∑𝑥2
2√∑𝑥1

2
=

−11,900

√2,800,000√60
≅ 0.9181 

𝑟𝑌𝑋1.𝑋2 =
𝑟𝑌𝑋1 − 𝑟𝑌𝑋2𝑟𝑋1𝑋2

√1 − 𝑟𝑋1𝑋2
2 √1 − 𝑟𝑌𝑋2

2

=
(−0.9613) − (0.9472)(−0.9181)

√1 − (−0.9181)2√1 − (−0.9472)2
≅ −0.7213 
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𝑟𝑌𝑋2.𝑋1 =
𝑟𝑌𝑋2 − 𝑟𝑌𝑋1𝑟𝑋1𝑋2

√1 − 𝑟𝑋1𝑋2
2 √1 − 𝑟𝑌𝑋1

2

=
(0.9472) − (0.9613)(−0.9181)

√1 − (−0.9181)2√1 − (−0.9613)2
≅ 0.5919 

 .لنموذجلي القدرة التفسيرية ف 𝑋2تساهم أكثر من  𝑋1وبالتالي فإن 

𝜂𝑃 = 𝑏̂1
𝑋̅1

𝑌̅
= −5.1061

6

70
≅ 0.4377 

𝜂𝑀                                 )و(    = 𝑏̂2
𝑋̅2
𝑌̅
= 0.0167

1,100
70 ≅ 0.2624 

   )ز(          
 𝑌̂1 = 82.2666 − 5.1061𝑋1 + 0.0167𝑋2                                     

               𝑣𝑎𝑙𝑢𝑒       (−3.096)       (2.5692)                                         
 

𝑅2 = 0.9508      𝑅̅2 = 0.9426     , 𝐹2.12 = 155.9512
𝑟𝑌𝑋1.𝑋2 = 0.7023   ,          𝑟𝑌𝑋2..𝑋1 = 0.8434

𝑛𝑃 = −0.4377                          𝑛𝑀 = 0.2624

 

 متغيدددرك 𝑋3 ،تيمدددا عددددا أندددا يشدددمل سدددعر سدددلعة بديلدددة بالددددولار 6-7هدددو نفدددس جددددول  8-7جددددول  :7-22
،    𝑋1، 𝑋2 ىعلدد 𝑌لمتغيددر ل خطدديصددورة مددن مخرجددات الكمبيددوتر للانحدددار ال ييعطدد 9-7 جدددول .مسددتقل ثالددث 

 𝑋3 باستخدامStatistical Package for the Social Sciences) SPSS  ًاأكثر برامج الكمبيوتر شيوع. 
 سلعة بديلة و   ،دخل المستهلك ،السعر ،الكمية المطلوبة 8-7جدول 
𝑋3 𝑋2 𝑋1 𝑌  السنة 
10 400 9 40 1971 

14 500 8 45 1972 

12 600 9 50 1973 

13 700 8 55 1974 

11 800 7 60 1974 

15 900 6 70 1976 

16 1,000 6 65 1977 

17 1,100 8 65 1978 

22 1,200 5 75 1979 

19 1,300 5 75 1980 

20 1,400 5 80 1981 

23 1,500 3 100 1982 

18 1,600 4 90 1983 

24 1,700 3 95 1984 

21 1,800 4 85 1985 
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 دارنحدداكتددب معادلددة ا( أ) .9-7أجددب عددن الأسددئلة التاليددة مددن خددلال فحددص مخرجددات الكمبيددوتر فددي جدددول 
OLS  مددع قدديم𝑅̅2 , 𝑅2, 𝑡  نسددبة𝐹 ياقو ومجمددوع مربعددات البددد ،الخطددأ الم يددار  للانحدددار ،درجددات الحريددة مددع، 

 ؟ SPSSبرنامج    )ب( كيف أجر  .وفسر النتائج
 :على نحصل ،9-7من مخرجات الكمبيوتر في جدول  4)أ( من صفحة 

𝑡1 =
𝑏̂1
𝑠𝑏̂1

=
−4.9281

1.6111
= −3.05,   𝑡2 =

𝑏̂2
𝑠𝑏̂2

=
0.0159

0.0074
= 2.149, 𝑡1 =

𝑏̂3
𝑠𝑏̂3

=
0.1748

0.6367

= 0.275  
 وعليا:

𝑌 = 79.1063 − 4.9281𝑋1 + 0.0159𝑋2 + 0.1748𝑋3
                         (−3.059)       (2.149)        (0.275) 

 
𝑅2 = 0.95  ,    𝑅̅2 = 0.94  , 𝐹3.11 = 71.13
𝑠 = 4.53  ,   𝑆𝐸𝐸 = 225.49                            

 

عندد  إحصدائيًافقدط معنويدة  𝑏̂1ولكدن  .قتصداديةللنيريدة الا اتتفدق مدع مدا هدو متوقدع طبقدً  𝑏̂1،  𝑏̂2، 𝑏̂3إشارات 
)والانحددار ككدل( معندوی  𝑅2ى أن إلد تنبدّا، 𝐹مدن نسدبة  .أن تكدون معنويدة  𝑏̂2بينما كدادت    ،5%مستوت معنوية  

د ال 𝑅 ،9-7مدن جددول  4 يجدب ملاحيدة أندا فدي صدفحة .5%عندد مسدتوت    إحصائيًا ة هدي الحدذر التربيعدي متعددِّّ
د تربيع وبالتالي تشير إلى معامل الارتباط ال 𝑅لمقدار  ل  .𝑟 متعدِّّ

 حدار الطالب نلا  SPSSمخرجات الكمبيوتر  9-7جدول 
لمتغيددر روبة فددي نسددبة الانحددراف الم يددار  أو المعدداملات المقدددرة م دد ،إلددى المعدداملات الم ياريددة اتددبيوتشددير 

 .لكل معامل ،𝑟 لكل معامل ليس  إلا مربع قيمة Fقيمة  .مستقل معين إلى الانحراف الم يار  المتغير التابع
مبيوتر ويحتاج هذا إلى رقم من إحدت محطات الك «الدخول»)ب( الخطوة الأولى لإجراء برنامج كمبيوتر هي 

 SPSSلاسدتخدام  .أو شدركتك( ،عليهدا مدن مركدز الكمبيدوتر فدي جامعتدك  حصدلتوكلمة مرور« )والتي  »و  حساب  
إلدى  5 )السدطور مدن 1الخطدوات التاليدة موجدودة فدي صدفحة  .مركدز الكمبيدوتر ايمددك بدا أي دً   ا،فإنك تستخدم أمرً 

 INPUTفي السطر الرابع   .وهذه في معيمها لا تحتاج إلى شرح  .9-7بيوتر في جدول م( من مخرجات الك15
FORMAT)    تشير )FREEFIELD بيدوتر بالبياندات، حيدث تددخل قيمدة كدل مت بهدا الكتغدذ ي يإلى الطريقة الت

 ،7( فدي سدطر 75𝑒𝑐𝑡 24 1,700 3  95  12  600  9  50أ  ) 3متغير في التسلسدل المشدار إليدا فدي سدطر
د تشددير الأقددواس إلددى أن المطلددوب هددو انحدددار  RESID بينمددا تطلددب  ،عدداد  متعدددِّّ = الم ياريددة  يحسدداب البددواق 0

 𝑌لمتغيدر لكتابدة البدواق الم ياريدة وقديم التنبدؤ  8, علدى سدطر OPITON 11,12ويطلدب  .𝑌لمتغير ل التنبؤوقيم  
 ،كتابدة المتوسدط 9فدي سدطر STATISTICS 1 to 8وتطلدب  .من مخرجدات الكمبيدوتر( 7)المعطاة في صفحة 
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مددددن مخرجددددات  2السددددنوات( لكددددل متغيددددر )المعطدددداة فددددي صددددفحة الم يددددار  وعدددددد الحددددالات الصددددحيحة )الانحددددراف 
)السدابق مناقشدتها  4( ؛ كدل الإحصدائيات فدي صدفحة3)المعطداة فدي صدفحة    الكمبيوتر؛ مصفوفة الارتبداط البسديط

فدإن الجددول المددوجز  ،اوأخيدرً  ،بيدوترمفدي مركددز الك SPSSارجدع إلدى دليدل  .بدين واتسددون  ومحصدائية ديدر ،فدي )أ((
)ويت من كل خرجات الكمبيوتر بشكل أوتوماتيكي )يعالج المتغيرات كما لو كان  أدخل  الكمبيوتر   5  في صفحة

 عًا.وليس م وراء اسخر  اواحدً 

 النموذج الخطي ذو المتغيرات الثلاثة: مسائــل إضافيــة: .6

حددددار ن. أوجدددد معادلدددة ا𝑌، 𝑋1، 𝑋2مشددداهدات عدددن  يويعطددد 12-6امتدددداد لجددددول  10-7جددددول  :32-7
OLS لمتغيرل 𝑌 علي 𝑋1 و 𝑋2. 

𝑌̂1: الإجابة = 4.76 + 5.29𝑋1𝑖 + 2.13𝑋2𝑖    
 .𝑋2 و 𝑌 ،𝑋1مشاهدات عن  :10-7 جدول
10 9 8 7 6 5 4 3 2 1 𝑛 

56 65 43 54 52 37 45 40 28 20 Y 

8 7 6 7 5 3 4 5 3 2 𝑋1 

7 7 6 6 7 5 5 6 6 5 𝑋2 

  .𝑏̂2)ج(  ،𝑏̂1)ب(  ،و 𝑏̂0فسر )أ( 7-32المقدرة في المسألة  OLSحدار نبالرجوع إلى معادلة ا 7-24
 :الإجابة

𝑏̂0(  أ)  = 𝑌،  𝑌̂𝑖هي الثاب  أو مقطع  4,76 = 𝑏̂0 = 𝑋𝑖1عند ، 4.76 = 𝑋2𝑖 = 0 
𝑏1 )ب(  = قددرها  𝑌̂𝑖 ( ينتج عنها زيادة فدي 𝑋2) مع تثبي   𝑋1تشير إلى أن زيادة قدرها الوحدة في 5.29
 .وحدة 5.29

𝑏2)ج(   = قددرها  𝑌̂𝑖( يندتج عنهدا زيدادة فدي 𝑋1)مدع تثبيد   𝑋2تشير إلى أن زيادة قدرها الوحدة فدي   ،2.13
 .وحدة 2.13

 اختبارات معنوية تقديرات المعالم:  1.6

𝑠𝑏̂1)ب(  ،𝑆2أوجد )أ(  ،7-10بالرجوع إلى بيانات جدول  :7-25
𝑠𝑏̂2 )ج( 𝑠𝑏̂1و  2

 .𝑠𝑏̂2و  2
𝑆2(أ) :الإجابة  = 𝑠𝑏̂1)ب(   50

2 ≅ 3.16 𝑎𝑛𝑑  𝑠𝑏̂1 ≅ 𝑠𝑏̂2)ج(  1.78
2 ≅ 𝑠𝑏̂2و  18.95 ≅ 4.35 

  .23-7في المسألة  𝑏2)ب(  ،𝑏1 كلا من )أ( 5%اختبر عند مستوت معنوية  7-26
 .5%عند مستوت  إحصائيًامعنوية  𝑏1)أ(  :الإجابة
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 5%عند مستوت  إحصائيًاليس  معنوية   𝑏2)ب(        
  .23-7في المسألة  𝑏2)ب(  ،𝑏1 لكل من )أ( %95كون فترة الثقة  7-27
1.08 ( أ) :الإجابة ≤ 𝑏1 ≤ 8.16− ب(  ) 9.50 ≤ 𝑏2 ≤ 12.42 

د معامل التحديد ال 2.6  :متعد ِّ

)ج( هل يجب أن تدخل  𝑅̅2)ب(   ،R2( أأوجد )  ،7-23المقدرة في المسألة    OLSبالنسبة لانحدار   7-28
𝑋2 دار؟نحالا في 

ــة 𝑅2( أ) :الإجابــــ ≅ 𝑅2باسددددددتخدام ) 0.79 = 1 − (∑𝑒𝑖
2 ∑𝑦𝑖

2⁄ 𝑅̅2)ب(  ( ≅ )ج( حيددددددث أن  0.73
 𝑏2   ب(( 26-7)في المسألة  إحصائيًاوجدت غير معنوية(، 𝑅2  نقص  من𝑅2 = 𝑅̅2 = عندما كان   0.77
𝑋1  (( إلدددى أ) 41-6المتغيدددر المسدددتقل الوحيدددد )انيدددر المسدددألة𝑅̅2 = يجدددب ألا تددددخل  𝑋2فدددإن  ،(هلاعدددأ ) 0.73

 .الانحدار
𝑅2بالنسبة إلى  7-29 = 0.60، 𝑛 = 10  ،𝐾 =  𝑅̅2أوجد   1

𝑅̅2 :الإجابة = 0.60 
𝑅2بالنسبة إلى  7-30 = 0.60،  𝑛 = 10  ،𝐾 =  𝑅̅2أوجد  ، 2
𝑅̅2 :الإجابة = 0.55 

𝑅̅2بالنسبة إلى  7-31 = 0.60، 𝐾 = 𝑛ولكن  (30-7كما في المسألة ) 2 =  𝑅̅2أوجد  ،100
𝑅̅2أوجد  :الإجابة = 0.569 

𝑅2 بالنسبة إلى  7-32 = 0.40  ،𝑛 = 10  ،𝐾 =    .𝑅̅2 أوجد  5
𝑅̅2 :الإجابة =  .ولكنها تفسر على أنها تساوت الصفر() 0.08−

 اختبار المعنوية الكلية للانحدار: 3.6

)ب( التباين غير المفسر أو  ،أوجد )أ( التباين المفسر  ،7-23المقدر في المسألة    OLSحدار  نمن ا  7-33
 𝐹)ج( نسبة أو إحصائية  ياقو تباين الب

∑)أ( : الإجابة 𝑦̂2 (𝑘 − 1)⁄ ≅ 𝑒2∑)ب(     649 (𝑛 − 𝑘)⁄ = 𝐹2,7)ج(     50 = 12.98 
 )ب( 5عندددد )أ( مسدددتوت % 7-33المقددددر فدددي المسدددألة  OLSاختبدددر المعنويدددة الإجماليدددة لانحددددار  7-34
 .%1مستوت 



 الارتباط الة ئي، الازدواج الخطي وطرق اختيار المتغيرات التفسيرية                                              : الرابعالمحور 

 

93  

 

α( عند4,74النيرية أو الجدولية ) F( تتجاوز قيمة 12.98المحسوبة ) F)أ( حيث أن نسبة   :الإجابة = 0 
 .5%معنوية عند مستوت  االمقدرة هي معً  OLSحدار ن، فإننا تقبل الفرا بأن معالم ا7 ،2ودرجات حرية 

𝛼  وليدددة عندددد مسدددتوت جد ال F )ب( حيدددث أن قيمدددة  = Fي هددد0.01 = يقبدددل الفدددرا البدددديل عندددد  ، 9.55
 ا.أيً   %1مستوت معنوية 

 معاملات الارتباط الة ئية:  4.6

)ج( أ   r𝑌𝑋2,𝑋1)ب(  ،r𝑌𝑋1,𝑋2( 1أوجددددد ) ،7-23المقدددددر فددددي المسددددألة  OLSبالنسددددبة لانحدددددار  7-35
  لنموذج ؟ لرية ييستغير مستقل يساهم أكثر في القدرة التس

r𝑌𝑋2,𝑋1)ب(       0.74( 1) :الإجابة =  𝑋1)ج(      0.18

 مسألة شاملة: . 7

مددن الأسددر عددن عددددد  12ويعطددى بيانددات عيندددة عشددوائية مددن  13-6دول للجددامتددداد  11-7جدددول  7-36
وعدددد سددنوات  ،𝑋1 وعدددد الأطفددال الددذين قددالوا إنهددم كددانوا يرغبددون فددي إنجددابهم وقدد  الددزواج ،𝑌الأطفددال فددي الأسددرة 

واختبدر عندد  ،𝑡 )ب( احسدب قديم .𝑋2و  𝑋1علدى  𝑌للمتغيدر  OLS)أ( أوجدد معادلدة انحددار  .𝑋2 ،تعليم الزوجة
د )ج( أوجد معامل الارتباط ال .لمعالم الميلالمعنوية الإحصائية  5%مستوت   غير المعدل والمعدل )د( اختبر  متعدِّّ

المتغيددرات المسددتقلة يسدداهم أكثددر فددي  أ ت الارتبدداط الجزئيددة وحدددد المعنويددة الإجماليددة للانحدددار )ه( أوجددد معدداملا
 .ين عشريينمالحسابات إلى رق قم بجميع .القدرة التفسيرية للنموذج

 يهم وتعليم الزوجةعدد الأطفال في الأسرة وعدد الأطفال المرغوب ف 11-7جدول 
 الأسرة  1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12
1 3 1 3 4 0 3 4 4 0 3 4 𝑌 

2 3 1 2 3 0 3 2 2 0 3 3 𝑋1 

15 14 16 15 12 18 14 10 10 18 14 12 X2 

ــة 𝑌̂ ( أ) :الإجابـــ = 6.90 + 0.53𝑋1 − 0.39𝑋2  ب( حيدددددث أن(𝑡1 = 𝑡2و  3.12 = فدددددإن  5.57−
𝑅2 )ج(  5عندددد مسدددتوت % إحصدددائيًامعنويدددة  𝑏̂1 𝑏̂2كدددلا مدددن  = 𝑅̅2و 0.95 = 𝐹2,9)د( حيدددث أن  0.90 =

𝑟𝑌𝑋2.𝑋1( ه) 5عند مسدتوت % إحصائيًامعنوية  R2فإن    51.31 = 𝑟𝑌𝑋1.𝑋2 و  0.87 = وبالتدالي فدإن  0.71
𝑋2  تساهم أكثر من𝑋1 في القدرة التفسيرية النموذج. 



 

 

 
 
 
 
 

   المحور الخامس:

الارتباط الذاتي  -المشاكل القياسية

للأخطاء، عدم ثبات تباين الأخطاء، 

 التوزيع غير الطبيعي للأخطاء 
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  Hetroscadasticity problemمشكلة عدم ثبات تةانس التباين .1
ا فدددي  سدددبق أن تدددم الإشدددارة إلدددى فدددروا المتغيدددر العشدددوائي علدددى أن تبددداين المتغيدددر يجدددب أن يكدددون متجانسدددً
المجتمعات الفرعية حتى يكون تباينا في المجتمع الإحصائي ككل متجانسًا وأ  خلاف حول هدذا المنطدق سديؤد  

 إلى خرق للفرضية المنوه عنها سلفا،  وتحصل مشكلة تسمى بمشكلة عدم ثبات تباين التجانس أ  أن:
𝐸(𝑈𝑖𝑈𝑗) ≠ 0…… 𝑖 ≠ 𝑗… (𝑖, 𝑗 = 1,2,3……𝑛) 

𝐸(𝑈𝑖2) = 𝑜𝑢𝑖2 

𝑜𝑢12 ≠ 𝑜𝑢22 ≠ 𝑜𝑢32 ≠ ⋯… . . . ≠ 𝑜𝑢𝑛2 

وبالتالي فإن التشوه في التقدير حاصل لامحالة ولا يمكن الاعتداد بنتائج التقديرات لاتخاذ قرارات اقتصادية أو 
 مصيرية أو القيام بالتنبؤ المستقبلي لعدم صحة هذه التقديرات.

وفدي بياندات  cross-sectionإن هذه المشكلة غالبا ما تحدث في النماذج التي تعتمد علدى البياندات المقط يدة 
نوع يكون تيا التفاوت كبيرا، مما يؤد  إلى تفاوت تباين الخطأ العشوائي، بحيث تارة يكدون كبيدرا وتدارة أخدرت   ت ذا

يصبح صغيراً، ويمكن أن تحدث هذه في بيانات الاتفاقات الأسرية أو ما يسمى انفداق العوائدل إلدى السدلع الغذائيدة، 
ل دددرورية بينمدددا تختلدددف الأسدددر ذات الددددخل المتوسدددط إذ ينصدددب كدددل دخدددول العوائدددل المتدنيدددة الددددخل علدددى السدددلع ا

والعالي عن تواجهات الاتفاق عن الأسر ذات الدخل المنخفص، مما يجعل هذه البيانات متفاوتة بشكل كبيدر وهدذه 
 :(107صفحة  2010)عدنان داو ،  الحالة ستؤد  إلى ما يأتي

𝐸(𝑈𝑖2) ≠ 𝑜𝑢𝑖2 

𝐸(𝑈𝑖𝑈𝑗) ≠ 0 

𝐸(𝑈′𝑈) ≠ 𝑜𝑢𝑖2𝐼𝑛 

مما يشكل خرقا واضحا كما أسلفنا للفرضية، وبالتالي لا يمكن من تقديرها بالطريقة المعهودة طريقة المربعات 
الاعتيادية لأنا لا يكون تقدديرا غيدر متحيدز وبالتدالي يسدتوجب تقدديرها بطدرق أخدرت، إلا أن مدن البدديهي أن نعدرف 

ه المشكلة، لذا يستوجب تنقيتها من القيم الشاذة والتي قد تسدبب مشدكلة أخدرت عنددما يدتم أن البيانات هي أساس هذ 
 GLS) Generalized leastتقدير النموذج بالطرق الأخرت ويمكن استخدام طريقة المربعات الصغرت المعممة 

squares method ) 

 وكما يأتي:
والتددي يمكددن الحصددول عليهددا مددن  Ω−1 يددتم تنقيددة البيانددات باسددتخدام مددا يعددرف بددد: معكددوس مصددفوفة اوميغددا 

 وتساو : Pالمصفوفة المعروفة بالرمز 
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𝑃 =

[
 
 
 
 
 
 
1

2√𝜆1
0 0

0
1

2√𝜆2
0

0 0
1

2√𝜆3]
 
 
 
 
 
 

 

 :يأتيومن ثم نحصل على معكوسها وكما 

𝑃 − 1 =

[
 
 
 
 
 
 
1

2√𝜆1
0 0

0
1

2√𝜆2
0

0 0
1

2√𝜆3]
 
 
 
 
 
 

 

 : يأتيومن ثم نقوم بضرب المصفوفة بمقلوبها لتصبح كما 

𝑃′𝑃 =

[
 
 
 
 
 
 
 
1

𝜆1
…0… . .0……… . .0

0… . .
1

𝜆1
… .0………0

……………………
………………… . .

0…… .0…0……
1

𝜆1 ]
 
 
 
 
 
 
 

 

 :يأتين معكوسها يصبح كما إو Ωوميغا أوهذه المصفوفة تعرف بمصفوفة 

(𝑃′𝑃)−1 = 𝑃 𝑃−1

[
 
 
 
 
𝜆1…… .0…… . .0…………0
0… . . 𝜆2……0……………0
…………………………… . .0
…………………………… . .0
0……0… .0…………… . . 𝜆𝑛]

 
 
 
 

= Ω−1 

 -: يأتيكما  ن نشتق صيغة طريقة المربعات الصغرى المعممةأوعليه أصبح من الممكن 

𝑦 = 𝑋𝐵 + 𝑈 

𝑈 = −𝑋𝐵 

𝑃−1 : 𝑃−1𝑈نضرب طرقي المعادلة  = 𝑃−1𝑌 − 𝑃−1𝑋𝐵   

 تربع المعادلة :

(𝑃−1𝑈)(𝑃−1𝑈) = (𝑃−1𝑌 − 𝑃−1𝑋𝐵)(𝑃−1𝑌 − 𝑃−1𝑋𝐵) 

𝑃−1𝑈′𝑈𝑃−1 = (𝑌′𝑃−1 − 𝑋′𝐵′𝑃−1′)(𝑌𝑃−1 − 𝑋𝐵𝑃−1) 

𝑃−1𝑈′𝑈𝑃−1 = 𝑌′𝑃−1
′
𝑌𝑃−1 − 𝑌′𝑃

−1′

− 𝑋𝐵𝑃−1 − 𝑋′𝐵′𝑃−1
′
𝑌𝑃−1 + 𝑋′𝐵′𝑃−1

′
𝑋𝐵𝑃−1 

𝑌′𝑃−1
′
𝑋𝐵𝑃−1 = 𝑋′𝐵′𝑃−1

′
𝑌𝑃−1…𝑃−1𝑃−1 = Ω−1. 

(𝑈−1Ω−1𝑈) = 𝑌′Ω−1𝑌 − 2𝑋′𝐵′Ω−1𝑌 + 𝑋′𝐵′Ω−1𝑋𝐵 
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 المعالم: لى مقلوب موجهإالاشتقاق الجزئي الأول لمربعات البواقي بالنسبة  نأخذ 

𝜕(𝑈−1Ω−1𝑈)

𝜕𝐵′
= −2𝑋′Ω−1𝑌 + 2𝑋′Ω−1𝑋𝐵 = 0 

 :2نقسم طرفي المعادلة على 

𝜕(𝑈−1Ω−1𝑈)

𝜕𝐵′
= −𝑋′Ω−1𝑌 + (𝑋′Ω−1𝑋)𝐵 = 0 

 وهي صيغة تقدير طريقة المربعات الصغرى المعممة.

∴ 𝐵 =
𝑋′Ω−1𝑌

(𝑋′Ω−1𝑋)
 

𝐵 = (𝑋′Ω−1𝑋)−1𝑋′Ω−1𝑌 

 وهي صيغة تقدير طريقة المربعات الصغرت المعمة.
أمدددا صدددديغة التبدددداين والتبدددداين المشدددترك، فمددددن صدددديغة التبدددداين السددددالفة الدددذكر فددددي طريقددددة المربعددددات الصددددغرت 

 الاعتيادية والتي تأخذ الشكل استي :
𝑣𝑎𝑒 − 𝑐𝑜𝑣(𝑏) = 𝐸[𝑏 − 𝐸(𝑏)]2 

∴ 𝐸(𝑏) = 𝐵 

 نفة الذكر:المربعات المعممة اسومن صيغة طريقة 
[𝑏] = (𝑋′Ω−1𝑋)−1𝑋′Ω−1𝑌 

∵ 𝑌 = 𝑋𝐵 + 𝑈 

∴ [𝑏] = (𝑋′Ω−1𝑋)−1𝑋′Ω−1(𝑋𝐵 + 𝑈) 

[𝑏] = (𝑋′Ω−1𝑋)−1𝑋′Ω−1XB + (𝑋′Ω−1𝑋)−1𝑋′Ω−1𝑈 

∵ (𝑋′Ω−1𝑋)−1 = 𝑋′Ω−1𝑋 = 1 

∴ [𝑏] = 𝐼𝐵 + (𝑋′Ω−1𝑋)−1𝑋′Ω−1𝑈 

[𝑏] = 𝐵 + (𝑋′Ω−1𝑋)−1𝑋′Ω−1𝑈 

[𝑏 − 𝐵] = (𝑋′Ω−1𝑋)−1𝑋′Ω−1𝑈 

∵ 𝑣𝑎𝑟 − 𝑐𝑜𝑣[𝑏] = 𝐸[𝑏 − 𝐵]2 

∵ 𝑣𝑎𝑟 − 𝑐𝑜𝑣[𝑏] = 𝐸[((𝑋′Ω−1𝑋)−1𝑋′Ω−1𝑈) (𝑋′Ω−1𝑋)−1𝑋′Ω−1𝑈⁄ ] 

𝑣𝑎𝑟 − 𝑐𝑜𝑣[𝑏] = [((𝑋′Ω−1𝑋)−1𝑋′Ω−1𝑈) (𝑋′Ω−1𝑋)−1𝑋′Ω−1𝑈⁄ ] 

∴ (𝑋′Ω−1𝑋)−1 = 𝑋′Ω−1𝑋 = 𝐼 … .𝑈(𝑈 = 𝑜𝑢2 

∴ 𝑣𝑎𝑟 − 𝑐𝑜𝑣[𝑏] = 𝑜𝑢2(𝑋′Ω−1𝑋)−1 

 الاعتيادية لاستبيان الطريقة الأكفأ في التقدير ووفقا لما يأتي:وعند مقارنة تباينات الطريقة المعممة بالطريقة 
𝑣𝑎𝑟(𝑏̈)𝑖𝑛𝐺𝐿𝑆

𝑣𝑎𝑟(𝑏̈)𝑖𝑛𝑂𝐿𝑆
= 1 , > 1,< 1 
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تيعني أن الطريقتين متساويتين في الكفاءة، أما إذا كاند  النتيجدة أقدل مدن الواحدد   1فاذا كان  النتيجة تساو   
الصغرت المعممة أكفأ من الطريقة الاعتيادية، وأما إذا كان  النتيجة أكبر الصحيح تيعني هذا أن طريقة المربعات 

 من الواحد الصحيح فالطريقة الاعتيادية أكفأ من الطريقة المعممة.

 اختبار وجود مشكلة عدم ثبات تةانس التباين : .2
ارات وأكثرهدا هناك طدرق عددة للكشدف عدن وجدود أو عددم وجدود المشدكلة فدي النمدوذج المقددر ومدن هدذه الاختبد

 شهرة:

   Spearman Rank correlation coefficient اختبار معامل ارتباط الرتب لسبيرمان 1.2

إذ يعتبدددر هدددذا الاختبدددار مدددن أف دددل الاختبدددارات مدددن حيدددث السدددهولة والشدددمولية لكدددل النمددداذج المقددددرة البسددديطة 
د وال  :بأتيكما ة . ويمكن تطبيق هذا الاختبار متعدِّّ

 نموذج الانحدار بالطريقة التي أشرتا إليها وهي طريقة المربعات الصغرت الاعتيادية.يتم تقدير  -
 بواسطة إدخال قيم المتغير المستقل للحصول على هذا العمود. Ẏيحتسب قيم التغيير التابع المقدر  -
𝑈𝐼لاحتساب قيم المتغير العشوائي  Ẏيطرح العمود المقدر من عمود القيم الحقيقية لد  - = 𝑌𝐼 − Ẏ𝐼 
 . لالمتغير المستقترتب قيم المتغير العشوائي أو البواقي ترتيبا إما تصاعديا أو تنازليا مع  -
نحتسددب الفددرق مددا بددين العمددودين وذلددك بطددرح عمددود مددن العمددود اسخددر ولا يشددترط أن يكددون عمددودا معينددا  -

 .  Diويوضع الفرق في عمود يرمز لا 
 وهو مجموع مربعات الفروق.  Di2∑وتجمع القيم  Di2وتوضع في عمود آخر  Diتربع القيم في عمود  -

 استية:للحصول على المعامل يتم من خلال الصيغة 

𝑟𝑒𝑥 = 1 −
3∑Di2 

𝑛(𝑛2 − 1)
 

𝑟𝑒𝑥 = 𝑆𝑝𝑒𝑎𝑟𝑚𝑎𝑛 𝑐𝑜𝑒𝑓𝑓𝑖𝑐𝑖𝑒𝑛𝑡 
𝑛 = 𝑠𝑎𝑚𝑝𝑙𝑒 𝑠𝑖𝑧𝑒 

والنتيجدة المرتقبدة مدن تطبيددق الصديغة أعدلاه تنحصدر قيمتهددا مدا بدين الصدفر والواحددد الصدحيح ، فكلمدا اقتربدد  
لاقددة قويددة مدا بددين قدديم البددواقي وقدديم المتغيددر قيمدة معامددل ارتبدداط الرتددب مددن الواحددد الصدحيح دل ذلددك علددى وجددود ع

 المستقل وبالتالي إلى وجود مشكلة عدم ثبات تجانس التباين والعكس صحيح .
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 : Bartlett testاختبار بارتليت  2.2

يكون هذا التباين ثابتا في فعندما ، 𝑜𝑢𝑖2 فعندما auitيقوم هذا الاختبار على احتساب تباين الخطأ العشوائي 
المجتمعددات الفرعيددة مددن المجتمددع الإحصددائي برمتددا يعنددي ذلددك ثبددات تجددانس التبدداين وبطيعددة الحددال فددي الإحصدداء 

تددل  𝐻𝑂فإنها تخ ع للفرضيات التدي تدم ذكرهدا سدلفا؛ وهمدا فري دة العددم والفرضدية البديلدة، إذ أن فرضدية العددم 
 تدل على عدم ثبات تجانس التباين أ  أن: 𝐻1البديلة على ثبات تجانس التباين والفرضية 

Ho: oul2 = ou22 = ou3.. Hl: oulou22 ou32.. 
𝐻0 ∶  ou12 = 𝑜𝑢22 = 𝑜𝑢 32………… = 𝑜𝑢 𝑛2 
𝐻1 ∶  ou𝐼2 ≠ 𝑜𝑢22 ≠ 𝑜𝑢 32………… ≠ 𝑜𝑢 𝑛2 

 ويكون الاختبار ذا جودة عالية عندما تكون البيانات يتوافر فيها استي:
 تكون قيم المتغير المستقل مختلفة بع ها عن البعص اسخر.عندما  -أ 
عندما تكون هناك مستويات رئيسة وأخرت ثانوية مثال ذلك بيانات الأسر ولغدرا إجدراء الاختبدار يتبدع   -ب  
 مابلي:
 . Nمن الأجزاء، وكل جزء يحتو  علدى عدددد من العينات  𝑚تقسم البيانات إلى أجزاء ولتكن  -
 لكل عينة. ou𝑖2يقدّر تباين الخطأ العشوائي  -

 -: (112صفحة  2010)عدنان داو ، والتي تأخذ الصيغ استية  𝐿  ،𝑄إيجاد قيم كل من 

𝑄 = 𝑁 log (
∑ 𝑛𝑖𝑜𝑢𝑖2𝑚
𝑖=1

𝑁
) −∑𝑛𝑖 log 𝑜𝑢𝑖2

𝑚

𝑖=1

 

𝐿 = 1 +
1

3(𝑚 − 1)
(∑

1

𝑛𝑖
−
1

𝑁

𝑚

𝑖=1

) 

𝑁 .)عدد العينات الكلي ) جميع العينات في كل أجزاء العينة المقسمة 
𝑛𝑖 .حجم العينة المجزأة 

Log  10= اللوغارتيم الطبيعي أساس. 
Qيحتسب اختبار بارتلي  كما يأتي:  -ج 𝐼⁄. 

χ2𝑛والقيمة الناتجة تتقارب مع توزيدع )كدا  سدكويرز  − ( أ  تختبدر بحسدب جددول كدا  سدكويرز بدرجدة  1
m)حرية   − ومستوت معنوية معين فإذا كان  القيمة المحسوبة لاختبار بارتلي  أقل أو تساو  الجدوليدة عندد   ( 1

أما إذا كان  القيمة المحتسبة أكبر من ذلك المستوت من المعنوية تقبل فرضية العدم بوجود ثبات تجانس التباين ، 
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الجدولية تيعني ذلك أن تباين الخطأ المحتسب للعينات الجزئية غير متجانس يدل علدى أن تلدك العيندات تعدود إلدى 
 مجتمع واحد وليس إلى مجتمعات فرعية .

    Quandt test  &Goldfeldاختبار  ولد فيلد  وانت  3.2

 -يقوم هذا الاختبار على استي:
A- ترتب قيم المتغير المستقل𝑋𝑖  ترتيبا تصاعديا 
B-   عينات في حالة كدون حجدم  9-8يتم حذف القيم الوسطية من قيم المتغير المستقل التي تم ترتيبها بواقع

 ة.عين 60عينة في حالة حجم العينة الكلي يبلغ نحو  18-16عينة وبواقع  30العينة تبلغ نحو 
C- تقسم العينة الباقية إلى قسمين رئيسيين يمثل القسم الأول من البيانات القيم المنخف ة والقسم الثاني القديم
 المرتفعة.
D - . يقدر نموذج الانحدار لكل قسم على حدة 
E -  يحتسدددب تبددداين الخطدددأ العشدددوائي )مجمدددوع مربعدددات الخطدددأ العشدددوائي𝑎𝑢𝑖2  لكدددل تقددددير ووفقدددا للصددديغة
 :استية

𝑜𝑢12 =
∑ 𝑈𝑖𝐼2𝑇1
𝐼=

𝑇1 − 2
… . . 𝑜𝑢22 =

∑ 𝑈𝑖22𝑇2
𝐼=

𝑇2 − 2
 

𝑇2، 𝑇1 .حجم العينة الكلي للقسمين الأول والثاني : 
 : عدد المعالم في النموذج2

F -  وفقا للصيغة استية :   [يحتسب اختبار𝐹 =
𝑜𝑢 22

𝑜𝑢12
 

وفقددا للصديغة أعددلاه مدع القدديم الجدوليدة عنددد مسدتوت المعنويددة المعددين  Fويدتم مقارنددة القيمدة المحتسددبة لاختبدار 
𝑇𝑖 وبدرجددة حريددة  − ويدددل ذلددك  HOفددإذا كاندد  القيمددة المحتسددبة أقددل مددن القيمددة الجدوليددة فنقبددل فرضددية العدددم 2

 على تباين متجانس والعكس الصحيح .



 

 

 
 
 
 
 
 
 
 

 المحور السادس:  

عموميات حول السلاسل الزمنية 

 وتقدير مركباتها 
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 : ماهية السلاسل ال منية .1
البيانددات التجريبيددة وبيانددات  :فدي أدبيددات الإحصدداء يمكددن التعددرف علددى ثلاثددة أندواع مختلفددة مددن البيانددات، هددددي

والدذ  يبددأ المسح( والبيانات الزمنية. وتعتمد الفلسفة الخاصة بالبيانات التجريبية على الأسلوب التجريبدي )الحصر  
علدى اليدداهرة أو المتغيدر موضددع الدراسدة، ثددم يددتم    يعتقدد الباحددث أن لهدا تددأثير معنددو  بتحديدد العوامددل الهامدة والتددي

الحصول على البيانات من خلال تصميم تجربة تعتمد على مبدأ العشوائية تسدمح بقيداس تدأثير أحدد أو بعدص هدذه 
. (10صدفحة  2005)شدعراو ،  فدددددي ظدل ثبدات العوامدل الأخدرت العوامل على الياهرة أو المتغير موضدع الدراسدة 

وتعتمد الفلسفة الخاصة ببيانات الحصر أو المسح علددددى مبددأ الحصدول علدى البياندات عدن طريدق حصدر أو مسدح 
مختلفدة التدي قدد تدؤد  إلدى الحالدة الوضع القائم لليواهر موضع الدراسة كما هو دون محاولة التحكم فدي العوامدل ال

التددي توجددد عليهددا هددذه اليددواهر. أمددا البيانددات الزمنيددة فيددتم الحصددول عليهددا مددن خددلال رصددد البيانددات أو القدديم التددي 
تعبر عن الياهرة أو المتغيدر موضدع الدراسدة علدى فتدرات زمنيدة متتاليدة بهددف تحقيدق عددة أهدداف أهمهدا اكتشداف 

وكيفية الاستفادة من هذا الدنمط فدي التنبدؤ بهدذه اليداهرة  ،المتغير موضع الدراسة هرة أونمط التطور التاريخي لليا
 لهذا الكتاب. في المستقبل. ويطلق على البيانات الزمنية "السلاسل الزمنية" وهي الموضوع الرئيسي

إحدددددددددت اليددددواهر خددددذ علددددى ؤ مددددن المشدددداهدات أو القياسددددات التددددي تالسلسددددلة الزمنيددددة هددددي مجموعددددة : تعريــــف
...... علدددى فتدددرات زمنيدددة متتابعدددة عدددادة مدددا تكدددون متسددداوية  -الطبي يدددة  -الطبيدددة  -الاجتماعيدددة  -الاقتصدددادية 
 الطول.

أندواع المعرفدة وميدادين التطبيدق المختلفدة. ففدي الاقتصداد يمكدن رصدد  ىويمكن رصد السلاسدل الزمنيدة فدي شدت
بيانات الدخل السنو  وقيمة التحدويلات الخارجيدة السدنوية والإيدداعات ربدع السدنوية فدي أحدد البندوك وعددد العداطلين 

ق أو الشددهر  وغيرهددا مددن البيانددات. وفددي علددم الاجتمدداع يمكددن رصددد عدددد الجددرائم الأسددبوعي وعدددد حددالات الطددلا
الزواج السنو  وغيرها. وفدي مجدال التعلديم يمكدن رصدد السلاسدل الزمنيدة الخاصدة بتطدور أعدداد الطلبدة السدنو  فدي 
مراحددل التعلدديم المختلفددة وأعددداد المدددارس والمدرسددين السددنوية فددي الكليددات المختلفددة. وفددي مجددال الطددب يمكددن رصددد 

التزايددد أو التندداقص فددي الإصددابة بهددذه الأمددراا مثددل  السلاسددل الزمنيددة الخاصددة بتطددور الأمددراا المختلفددة ومدددت
التطور التاريخي لنسبة المصابين بالذبحة الصددرية أو الأورام الخبيثدة، كمدا يمكدن رصدد السلاسدل الزمنيدة الخاصدة 

القلب أو الدما . وفي مجال الأرصاد الجوية يمكن رصدد السلاسدل الزمنيدة الخاصدة بكميدة الأمطدار الشدهرية   برسم
سددل الزمنيددة الخاصددة بسددرعة الريدداح ونسددبة الرطوبددة ودرجددات الحددرارة وغيرهددا. وفددي مجددال البيئددة يمكددن رصددد والسلا

السلاسدل الزمنيدة الخاصدة بتطدور نسددب التلدوث فدي الأجدواء المحيطدة وتطددور متوسدط الحموضدة فدي ميداه الأمطددار 
مجددال الزراعددة يمكددن رصددد السلاسددل  داه كمقيدداس لتلددوث الميدداه. وفددييددالسددنوية ونسددب الأكسددوجين المددذاب فدددي المد
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السددنو  مددن المحاصدديل الزراعيددة والدددخل السددنو  الندداتج مددن قطدداع الزراعددة. وفددي مجددال  الخاصددة بتطددور الإنتدداج
خذ كل دقيقة من عملية كيميائية معينة، وفي مجال الهندسدة يمكدن رصدد ؤ اء يمكن رصد درجة الحرارة التي تالكيمي

 هرية وتطور إنتاجية العامل السنوية في أحد المصانع.تطور نسب الوحدات المعيبة الش
 أساسية هي: وتختلف السلسلة الزمنية عن البيانات التجريبية وبيانات الحصر في ثلاث نقاط

و المتغير خذ بيانات السلسلة الزمنية على فترة زمنية طويلة نسبيًا يعتقد أنها تؤثر على الياهرة أؤ ت .1
خددذ البيانددات التجريبيددة أو بيانددات الحصددر )المسددح( عنددد نقطددة زمنيددة معينددة أو علددى ؤ موضددع الدراسددة، بينمددا ت

الياهرة أو المتغير موضع الدراسدة. وعدادة الأكثر في فترة زمنية قصيرة يعتقد أنها لا تؤثر بشكل معنو  على 
 cross sectional dataهذه البيانات بالبيانات المتقاطعة  ما تسم
التددي قددد تددؤثر  -بخددلاف الددزمن  –منيددة عددادة بمعددزل عددن العوامددل الأخددرت يددتم دراسددة السلسددلة الز  .2

 إحصائية. عليها وعن اليواهر الأخرت التي قد ترتبط معها في علاقة
عادة ما تكون بيانات أو مشاهدات السلسلة الزمنية مرتبطة ببع دها الدبعص، ويأخدذ الارتبداط بدين  .3

اختلاف طبي يدة اليداهرة، ومدن ثدم فدإن ترتيدب المشداهدات فدي هذه المشاهدات أشكالًا وأنماطاً عديدة تختلف بد
ولذلك فإن معيدم الأسداليب التدي تسدتخدم فدي تحليدل البياندات التجريبيدة أو  ،السلاسل الزمنية ذو أهمية خاصة

وبالتدددالي كدددان لابدددد مدددن ابتكدددار وتطدددوير أدوات  ،بياندددات الحصدددر لا تكدددون صدددالحة لتحليدددل السلاسدددل الزمنيدددة
 .(9صفحة  2005)شعراو ،  لتحليل السلاسل الزمنيةوأساليب خاصة 

منفدردًا لتحليدل البياندات الزمنيدة يعدرف بمجدال لسلاسدل الزمنيدة والدذ  تطدور     الإحصاء مجالاً ّ    وقد خص 
تطددوراً هددائلًا فددي العقددود الثلاثددة الأخيددرة مددن القددرن العشددرين بسددبب المنهجيددة الحديثددة التددي قدددمها العالمددان بددوكس 

G.E.Box   جينكنزJenkins   حليل الحديث للسلاسل والتي يمكن اعتبارها بحق البداية الحقيقية لت 1976... في سنة
الزمنية والسبب الحقيقي وراء القفزات العلمية الهائلة التي حدث  في هذا المجال. وللمزيد من التفاصديل حدول أندواع 

 (.2002لأساسية بينهم يمكن للقارئ الرجوع إلى شعراو  ومسماعيل )االبيانات الإحصائية والفروق 
 ىي يعدددرف الخدط التداريخي أو المنحنددبيدان ىأو منحند جدددول أو خدطوتعدرا السلسدلة الزمنيدة عددادة فدي صدورة 

 كما في الأمثلة استية: time series plotالزمني 
يوضح الجدول استي حجم الإنتاج السنو  للبترول بالمليون متر مكعب في إحددت الددول مدن سدنة   (:1مثال )

 :1997إلى سنة  1990
 ( 1الخط البياني )التاريخي( لبيانات المثال ) (:1) جدول

 السنة  1990 1991 1992 1993 1994 1995 1996 1997

 حجم الإنتاج  5210 5820 5655 7800 8100 8010 9200 9335
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 :(1ويمكن عرا هذه البيانات في شكل خط بياني )تاريخي( في شكل )
أحدد البندوك فدي سدنتي  الإيداعات ربع السنوية بالمليون دولار فدييوضح الجدول استي تطور قيمة (:  2مثال )

 :1999و  1998
 (2العرا البياني لبيانات المثال)  (:2شكل )
 السنة  الموسم )الفصل( الإيداعات 
42 
46 
50 
56 
45 
49 
54 
60 

1 
2 
3 
4 
1 
2 
3 
4 

1998 
 
 
 

1999 
 

 (2) ويمكن عرا هذه البيانات في شكل
 : السلاسل ال منيةأنواع  2

أو قددراءات عنددد كددل لحيددة  عنددد دراسددة السلاسددل الزمنيددة لددبعص اليددواهر قددد يكددون مددن الممكددن أخددذ قياسددات 
ومن أمثلة هذه السلاسل درجات الحرارة ورسم القلب  ،continuous  زمنية ويقال لهذه السلاسل بأنها سلاسل متصلة

ورسم الدما . أما معيم السلاسل الزمنية التي تنشأ في الواقع فتتكون من قراءات أو مشاهدات مأخوذة عندد فتدرات 
زمنية محددة مسبقا. وقد تكون هذه الفترات دقائق أو سداعات أو أيدام أو أسدابيع أو شدهور أو سدنوات. وتعدرف هدذه 

بغص النير عن طبيعة اليداهرة أو المتغيدر موضدع الدراسدة،  discrete time seriesسل بالسلاسل المتقطعة السلا
أمثلددة هددذه السلاسددل الدددخل القددومي السددنو  وسددعر الإقفددال اليددومي لأحددد الأسددهم فددددددي بورصددة الأوراق الماليددة وعدددد 

الكليددات السددنو  وكميددة الأمطددار الشددهرية  خريجددي إحدددت الحددوادث الأسددبوعية التددي تحدددث علددى أحددد الطددرق وعدددد 
ا أن السلسدلة والسلاسل الزمنية المتقطعة السلاسل التي سنتعامل معها فقط في هذا الكتاب، أ  أنندا سدنفترا دائمدً 

 متاحة فقط عند نقاط زمنية متقطعة تبعد عن بع ها فجوات زمنية متساوية الطول.
ة المتقطعدة بمعايندة سلسدلة زمنيدة متصدلة وذلدك بدأن يدتم رصدد وفي الواقع يمكن الحصول على السلسدلة الزمنيد
دة متسددداوية الأبعددداد، كمدددا يمكدددن الحصدددول علدددى السلسدددلة الزمنيدددة أو تسدددجيل القدددراءات فقدددط عندددد نقددداط زمنيدددة محدددد  
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 وم أو شدهر مدثلًا أوالمتقطعة بتراكم متغير معين خلال فترة زمنية مثل كمية الأمطار التي عادة مدا تتدراكم خدلال يد
  من أحد المحاصيل الزراعية والاهتمام الأساسي لهذا الكتاب هو كيفية بنداء النماذج للسلاسل الزمنية الناتج السنو 

 المستقبلية. المتقطعة واستخدام هذه النماذج في التنبؤ بالمشاهدات 
 :  أهداف دراسة السلاسل ال منية .3

هددذه الدراسددة هددو اسددتخدام  يكددون أول أهددداف تدددرس السلاسددل الزمنيددة عددادة لتحقيددق عدددد مددن الأهددداف. وقددد 
السلسدلة الزمنيدة لوصدف وتصدوير المعلومدات المتاحدة عدن فتدرة زمنيدة توضدح تطدور اليداهرة المدروسدة أ  وصددف 
الملامح والسمات الرئيسية للسلسلة. ويساعد وصف السلسلة إلى حد كبير في تحديد النموذج الذ  يمكدن أن يكدون 

الأخدددرت والتعدددرف علدددى حركدددات الصدددعود والهبدددوط فدددي السلسدددلة الزمنيدددة والتعدددرف علدددى ا لتحقيدددق الأهدددداف مناسدددبً 
المكوندات الرئيسدية مثدل الاتجدداه العدام والتغيدرات الموسددمية كمددا سدنرت فدي نهايددة هدذا البداب. أمددا الهددف الثداني مددن 

اهرة باسدددتخدام ويقصدددد بدددا توضددديح وشدددرح التغيدددرات التدددي تحددددث فدددي اليددد ،دراسدددة السلاسدددل الزمنيدددة فهدددو التفسدددير
السلاسل الزمنية الأخرت التي ترتبط بهدا أو باسدتخدام عوامدل البيئدة المحيطدة باليداهرة ومثدال ذلدك تفسدير التغيدرات 

السدلع باسدتخدام السلسدلة الخاصدة بتغيدرات أسدعار هدذه السدلعة أو  بإحددتالتي تحدث في سلسلة المبيعات الخاصة 
وكانددد  لهدددا علاقدددة مباشدددرة علدددى التطدددور التددداريخي لليددداهرة أو تفسدددير  اتخدددذت ي بمعرفدددة القدددرارات الاقتصدددادية التدددد

مكدة المكرمدة بالسلسدلة الزمنيدة لعددد  ة/دث علدى طريدق جدد التغيرات التي تحددث فدي سلسدلة عددد الحدوادث التدي تحد
ه الحجددداج السدددنو  أو السلسدددلة الزمنيدددة لعددددد المعتمدددرين الشدددهر  أو الإجدددراءات الأمنيدددة التدددي اتخدددذت للحدددد مدددن هدددذ 
الحددوادث وربددط التغيددرات التددي تحدددث فددي السلسددلة موضددع الدراسددة بددالتغيرات التددي تحدددث فددي السلاسددل والعوامددل 
المحيطدة مددن شدأنا فهددم آليدة عمددل السلسدلة وتفسددير الأنمدداط والتغيدرات المنتيمددة وغيدر المنتيمددة التدي تتعددرا لهددا 

لدددث مدددن دراسدددة السلاسدددل الزمنيدددة هدددو الرقابدددة تدددأثير كدددل منهدددا عليهدددا. والهددددف الثا تاليددداهرة موضدددع الدراسدددة ومدددد 
كفدداءة العمليددة  ت أجددل الددتحكم فددي مسددتو والددتحكم، فقددد تسددتخدم الخددرائط الزمنيددة فددي مراقبددة جددودة الإنتدداج وذلددك مددن 

 2005)شدعراو ،  الإنتاجية وذلك باتخاذ القرارات المناسبة من وقف العملية الإنتاجية وتعديل مسارها أو استمرارها
 .(20صفحة 

أما أهم أهداف دراسة السلاسل الزمنية على الإطلاق فهدو التنبدؤ بالمشداهدات المسدتقبلية والدذ  عدادة مدا يمثدل 
الهددددف النهدددائي مدددن تحليدددل السلاسدددل الزمنيدددة. وهدددذا الهددددف هدددو أوضدددح الأهدددداف وأكثرهدددا شدددعبية بالنسدددبة لددددارس 

صدة. فتحليدل أجلدا كتبد  عشدرات الكتدب العالميدة واسلاف مدن الأبحداث المتخصِّّ  الإحصاء أو مستخدما والذ  مدن
نمط السلاسددل الزمنيددة يبدددأ عددادة بددالتعرف علددى الددنمط المناسدددب لشددرح آليددة تطددور هددذه السلسددلة واسددتكمال هددذا الددد

سيسددتمر فددي . والفددرا الأساسددي فددي أسدداليب التنبددؤ المسددتخدمة هددو أن هددذا الددنمط الددذ  تددم التعددرف عليددا مسددتقبلاً 
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المستقبل القريب، وتجدر الإشارة إلى أنا لا يمكن لأ  أسلوب تنبؤ أن يعطي نتائج جيدة إذا لم يستمر هذا النمط، 
 بالتنبؤ بالقيم المستقبلية القريبة وتحديثها بمجرد الحصول على أ  مشاهدة جديدة. اولذلك فإنا ينصح دائمً 

 : قياس أخطاء التنبؤ .4
السلسلة الزمنية بغرا اكتشاف نمط التطور التاريخي للياهرة واستغلال هذا الدنمط فدي التنبدؤ عادة ما تدرس  

بالقيم المستقبلية. وأ  تنبؤ مستقبلي لأ  ظاهرة لابد أن يحتو  على قدر معين من عدم التأكد، ويمكن ترجمة هذه 
المركبددة غيدر النمطيددة  هدي الخطددأ فددي نمدوذج التنبددؤ. ومركبدة error component هددي الحقيقدة بدإدراج مركبددة خطدأ

التددي تعبددر عددن العوامددل التددي لا يمكددن شددرحها باسددتخدام التغيددرات النمطيددة أو المنتيمددة فددي السلسددلة. وكلمددا كاندد  
. إذا افترضدنا أن قيمدة (114صدفحة  1996)والتدر،  هذه المركبة صغيرة زادت قدرتنا على التنبؤ والعكدس صدحيح

، فإن الخطأ في التنبدؤ عندد 𝑦̂1هو  𝑡وأن التنبؤ بالياهرة عند الزمن   𝑦1هي    𝑡الياهرة موضع الدراسة عند الزمن  
𝑒1: يعرف كاستي tالزمن  = 𝑦1 − 𝑦̂1     ;      𝑡 = 1, 2,…… . , 𝑛   

 إلى طول السلسلة أ  عدد المشاهدات. 𝑛حيث يرمز 
 ، يوضددح مددت ملاءمددة أسدلوب التنبددؤ المسدتخدم، فكمددا هدو معددروف مدن دراسددةوفحدص أخطداء التنبددؤ المتتاليدة
أ  أخطداء خاليدة مدن أ  تغيدرات  ،تتصف بطابع العشدوائية م لابد أن ينتج أخطاءً ئالانحدار أن أسلوب التنبؤ الملا

الإضددافة إلددى بعددص الشددروط الأخددرت. ومذا كاندد  هددذه الأخطدداء محتملددة بحيددث ب -( 3كمددا فددي شددكل ) –منتيمددة 
 م فإنا يجب قياس حجم هذه الأخطاء لتقدير دقة التنبؤ.ئيمكن اعتبار أسلوب التنبؤ ملا

 أخطاء عشوائية  (:3شكل )
 ولقد عرف الفكر الإحصائي طرقا عديدة لقياس حجم الأخطاء أهمها ما يلي: 

 :ويعرف على الصورة استية SEبالرمزويرمز لا عادة  sum of errorsمجموع الأخطاء  -1

𝑆𝐸 =∑𝑒1

𝑛

𝑡=1

= ∑ (𝑦1 − 𝑦̂1)

𝑛

𝑡=1

  

حيث أنا من المعروف أنا إذا كان  الأخطاء عشوائية فإن هذا المجموع عادة مدا  ،وهذا المقياس لا يفيد كثيرًا
 يكون قريبًا جدًا من الصفر بغص النير عن حجم هذه الأخطاء.

ويعدرف علدى  MADوالذ  يرمز لدا عدادة بدالرمز  mean absolute deviationمتوسط الانحرافات المطلقة  -2
𝑀𝐴𝐷  الصورة استية: =

1

𝑛
∑ |𝑒1
𝑛
𝑡=1 = ∑  |𝑦1 − 𝑦̂1|

𝑛
𝑡=1   

وبدددالرغم مدددن معقوليدددة هدددذا المقيددداس إلا أندددا لا يسدددتخدم كثيدددرًا فدددي مجدددالات السلاسدددل الزمنيدددة نيدددرا لصدددعوبة 
 خصائصا الإحصائية.
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 ويعرف على الصورة استية: MSEبالرمزويرمز لا عادة  mean squared errorمتوسط مربعات الأخطاء  -3

𝑀𝑆𝐸 =
1

𝑛
∑𝑒𝑡

2

𝑛

𝑡=1

=
1

𝑛
∑(𝑦1 − 𝑦̂1)

2

𝑛

𝑡=1

 

المعروفددة فددي مجددالات الانحدددار والسلاسددل  least squares methodويلاحدد  أن طريقددة المربعددات الصددغرت 
وذلدك لأن  MSEأو تصدغير متوسدط مربعدات الأخطداء  SSEالزمنية تعتمد على تصغير مجموع مربعدات الأخطداء 

اهدات( هدو مقددار ثابد  وبصدفة عامدة يمكدن القدول والذ  يمثل عدد الوحددات الزمنيدة المتاحدة )عددد المشد  𝑛المقام  
 MADالمطلقة  بأن خصائص هذا المقياس الإحصائية أسهل كثيراً من خصائص متوسط الأخطدداء

والددذ  يرمددز لدددا عددادة بدددالرمز  mean absolute percentage errorمتوسددط الأخطدداء النسدددبية المطلقددة  -4
MAPE :ويعرف على الصورة التالية 

𝑀𝐴𝑃𝐸 =
1
𝑛
∑|

𝑦1 − 𝑦̂1
𝑦1

|

𝑛

𝑡=1

=
1
𝑛
∑|

e1
𝑦1
|

𝑛

𝑡=1

  

أ  لا يعتمدددد علدددى الوحددددات المسدددتخدمة ولكدددن  ،ويتميددز هدددذا المقيددداس عدددن كدددل المقددداييس بأندددا مقيدداس نسدددبي
ولددذلك فددإن هددذا المقيدداس عددادة مددا  MSEخصائصددا الإحصددائية أصددعب مددن خصددائص متوسددط مربعددات الأخطدداء 

 في الدراسات الوصفية التي لا تستدعي القيام باستدلالات إحصائية.يستخدم 
 : اختيار أسلوب التنبؤ المناسب  .5

من أهم عناصر تحليل السلاسل الزمنية اختيار أسلوب التنبؤ المناسب. واختيدار أسدلوب التنبدؤ المناسدب لديس 
القددرارات التحلددي بالصددبر وعدددم اليددأس بالعمددل الهددين ومنمددا هددو عمددل صددعب وشدداق ويحتدداج مددن الإحصددائي ومتخددذ 

بالإضافة إلى مقومدات العمدل الأساسدية مدن علدم وخبدرة ومهدارة. ويعتمدد الإحصدائي أو متخدذ القدرارات بصدفة عامدة 
صدفحة  1996)والتدر،  يلدي في اختياره لأسلوب التنبدؤ المناسدب علدى بعدص المعدايير أو العوامدل العامدة أهمهدا مدا

123): 
أخطاء التنبؤ أول هذه المعايير التدي يجدب أن ي دعها الإحصدائي أو متخدذ القدرارات  تصغير حجم .1

ومن ثم نموذج التنبؤ المناسب، وعادة ما يقاس حجدم هدذه الأخطداء   ،نصب عينيا عند اختياره أسلوب التنبؤ
 (MAD- MSE- MAPE). ذكرها بأحد المقاييس الثلاثة التي سبق

هددو المطلددوب مددن الدراسددة، فددإن  point forecastنوعيددة التنبددؤ المطلددوب، فددإذا كددان تنبددؤ النقطددة  .2
ن كاتيددا لتحقيددق هددذا الهدددف. وفددي الكثيددر مددن اسددتخدام أحددد الأسدداليب أو النمدداذج التقليديددة البسدديطة قددد يكددو 

هام وكذلك اختبارات الفروا، وفي مثل هذه الحالات لابد   interval forecastالدراسات قد يكون تنبؤ الفترة 
 استخدام أسلوب تنبؤ حديث أكثر دقة وتنييمًا مثل أسلوب بوكس وجينكنز. من
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فدإن اسدتخدام أحدددددد الأسداليب الحديثدة  ايرً ة، فدإذا كدان عددد المشداهدات صدغعدد المشداهدات المتاحد .3
 ليس لا ما يبرره ويف ل استخدام أحد الأساليب التقليدية.

 توافر البرامج الإحصائية ذات الصلة. تتكاليف أسلوب التنبؤ ومد  .4
 سهولة العمليات الإحصائية والحسابية ال رورية وفهم أسلوب التنبؤ المستخدم. .5
يعتمد عليها أسلوب أو نموذج التنبؤ المناسب وهو أهم المعايير  تحقق الفروا النيرية التي  تمد  .6

 الأسلوب.  التي يجب أن تؤخذ في الاعتبار عند اختيار مثل هذا
مما سبق يت ح للقارئ بأن أف ل أسلوب للتنبؤ ليس بال رورة هو الأسلوب الذ  يحقق أعلى دقة أو أصغر 

خددر بسددبب آحجددم أخطدداء ممكددن، فقددد يسددتخدم أحددد الأسدداليب بسددبب نوعيددة التنبددؤ المطلددوب، وقددد يسددتخدم أسددلوب 
فدا، وقدد يسدتخدم أسدلوب رابدع بسدبب بسدبب انخفداا تكالي اثالثً  اصغر عدد المشاهدات المتاحة، وقد يستخدم أسلوبً 

لأن الفدروا النيريدة التدي يعتمدد عليهدا تتوافدق  اخامسدً   اسهولة عملياتدا الإحصدائية والحسدابية، وقدد يسدتخدم أسدلوبً 
مع بيانات السلسدلة المتاحدة. وعدادة مدا يعتمدد أسدلوب التنبدؤ المسدتخدم علدى قددرة الإحصدائي أو متخدذ القدرارات فدي 

ذه المعددايير. وبصددفة عامددة يمكددن القددول بددأن طريقددة التنبددؤ التددي يجددب اسددتخدامها هددي أسددهل تحقيددق التددوازن لكددل هدد
وأبسط طريقدة يمكدن تنفيدذها فدي الدزمن المتداح والتدي تفدي باحتياجدات وظدروف التنبدؤ بأقدل تكداليف ممكندة، وللمزيدد 

 Bowerman and O'Connell( 1987)من التفاصيل حول قياس الأخطداء ومعدايير التنبدؤ يمكدن للقدارئ الرجدوع إلدى 
  Gaynor Kirkpatrick and (1994)أو إلى 

 : طرق التنبؤ  .6 

 يمكن تجميع طرق التنبؤ الكمية المعروفة في أدبيات السلاسل الزمنية في أسلوبين أساسيين هما.
, ويعتمددد هددذا الأسددلوب علددى تحديددد المتغيددرات الأخددرت التددي قددد regression approachأسددلوب الانحدددار  -أ

ترتبط بعلاقة سببية بالياهرة أو المتغير موضع الدراسة الدذ  يدراد التنبدؤ بدا والدذ  عدادة مدا يعدرف بدالمتغير التدابع 
dependent variable - التدي يدرتبط مدة التدي توضدح الكيفيدة ئحصائي أو العلاقة الداليدة الملاثم تحديد النموذج الإ

خدددذ فدددي العدددرف الإحصدددائي أسدددماء عديددددة مثدددل المتغيدددرات المسدددتقلة أمتغيدددر بدددالمتغيرات الأخدددرت والتدددي تبهدددا هدددذا ال
independent variables  أو المتغيدددرات المفسددددرةregressors  أو المتغيدددرات المنبئدددةpredictors وباسدددتخدام هددددذا .

سدددة فدددي المسدددتقبل إذا أمكدددن تحديدددد أو معرفدددة القددديم المسدددتقبلية النمدددوذج يمكدددن التنبدددؤ بدددالمتغير التدددابع موضدددع الدرا
 causal modelsللمتغيرات المفسرة. وتعرف النماذج التي تنددرج تحد  ميلدة هدذا الأسدلوب أحياندا بالنمداذج السدببية 

منهددا ويسددتخدم هددذا الأسددلوب فددي كافددة أنددواع المعرفددة ومجددالات التطبيددق الخاصددة الاقتصددادية والاجتماعيددة والبيئيددة 
حيث يسمح هذا الأسلوب بتقييم أثر المتغيرات المت دمنة والتدي عدادة مدا تعكدس أثدر الأنيمدة والسياسدات والقدرارات 
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ا  المختلفددة، فعلددى سددبيل المثددال قدددد نسددتطيع تفسددير السلسددلة الخاصددة بقيمدددة المبيعددات اليوميددة لإحدددت السددلع جزئيدددً
دخل الفدرد  وأسدعار السدلع البديلدة. وهدذا الأسدلوب بدالرغم بواسطة سلسلة أسعار هذه السلعة والسلاسدل الخاصدة بالد

 يلي: من شعبيتا يعاني من بعص العيوب أهما ما
 صعوبة تحديد المتغيرات المفسرة التي ترتبط بالمتغير التابع أو الياهرة موضع الدراسة. -1
المتغيددرات المفسددرة والقدددرة تطبيددق هددذا الأسددلوب يتطلددب تددوافر بيانددات تاريخيددة تفصدديلية عددن جميددع  -2

 عند الأزمنة التي يراد التنبؤ بالياهرة عندها. -أو على الأقل التنبؤ بها –على معرفة قيم هذه المتغيرات 
يفترا عدم الارتباط بين مشاهدات المتغير أو الياهرة موضع التنبؤ، وهدو فرا غير واقعدي ولا  -3

 ا المرتبطدة وعدادة مددا يدؤد  هدذا الفددر عدة مددن المشداهدات يتفدق مدع مفهدوم السلسددلة الزمنيدة باعتبارهدا مجمو 
 غير الواقعي إلى تنبؤات غير موثوق بها.

الباحددث مشدداهدات تاريخيددة عددن المتغيددر موضددع الدراسددة فقددط ويريددد التنبددؤ بالمشدداهدات  توعددادة مددا يتددوافر لددد 
ت يسدتخدم الأسدلوب الثداني للتنبدؤ المستقبلية لهذا المتغير بالاعتماد فقط على هذه المشاهدات. في مثل هذه الحدالا

 التالي.
والددذ  ي ددم تحدد  ميلتددا مددا يعددرف بنمدداذج السلاسددل  time series analysisتحليددل السلاسددل الزمنيددة  -ب 
ويعتمدد هدذا الأسدلوب علدى تحليدل البياندات التاريخيدة التدي أخدذت عدن اليداهرة أو المتغيدر موضدع الدراسدة   ،الزمنية

يسددتكمل هددذا  –وبددافتراا أن هددذا الددنمط سيسددتمر فددي المسددتقبل  –نددات. بعددد ذلددك وذلددك بغددرا تحديددد نمددط البيا
النمط لإعطاء التنبؤات المطلوبة. فعلدى سدبيل المثدال إذا كدان الهددف مدن الدراسدة التنبدؤ بعددد الحجداج السدنو  فقدد 

وسط دخدل الفدرد فدي يستطيع الباحث تفسير سلوك هذا المتغير جزئيا بواسطة عدد السكان في الدول الإسلامية ومت
هذه البلاد ومتوسط التكاليف المطلوبة لأداء هدذه الفري دة، ولكدن جدزء كبيدر مدن تطدور عددد الحجداج قدد يعدود إلدى 
بعددص العوامددل الأخددرت التددي لا يمكددن أخددذها فددي الاعتبددار بسددهولة مثددل الددوازع الددديني وحالددة الطقددس وغيرهددا مددن 

ة قدددد يف ددل اجهددا فددي النمدداذج السددببية بسددهولة. وفددي هددذه الحالددالعوامددل التددي يكددون مددن الصددعب أو المسددتحيل إدر 
المفسددرة الأخددرت واكتشدداف الكيفيددة التددي  اج السددنو  بمعددزل عدن جميددع العوامددللعدددد الحجدد يدراسدة التطددور التدداريخ

 يتطور بها عدد الحجاج واستخدام أحددددد نماذج السلاسل الزمنية لاستكمال هذه السلسلة في المستقبل.
وأسلوب السلاسل الزمنية والذ  ي م ما يعرف بنماذج أو طرق السلاسل الزمنية هو محور الاهتمدام الرئيسدي 
لهذا الكتاب، ولن نتعرا للنماذج السببية بأ  حال من الأحوال. والسؤال اسن هدو كيدف يمكدن التنبدؤ باليداهرة أو 

ن عدللجوء إلى أ  متغيرات أخرت مفسرة؟ للإجابدة المتغير موضع الدراسة باستخدام أسلوب السلاسل الزمنية دون ا



 التوزيع غير الطبيعي للأخطاء الارتباط الذاتي للأخطاء، عدم ثبات تباين الأخطاء، -المشانل القياسية الخامس:         المحور 

 

110  

 

هذا السؤال يمكن القدول بدأن أدبيدات السلاسدل الزمنيدة قدد عرفد  العديدد مدن الطدرق ونمداذج السلاسدل الزمنيدة والتدي 
 هي: يمكن تقسيمها إلى ثلاثة أنواع رئيسية

 deterministic models النماذج المحددة )غير العشوائية( -
 ad hoc methodsوالطرق الحسية  -
 stochastic time series modelsونماذج السلاسل الزمنية العشوائية  -

 ا سريعًا لهذه الطرق والنماذج.ونقدم تيما يلي عرضً 

 Deterministic Modelsالنماذج المحددة  1.6

 التعبير عنا في الصورة العامة يمكن mean modelنعرف من دراستنا في علم الإحصاء أن نموذج المتوسط 
𝑦1 = 𝐸(𝑦1) + 𝜀1 

متغيددددرات عشددددوائية غيددددر مرتبطددددة توقعهددددا الصددددفر وتباينهددددا ثابدددد  ويقددددال أن هددددذا النمددددوذج محدددددد  𝜀1حيددددث 
deterministic   أو غير عشوائيnonstochastic إذا أمكن التعبير عدن 𝐸(𝑦1)  كدالدة رياضدية مباشدرة فدي الدزمنt 

,𝑓(𝑡ولدددتكن  𝛽)  حيدددث يرمدددز المتجدددا𝛽  إلدددى معدددالم هدددذه الدالدددة الرياضدددية. وفدددي هدددذه الحالدددة يمكدددن التعبيدددر عدددن
 :على الصورة 𝑦1 الزمنية مشاهدات السلسلة

(1.6.2)                            𝑦1 = 𝑓(𝑡, 𝛽) + 𝜀1   ;   𝑡 = 1,2,… . , 𝑛 
 :ويعني هذا أن المشاهدات المستقبلية للسلسلة يمكن التعبير عنها على الصورة

𝑦ℎ = 𝑓(ℎ, 𝛽)   ;      ℎ = 𝑡 + 1 , 𝑡 + 2,…… 
  أ  غير عشوائي ا،محددً  ارياضيً  أ  أن هذه النماذج تفترا أن المشاهدات المستقبلية للسلسلة تأخذ شكلاً 

,𝑓(𝑡( علددى فرضدديين أساسدديين. الفددرا الأول أن الدالددة 1.6.2وتعتمددد النمدداذج المحددددة ) 𝛽)  دالددة رياضددية
متغيددرات عشددوائية غيددر مرتبطددة توقعهددا الصددفر وتباينهددا  𝜀1 ابع العشددوائية، والفددرا الثدداني أنمحددددة لدديس لهددا طدد

, 𝑦1 ثابدد  وتددؤد  هددذه الفددروا إلددى أن المتغيددرات  𝑦2 , … . , 𝑦𝑛  تكددون متغيددرات عشددوائية غيددر مرتبطددة، ومددن
أمثلددة الدددوال الرياضددية التددي تسددتخدم فددي هددذه النمدداذج كثيددرات الحدددود والدددوال الأسددية والدددوال المثلثيددة، وتيمددا يلددي 

 عرضا مبسطا لكثيرات الحدود والدوال الأسية.
 :Polynomials ثيرات الحدود  1.1.6

وتعتبدددر  𝑡أ  متوسدددط اليددداهرة تأخدددذ إحددددت صدددور كثيدددرات الحددددود فدددي الدددزمن  f(t)ويفتدددرا هندددا أن الدالدددة 
 استي: الصورة الخطية أهم هذه الصور وتعرف على الشكل

𝐸(𝑦)1 = 𝑓(𝑡) = 𝛽0 + 𝛽1𝑡 
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 بعددد توقيددع مشدداهدات  وتكددون هددذه الدالددة ملائمددة إذا أمكددن تمثيددل متوسددط اليدداهرة بواسددطة خددط مسددتقيم وذلددك
 ( .4السلسلة على ورقة الرسم البياني كما في شكل )

( أو يتنداقص a.4الشدكل ) كمدا فدي 𝛽1 وتفترا كثيرة الحدود الخطية أن متوسدط اليداهرة يتزايدد بمعددل ثابد  
 (b.4كما في الشكل ) 𝛽1 بمعدل ثاب  

,𝛽̂1 ويمكددن إيجدداد تقدددير  المربعددات الصددغرت  𝛽̂2  لمعلمتددددددي النمددوذج 𝛽0, 𝛽1  بددإجراء انحدددار السلسددلة𝑦1 
𝑦̂1، ومن ثم يمكن التنبؤ بالمشاهدات المستقبلية باستخدام النموذج المقدر استي:𝑡على الزمن  = 𝛽̂1 + 𝛽̂2 

ومدن الأف دل 𝑓(𝑡) م لتمثيل متوسدط اليداهرة أو الدالدة ئالخطي غير ملا وفي بعص الأحيان قد يكون الشكل
 :والتي تأخذ الصورة استية -(5تمثيل هذا المتوسط بكثيرة حدود من الدرجة الثانية كمدا فددي الشكل )

𝐸(𝑦1) = 𝑓(𝑡) = 𝛽0 + 𝛽1𝑡 + 𝛽2𝑡
2 

,𝛽̂0 وتسددتخدم طريقددة المربعددات الصددغرت العاديددة لإيجدداد التقددديرات  𝛽̂1, 𝛽̂2  الانحدددار الخطددي وذلددك بددإجراء
د ال ,𝑡  على المتغيرين  𝑦1  لقيم السلسلة  متعدِّّ 𝑡2 وسنوضح هذا بالتفصيل عند قياس الاتجداه العدام باسدتخدام تحليدل .

 .الانحدار
 Exponential Growthالنمو الأسي  2.1.6

الشددكل كمددا فددي  -دالددة أسددية  فددي بعددص الأحيددان قددد يف ددل تمثيددل متوسددط اليدداهرة موضددع الدراسددة فددي شددكل
 : على الصورة-(6)

 (1.6.3)      𝐸(𝑦1) = 𝑓(𝑡) = 𝑐𝑒
𝑟𝑡 

 مقداران ثابتان يمثلان معلمتي النموذج. 𝑟و  cحيث 
 : (1.6.3ويفترا النموذج الأسى أن متوسط الياهرة ينمو بنسبة ثابتة وذلك لأن من )

𝐸(𝑦1)

𝐸(𝑦𝑡−1)
=

𝑐𝑒𝑟𝑡

𝑐𝑒𝑟(𝑡−1)
= 𝑒𝑟 

𝐸(𝑦1): الزمن، ويعني هذا أنثاب  لا يعتمد على  𝑒𝑟 حيث  =  𝑒
𝑟  𝐸(𝑦𝑡−1)  

 للطرفين كما يلي: ( إلى الصورة الخطية بأخذ اللوغاريتمات الطبي ية1.6.3ويمكن تحويل الصورة )
ln 𝑓(𝑡) = ln 𝑐 + 𝑟𝑡 أ  أن 𝑓∗(𝑡) = 𝑐∗ + 𝑟𝑡   :حيث𝑓∗(𝑡) = ln 𝑓(𝑡) ;  𝑐∗ = ln 𝑐  

وميجددداد تقددددير  المربعدددات الصدددغرت  𝑡وبالتدددالي يمكدددن إجدددراء انحددددار لوغددداريتم البياندددات الأصدددلية علدددى الدددزمن 
,∗𝑐للمعلمتين  𝑟   ومن ثم يمكن إيجاد تقدير الثاب 𝑐 العلاقة: نم 𝑐 = 𝑒𝑐

∗ 
𝑦̂1 ومن ثم يمكن التنبؤ بالمشاهدات المستقبلية باستخدام النموذج المقدر استي: = 𝑐̂ 𝑒

𝑟̂𝑡 
 :زمنية من العديد من العيوب أهمهاوتعاني الطرق أو النماذج المحددة في تحليل السلاسل ال
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تركز هذه الطرق على المنطق الرياضي في محاولة لإيجداد دالدة رياضدية جيددة ممكدن أن تسدتخدم  -1
للسلسددلة وأهمهددا فددي توفيددق البيانددات أكثددر مددن اهتمامهددا بمحاولددة استكشدداف الخصددائص الإحصددائية الهامددة 

تصدددف خصدددائص السلسدددلة الإحصدددائية  نمدددط الارتبددداط الموجدددود بدددين مشددداهدات السلسدددلة، فهدددذه النمددداذج لا
,𝑦1 المشاهدات  ولكنها مجرد نماذج تنتج 𝑦2 , … . 𝑦𝑛 

تفتددرا هددذه الطددرق أن التطددور طويددل الأجددل فددي السلسددلة يكددون نمطددي أو منددتيم الشددكل وممكددن  -2
 التنبؤ با بشكل كبير.

مشداهدات السلسدلة، وهدذا الفدرا مدن الندادر أن  بدينهذه الطرق عدم وجود ارتبداط   اوتفترا أيً   -3
يكدون متحققدا فدي مجدالات التطبيدق المختلفدة. بسدبب كدددل هددذه العيدوب فدإن هدذه الطدرق عدادة مدا تدؤد  إلددى 

 تنبؤات غير دقيقة من الناحية الإحصائية.
لطرق فإن لهدا بداع طويدل فدي موضدوعات التنبدؤ ومازالد  تسدتخدم وبالرغم من الانتقادات التي توجا إلى هذه ا

بكثرة في كافة مجدالات التطبيدق فدي الدبلاد الناميدة خاصدة فدي الاقتصداد والإدارة والبيئدة لأنهدا وسدائل بسديطة وغيدر 
 متخذ  القرارات. مكلفة ولا تحتاج إلى خبرات أو مهارات خاصة من قبل الباحثين أو الدارسين أو

 : Ad Hoc Methods  الحسية الطرق 2.6

كدالدددة رياضدددية   𝑦1أ  𝑡 ذكرندددا أن طدددرق التنبدددؤ المحدددددة تعتمدددد علدددى التعبيدددر عدددن قيمدددة السلسدددلة عندددد الدددزمن
مباشرة في الزمن. وهذا الاتجداه لدا عيوبدا كمدا ذكرندا وأهمهدا أندا يفتدرا عددم وجدود علاقدة بدين مشداهدات السلسدلة 

𝑦1, 𝑦2 , … . 𝑦𝑛 الاتجددداه الثددداني فدددي التنبدددؤ يعتمدددد علدددى التعبيدددر عدددن تنبدددؤ السلسدددلة عندددد الدددزمن ,t  بدلالدددة حاضدددر
,𝑦1وماضي السلسلة 𝑦1 السلسلة   𝑦2 , … . 𝑦𝑡−1 فإذا افترضنا أن .,𝑡   تمثدل نقطدة أصدل معيندة وأنندا نريدد التنبدؤ

 :الدالية استية لعلاقةمن الفترات الزمنية فإن الاتجاه الثاني يفترا ا kبقيمة السلسلة بعد 
                        𝑦̂𝑙+𝑘 = 𝑓(𝑦1, 𝑦2, … . , 𝑦𝑡−1, 𝑦𝑡)          (1.6.4) 

( وتعتمدد علدى الحدس الإنسداني 1.6.4ويوجد العديد من الطرق والنماذج التي تنتمي بشكل أو بلاخر للصدورة )
لتنبؤ السطحي وتنبؤ التغير الثاب  وطريقة طريقة ا  أكثر من اعتمادها على أسلوب إحصائي منيم. ومن أمثلة ذلك

)شدددعراو ،  ا مبسدددطا لهدددذه الطدددرق المتوسدددطات المتحركدددة البسددديطة وطريقدددة التمهيدددد الأسدددي، وتيمدددا يلدددي نقددددم عرضدددً 
 .(25صفحة  2005
 :Naive Forecastingالتنبؤ السطحي  1.2.6

 :أ  أن قيمة المشاهدة الحالية كتنبؤ مباشر للمشاهدة التالية،تستخدم طريقة التنبؤ السطحي 
(1.6.5)                   𝑦̂𝑡+1 = 𝑦1 
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ا عندددما تكددون قدديم السلسددلة ثابتددة بشددكل تقريبددي علددى الفتددرة الزمنيددة موضددع ( يكددون ملائمددً 1.6.5والنمددوذج )
ابع غيددر النمطددي )غيددر المنددتيم( أ  الدراسددة، ويحدددث هددذا عندددما يغلددب علددى السلسددلة الزمنيددة محددل الدراسددة الطدد

عندما تتغير السلسلة بشكل عشوائي كبيدر لا يتبع نمطا أو نيامًا أو اتجاها معينًا يمكن معدا التنبدؤ بقيمدة السلسدلة 
السلاسددل  فددي الفتددرة الزمنيددة التاليددة، وتعتبددر أسددعار الأوراق الماليددة فددي البورصددة أشددهر مثددال علددى هددذا النددددددوع مدددددن

 .الزمنية
والجدير بالذكر أن النموذج السطحي يعطي تنبؤات متحيزة إلى أسفل إذا كان  السلسدلة تتزايدد باسدتمرار وذلدك 

أ  أن هددذا النمددوذج يعطددي تنبددؤات متحيددزة إلددى  ،والعكددس صددحيح 𝑦1القيمددة،يكددون دائمددا أقددل مددن  𝑦̂1لأن التنبددؤ 
، ولددذلك لا ينصددح باسددتخدام  𝑦1يكدون أكبددر مددن القيمدة   𝑦̂1أعلدى إذا كاندد  السلسددلة تتنداقص باسددتمرار لأن التنبددؤ

 طريقة التنبؤ السطحي في مثل هذه الحالات.
 :Constant Change Forecasting تنبؤ التغير الثابت 2.2.6

فددي التغيددرات المتتاليددة، فددإذا  فددي الكثيددر مددن التطبيقددات خاصددة الاقتصددادية منهددا تتميددز بعددص السلاسددل بثبددات 
𝑦𝑡∆: السلسلة يكون  تمثل نقطة أصل معينة فإن التغير السابق في tافترضنا أن  = 𝑦𝑡 − 𝑦𝑡−1 
 :كالتالي التنبؤ بقيمة السلسلة الزمنية، فإن التغير القادم في السلسلة يقدر تمثل 𝑦̂𝑡+𝑙 كان  ومذا  

∆̂𝑦1+1 = 𝑦̂𝑡+1 − 𝑦1 
𝑦̂𝑡+1: نصل إلى 𝑦1+1̂∆، بالتغير اللاحق 𝑦1∆وبمساواة التغير السابق  − 𝑦𝑡 = 𝑦𝑡 − 𝑦𝑡−1  

 :ومن ثم نصل إلى النموذج استي
(1.6.6)                   𝑦̂𝑡+1 = 𝑦𝑡 + (𝑦𝑡 − 𝑦𝑡−1) 

التغيدر الدذ   التغيدر الدذ  م دافا إليدا قيمدة𝑦1أ  أن التنبؤ فدي الفتدرة الزمنيدة القادمدة يسداو  القيمدة الحاضدرة 
 .𝑦𝑡∆حدث في الفترة السابقة 

 (8)خالد زهد  صفحة  :Simple Moving Averages المتوسطات المتحر ة البسيطة 3.5.6
التغيددر ، بينمددا يعتمددد تنبددؤ  𝑦𝑡+1فقددط للتنبددؤ بالقيمددة التاليددة  𝑦𝑡يعتمددد النمددوذج السددطحي علددى القيمددة الحاليددة 

,𝑦𝑡−1الثابدد  علددى أحدددث قيمتددين  𝑦𝑡  للتنبددؤ بالقيمددة التاليددة𝑦𝑡−1 أمددا طريقددة المتوسددطات المتحركددة البسدديطة ...
𝑦𝑡 قيمدددة للسلسدددلة للتنبدددؤ بالقيمدددة التاليدددة أ  تسدددتخدم القددديم   kفتسدددتخدم أحددددث  , 𝑦𝑡−1, 𝑦𝑡−2, … . , 𝑦𝑡−(𝑘−2) ,

 :وذلك بأخذ متوسط هذه القيم كما يلي

𝑦̂𝑡+1 =
1

𝑘
 [𝑦𝑡 + 𝑦𝑡−1 +⋯+ 𝑦𝑡−(𝑘−2) + 𝑦𝑡−(ℎ−1)]  ;   𝑡 = 𝑘, 𝑘 + 1,… . 𝑛    (1.6.7) 

𝑦̂𝑡+2:    وهذا يعني أن =
1

𝑘
 [𝑦𝑡+1 + 𝑦1 + 𝑦𝑡−1 +⋯+ 𝑦𝑡−(𝑘−2)] 
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نسدددتخدم نفدددس القددديم التدددي اسدددتخدم  فدددي حسددداب المتوسدددط  𝑦̂𝑡+2  أندددا لإيجددداد المتوسدددط المتحدددرك البسددديط أ
وهدذا معندى التحدرك أ   𝑦𝑡−(ℎ−1)مكدان القيمدة الأقددم  𝑦𝑡+1إحلال القيمة الأحدث بعد    𝑦̂𝑡+1السابق لا مباشرة  

ا بحددذف المشدداهدة الأقدددم ووضددع بدددلًا منهددا المشدداهدة التاليددة. فعلددى سددبيل المثددال إذا  أن المتوسددط يددتم تحديثددا دائمددً
𝑘كان   = 𝑛)فإنا يمكن تكوين  3 −  :متوسط متحرك بسيط مناظر لقيم السلسلة المتاحة كما يلى (3

𝑦̂4 =
1

3
[𝑦3 + 𝑦2 + 𝑦1]

𝑦̂5 =
1

3
[𝑦4 + 𝑦3 + 𝑦2]

𝑦̂6 =
1

3
[𝑦5 + 𝑦4 + 𝑦3]

 

⋮                        ⋮

𝑦̂𝑛 =
1

3
[𝑦𝑛−1 + 𝑦𝑛−2 + 𝑦𝑛−3]

 

يعتمددد علددى رأ  الباحددث وخبرتددا العمليددة وهددو أحدددددد المشدداكل التددي تواجددا مسددتخدم  kواختيددار العدددد الصددحيح 
ا العددد طريقة المتوسطات المتحركة البسيطة. ودقة التنبؤ تعتمد على اختيار العددد الملائدم ولدذلك يمكدن اختيدار هدذ 

𝑘) الممكندددة  𝑘حيدددث تحسدددب جميدددع التنبدددؤات التدددي تنددداظر كدددل قيمدددة مدددن قددديم  ،بطريقدددة التجربدددة والخطدددأ =

2, 3,… , 𝑛 − ولديكن متوسدط  -وحساب الأخطاء ومن ثم حساب أحد المعايير الهامدة لقيداس حجدم الأخطداء   (1
أصدغر قيمدة لهدذا الم يدار. وبدالرغم التدي تنداظر  𝑘واختيدار قيمدة  𝑘 الأخطاء المناظر لكل قيمة مدن قديم-مربعات  

مدددة إلا أن العيدددب الرئيسدددي لطريقدددة المتوسدددطات ئالملا 𝑘 مدددن المشددداكل التدددي قدددد تواجدددا الباحدددث عندددد اختيدددار قيمدددة
𝑘المتحركة البسيطة هو إعطاء أوزان متسداوية لكدل المشداهدات المسدتخدمة فدي حسداب المتوسدط فدإذا كاند   = 8 

. وهددذا عددادة مددا 𝑦𝑡−7يسدداو  الددوزن الددذ  يعطددى للقيمددة الأقدددم  𝑦𝑡ة الحديثددة مددثلًا فددإن الددوزن الددذ  يعطددى للقيمدد
ولددذلك يف ددل  يتعددارا مددع خصددائص السلاسددل الزمنيددة حيددث نميددل إلددى إعطدداء المشدداهدات الأحدددث أوزانددا أكبددر .
 .استخدام طريقة المتوسطات المتحركة البسيطة عندما يغلب الطابع العشوائي على بيانات السلسلة

الدددولارات فددي الفتددرة مددن  حدددت السددلع بملايددينمددن إالجدددول استددي يوضددح قيمددة المبيعددات السددنوية  (:3مثــال )
 :1998إلى سنة  1990السنة 

 السنة  1990 1991 1992 1993 1994 1995 1996 1997 1998

 قيمة المبيعات  9 11 10 12 11 9 13 11 9

a اسددتخدام طريقددة المتوسددطات المتحركددة البسدديطة فددي إيجدداد جميددع التنبددؤات الممكنددة مددرة باسددتخدام .𝑘 = 2 
𝑘ومرة باستخدام  =  حالة. وأوجد متوسط مربعات الأخطاء المناظرة في كل 3

b 1999. تنبأ بقيمة المبيعات في سنة. 
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 :الحل
𝐾   

3 2   
𝑒1
2 𝑦̂𝑡 𝑒1

2 𝑦̂𝑡 𝑦𝑡  السنة 
- - - - 9 1990 
- - - - 11 1991 

- - 0 1

2
[9 + 11] = 10 10 1992 

4 1

3
[10 + 1 + 9] = 10 2.25 1

2
[10 + 11] = 10.5 12 1993 

0 1

3
[12 + 10 + 11] = 11 0 1

2
[12 + 10] = 11 11 1994 

4 1

3
[11 + 12 + 10] = 11 6.25 1

2
[11 + 12] = 11.5 9 1995 

5.429 1

3
[9 + 11 + 12] = 10.67 9 1

2
[9 + 11] = 10 13 1996 

0 1

3
[13 + 9 + 11] = 11 0 1

2
[13 + 9] = 11 11 1997 

4 1

3
[11 + 13 + 9] = 11 9 1

2
[11 + 13] = 12 9 1998 

- 1

3
[9 + 13 + 11] = 11 - 1

2
[9 + 11] =  1199 ؟ 120

a.   إذا كان𝑀𝑆𝐸 =
2

7
[0 + 2.25 + 0 + 6.25 + 9 + 0 + 9] = 3.786      ∶ 𝑘 = 2  

𝑀𝑆𝐸إذا كان       =
1

3
[4 + 0 + 4 + 5 + 5.429 + 0 + 4] = 2.905      ∶ 𝑘 = 3  

b.   ويمكن القول بأن قيمةk = kأف ل من قيمة    3 = الأخطداء  في التنبدؤ لأن متوسدط مربعدات  2
𝑦̂10: المناظر أقل ومن ثم فإن =

1

3
[𝑦9 + 𝑦8 + 𝑦7] =

1

3
[9 + 11 + 13] = 11   
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 :Autocorrelation Functionدالة الارتباط الذاتي   .1

,𝛾(𝑠 تقيس دالة التغداير الدذاتي   𝑡) عتمداد الخطدي بدين أ  درجدة الا -ريفهدا فدي المبحدث السدابقالتدي سدبق تع
 𝛾(1,2)متغيددرين مددن المتغيددرات التددي تقددع علددى نفددس السلسددلة الزمنيددة. فعلددي سددبيل المثددال يقدديس التغدداير الددذاتي 

والددذ  يمثددل قيمددة السلسددلة عنددد النقطددة الزمنيددة الأولددى والمتغيددر  𝑦1درجددة الاعتمدداد الخطددي بددين المتغيددر العشددوائي 
يمثدل درجدة الاعتمداد الخطدي  𝛾(1,2)أن   ، أوالذ  يمثل قيمة السلسدلة عندد النقطدة الزمنيدة الثانيدة  𝑦2العشوائي  

كدن أن تولددها بين كل القيم التي يمكن أن تولدها العمليدة العشدوائية عندد النقطدة الزمنيدة الأولدى وتلدك القديم التدي يم
,𝛾(𝑠نفدددس العمليدددة العشدددوائية عندددد النقطدددة الزمنيدددة الثانيدددة. وبصدددفة عامدددة فدددإن التغددداير الدددذاتي  𝑡)  هدددو دالدددة فدددي

,𝑠 الدليلين 𝑡 . 
 :الجديرة بالذكر أهمهاوتجدر الإشارة هنا إلى بعص الملاحيات الهامة و 

,𝛾(𝑠إذا كدددان  -1 𝑡) = ,𝑌𝑠 فهدددذا يعندددي أن المتغيدددرين  0 𝑌𝑡 ين خطيددددددا ولكدددن قدددد يكدددون هنددداك غيدددر مدددرتبط
 ارتباط غير خطي بينهما.

,𝛾(𝑠إذا كددددان  -2 𝑡) = ,Ysوكددددان المتغيددددران  0 𝑌𝑡   لهمددددا توزيددددع معتدددداد ثنددددائيBivariate normal 
distribution .فإن هذا يعني أن المتغيرين مستقلان 

,𝛾(𝑠يمكدددن اعتبدددار تبددداين العيندددة كحالدددة خاصدددة مدددن دالدددة التغددداير  -3 𝑡)  بوضدددعs =  t  وهدددذا يعندددي أن ، 
𝑉(𝑌𝑡) = 𝛾(𝑡, 𝑡) 

,𝛾(𝑠 إذا كاند  السلسدلة سداكنة فدإن دالدة التغداير  -4 𝑡)  تكدون دالدة فدي الفجدوة الزمنيدة 𝑘 = |𝑠 − 𝑡|  فقدط
𝛾(|𝑠وتكتب عادة في هذه الحالة  − 𝑡|)  أو𝛾(𝑘) 

 : الارتباط الذاتيماهية   1.1

من المعروف في علم الإحصاء أن استخدام التغاير لقيداس درجدة الاعتمددداد الخطدي بدين متغيدرين يثيدر بعدص 
قوة أو ضعف العلاقة  تيا( يمكن الرجوع إليها لتحديد مد المشاكل العملية، أولها عدم وجود حدود مرجعيدددة )دنيا عل

. ومددن ثددم (111صددفحة  2005)شددعراو ،   حدددات القيدداس المسددتخدمةالتغدداير يعتمددد علددى و  الخطيددة، وثانيهددا أن
,𝑌𝑠يف ل معايرة التغاير الذاتي بالقسمة على حاصل ضرب الانحرافين الم ياريين للمتغيرين  𝑌𝑡  لنحصدل علدى مدا

 . يعرف بالارتباط الذاتي )التسلسلي(
 



 الاستقرارية والارتباط الذاتي والة ئي                                                                         السابع:   المحور 
 

118  

 

 :يفتعر 
,𝜌(𝑠 يعدددرف معامدددل الارتبددداط الدددذاتي  𝑡)المتغيدددرين  بأندددا معامدددل الارتبددداط الخطددددي بددددين 𝑌𝑠, 𝑌𝑡 ويكتدددب علدددى

,𝜌(𝑠: الصورة 𝑡) =
𝛾(𝑠,𝑡)

√𝑉𝑎𝑟( 𝑌𝑠) .  𝑉𝑎𝑟(𝑌𝑡)
=

𝐸(𝑌𝑠−µ𝑠)(𝑌𝑡−µ𝑡)

√𝐸(𝑌𝑠−µ𝑠)
2 .𝐸(𝑌𝑡−µ𝑡)

2
 ; 𝑠, 𝑡 = 0 ± 1 ± 2,…  

يمكددن حسدداب بسددط معامددل الارتبدداط مددن دالددة الاحتمدددال  -كمددا هددو معددروف فددي علددم الإحصدداء  –وبددالطبع 
,𝑌𝑠 الثنائيدددددة للمتغيدددددرين  𝑌𝑡  بينمدددددا يحسدددددب المقدددددام مدددددن دالتدددددي الاحتمدددددال الهامشدددددي للمتغيدددددرين وذلدددددك لكدددددل قددددديم ،

(𝑠, 𝑡) اتي والدددزمنين المختلفدددة. وبالتدددالي ينشدددأ لددددينا علاقدددة داليدددة بدددين معددداملات الارتبددداط الدددذ(𝑠, 𝑡) بدالدددة  ىتسدددم
علدى نفدس  عبدين المتغيدرات التدي تقد تقديس درجدة الارتبداط الخطدي act autocorrelation function))الارتبداط الدذاتي

 :السلسلة أو العملية العشوائية. وتتصف هذه الدالة بعدة خصائص أهمها
,𝜌(𝑡: ونفسا يساو  الواحد، أ  أن 𝑌𝑡الارتباط الذاتي بين المتغير  -1 𝑡) = 1 
2- 𝜌(𝑡, 𝑠) = 𝜌(𝑠, 𝑡)  ّوذلك لأن𝛾(𝑡, 𝑠) = 𝛾(𝑠, 𝑡) 
,𝜌(𝑠قيمة   -3 𝑡)  [1,1−]تقع دائماً على الفترة المغلقة 
,𝜌(𝑠إذا كان   -4 𝑡) = ,𝑌𝑠فهذا يعني أنا لا توجد علاقة خطية بين المتغيرين   0 𝑌𝑡.  ولكدن

 قد توجد علاقة غير خطية بينهما.
,𝜌(𝑠إذا كددان  -5 𝑡) ± بددين  طرديددة أو عكسددية()فهددذا يعنددي أنددا يوجددد علاقددة خطيددة تامددة  1

,𝑌𝑠المتغيرين   𝑌𝑡   أ  أنا يمكن التنبؤ بأحد المتغيرين بال بط باستخدام علاقدة خطيدة يقدوم فيهدا المتغيدر ،
 هذه العلاقة. الوحيد في regressorاسخر بدور المتغير المفسر 

لعشدددوائية )السلسدددلة( سددداكنة فإندددا يمكدددن إعدددادة تعريدددف معامدددل الارتبددداط الدددذاتي ودالدددة أمدددا إذا كانددد  العمليدددة ا
 :الارتباط الذاتي كما يلي

بأنددا معامددل الارتبدداط  𝑘عنددد الفجددوة الزمنيددة  {𝑦𝑡}  يعددرف معامددل الارتبدداط الددذاتي للعمليددة السدداكنة : فيــتعر 
𝑦𝑡الخطي بين المتغيرين  , 𝑦𝑡−𝑘 ويأخذ الصورة استية: 

ρ(𝑘) =
𝐸(𝑌𝑡 − µ)(𝑌𝑡−𝑘 − µ)

𝐸(𝑌𝑡 − µ)
2

=
𝛾(𝑘)

𝛾(0)
  , 𝑘 = 0,±1 ± 2…. 

 لنفس العملية. 𝑘إلى التغاير الذاتي عندد الفجوة  𝛾(𝑘)إلى تباين العملية الساكنة ويرمز  𝛾(0)حيث يرمز 
𝑘ومددن ثددم يمكددن حسدداب معامددل الارتبدداط الددذاتي لكددل فجددوة مددن الفجددوات الزمنيددة  = 0,±1 ± فينشددأ  .…2

بدالددة الارتبددداط الددذاتي للعمليدددة  ىتسدددم kوالفجددوة الزمنيددة  ρ(𝑘)لدددينا علاقددة داليدددة بددين معددداملات الارتبدداط الدددذاتي 
يددة والتددي تبعددد عددن بع ددها الددبعص تقدديس الارتبدداط الخطددي بددين المتغيددرات علددى نفددس السلسددلة الزمن {y1}السدداكنة 

درجدة الارتبداط الخطددي بدين أ  متغيددرين الفاصدل الزمنددي  ρ(1)فعلدى سددبيل المثدال يقدديس  .𝑘فجدوة زمنيدة مقدددارها 
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,𝑌1 بينهما يساو  الوحدة أ  درجة الارتباط بين  𝑌2 أو بين ،𝑌11, 𝑌10 أو بصفة عامة الارتباط الخطي بدين  ..أو
𝑌𝑡 , 𝑌𝑡−1  ويقيس ،ρ(3)  الارتباط الخطي بين أ  متغيرين الفاصل الزمني بينهمدا يسداو  ثدلاث وحددات أ   درجة 

,𝑌4درجة الارتباط الخطي بين   𝑌1    أو بدين𝑌14, 𝑌10  الارتبداط الخطدي بدين  أو بصدفة عامدة درجدة...أو𝑌𝑡 , 𝑌𝑡−3  
 جدولي أو بياني كما سنرت تيما بعد. الذاتي في شكل رياضي أووتعرا دالة الارتباط 

مدن المتغيدرات فدي  n تعرف مصفوفة الارتباط الذاتي للعملية العشوائية السداكنة التدي تتكدون مدن عددد :  تعريف
 :الصورة استية

[
 
 
 
 

1 𝜌(1) 𝜌(2) ⋯ 𝜌(𝑛 − 1)

𝜌(1) 1 𝜌(1)  ⋯ 𝜌(𝑛 − 2)

𝜌(2)
⋮

𝜌(𝑛 − 1)

𝜌(1)
⋮

𝜌(𝑛 − 2)

1
⋮

𝜌(𝑛 − 3)

⋯
 
⋯

𝜌(𝑛 − 3)
⋮
1 ]

 
 
 
 

 

 

 :خصائص وأهمية دالة الارتباط الذاتي 2.1. 

 نذكر منها ما يلي: خصائص هامة ةلأ  عملية ساكنة بعد  ρ(𝑘)تتصف دالة الارتباط الذاتي 
ρ(0)معامددل الارتبدداط الددذاتي عنددد الفجددوة الزمنيددة صددفر يسدداو  الواحددد، أ  أن  -1 = لأ  عمليددة  1
 .ساكنة
 [1,1−]تقع دائماً على الفترة المغلقة  ρ(𝑘)قيمة   -2
ρ(𝑘)إذا كان   -3 = فهذا يعني أنا لا توجد علاقة خطية بين أ  متغيرين الفاصل الزمندي بينهمدا  0

k ر خطية بينهما.وحدة ، ولكن بالطبع قد توجد علاقة غي 
ρ(𝑘)إذا كان   -4 = فهدذا يعندي أندا توجدد علاقدة خطيدة تامدة بدين أ  متغيدرين الفاصدل الزمندي   ±1
، أ  أنا يمكن التنبؤ بأحدهما بال دبط باسدتخدام علاقدة خطيدة يقدوم فيهدا المتغيدر اسخدر بددور ةوحد   𝑘بينهما  

 المتغير المفسر الوحيد في هذه العلاقة.
𝑘دالددة متماثلددة دائمدداً حددول الفجددوة ρ(𝑘)الدالددة  -5 = ρ(−𝑘)، أ  أن  0 = ρ(𝑘)  ولددذلك عددادة .

 تيما بعد في الأمثلة. ت الموجبة فقط كما سنر  𝑘ما يكتفي برسم هذه الدالة لقيم 
ولذلك ترتبط معاملات الارتباط المختلفة  ، Positive definiteمصفوفة الارتباط دائما موجبة تامة  -6

 𝜌(0), 𝜌(1), 𝜌(2)….  تيمدددا بينهمدددا بعلاقدددات جبريدددة يمكدددن اسدددتنتاجها مدددن العلاقدددة بدددين المصدددفوفة تامدددة
 .حصاءالإيجاب والمحددات الرئيسية كما هو الحال في مصفوفة التغاير والتباين في نيرية الإ
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د لزمنيدة أشدكالًا فدي التحليدل الحدديث للسلاسدل ا  ρ(𝑘)وتأخدذ الدالدة  ة، فتدارة تجددها تتلاشدى بدبطء، وتدارة متعددِّّ
مدن الصدفر فدي شدكل  ، وتدارة ثالثدة تقتدرب تددريجيا exponential fashionتجددها تتلاشدى بسدرعة فدي صدورة أسدية 

من الصفر في شكل توليفدة مددن الدوال الأسية،  ا، وتارة رابعة تقترب تدريجيً sinewavesموجات تحاكي دالة الجيب 
.2)وتددارة خامسددة تنقطددع كليددة فجددأة بعددد عدددد معددين مددن الفجددوات الزمنيددة. ففددي شددكل  a)  تتندداقصρ(𝑘)   ،بددبطء

.2)وتتناقص برتابة وبسرعة وفي صورة أسية في شكل  𝑏) وتقترب تدريجياً من الصفر في شدكل موجدات تحداكي ،
.2) دالة الجيب  𝑐) 2)، بينما تنقطع كلية فجأة بعد الفجوة الزمنية الثانية في شكل. 𝑏) 

إن لدددم يكدددن أهدددم دور علدددى الإطدددلاق فدددي التحليدددل  –دورا هامدددا وخطيدددرا   ρ(𝑘)وتلعدددب دالدددة الارتبددداط الدددذاتي 
سكون  الحديث للسلاسل الزمنية بطريقة بوكس وجينكنز. فهدي الأداة الرئيسية التي ارت اها هذان العالمان لاختبار

بجاندددب الطدددرق التقريبيدددة الأخدددرت وهدددي أحدددد الأدوات الرئيسدددية للتعدددرف علدددى النمدددوذج المبددددئي الملائدددم  –السلسدددلة 
للسلسلة. بالإضافة إلى ذلك فإن هذه الدالة مدن أهدم أدوات تشدخيص النمدوذج المبددئي مدن أجدل تحسدينا أو تطدويره 

نموذج. وسنتعرا للددور الدذ  تل بدا دالدة الارتبداط الدذاتي الناتجة من هذا ال Residualsإذا ما طبق  على البواقي 
 .(120صفحة  2005)شعراو ،  بالتفصيل عند تقديم منهجية بددوكس وجينكنز في الباب الرابع

 (: بعص دوال الارتباط الذاتي المشهورة2شكل )
الارتبدداط الددذاتي لددبعص العمليددات العشددوائية والنمدداذج ذات الاتجدداه المحدددد والأمثلددة استيددة توضددح كيفيددة إيجدداد 

 )غير العشوائي(.
 {ε𝑡}الاضطرابات الهادئة" "أوجد دالة الارتباط الذاتي لعملية  (:6مثال )
 اضطرابات هادئة فإن: {ε𝑡}حيث إن عملية  : الحل

𝐸(ε𝑡) = 0 ;   𝑡 = 0,±1,±2,… .. 
𝑉(ε𝑡) = 𝜎

2 ;   𝑡 = 0,±1,±2,… .. 
γ(𝑘) = 𝐶𝑜𝑣(ε𝑡 , ε𝑡−𝑘)  ;   𝑘 ≠ 0; 𝑡 = 0,±1,±2 

ρ(𝑘):   وبالتالي فإن =  
γ(𝑘)

γ(0)
= 0  , 𝑘 ≠ ρ(𝑘)  أن: أ  0 = {

1  , 𝑘 = 0
0  , 𝑘 ≠ 0  

 

 (: 7مثال )
𝑦𝑡تتبع النموذج  𝑦𝑡كان  السلسة  إذا = 𝛽0 + 𝛽1𝑡 + 𝜀𝑡  حيث𝜀𝑡   عمليددة اضطرابات هادئة، أوجد دالة

 𝑦𝑡الارتباط الذاتي للسلسلة 
 : الحــــل

𝑉(𝑦𝑡) = 𝑉(𝛽0 + 𝛽1𝑡 + 𝜀𝑡) = 𝑉(𝜀𝑡) = 𝜎
2 

𝑓(𝑡)وذلك لأن الدالة  = 𝛽0 + 𝛽1𝑡 )هي دالة محددة )غير عشوائية Deterministi  .أ  غير عشوائية 
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𝑦(𝑠, 𝑡) = 𝐶𝑜𝑣(𝛽0 + 𝛽1𝑠 + 𝜀𝑠 , 𝛽0 + 𝛽1𝑡 + 𝜀𝑡) = 0  , 𝑠 ≠ 𝑡 
ρ(𝑘):         ومن ثم فإن =  {

1   , 𝑘 = 0
0  , 𝑘 ≠ 0

 
وتجدددر الإشددارة هنددا إلددى حقيقددة فددي غايددة الأهميددة وهددي أن دالددة الارتبدداط الددذاتي لهددذا النمددوذج تسدداو  الصددفر 

حيث  ،السلسلةا من الفجوة الزمنية الأولى، أ  أن هناك انقطاع تام لهذه الدالة على الرغم من عدم سكون هذه بدءً 
إن لها اتجاه عام خطددي بالزيادة أو النقصدان علدى عكدس مدا قدد ندرت فدي الفصدول القادمدة عندد التعامدل مدع نمداذج 

ARIMAحيدث إن النمدوذج  ،. وفي الواقع أندا لا يوجدد تعدارا بدالمرة كمدا سدنرت فدي الفصدول القادمدة𝑦𝑡  فدي هدذا
فددددي  اكمدا أوضدحنا سدابقً  Deterministicبل هو نموذج محددد   nonstochastic  االمثال الذ  بين أيدينا ليس عشوائيً 

. وقد ذكرنا هذا النموذج فدي اا منطقيً الباب الأول، وبالتالي فعدم وجود ارتباط ذاتي بين مشاهدات السلسلة يبدو أمرً 
بموضدوعات النمداذج هذا الباب لأنا عادة ما يحدث لبس للطالب أو الباحث الذ  ليس لديا الخبرة والدرايدة الكاتيدة 

المحددددة والعشددوائية وعلاقتهددا بالسددكون وعلاقددة هددذا بددالأخير بدالددة الارتبدداط الددذاتي. وبددالطبع مددا يقددال عددن النمددوذج  
𝑦𝑡 .في هذا المثال يقال عن كل النماذج المحددة 

 (5في المثال ) {𝑦𝑡 } أوجد دالة الارتباط الذاتي للعملية (:8مثال )
 : لالح

 :المثال وجدنا أنعند حل هذا 

γ(𝑘) = {
𝜎2(1 + 𝜃2) , 𝑘 = 0

−𝜃𝜎2          , 𝑘 = 1
0                 , 𝑘 ≥ 2

 

ρ(𝑘)وبالتالي فإن:                         = {

1              ; 𝑘 = 0

−
𝜃

1+𝜃2
    ; 𝑘 = 1

0            ; 𝑘 ≥ 2

 

 : تقدير دالة الارتباط الذاتي 3.1

أوضدحنا سددابقاً أهميدة وضددع شدروط السددكون علدى العمليددة العشدوائية التددي ولددت السلسددلة المرصدودة )المتاحددة( 
وأهمهددا تخفدديص عدددد المعددالم الرئيسددية )عددددزوم الدرجددددة الأولددي والثانيددة وسددهولة تفسدديرها وممكانيددة تقددديرها باسددتخدام 

,𝑦1 مشاهدات السلسلة المتاحة  𝑦2, …… , 𝑦𝑛 ذه التقديرات يمكن تقدير دالة الارتبداط الدذاتي للعمليدة وبناء على ه
 :العشوائية الساكنة بأحد التقديرين استيين

𝑟(𝑘) = 𝜌̂(𝑘) =
∑ (𝑦1 − 𝑦̅)(𝑦𝑡+𝑘 − 𝑦̅)
𝑛−𝑘
𝑡=1

∑ (𝑦1 − 𝑦̅)
2𝑛

𝑡=1
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𝑟0(𝑘) = 𝑝̃(𝑘) =

1

𝑛−𝑘
∑ (𝑦1 − 𝑦̅)(𝑦𝑡+𝑘 − 𝑦̅)
𝑛−𝑘
𝑡=1

1

𝑛
∑ (𝑦1 − 𝑦̅)

2𝑛
𝑡=1

 

، ولددذلك فلدديس هندداك أيددة أف ددلية لإحددداهما علددى اسخددر،  biasedوفددي الحقيقددة أن هددذين التقددديرين متحيددزان 
لتقددير دالدة الارتبداط الدذاتي، وهدذا التقددير هدو الدذ  سنسدتخدما بالفعدل فدي  𝑟(𝑘)وعادة ما يسدتخدم التقددير الأول  

𝐸(𝑌1 سداكنة وخطيدة وأن العدزم الرابدع  {𝑦𝑡} هذا الكتداب. ويمكدن إثبدات أندا إذا كاند  العمليدة العشدوائية 
محددود (4

متوسددطا  Normalكبيددرة( توزيددع معتدداد )معتدددل(  nإذا كاندد  )يتبددع تقاربيدداً  𝑟(𝑘)فددإن تقدددير دالددة الارتبدداط الددذاتي 
ρ(𝑘)  ولددا تبدداين معددين معددروف يعتمددد علددىρ(𝑘)  أي دداً. ومددن ثددم يمكددن إجددراء الاختبددارات الإحصددائية الخاصددة
 .الارتباطات الذاتية المختلفة significanceبمعنوية 

 𝑟(𝑘)والحالة الخاصة الهامة إذا كان  العملية العشوائية موضع الدراسة عملية "اضطرابات هادئة فإن تبداين 
𝑉[𝑟(𝑘)]  يأخذ الصورة البسيطة استية: ≈

1

𝑛
 

عندد تشدخيص نمدداذج  ت ا سدنر مدداتي فدي هددذه الحالدة بشدكل تقريبدي ككدن اختبدار معنويددة الارتبداط الدذ ومدن ثدم يم
ARIMA  معاملات الارتباط الذاتي يوضح كيفية حساب  تياسوالمثال  .في الباب الرابع: 

ــال ) أحددد المحددلات  مددن إحدددت السددلع فدددددي اد الوحدددات المباعددة بالمائددة سددنويً تمثددل البيانددات استيددة عددد  (:9مث
 : الكبرت 

 السنة  1992 1993 1994 1995 1996 1997 1998 1999

 عدد الوحدات المباعة  1 3 2 4 3 2 3 2

 .احسب معاملات الارتباط الذاتي وارسم دالة الارتباط المقدرة
 :الحـل

𝑦̅ =
20

8
= 2.5  ; ∑(𝑦𝑡 − 𝑦̅)

2 = 6

8

𝑡=1

 

𝑟(1) =
∑ (𝑦1 − 𝑦̅)(𝑦𝑡+𝑙 − 𝑦̅)
7
𝑡=1

6
 

𝑟(1) =
1

6
[(𝑦1 − 𝑦̅)(𝑦2 − 𝑦̅) + (𝑦2 − 𝑦̅)(𝑦3 − 𝑦̅) + (𝑦3 − 𝑦̅)(𝑦4 − 𝑦̅) + 

(𝑦4 − 𝑦̅)(𝑦5 − 𝑦̅) + (𝑦5 − 𝑦̅)(𝑦6 − 𝑦̅) + (𝑦6 − 𝑦̅)(𝑦7 − 𝑦̅) 
+(𝑦7 − 𝑦̅)(𝑦8 − 𝑦̅)] = −0.29 

𝑟(2) =
1

6
[(𝑦1 − 𝑦̅)(𝑦3 − 𝑦̅) + (𝑦2 − 𝑦̅)(𝑦4 − 𝑦̅) + (𝑦3 − 𝑦̅)(𝑦5 − 𝑦̅) + 

(𝑦4 − 𝑦̅)(𝑦6 − 𝑦̅) + (𝑦5 − 𝑦̅)(𝑦7 − 𝑦̅) + (𝑦6 − 𝑦̅)(𝑦8 − 𝑦̅)] = 0.17 
 مثل يمكن إثبات أنّ: وبال
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𝑟(3) = −0.21; 𝑟′4) = −0.33 ;   𝑟(5) = 0.21 ; 𝑟(6) = −0.17;   𝑟(7) = 0.13 
 (.3ومنا يمكن عرا دالة الارتباط الذاتي المقدرة في الشكل )

 (: تمثل البيانات استية متوسط النسبة المئوية للسنوية للرطوبة في إحدت المدن:10مثال )
 السنة  1990 1991 1992 1993 1994

 الوحدات بالمائةعدد  20 30 10 20 20

 ارسم دالة الارتباط الذاتي لهذه البيانات.
 :الحل

𝑦̅ =
100

58
= 20  ;   ∑(𝑦𝑡 − 𝑦̅)

2 = 200

5

𝑡=1

 

𝑟(1)يمكن بسهولة إثبات أنّ:  = −
1

2
  ;   𝑟(2) = 𝑟(3) = 𝑟(4) = 0   

 (.4ويمكن رسم هذه الدالة في الشكل )
 تنقطع فجأة بعد الفجوة الزمنية الأولى. 𝑟(K)ويلاح  أن 

   Partial Autocorrelation Functionدالة الارتباط الذاتي الة ئي . 2
والتدددي سدددبق  𝜌(𝑘)−تلعدددب دالدددة الارتبددداط الدددذاتي الجزئدددي دوراً لا يقدددل أهميدددة عدددن دور دالدددة الارتبددداط الدددذاتي 

تقدددديمها فدددي المبحدددث السدددابق فدددي التعدددرف علدددى النمدددوذج الملائدددم للبياندددات الزمنيدددة المرصدددودة فدددي منهجيدددة بدددوكس 
وقبدل تعريدف هددذه الدالدة ودراسدة خصائصدها فددي السلاسدل الزمنيدة قدد يكددون مدن الأف دل أن نسدتهل هددذا  .وجينكندز

المألوفدة لددت القدارئ ثدم ننتقدل إلدى  الانحددارمجدالات  المبحددث بمقدمة عن مفهوم الارتباط الجزئي بصفة عامة فدي
تعميم هذا المفهوم في مجالات السلاسل الزمنية ودراسة خصائص دالة الارتباط الدذاتي الجزئدي وأهدم طدرق تقدديرها 

 باستخدام بيانات سلسلة زمنية متاحة.

 مقدمة: 1.2

,Xافترا أن     Z,W   متغيدرات عشدوائية لهدم دالدة كثافدة احتمدال مشدترك   ثلاثة𝑓(𝑥, 𝑧, 𝑤).  مدن المعدروف
أن معامدل الارتبداط الخطدي  -وفدي موضدوعات الانحددار بصدفة خاصدة  –في موضدوعات الإحصداء بصدفة عامدة 

,Xبين المتغيرين  Z يعرف في  :ρ(𝑋, 𝑍) = 𝜌𝑋,𝑍 =
𝐶𝑜𝑣(𝑋,𝑍)

√𝑉𝑎𝑟(𝑋)𝑉𝑎𝑟(𝑍)
 

,𝑋رجة الاعتماد الخطي )الكلي( بين المتغيرين د  𝜌𝑋,𝑍ويقيس المعامل   𝑍  أ  قوة الارتباط الخطي بينهمدا إذا
 :المتغير التابع( هو 𝑋كان  العلاقة بينهما على الشكل التالي )بافتراا أن 

𝐸(𝑋 ∕ 𝑍) = 𝛽0 + 𝛽1𝑍 
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افدددة ويمثدددل بسدددط معامدددل الارتبددداط الخطدددي التغددداير بدددين المتغيدددرين والدددذ  يمكدددن الحصدددول عليدددا مدددن دالدددة كث
,𝑋الاحتمال المشدتركة للمتغيدرين  𝑍 وذلدك بإيجداد , 𝐸(𝑋 − µ𝑋)(𝑍 − µ𝑍) بينمدا يمثدل المقدام الجدذر التربيعدي ،

𝐸(𝑋بإيجدداد  𝑋لحاصددل ضددرب تبدداين المتغيددرين. ويمكددن الحصددول علددى تبدداين المتغيددر  − µ𝑋)
باسددتخدام دالددة  2

𝐸(𝑍بإيجدددداد  𝑍، بينمددددا يمكددددن الحصددددول علددددى تبدددداين المتغيددددر  𝑋كثافددددة الاحتمددددال الهامشددددي للمتغيددددر  − µ𝑍)
2 

𝜌𝑋,𝑍 . إذا كان Zباستخدام دالة كثافة الاحتمال الهامشي للمتغير   > فإن هذا يعني أن القيم الكبدرت للمتغيدرين  0
𝜌𝑋,𝑍مددا تميددل أي دداً أن تحدددث معدداً. أمددا إذا كددان تميددل أن تحدددث معدداً، كمددا أن القدديم الصددغرت له < فددإن هددذا  0

 يعني أن القيم الكبرت لأحد المتغيرين تميل أن تحدث مع القيم الصغرت للمتغير اسخر.
,𝑋ولكن من جهة أخرت قد يكدون هنداك علاقدة بدين كدل مدن المتغيدرين     𝑍  بدالمتغير الأخدر𝑊  وفدي هدذه ،

,𝑋ر عن صافي العلاقة بين المتغيرين لا يعب  𝜌𝑋,𝑍الحالة فإن   𝑍  بالإضدافة إلدى  -ومنما تعتمد قيمدة هدذا المعامدل
,𝑋العلاقددة بددين  𝑍 -  إلددى مدددت ارتبدداط كددل مددن هددذين المتغيددرين بددالمتغير الثالددث𝑊  فتغيددر المتغيددر الثالددث .W 

,𝑋يساهم في تغير كل من المتغيرين   𝑍  ومن ثم يتأثر معامل الارتباط𝜌𝑋,𝑍 ذا التغيدر. وفدي كثيدر مدن الأحيدان بهد
,𝑋قددد يكددون مددن المرغددوب تيددا البحددث فددي صددافي العلاقددة المتغيددرين  𝑍  بعددد حددذف تددأثير المتغيددرW  علددى هددذين

 -𝜌𝑋,𝑍,𝑊والددذ  يرمددز لددا عددادة بددالرمز  -. ولإيجدداد مثددل هددذا الارتبدداط  Wالمتغيددرين أ  بددافتراا ثبددات المتغيددر 
,𝑓(𝑥يجب أولًا إيجاد التوزيع الشرطي  𝑧|𝑤)  الشرطي. لإيجاد معامل الارتباطواستخدام هذا التوزيع 

𝜌𝑋,𝑍,𝑊 =
𝐶𝑜𝑣(𝑋, 𝑍|𝑊)

√𝑉𝑎𝑟(𝑋|𝑊). 𝑉𝑎𝑟(𝑍|𝑊)
=

𝐸[𝑋 − 𝐸(𝑋|𝑊)][𝑍 − 𝐸(𝑍|𝑊)]

√𝐸[𝑋 − 𝐸(𝑋|𝑊)]2. 𝐸[𝑍 − 𝐸(𝑍|𝑊)]2
 

,Xوالسبب في اقتراح الصيغة السابقة لقياس الارتباط الجزئي بين المتغيرين  Z  يعود إلى أن المتغير العشوائي
[𝑋 − 𝐸(𝑋|𝑊)]  يمثدددل المتغيدددر العشدددوائيX  بعدددد حدددذف تدددأثير المتغيدددر𝑊كمدددا أن المتغيدددر العشدددوائي ،[𝑍 −

𝐸(𝑍|𝑊)] يمثددل المتغيددر العشددوائيZ  بعددد حددذف تددأثير المتغيددرWمددل الارتبدداط بددين المتغيددر . ومددن ثددم فددإن معا
[𝑋 − 𝐸(𝑋|𝑊)]   والمتغير[𝑍 − 𝐸(𝑍|𝑊)]  يكدون اقتدراح منطقدي لقيداس درجدة  -والمعدرف بالصديغة السدابقة

,Xالارتباط الجزئي بين المتغيرين  Z  بعد حذف تأثير المتغيرW. 
 :(1نظرية )

,𝑋إذا كان  المتغيرات العشوائية  𝑍,𝑊  تتبع توزيع معتاد ثلاثtrivariate normal distribution فإن: 

𝜌𝑋,𝑍,𝑊 =
𝜌𝑋,𝑍 − (𝜌𝑋,𝑊)(𝜌,𝑍,𝑊)

√(1 − 𝜌2 )(1 − 𝜌2 )
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السلاسدل الزمنيدة فدي  ولن نتعرا لإثبات هذه النيرية هنا لأننا سدنثب  الوجدا اسخدر لهدذه النيريدة فدي مجدال
 المبحث التالي.

 : ماهية الارتباط الذاتي الة ئي 2.2

عندددد الفجددوة الزمنيدددة الثانيدددة  موضدددوعات السلاسددل الزمنيدددة تحيدددى دراسددة معامدددل الارتبددداط الددذاتي الجزئددديفددي 
حيث يقيس هذا المعامل درجة الارتباط الخطي بين متغيرين يبعدان عن بع هما البعص وحددتان   ،بأهمية خاصة

فهذا المعامل يقيس قدوة العلاقدة  .متغيرأ  بافتراا ثبات هذا ال  ،زمنيتان بعد حذف تأثير المتغير الذ  يقع بينهما
,𝑌4، ويقيس قوة العلاقة الخطيدة بدين المتغيدرين  Y2بعد حذف تأثير المتغير  Y Yالخطية بين المتغيرين  𝑌2  بعدد
هدددذا المعامدددل قدددوة الارتبددداط الخطدددي بدددين المتغيدددرين  ، ... وهكدددذا. وبصدددفة عامدددة يقددديس𝑌3حدددذف تدددأثير المتغيدددر 

𝑌𝑡 , 𝑌𝑡−2  بعدددد حدددذف تدددأثير المتغيدددر الدددذ  يقدددع بينهمدددا وهدددو𝑌𝑡−1،  أ  بدددافتراا ثبدددات هدددذا المتغيدددر ويرمدددز لهدددذا
ϕالمعامدل عدادة بدالرمز 

22
𝑌𝑡] ويمكدن تفسديره علدى أندا معامدل الارتبداط الخطدي بدين المتغيدر  − 𝐸(𝑌𝑡|𝑌𝑡−1)] 

𝑌𝑡−2]والمتغير  − 𝐸(𝑌𝑡−2|𝑌𝑡−1)] ويمكن حسابا باستخدام دالتي الاحتمال الشرطي ، 𝑓(𝑌𝑡 , 𝑌𝑡−2|𝑌𝑡−1)  و
𝑓(𝑌1|𝑌𝑡−1) 
 (:2نظرية )

𝑌𝑡 { ساكنة وكان  المتغيرات 𝑌𝑡إذا كان  العملية } , 𝑌𝑡−1, 𝑌𝑡−2 ًنإمعتاداً )معتدلًا( ثلاثياً فد تتبع توزيعا: 
د حيث إن المتغيرات الثلاثة تتبع توزيع معتاد  𝜙22: فإن متعدِّّ =

𝜌(2)−𝜌2(1)

1−𝜌2(1)
 

 :البرهان
د حيث أن المتغيرات الثلاثة تتبع توزيع معتاد   فإن: متعدِّّ

𝐸(𝑌𝑡−2|𝑌𝑡−1) = µ + 𝜌(1)[𝑌𝑡−1 − µ]          (1) 
𝐸(𝑌𝑡|𝑌𝑡−1) = µ + 𝜌(1)[𝑌𝑡−1 − µ]                     (2) 
𝑉𝑎𝑟(𝑌𝑡−2|𝑌𝑡−1) = 𝜎

2[1 − 𝜌2(1)]                      (3) 
𝑉𝑎𝑟(𝑌𝑡|𝑌𝑡−1) = 𝜎

2[1 − 𝜌2(1)]                            (4) 
𝜙22 = 𝐶𝑜𝑟𝑟{[𝑌𝑡 − 𝐸(𝑌𝑡|𝑌𝑡−1)]  , [𝑌𝑡−2 − 𝐸(𝑌𝑡−2|𝑌𝑡−1)]} 
=
𝐸[𝑌𝑡 − 𝐸(𝑌𝑡|𝑌𝑡−1)] [𝑌𝑡−2 − 𝐸(𝑌𝑡−2|𝑌𝑡−1)]

√𝑉𝑎𝑟(𝑌𝑡|𝑌𝑡−1). 𝐸(𝑌𝑡−2|𝑌𝑡−1)
        (5) 

 :نصل إلى 𝜙22ي بسط المعامل ( ف2( و )1بالتعويص من )
البسط = 𝐸[𝑌1 − µ − 𝜌(1)(𝑌𝑡−2 − µ)][𝑌𝑡−2 − µ − 𝜌(1)(𝑌𝑡−1 − µ)] 

= 𝐸[𝑌1 − µ][𝑌𝑡−2 − µ] − 𝜌(1)𝐸(𝑌1 − µ)(𝑌𝑡−1 − µ) 
−𝜌(1)𝐸(𝑌𝑡−1 − µ)(𝑌𝑡−2 − µ) + 𝜌

2𝐸(𝑌1 − µ)
2 
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= γ(2) − 𝜌(1)γ(1) − 𝜌(1)γ(1) +
𝜌(1)γ(0)γ(1)

γ(0)
= γ(2) − 𝜌(1)γ(1)        (6) 

 :( نصل إلى5في المعادلة ) 𝜙22( في مقام المعامل 2( و )1بالتعويص من )
المقام  =  γ(0)[1 − 𝜌2(1)]            (7) 

𝜙22:    ( نصل إلى7( على )6بقسمة ) =
[𝛾(2)−𝜌(1)𝛾(1)]

𝛾(0)[1−𝜌2(1)]
= 

𝜌(2)−𝜌2(1)

1−𝜌2(1)
 

 .وهو المطلوب إثباتا
 : ( مباشرة وذلك بوضع1رية )الني ( بالتعويص عدن2النيرية )وتجدر الإشارة إلى أنا يمكن بسهولة إثبات 

𝑌𝑡−2 = 𝑋 ; 𝑌𝑡 = 𝑍 ;   𝑌𝑡−1 = 𝑊 
 يف: تعر 

بأندا معامدل الارتبداط الخطدي بدين  𝑘عند الفجوة الزمنية  {𝑌𝑡} يعرف معامل الارتباط الجزئي للعملية الساكنة 
𝑌𝑡المتغيرين  , 𝑌𝑡−𝑘  بعد حذف تأثير المتغيرات التد تقع بينهما وهي 𝑌𝑡−1, 𝑌𝑡−2, … 𝑌𝑡−𝑘+1 
سديره علدى أندا معامدل الارتبداط تفويمكدن  ϕ22بدالرمز  kويرمز عادة لمعامل الارتبداط الجزئدي عندد الفجدوة     
𝑌𝑡]  المتغيدددددددددددددري بدددددددددددددين  الخطددددددددددددد − 𝐸(𝑌𝑡|𝑌𝑡−1, 𝑌𝑡−2, … . , 𝑌𝑡−𝑘+1)] والمتغيدددددددددددددر [𝑌𝑡−𝑘 −

𝐸(𝑌𝑡|𝑌𝑡−1, 𝑌𝑡−2, … . , 𝑌𝑡−𝑘+1)]  ويمكددن حسدداب معامددل الارتبدداط الددذاتي باسددتخدام دوال الاحتمددال الشددرطي .
𝑘المناسبة لجميع قيم  = 1, 2,…. 

 :تعريف
 .𝑘والفجوة الزمنية ϕ𝑘𝑘الجزئي  تعرف دالة الارتباط الذاتي الجزئي بأنها علاقة دالية بين معاملات الارتباط

ا  عدادة فدي –شدأنها فدي ذلدك شدأن دالدة الارتبداط الدذاتي  -الارتباط الجزئي وتعرا دالة   شدكل رياضدي وأحياندً
 .(125صفحة  2005)شعراو ،  في شكل جدولي أو بياني

 :خصائص دالة الارتباط الذاتي الة ئي 3.2

 يلي:تتصف دالة الارتباط بعدة خصائص هامة نذكر منها ما 
𝜙00أن:  معامدددل الارتبددداط الدددذاتي الجزئدددي عندددد الفجدددوة الزمنيدددة صدددفر يسددداو  واحدددد، أ  -1 = لأ  عمليدددة 4

 .ساكنة
 [1,1−]تقع دائمًا على الفترة المغلقة  𝜙00قيمة   -2
ا يسداو  معامدل الارتبداط الدذاتي عندد الفجدوة معامل الارتباط الذاتي الجزئي عند الفجوة الزمنية الأولدي دائمدً  -3

𝜙11الزمنية الأولى، أ  أن = ρ(1)  وذلك لعدم وجود متغيرات بين المتغيرينY𝑡 , Y𝑡−1 
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𝜙𝑘𝑘إذا كان   -4 =  kفهذا يعني أنا لا توجد علاقة خطية جزئية بين أ  متغيرين الفاصل الزمني بينهمدا   0
 وحدة، ولكن بالطبع قد توجد علاقة جزئية غير خطية بينهما.

𝜙𝑘𝑘وتأخددذ الدالددة ، فتددارة  ρ(𝑘)فددي التحليددل الحددديث أشددكالًا قريبددة الشددبا مددددن أشددكال دالددددددة الارتبدداط الددذاتي   
اكي دالة تتلاشى ببطء، وتارة تتلاشي بسرعة في صورة أسددية وتارة تقترب تدريجيًا من الصفر في شكل موجات تح

الجيب أو في شكل توليفة من الددوال الأسدية، وتدارة تنقطدع كليدة بعدد عددد معدين مدن الفجدوات الزمنيدة. وتلعدب دالدة 
لاختبدار سدكون السلسدلة بجاندب  الارتباط الذاتي الجزئي دوراً لا يقل أهمية عن دور دالدة الارتبداط الدذاتي، فتسدتخدم

الدد  وظفدد  بواسددطة بددوكس وجينكنددز للتعددرف علددى النمددوذج المبدددئي الطددرق الأخددرت، وهددى أحددد الأدوات الرئيسددية 
وتشخيص هذا النموذج مدن أجدل تحسدينا أو تطدويره وسدنتعرا للددور الدذ  تل بدا هدذه الدالدة بالتفصديل عندد تقدديم 

 منهجية بوكس وجينكنز في الباب الرابع.

 : دالة الارتباط الذاتي الة ئي تقدير  4.2

قدددم الفكددر الخددا  بالسلاسددل الزمنيددة أسدداليب عديدددة لتقدددير دالددة الارتبدددداط الدددذاتي الجزئددي ويعتبددر أسددلوب أو 
والكر من أهدم هدذه الأسداليب علدى الإطدلاق. ونيدرا لأهميدة هدذا النيدام والددور الهدام الدذ  يل بدا فدي   -نيام يوول  

صددنا المبحددث القددادم بالكامددل لعددرا هددذا النيددام بالتفصدديل، بينمددا نقدددم فددي هددذا خص  منهجيددة بددوكس وجينكنددز فقددد 
 المبحث أسلوبين آخرين لتقدير الارتباط الذاتي الجزئي.

 :الأسلوب الأول
𝑌𝑡 لدراسدددة الارتبددداط الجزئدددي بدددين المتغيدددرين  , 𝑌𝑡−𝑘 علاقدددة الانحددددار بدددين المتغيدددر  يفتدددرا هدددذا الأسدددلوب أن

𝑌𝑡−𝑘  والمتغيرات التي تقع بينا وبين المتغير𝑌𝑡 على الصورة الخطية استية: 
𝑌𝑡−𝑘 = 𝛽0 + 𝛽1𝑌𝑡−𝑘+1 + 𝛽2𝑌𝑡−𝑘+2 +⋯+ 𝛽𝑘−1𝑌𝑡−1 + 𝜀𝑡−𝑘 ; 𝑘 = 2,3,…𝑛 − 1 

(2.3.1) 
 :وبالتالي فإن المتغير العشوائي

 𝜀𝑡−𝑘 = 𝑌𝑡−𝑘 − (𝛽0 + 𝛽1𝑌𝑡−𝑘+1 + 𝛽2𝑌𝑡−𝑘+2 +⋯+ 𝛽𝑘−1𝑌𝑡−1) 
. وبالمثدددل يفتدددرا هدددذا  𝑌𝑡بعدددد حدددذف تدددأثير المتغيدددرات التدددي تقدددع بيندددا وبدددين المتغيدددر  𝑌𝑡−𝑘يمثدددل المتغيدددر 

 : على الصورة الخطية 𝑌𝑡−𝑘والمتغيرات التي تقع بينا وبين المتغير  𝑌𝑡الأسلوب أن علاقة الانحدار بين المتغير 
𝑌𝑡 = 𝛼0 + 𝛼1𝑌𝑡−𝑘+1 + 𝛼2𝑌𝑡−𝑘+2 +⋯+ 𝛼𝑘−1𝑌𝑡−1 + 𝜀𝑡−𝑘  ; 𝑘 = 2,3,…𝑛 − 1 

 (2.3.2) 
𝑒𝑡: ومن ثم فإن المتغير العشوائي = 𝑌𝑡 − (𝛼0 + 𝛼1𝑌𝑡−𝑘+1 + 𝛼2𝑌𝑡−𝑘+2 +⋯+ 𝛼𝑘−1𝑌𝑡−1) 
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 ϕ𝑘𝑘وبنداءً علدى ذلدك يمكدن تقددير  𝑌𝑡−𝑘بعد حذف المتغيرات التي تقدع بيندا وبدين المتغيدر   𝑌𝑡يمثل المتغير  
 :عن طريق إجراء الخطوات استية

𝑘 ن ددع  -1 = ( 2.3.2، ثددم نجددر  الانحدددار )𝜀𝑡̂( ونحصددل منددا علددى البددواقي 2.3.1ونجددر  الانحدددار )2
 .𝑒̂𝑡ونحصل منا على البواقي 

. هددذا المعامددل يعطددي تقدددير مناسددب 𝑒̂𝑡والقدديم  𝜀𝑡̂نحسددب معامددل بيرسددون للارتبدداط الخطددي بددين قدديم القدديم -2
 . ϕ̂22، ويرمز لا عادة بالرمز  ϕ22لمعامل الارتباط الجزئي 

𝑘ن دددع  -3 =  ϕ33الدددذاتي الجزئدددي  ونكدددرر الخطدددوتين السدددابقتين ونحصدددل علدددى تقددددير لمعامدددل الارتبددداط 3
 .  ϕ̂33وليكن 

، وبالتددالي يمكددن الحصددول علددى التقددديرات  𝑘لجميددع القدديم الأخددرت للفجددوة الزمنيددة  2,1نكددرر الخطددوتين  -4
. ϕ̂22, ϕ̂33. 

 :الأسلوب الثاني
انحدددار مختلفتددين لتقدددير كددل معامددل.  إلا إنددا يحتدداج إلددى توفيددق معددادلتيبددالرغم مددن سددهولة الأسددلوب الأول، 

ومدددن ثدددم لا بدددد مدددن توفيدددق عددددد مدددن معدددادلات الانحددددار يسددداو  ضدددعف عددددد معددداملات الارتبددداط الدددذاتي الجزئدددي 
المطلدددوب تقدددديرها. الأسدددلوب الثددداني يدددوفر نصدددف هدددذا العددددد وذلدددك بتوفيدددق مجموعدددة معدددادلات الانحددددارات استيدددة 

 (127صفحة  2005)شعراو ،  ليمثل التقدير المطلوب.والحصول على آخر تقدير في كل معادلة 
1.    𝑌𝑡 = 𝜙21𝑌𝑡−1 + 𝜙22𝑌𝑡−2 + 𝜀𝑡 

2.      𝑌𝑡 =  𝜙31𝑌𝑡−1 + 𝜙32𝑌𝑡−2 + 𝜙33𝑌𝑡−3 + 𝜀𝑡    
⋮       ⋮          ⋮           ⋮    ⋮                     ⋮ 

𝑘.          𝑌𝑡 =  𝜙𝑘1𝑌𝑡−1 + 𝜙𝑘2𝑌𝑡−2 +⋯ .+𝜙𝑘𝑘𝑌𝑡−𝑘 + 𝜀𝑡  
بشكل مستقل  𝜙11وقبل أن نختتم هذا المبحث تجدر الإشارة بالقول بأنا قد لا يكون هناك داع لتقدير المعامل

، لأنددا لدديس هندداك أ  متغيددرات تقددع بددين  ρ(1) رتبدداط الددذاتي حيددث إن هددذا المعامددل يسدداو  بددالتعريف معامددل الا
𝑌𝑡 , 𝑌𝑡−1 تقدير  ، ومن ثم يمكن𝜙11 :كما يلي 𝜙̂11 = 𝜌̂(1) = 𝑟(1). 



 

 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

  المحور الثامن:

نموذج تمهيد الأس ي للتنبؤ 

 بالسلاسل الزمنية.



 د الأسي للتنبؤ بالسلاسل ال منية نموذج تمهي الثامن:                                                                   المحور 

 

130  

 

 

 Exponential Smoothing  التمهيد الأسى .1

والتدي تفيدد فقدط إذا كاند  بياندات  اطريقة المتوسطات المتحركة البسيطة السابق ذكرها من الطرق الخاصة جدً 
أ  إذا كاند  البياندات تتدأرجح بشدكل غيدر نمطدي حدول متوسدط ثابد  يمثدل   ،السلسلة يغلب عليها الطابع العشدوائي

طبيقدات . ولكدن فدي الكثيدر مدن الت(235صدفحة  1992)والتر،  مستوت السلسلة على الفترة الزمنية موضع الدراسة
قد يتغير متوسط الياهرة ببطء على الفترة الزمنيدة موضدع الدراسدة، وفدي مثدل هدذه الحدالات قدد يكدون مدن المنطقدي 

أو بدددلاخر بزيدددادة عمدددر المشددداهدة أ  بزيدددادة  ا تتنددداقص بشدددكل  إعطددداء وزن أكبدددر لأحددددث مشددداهدة عندددد التنبدددؤ وأوزاندددً 
تنبدؤ عندده. وبدالطبع يوجدد العديدد مدن الددوال الرياضدية التدي الفاصل الزمني بين زمدن المشداهدة والدزمن الدذ  يدراد ال

أن أهدم هدذه الددوال مدا يعدرف بالددوال الأسدية  تعكس مفهوم تناقص الأوزان أو الأهميات بزيدادة عمدر المشداهدة، إلاّ 
والتدي وجدددت أرضددية خصددبة وممهدددة لدديس فددي أدبيددات السلاسددل الزمنيددة التقليديددة فحسددب بددل فددي الأدبيددات الحديثددة 

ا. وتعتمد فكرة هذه الدوال على إعطاء وزن ترجيح كبير لأحددث مشداهدة عندد الدزمن الدذ  يدراد التنبدؤ عندده ثدم أيً  
 إعطاء أوزان ترجيحية تتناقص بشكل أسي مع زيادة الفاصل الزمني بين زمن التنبؤ وزمن المشاهدة.

𝑡ونريد التنبؤ بقيمدة اليداهرة عندد الفتدرة الزمنيدة  𝑡إذا افترضنا أننا نقف عند نقطة أصل معينة  + وأن هدذا  1
 :يعرف على الصورة , ، فإن نموذج التمهيد الأسي𝑦̂1(1)التنبؤ يرمز لا بالرمز 

𝑦̂1(1) =
1

𝑐
[𝑦𝑡 +𝑤𝑦𝑡−1 +𝑤

2𝑦𝑡−2 +⋯𝑤
𝑡−1𝑦𝑡]       ……………… . (1.6.8) 

 :      حيث 

0 < 𝑤 < 1  ;   𝑐 =∑𝑤𝑡
𝑡−1

𝑖=0

=
(1 − 𝑤𝑡)

(1 − 𝑤)
 

مجموع أوزان التدرجيح التدي  ، إلى 𝑐، ويشير الثاب  discount coefficientبمعامل التناقص  𝑤 العدد ويسمي 
( عادة في أدبيات السلاسل الزمنية بنمدوذج 1.6.8( متوسط حقيقي. ويعرف النموذج )1.6.8تجعل من النموذج )

ويشدددار إليدددا عدددادة  exponentially weighted moving average modelا المتوسددطات المتحركدددة المدددرجح آسددديً 
علدددى سدددرعة التغيدددر فدددي مسدددتو  السلسدددلة وعدددادة مدددا يكدددون  𝑤. وتعتمدددد قيمدددة معامدددل التنددداقص EWMAبدددالحروف 

0.7 < 𝑤 < 0.95  
w𝑡 كبيرة فإن  𝑡 إذا كان   →  :( على الصورة1.6.8) وفي هذه الحالة يمكن إعادة كتابة النموذج 0

𝑦̂𝑡(1) = (1 − 𝑤)𝑦𝑡 + (1 − 𝑤)𝑤𝑦𝑡−1 + (1 − 𝑤)𝑤
2𝑦𝑡−2 +⋯….               (1.6.9) 
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1) لأن مجموع أوزان الترجيح  احقيقيً   الا يمثل بالفعل متوسطً  𝑦̂𝑡(1)وتجدر الإشارة إلى أن   − 𝑤), (1 −

𝑤)𝑤, (1 − 𝑤)𝑤2… ( يمكدددن 1.6.9يسددداو  الواحدددد الصدددحيح. كمدددا تجددددر الإشدددارة إلدددى أن نيدددام التدددرجيح ) ..
كبيددرة فددإن وزن التددرجيح الددذ  يعطددى المشدداهدة الحاليددة لا  𝑤، فددإذا كاندد   𝑤 لتعديلددا باختيددار قدديم مختلفددة للمعامدد

صدددغيرة فدددإن وزن التدددرجيح الدددذ  يعطدددى  𝑤 وأوزان التدددرجيح المتتابعدددة تتنددداقص بدددبطء، أمدددا إذا كانددد   ايكدددون صدددغيرً 
𝑤ذا كاند  ا وأوزان الترجيح المتتابعدة تتنداقص بسدرعة. فعلدى سدبيل المثدال إ ً للمشاهدة الحالية يكون كبير = 0.9 
𝑦𝑡فدددددإن معددددداملات المشددددداهدات  , 𝑦𝑡−1, 𝑦𝑡−2, ,0.1تكدددددون علدددددى الترتيدددددب  .… 0.09, أ  أن تدددددأثير  .…,0.081

𝑤 المشاهدات يت اءل ببطء، أما إذا كان   = 𝑦𝑡فإن معاملات نفس المشاهدات 0.1 , 𝑦𝑡−1, 𝑦𝑡−2, لاستكون …
,0.9  على الترتيب  0.09,  ا من المشاهدة الحالية.المشاهدات يت اءل بسرعة بدءً أ  أن تأثير  0.009

𝑡بؤ عند الفترة الزمنية السابقة )ويمكن كتابة التن −  :يلي ( كما1.6.9( من الصورة )1
𝑦̂𝑡−1(1) = (1 − 𝑤)𝑦𝑡−1 + (1 − 𝑤)𝑤𝑦𝑡−2 + (1 − 𝑤)𝑤

2𝑦𝑡−3 +⋯   (1.6.10) 
 Recurrence Formulaة( ( نصددل إلددى الصدديغة التكراريددة )التتاب يدد1.6.9( فددي )1.6.10وبددالتعويص مددن )

𝑦̂𝑡(𝑙)                    استية: = (1 − 𝑤)𝑦𝑡 +𝑤𝑦̂𝑡−𝐼(𝐼)               (1.6.11)        
يساو  الوسط الحسابي المرجح للتنبؤ السدابق لدا  𝑡( أن التنبؤ الحديث عند الزمن 1.6.11وتوضح الصيغة )

1و ) 𝑤ووزندددي التدددرجيح همدددا  𝑦𝑡 والمشددداهدة الحديثدددة 𝑦̂𝑡−𝐼(𝐼)مباشدددرة  − 𝑤 علدددى الترتيدددب وتسدددتأثر المشددداهدة )
صغيرة، بينما تكون مساهمة هذه المشاهدة صدغيرة إذا  𝑤الأحدث بالنصيب الأكبر في هذه العلاقة إذا كان  قيمة 

 :( من حساب التنبؤات للسلسلة بشكل تتابعي كاستي1.6.11كبيرة. وتمكن الصيغة ) 𝑤كان  قيمة 
𝑦̂1(𝐼) = (1 − 𝑤)𝑦1 +𝑤𝑦̂0(1)                       (1)   
𝑦̂2(𝐼) = (1 − 𝑤)𝑦2 +𝑤𝑦̂1(1)                       (2)   
𝑦̂3(1) = (1 − 𝑤)𝑦3 +𝑤𝑦̂2(1)                       (3)    

⋮ 
 :(2المعادلة )( في 1بالتعويص من المعادلة )

𝑦̂2(1) = (1 − 𝑤)𝑦2 +𝑤(1 − 𝑤)𝑦1 +𝑤
2𝑦̂0(1)                  (4) 

 :(3( في المعادلة )4بالتعويص من المعادلة )
𝑦̂3(1) = (1 − 𝑤)𝑦3 +𝑤(1 − 𝑤)𝑦2 +𝑤

2(1 − 𝑤)𝑦1 +𝑤
3𝑦̂0(1) 

 :بالاستمرار في هذه العملية نصل إلى
𝑦̂𝑡(1) = [(1 − 𝑤)𝑦𝑡 + 𝑤(1 − 𝑤)𝑦𝑡−1 + 𝑤

2(1 − 𝑤)𝑦𝑡−2 +⋯+𝑤
𝑡−1𝑦1] + 𝑤

1𝑦̂0(1)         (1.6.12) 

، يمكدددن التعبيدددر عندددا بدلالدددة مشددداهدات السلسدددلة 𝑡( أن التنبدددؤ عندددد الفتدددرة الزمنيدددة 1.6.12وتوضدددح الصدددورة )
𝑦𝑡المتاحدة , 𝑦𝑡−1, … . 𝑦1   والتنبدؤ الابتددائي𝑦̂0(1) الصديغة . وتجددر الإشدارة هندا إلدى ملاحيتدين أساسديتين حدول

𝑦𝑡أن معددداملات شددداهدات  ى(. الملاحيدددة الأولددد1.6.12) , 𝑦𝑡−1, … . 𝑦1 1)الترتيدددب ي علدددى هدددد − 𝑤), (1 −
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𝑤)𝑤, (1 − 𝑤)𝑤2, … (1 − 𝑤)𝑤𝑡−1  وأن هدددددذه المعددددداملات تقددددديس مسددددداهمة هدددددذه المشددددداهدات فدددددي التنبدددددؤ
𝑦̂𝑡(1) وكما هو واضح أن هذه المعاملات تعطي أهميات أكبر للمشاهدات الحديثة وتتناقص قديم هدذه المعداملات .

، ومن ثم  𝑦̂1(1)على التنبؤ  𝑦̂0(1)يقيس مساهمة التنبؤ المبدئي  𝑤𝑡 ية الثانية أن المعاملوالملاح  .بشكل أسي
معقدولًا. ولحسداب التنبدؤات عدادة  nإذا كدان طدول السلسدلة  𝑦̂1(1)على التنبؤ   𝑦̂0(1)يت اءل تأثير التنبؤ المبدئي  
( لسدددهولة تحدددديث التنبدددؤات حيدددث يكفدددي معرفدددة المشددداهدة الحديثدددة والتنبدددؤ 1.6.11مدددا تسدددتخدم الصددديغة التكراريدددة )

. بالنسددبة لاختيددار  𝑤ومعامددل التندداقص  𝑦̂0(1)السددابق مباشددرة. ولحسدداب التنبددؤات يجددب معرفددة القيمددة الابتدائيددة 
 :يد من الطرق لتقديرها أهمهاالعد  القيمة الابتدائية يوجد 

,𝑦1اسددتخدام الوسددط الحسددابي لقدديم السلسددلة  -1 𝑦2, … . , 𝑦𝑛، مددة إذا كددان ئوهددذه الطريقددة عددادة مددا تكددون ملا
 الدراسة. متوسط السلسلة يتغير ببطء على الفترة الزمنية موضع

 كتقدير للقيمة الابتدائية.  𝑦1ويف ل بعص الباحثين استخدام المشاهدة الأولي -2
 استخدام الوسط الحسابي لبعص المشاهدات الأولى لتقدير هذه القيمة. -3

 (1976) أو إلددى Brown (1962) للمزيددد مددن التفاصدديل حددول اختيددار القيمددة الابتدائيددة يمكددن للقددارئ الرجددوع إلددى
Montgomery and Johnson  أو إلىAbraham and (1983) Ledolter  (1987) إلىأو Bowerman and O'Connell 

, ومدددن ثدددم يحيدددى هدددذا المعامدددل 𝑦̂𝑡(1)بأهميدددة خاصدددة فدددي التدددأثير علدددى التنبدددؤ  𝑤ويسدددتأثر معامدددل التنددداقص 
ا عندد هدذا الاختيدار والخاصدة بأهمية خاصة عندد اختيداره. وهنداك بعدص الخطدوط العامدة التدي يمكدن الاسترشداد بهد

بسرعة التقلبات التي تحدث في السلسلة. فإذا كان  السلسلة تتعرا للكثيدر مدن التقلبدات غيدر المنتيمدة فقدد يكدون 
, أكبدر مدن 𝑦̂𝑡−1(1)وذلك من أجدل إعطداء وزن وأهميدة للتنبدؤ السدابق  𝑤من الأف ل استخدام قيمة كبيرة للمعامل 

، ويؤد  هذا إلى التخلص من الأخطاء العشوائية والحصول على تنبؤات مستقرة. أما 𝑦̂𝑡(1)وزن المشاهدة الحديثة 
ا أو يوجد تغير منتيم في نمدط السلسدلة فقدد يكدون مدن الأف دل اختيدار قيمدة ا واستقرارً إذا كان  السلسلة أكثر هدوءً 

. ولكدن هدذه (31صدفحة  2005)شدعراو ،  وذلك من أجل إعطاء وزن أكبدر للمشداهدة الحديثدة  𝑤  صغيرة للمعامل
الخطددوط العامددة لا تمكددن بددالطبع مددن اختيددار قيمددة دقيقددة لهددذا المعامددل فددي التطبيقددات العمليددة ولددذلك عددادة مددا يددتم 

فدددي مثدددل هدددذه التطبيقدددات حيدددث يدددتم توليدددد تنبدددؤات مختلفدددة  simulationاختيدددار هدددذا المعامدددل عدددن طريدددق المحاكددداة 
,𝑦1 التنبدؤات بدالقيم العمليدة للسلسدلةثم تقارن هدذه    𝑤مل  للمعا 𝑦2, … . , 𝑦𝑛 , لحسداب الأخطداء المنداظرة لكدل قيمدة

ولدديكن مجمددوع  . بعددد ذلددك يدتم حسدداب أحددد المقدداييس التددي سددبق دراسدتها لقيدداس حجددم الأخطدداء𝑤مدن قدديم المعامددل 
المناسدبة هدي القيمدة التدي تجعدل هدذا المجمدوع  𝑤، وتكدون قيمدة المعامدل   𝑤المربعات المناظر لكل قيمة مدن قديم  

ولكن هناك طرق أخرت أهمها ما  𝑤أقل ما يمكن. وطريقة المحاكاة ليس  الطريقة الوحيدة المعروفة لاختيار قيمة 
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، ولدن نتعدرا لدراسدة هدذه الطريقدة هندا ولكدن يمكدن للقدارئ الرجدوع  trial and errorيعرف بطريقة التجربدة والخطدأ 
للتعرف عليهدا والمثدال استدي يوضدح كيفيدة اسدتخدام طريقدة التمهيدد الأسدي  Gaynor and Kirkpatrick( 1994)إلى 

 في التنبؤ .
 :دفاتر إحدت الشركات ا في البيانات استية تمثل عدد الأجهزة )بالمائة( المباعة التي سجل  شهريً  :(4مثال )
14 16 17 13 15 14 15 13 14 12 12 11 16 

لتنبدؤات باسدتخدام الوسدط الحسدابي لقديم السلسدلة ثدم اسدتخدم هدذه القيمدة لإيجداد ا  𝑦̂0(1)قدر القيمة الابتدائية 
𝑤المناظرة مرة باستخدام  = wومرة أخرت باستخدام  0.5 =  جابتك.إأ  التنبؤات أف ل؟ اشرح سبب  ، 0.9

 الحـــل:

𝑦̂0(1) = 𝑦̅ =
1
13
[11+ 12+ 12+⋯+16] = 14  

𝑦̂𝑡(1) = (1−𝑤)𝑦𝑡+w𝑦̂𝑡−1 (1)  
𝑤إذا كان   = 0.7   : 

𝑦̂1(1) = 0.3(𝑦1) + 0.7𝑦̂0(1) = 0.3(11) + 0.7(14) = 13.1 
𝑦̂2(1) = 0.3(𝑦2) + 0.7𝑦̂1(1) = 0.3(12) + 0.7(13.1) = 12.77 
𝑦̂3(1) = 0.3(𝑦3) + 0.7𝑦̂2(1) = 0.3(12) + 0.7(12.77) = 12.539 

 (1التنبؤات الموضحة في جدول )وبالاستمرار في هذه العملية يمكن توليد 
𝑤إذا كان   = 0.9   : 

𝑦̂1(1) = 0.1(𝑦1) + 0.9𝑦̂0(1) = 0.1(11) + 0.9(14) = 13.7 
𝑦̂2(1) = 0.1(𝑦2) + 0.9𝑦̂1(1) = 0.1(12) + 0.9(13.7) = 12.53 
𝑦̂3(1) = 0.1(𝑦3) + 0.9𝑦̂2(1) = 0.1(12) + 0.9(13.53) = 13.377 

 (1وهكذا يمكن توليد باقي التنبؤات والموضحة في جدول )
 (4والتنبؤات لبيانات المثال )(: القيم الفعلية 1جدول )

𝑒2𝑡 = [𝑦𝑡 − 𝑦̂𝑡−1 − 1)]
 التنبددددددددددددددددددددددؤات 2

𝑦𝑡 𝑡 
𝑤 = 0.9 𝑤 = 0.7 𝑤 = 0.9 𝑤 = 0.7 
9.00 
2.89 
2.34 
0.38 
1.12 

9.00 
1.21 
0.59 
2.13 
0.00 

14 
13.7 
13.53 
13.38 
13.34 

14 
13.1 
12.77 
12.539 
12.98 

11 
12 
12 
14 
13 

1 
2 
3 
4 
5 
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2.22 
0.12 
1.72 
0.67 
10.63 
3.72 
0.07 
3.13 
- 

4.08 
0.17 
3.35 
1.21 
10.43 
1.59 
1.25 
1.49 
- 

13.51 
13.66 
13.69 
13.82 
13.74 
14.07 
14.26 
14.23 
14.41 

12.98 
13.59 
13.17 
14.10 
13.77 
17.74 
15.12 
14.78 
15.15 

15 
14 
15 
13 
17 
16 
14 
16 
 

6 
7 
8 
9 
10 
11 
12 
13 

 
w ( نجد أن مجموع مربعات الأخطاء المناظرة للقيمة 1بفحص نتائج الجدول ) =  هو: 0.7

S (0.7) = 9 + 1.121 + 0.59+. . . +1.4 9 = 35.5 
wالأخطاء المناظرة للقيمة  ت وبالمثل فإن مجموع مربعا =  :هو 0.9

S(0.9) = 9 + 2.89 + 2.34+. . . +3.13 = 37.01 
S (0.7)حيددث إن  <  S(0.9)    يمكددن القددول بددأن التنبددؤات المندداظرة لقيمددةw = أف ددل مددن التنبددؤات  0.7
wالمناظرة لقيمة   = جهدازا ويعدرا شدكل  1515، ويكون التنبؤ بعدد الأجهزة المباعة في الشهر التدالي هدو 0.9

w ( القيم الفعلية والتنبؤات التي حصلنا عليها إذا كان  7) = 0.7 
 ( 4لمثال )ل(: القيم الفعلية والتنبؤات 7شكل )

 
 ا ونعومة من السلسلة الأصلية.( أن سلسلة التنبؤات أكثر تمهيدً 7ويلاح  من شكل )
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ا فددي الكثيددر مددن تطبيقددات وأدبيددات دً وقددد أوجددد نمددوذج المتوسددطات المتحركددة المددرجح أسدديًا لنفسددا طريقددا ممهدد
السدبب الأول هدو سدهولة  ،المختلفة خاصة الاقتصادية والإدارية منها وذلك لعددة أسدباب التنبؤ في مجالات المعرفة  

تطبيقددا وتحددديث تنبؤاتددا باسددتخدام التنبددؤ السددابق والمشدداهدة الأحدددث فقددط، وهددذا السددبب هددو أحددد الأسددباب الهامددة 
الزمنيددة كمددا هددو الحددال  فددي هددذه المجددالات خاصددة عنددد التنبددؤ بالعديددد مددن السلاسددل يلانتشددار طريقددة التمهيددد الأسدد

السدددبب الثددداني فدددي هدددذا  .المحدددلات العملاقدددة أحدددد عندددد التنبدددؤ بمبيعدددات اسلاف مدددن السدددلع المختلفدددة الموجدددودة فدددي 
يمكدددن  wتبمجدددرد برمجدددة الخطدددوات الرئيسدددية واختيدددار قيمدددة المعامدددل  ،الانتشدددار يعدددود إلدددى آليدددة الطريقدددة الكاملدددة

لإنسدددانية، هدددذه الميدددزة بالدددذات هامدددة جددددا لمسدددتخدمي الإحصددداء فدددي الحصدددول علدددى التنبدددؤات دون تددددخل الإرادة ا
مجالات المعرفة المختلفة والذين يبحثون دائما عن أساليب لا تتطلب مهدارات وخبدرات خاصدة. السدبب الثالدث وراء 

ج اليف اسددتخدامها مقارنددة باسددتخدام النمدداذ كددانتشددار هددذه الطريقددة هددو سددهولة برمجددة خطواتهددا الرئيسددية وانخفدداا ت
العشوائية الحديثة. السبب الرابع أن استخدام هذه الطريقة لا يتطلب توافر عدد كبيدر مدن المشداهدات ولدذلك وجددت 

ا خصدددبة فدددي الدددبلاد الناميدددة حيدددث تعددداني معيدددم هدددذه الدددبلاد مدددن عددددم تدددوافر الحدددد الأدندددى مدددن هدددذه الطريقدددة أرضدددً 
 المشاهدات ال رور  لاستخدام النماذج العشوائية الحديثة.

تعددرا طريقددة التمهيددد الأسددي للعديددد مددن الانتقددادات، أولهددا عدددم وجددود منهجيددة عامددة للاختيددار بددين أنيمددة وت
والانتقاد الثاني الذ  يوجا إلدى هدذه الطريقدة  .الترجيح البديلة وعدم وجود طريقة عامة لتقويم نيام الترجيح المختار

قة واحدة ولذلك فهي قد تدؤد  إلدى تنبدؤات غيدددر صدالحة، أنها تعالج كل السلاسل الزمنية التي تنشأ في الواقع بطري
بدقدة وعددم وجدود طريقدة  𝑤 والانتقاد الثالث الذ  يوجا إلى هذه الطريقة أنا ليس من السهل دائمدا اختيدار المعامدل

، ولذلك فإن التنبؤات التي نحصل عليها من هذه الطريقة قدد   𝑦̂0(1)وحيدة لاختيار هذا المعامل والتقدير المبدئي  
ك لأنهدا تكددون الانتقدداد الأخيدر والهدام أن هدذه الطريقدة تعتبدر مددن الطدرق الخاصدة وذلد .تختلدف مدن باحدث إلدى آخدر

لقول ا يمكن اصورة أكثر تحديدً ب خاصة. مة فقط إذا كان  العملية العشوائية الكامنة في البيانات لها مواصفات ئملا
بأن هذه الطريقة تعمدل بصدورة جيددة إذا كاند  العمليدة العشدوائية تنتمدي إلدى فئدة جزئيدة فقدط مدن النمداذج العشدوائية 

)شدعراو ،  الحديثة والتي لها مواصفات خاصة والتي تكون مفيدة في بعص المواقف وغير المفيدة فدي مواقدف أكثدر
 .(39صفحة  2005
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