AV

République Algérienne Démocratique et Populaire

Ministére de I’Enseignement Supérieur et
de la Recherche Scientifique
entre Universitaire Abd Elhafid Boussouf Mila

nstitut des Mathématiques et Informatique

Département d’Informatique

Par :

Life is good only for two things, discovering mathemat

Année Universitaire 2024 /2025

NoA OO



Table des matiéres

T Tiction Générald

(1 Notions de logique]

[LT Assertion et table de wéritdl . . . . . . . ... ... oo
[1.2  Quantificateurs mathématiques| . . . . . . . . . . . . .. ... ..
(1.2.1  Quantificateur universel| . . . . . . . . ... o oo
(1.2.2  Quantificateur existentiell . . . . . . . . . ... o oL

[1.3  Assertions quantifiees et leurs négations|. . . . . . . . . . .. ...,
(1.4 Connecteurs logiques usuels| . . . . . . ... ... oL
(1.4.1 Neégation|. . . . . . . . . . .
(1.4.2  Conjonction| . . . . . . . . . . . . e
(1.4.3  Disjonction| . . . . . . . . ..
(1.4.4 TImplication logique] . . . . . . . . . . .
[1.4.5 Equivalence logique|l . . . . . . . . .. oo

(1.5 Regles logiques| . . . . . . . .
(1.6 Difterents types de raisonnement mathématiques/. . . . . . . . . . ... ... ... ..
[L6.1T Raisonnement direct] . . . . . . .. ... ... ... ... ...
[1.6.2 Raisonnement par Contraposée| . . . . . . . . . . . . .. ... ... ...
[1.6.3 Raisonnement par I'Absurde] . . . . . . ... ... ... o000
[1.6.4 Raisonnement par Disjonction descas{. . . . . . . . . ... ... ... .....
[1.6.5 Raisonnement par Contre-exemple| . . . . . . . . . ... ... ... .. ....
[1.6.6 Raisonnement par Reécurrencel . . . . . . . . . ... ... L.

2.1 Theéorie des ensembles| . . . . . . . . . e
2.1.1 Définitions et notations 1. . . . . . .. ... ... oo
2.1.2 Relations entre ensembles) . . . . . . . ... 000000
2121 Inclusion d’ensembles) . . . . ... ... o000

2.1.2.2 Bgalité d’ensembles|. . . . . . . . ...

[2.1.3  Opérations sur les ensembles| . . . . . . ... ... .. ... ..
I2.l,;i,l lllls:[sgx:li(zlll ................................

RI132 Réunionl . . . . . . . ...

2.1.3.3 Différence ensemblistel . . . . . . . .. ..o

[2.1.3.4  Différence symétrique| . . . . . . . .. ..o

[2.1.3.5  Complémentaire] . . . . . . . . . . . ...

[2.1.4  Propriétés des opérations élementaires| . . . . . . . . . ... ... ..
2.1.5 Union et intersection dune famille de sous-ensembles/ . . . . . . ... ... ..

|2, | ,!i I al l il i()“ s]’”“ f:“sf:“ltzlf:l ..............................

I2.l,; l lel]“ S:al!f:sis:“l ..................................
2.1.7.1 Couples et n—uplets| . . . . . . .. ... ... ... ... ...

2.2 Relations Binaires|. . . . . . . . . . .o



TABLE DES MATIERES TABLE DES MATIERES

21 Généralitéd . . . . . . . . 43
[2.2.2  Représentation d’'une relation binaire | . . . . . . . . ..o 0000 44
[2.2.3  Propriétes d'une relation binaire|. . . . . . . . .. ..o 49
[2.2.4  Relations d’éequivalencel . . . . . . . . ..o Lo 51
[2.2.4.1  Classe d’equivalence et ensemble quotient| . . . . . . ... ... ... 52

225 Relations dlordrel . . . . . ..o 56
[2.2.5.1 Comparaison dans un ensemble ordonne, ordre total et partiel] . . . . 57

[2.2.5.2  Eléments remarquables d'un ensemble ordonné| . . . . . . .. .. .. 59

[2.2.5.2.0.1  Minorants, majorants| . . . . . . . .. ... ... ... 59

[2.2.5.2.0.2  Parties majorées, minorées, bornées| . . . . . . . . .. 60

[2.2.5.2.0.3  Plus grand élément, plus petit élément| . . . . . . .. 60

[2.2.5.2.0.4  Borne supérieure, Borne intérieure|. . . . . . . . . .. 61

[3 Fonctions et Applications| 64
[B.1  Fonctionsl . . . . . . . . e 64
[3.2  Applications| . . . . . . .. 66
[3.2.1 Applications particulieres| . . . . . . . . ... 69
[3.2.2  Partie stable par une application| . . . . . . . ... ... ..o 0. 72
[3.2.3  Prolongements et restrictions| . . . . . .. ... ... L. 72
[3.2.3.1  Restriction d'une application| . . . . . ... ... ... ... ..... 73

[3.2.3.2  Prolongement d'une application| . . . . . . . ... ... ... ... .. 73

[3.2.4  Composition des applications| . . . . . . . . . .. ... ... ... ... ... . 74
[3.2.5 Image directe et image réciproque] . . . . . . . ..o 7
[3.2.5.1  Propriétes de 'image directe et réciproque| . . . . . . . . . ... ... 80

[3.2.6  T'ypes d’applications| . . . . . . . . . ... 84
[3.2.6.1 Applications injectives| . . . . . . . .. ..o 84

[3.2.6.2  Applications surjectives| . . . . . . ... ... 88

[3.2.6.3  Applications bijectives| . . . . . . ..o 91

[3.2.7  Application réciproque d’une application bijective] . . . . . . . . ... ... 94
[3.2.8 Injection, surjection, bijection sur des ensembles finig| . . . . . . . .. ... .. 98
[3.2.9  Ordre et applications| . . . . . . . . . . ... ... 99

[4  Structures algébriques| 101
[4.1 Lois de composition interne| . . . . . . . . . . ... 101
[4.1.1 Partie stable pour une loi interne| . . . . . . .. ... ..o 102
[4.1.2  Propriétes d'une loi de composition interne| . . . . . . . . . ... ... ... .. 103
4121 Commutativitel . . . . . . . . .. oo 103

4122 Associativitel . . . . . ... 103

4.1.2.3  Distributivité . . . . . . . ... 104

[4.1.3  Eléments particuliers| . . . . . . . . ... 104
[4.1.3.1 Elément neutre a gauche, neutre a droite, élément neutref. . . . . . . 104

[4.1.3.2  Symeétrique a gauche, symetrique a droite, symétriquel . . . . . . . . 106

[4.2  Demi-groupe et Monoide| . . . . . . . . . .. 107
4.3 GIOUPES| . . . o o o e e e e e e e e e 108
[4.3.1 Generalités sur les groupes| . . . . . . . . ..o 108
[4.3.2  Puissances entieres d'un éléement dans un groupe|. . . . . . . . . ... ... L. 109
[4.3.3  Ordre d'un Groupe| . . . . . . . . . . L 110
[4.3.4  Sous-groupes| . . . . ... e 111

M4 Groupe Z/nZ| . . . . . . 114
[4.5 Geéneralités sur le groupe symeétrique S,|. . . . . . ..o Lo 116
[4.5.1 Rappels et notations| . . . . . . ... ... 116

i



TABLE DES MATIERES TABLE DES MATIERES

[4.5.2  Transpositions et cycles| . . . . . . ... oo 121

[4.6  Morphismes de Groupes| . . . . . . . . ... 124
[4.6.1 Deéfinitions et exemples| . . . . . . ..o 124
[4.6.2 Image et noyau d’'un morphisme de groupes| . . . . . . . ... ... ... ... 127
[4.6.3  Image directe et reciproque de sous-groupes par un morphisme|. . . . . . . . . 129

47 Anneauxl . . . . . .. 131
[4.7.1 Deéfinitions et exemples| . . . . . . . . .o 131
[4.7.2  Regles de calculs dans un anneav| . . . . . . . ... ... 134
[4.7.3 Sous-anneaux d’un anneaul . . . . . .. ... 137
[4.7.4  Diviseurs de zero et Integritel. . . . . . . . ... 139
[4.7.5 Morphismes d’anneaux] . . . . . . .. ... 140
[4.7.5.1  Propriétés des morphismes d’anneaux{ . . ... ... ... ... ... 142

476 Tdeaux] . . . . . . .. 143
[4.7.6.1 Notions d’'idéal a gauche, a droite, bilatere, . . . . . . . . . . ... .. 143

[4.7.7  Opérations sur les idéaux d'un anneaul . . . . . . ... .. ... ... ..... 146
4771  Somme diidéauxl . . . . .. ... 146

M772 Tntersection didéaux] . . . . . . . ... ..o 147

4773 Produit didéauxl . . . . ... ... ... 148

[4.7.7.4  Propriétes des opérations sur les ideaux| . . . . .. . ... ... ... 150

4.8 DS . 151
[4.8.1 Sous-corps|. . . . . . . . 152

> Anneau des polynémes| 155
[>.1 Polynome a une indéterminée a coefficients dans K| . . . . .. ... ... ... ... 155
[5.2  Opérations sur les polynomes et structures| . . . . . . . . . . . .. ... ... ... .. 158
[>.2.1 Addition de deux polynomes| . . . . . . . ... ... 158
[>.2.1.1  Structure de groupe commutatif sur K{X|| . . . . . ... ... .. .. 159

[5.2.2  Produit de deux polynomes| . . . . . . . ... ... Lo 160
[5.2.2.1  Structure d’anneau sur K[ X[ . . . ... ... ... ... 162

[5.2.3  Multiplication d’un polynome par un scalaire| . . . . . . ... ... ... ... 164

(5.3 Degré d’'un polynome et Intégrité de K{.X|| . . . . ... ... ... ... ... ... 166
[>.3.1 Propriétes fondamentales des degrés des polynomes| . . . . . . . . ... .. .. 167

[5.4  Composition des polynomes| . . . . . . . . ..o 169
[5.5 Dérivation des polynomes| . . . . . . . . ... 172
[>.6 Fonctions polynomiales| . . . . . . .. . ... oo 176
(5.7 Arithmétique dans K[ X[l . . . . . . ... ..o oo 177
5.7.1 Divisibilité dans 'anneau K| X|| . . . . . . . ... ... ... ... ... ... 177

5.7.2  Division euclidienne dans K| X'|| . . . . .. . ... ... . L. 180
[5.7.3  Division suivant les puissances croissantes| . . . . . . .. ... ... ... ... 183
[5.7.4  Plus grand commun diviseur|{ . . . . . . . . .. ... ... 184
[5.7.4.1  Calcul du pged (Algorithme d’Euclide)| . . . . . ... ... ... ... 185

[5.7.5  Plus petit commun multiple| . . . . . ... ..o 000000 188
[5.7.6  Polynomes premiers entre eux| . . . . . . ... ... Lo 190

[>.8 Racines des polynomes| . . . . . . .. ..o 191
B.8.1  Geéneéralites . . . . . . . 191
[5.8.2  Ordre de multiplicité des racines d'un polynome| . . . . . . . . . . .. ... .. 193
[>.8.3  Utilisation des derivees successives pour le calcul d'une multiplicite | . . . . . . 196
[5.8.4 Polynome conjugué et racines complexes| . . . . . . . ... ... 198

[5.9  Polynomes Irréductibles et Factorisation| . . . . . . . . .. .. ... .. ... ... .. 202
[5.9.1 Polynomes Irréductibles . . . . . . . ... ... o oL 202
[5.9.2  Factorisation dans C|X[| . . . . . . ... ... o 204

1il



TABLE DES MATIERES TABLE DES MATIERES

[5.9.3 Factorisation dans R{X[| . . . . .. ... .. o 205

[Bibliographie| 206

iv



Table des figures

2.1 Intersection de deux ensembles. . . . . . . . . . . . ... 31
2.2 Réunion de deux ensembles . . . . . . . ... 32
2.3 Différence entre deux ensemblesl . . . . . . ... oo 33
[2.4  Ditterence symeétrique de deux ensembles| . . . . . . . . .. ... 34
[2.5 Complémentaire d'un ensemble| . . . . . . . .. ... oL 35
[2.6 Représentation au moyen d'un tableav| . . . . . . . .. ... ... 45
[2.7  Représentation au moyen d’une matrice binaire] . . . . . . . ... ... 46
[2.8  Représentation au moyen d'un diagramme sagittal . . . . . .. ... .. ... ... .. 46
[2.9  Representation au moyen d'un diagramme cartésien| . . . . . . . . . ... ... L. 46
[2.10 Représentation au moyen d'un graphef. . . . . . . . . . ... 47
[2.11 Composée de deux relations Binaires| . . . . . . . . . ... .. ... .. ... ... . 48
[2.12 Représentation graphique d'une relation d’equivalence. Partition en classes d’equiva- |

lence. | . . . e e e e 56
[3.1 Fonction, non Fonction| . . . . . . .. . ... o 65
[3.2  Application, non Application|. . . . . . . . . ... oo 67
[3.3 Image directe, Image réciproque| . . . . . . . . ... 79
[3.4 Application injective, non injective] . . . . . . . . .. ... 86
[3.5 Application surjective, non surjective| . . . . . . .. .. 89
[3.6  Application bijective, non bijective] . . . . . . ... ... 92




RESUME

Ce manuscrit est issu du cours d’Algebre 1 destiné aux étudiants de premiere année
L.M.D en mathématiques et informatique. |l couvre un large éventail de sujets fonda-
mentaux, notamment la logique mathématique, la théorie des ensembles, les relations
binaires, les applications, et les structures algébriques (groupes, anneaux, corps). La
derniere section est consacrée a |'anneau des polyndmes, avec des explications appro-
fondies sur les opérations, la factorisation, et les propriétés des polynémes. Le contenu
est structuré de maniére a introduire progressivement les concepts de base, tout en four-
nissant des détails et des démonstrations mathématiques importantes pour les étudiants
débutants dans ces domaines. Chaque section est riche en explications théoriques et en
exemples pratiques, ce qui permet aux étudiants d'acquérir une compréhension solide
des fondements de la logique et de |'algebre.

ABSTRACT

This manuscript is derived from the Algebra 1 course intended for first-year L.M.D.
students in mathematics and computer science. It covers a wide range of fundamental
topics, including mathematical logic, set theory, binary relations, functions, and algebraic
structures (groups, rings, fields). The final section is devoted to the ring of polynomials,
with detailed explanations on operations, factorization, and polynomial properties. The
content is structured to gradually introduce basic concepts, while providing important
mathematical details and proofs for students new to these fields. Each section is rich
in theoretical explanations and practical examples, enabling students to gain a solid
understanding of the foundations of logic and algebra."



Introduction Générale

L'algebre, branche fondamentale des mathématiques, explore les structures abstraites et les opérations
associées. Elle offre des outils puissants pour résoudre des problemes mathématiques, modéliser des phé-
nomeénes du monde réel, et développer des théories complexes. L'algebre utilise des symboles, souvent
des lettres, pour représenter des nombres et des relations générales, facilitant ainsi la résolution d'équa-
tions et |'analyse des relations mathématiques de maniere plus abstraite. Ses applications s'étendent a de
nombreux domaines, notamment la science, la technologie et |'ingénierie.

Historiquement, le terme «algébre » provient du mot arabe al-jabr, qui signifie «restauration» ou
«réunion des parties briséesy. Ce terme a été employé pour la premiere fois par le mathématicien perse
Al-Khawarizmi dans son ouvrage Kitab al-Jabr wa-I-Muqabala au 9e siécle, souvent traduit par «Abrégé
de calcul par la restauration et la comparaisony. Cet ouvrage est considéré comme |'une des premieres
contributions majeures a |'algébre. De nombreux historiens des sciences considérent Muhammad Ibn Musa
al-Khwarizmi comme le «pére de I'algebrey.

Aujourd’hui, I'algebre se divise en plusieurs branches, chacune abordant des aspects et des niveaux
d'abstraction différents : I'algebre élémentaire, I'algebre linéaire, et I'algebre abstraite.

Ce manuscrit s'inscrit dans le cadre du module d’algebre générale, qui constitue une introduction ap-
profondie aux concepts fondamentaux de |'algebre. Il est issu de I'enseignement du module Algebre 1,
principalement destiné aux étudiants de premiére année du systéeme L.M.D en mathématiques et informa-
tique, ainsi qu'a toute personne désireuse d'acquérir des bases solides en algébre. Ce document aborde les
fondements de la logique mathématique, la théorie des ensembles, les fonctions, les structures algébriques,
et les polynomes, fournissant ainsi une base essentielle pour des études ultérieures en mathématiques et
en informatique.

L'objectif de ce document est d'offrir aux étudiants une compréhension claire et structurée des notions
élémentaires d'algebre générale, afin de les préparer a des études plus avancées dans le domaine. La
structure des chapitres suit rigoureusement le programme récemment révisé, tel qu'établi dans le canevas
de formation. Le contenu est organisé autour de cing chapitres principaux :

Le document s'ouvre sur une introduction a la logique mathématique, qui traite du raisonnement
formel. Il présente les concepts fondamentaux, tels que les assertions, qui sont des propositions pouvant étre
vraies ou fausses, ainsi que les tables de vérité, utilisées pour analyser les combinaisons de valeurs logiques.
Les quantificateurs mathématiques, comme le quantificateur universel et le quantificateur existentiel,
sont ensuite abordés afin d'exprimer des affirmations généralisées ou particulieres. La section se penche
également sur les connecteurs logiques : négation, conjonction, implication, équivalence qui permettent de
construire des propositions complexes a partir de propositions simples. Différents types de raisonnements
sont explorés, notamment le raisonnement direct, par contraposée, par |'absurde, et par récurrence, chacun
étant illustré par des exemples concrets.

Le deuxieme chapitre est consacré a la théorie des ensembles et aux relations binaires. Il introduit les
opérations de base sur les ensembles, telles que I'union, Il'intersection, le complémentaire, la différence
et la différence symétrique, ainsi que des notions plus avancées comme les familles de sous-ensembles
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et les partitions d’ensembles. Les relations binaires sont également abordées, avec un accent particulier
sur les relations d'équivalence, qui permettent de partitionner un ensemble en classes d'équivalence, et
les relations d'ordre, avec des concepts clés comme les bornes supérieures et inférieures, essentiels en
mathématiques.

Le troisieme chapitre se concentre sur les fonctions et applications. Aprés avoir défini ce qu'est une
fonction, le document décrit les différentes catégories d'applications, notamment les applications injectives,
surjectives, et bijectives. Il explore également des notions telles que I'image directe et image réciproque,
ainsi que la composition des applications. Les concepts de prolongement et de restriction d'une application
sont aussi abordés, montrant comment ajuster des applications a des domaines spécifiques, un aspect
fondamental dans I'étude des fonctions en mathématiques.

Le document poursuit avec un chapitre consacré aux structures algébriques, un domaine clé de I'algebre
abstraite. Il introduit les définitions de groupes, anneaux et corps, ainsi que les propriétés fondamentales
de ces structures, telles que la commutativité, I'associativité, et la distributivité. Le concept de morphisme,
qui établit des liens entre différentes structures algébriques, est également traité, avec un accent particulier
sur les notions d'image et de noyau d'un morphisme. Des concepts comme les sous-groupes, sous-anneaux,
et idéaux sont également discutés pour montrer comment des sous-structures peuvent émerger a partir
de structures algébriques plus grandes.

Enfin, le dernier chapitre porte sur les polynémes et I'anneau des polyndmes. Il commence par exposer
les opérations de base sur les polynémes, telles que I'addition, la multiplication, et la division euclidienne.
Le document aborde ensuite les notions de degré d’'un polynéme, de racines, et de factorisation. Les
polyndmes irréductibles, qui ne peuvent pas étre décomposés davantage, sont étudiés en profondeur, ainsi
que les méthodes de calcul du plus grand commun diviseur (pgcd) et du plus petit commun multiple
(ppcm) dans un anneau de polynémes.

Nous espérons que ce polycopié répondra aux attentes des étudiants et qu'il les aidera a réussir dans
leurs études.

Avertissement : Pour toute remarque ou suggestion visant a améliorer la rédaction de ce cours,
n'hésitez pas a me contacter a I'adresse e-mail suivante : m.kecies@centre-univ-mila.dz.



Chapitre 1

Notions de logique

La logique mathématique est une discipline fondamentale des mathématiques, apparue a la fin
du 19¢ et au début du 20e siecle. Elle repose sur plusieurs concepts clés tels que les assertions
ou propositions, qui sont des énoncés pouvant étre vrais ou faux, les connecteurs logiques comme
"et", "ou", "mon", "implication", les quantificateurs universel et existentiel, ainsi que la théorie de
la démonstration. Ces notions constituent les bases de la logique mathématique et permettent de
formaliser et d’analyser les raisonnements en mathématiques et en informatique, tout en assurant la

validité des démonstrations.

Ce chapitre aborde les fondements de la logique, en incluant les assertions, les tables de vérité
et les quantificateurs universels et existentiels. Il explore également les connecteurs logiques tels que
la négation, la conjonction, I'implication et 1’équivalence, ainsi que divers types de raisonnements
mathématiques, notamment le raisonnement direct, par contraposée, par I’absurde, entre autres.

Les notions présentées dans ce chapitre sont largement utilisées en mathématiques et en informa-
tique, constituant une base solide pour les développements a venir dans le reste de 'ouvrage.

1.1 Assertion et table de vérité

Définition 1.1.1 Une assertion (ou bien proposition) en mathématiques est une phrase P qui est
soit vraie, soit fausse mais pas les deux simultanément. On utilise en général les lettres P, ), R etc.
pour désigner les assertions.

Définition 1.1.2 Une table de vérité est un tableau qui indique si une assertion P, construite a
partir des assertions Py, Py, P3, ..., est vraie ou fausse suivants les valeurs de vérités de Py, Py, Ps, ...

e Une table de vérité associe a I'assertion P les deux possibilités vrai (1) ou faux (0)

[ P]1]0]

Table de vérité d’une assertion

e Une table de vérité a une colonne pour chaque assertion donnée (par exemple, P et (), et une
dernieére colonne affichant tous les résultats possibles de I'opération logique qui nous intresse (par
exemple, P A Q).

Remarque 1.1.1 (Intéréts principaux des tables de vérité)
1. Les tables de vérité sont des outils fondamentauz en logique mathématique. Elles permettent de

4
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représenter toutes les combinaisons possibles des valeurs de vérité (vrai ou faux) pour des assertions
logiques et de déterminer la valeur de vérité d’une expression logique en fonction de ces propositions.
2. Permettre de comparer facilement deux assertions, et parfois comparer qu’elles sont vraies en méme
temps, et fausses en méme temps.

3. Les tables de vérité sont aussi largement utilisées en informatique, notamment dans la conception
de circuits logiques (AND, OR, NOT, etc.), ou chaque composant de circuit peut étre représenté par
une table de vérité qui montre comment il se comporte selon les entrées.

Exemple 1.1.1

« ™ est un nombre entiery est une assertion fausse.

« 18 est divisible par 3 » est une assertion vraie.

«3 > 1» est une assertion vraie.

«\/2 > 2» est une assertion fausse.

«Pour tout réel x, on a 3 —1 = (x —1)(2* + = + 1)» est une assertion vraie.
« L’entier 2 est plus grand que l’entier 1 » est une assertion vraie.

«Il existe un réel x tel que x* < 0y est une assertion fausse.

N D Grds Lo o~

Remarque 1.1.2 Une assertion P peut dépendre d’un paramétre x, par exemple « x® =1 », l'as-
sertion P(x) est vraie ou fausse selon la valeur de x.

1.2 Quantificateurs mathématiques

Les quantificateurs mathématiques sont des symboles utilisés pour exprimer des propositions
concernant un ensemble d’éléments. Il en existe principalement deux types : Quantificateur universel
et existentiel. Ces quantificateurs sont essentiels en logique et dans les démonstrations mathéma-
tiques.

1.2.1 Quantificateur universel

Le quantificateur universel est un symbole utilisé en logique et en mathématiques pour indiquer
qu'une assertion est vraie pour tous les éléments d'un ensemble. Le symbole utilisé pour le quan-
tificateur universel est V. Ainsi un quantificateur permet de préciser le domaine de validité d’une
assertion.

Définition 1.2.1 Le symbole ¥V qui signifie « quel que soit » ou «pour touty représente le quan-
tificateur universel. Ce symbole représente la lettre «A» renversée qui est l'initiale du mot anglais

«Ally.

Exemple 1.2.1
1. Soit lassertion
VreR:z?>0.

Cela signifie, pour tout x dans l’ensemble des nombres réels, 2% est positif ou nul.
2. Soit lassertion
VpelP:p>1.

Cela signifie que pour tout p appartenant a l’ensemble des nombres premiers P, p est strictement
supérieur a 1.
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1.2.2 Quantificateur existentiel

Le quantificateur existentiel est un symbole utilisé en logique et en mathématiques pour indiquer
qu’une assertion est vraie pour au moins un élément d’un ensemble. Le symbole pour le quantificateur
existentiel est 4.

Définition 1.2.2 Le symbole 3 qui signifie «il existe au moins un ... tel que » représente
le quantificateur existentiel. Ce symbole représente la lettre «E» renversée qui est linitiale du mot
anglais « exist ».

Exemple 1.2.2
1. Soit ’assertion
dr e Z : x est pair.

Cela signifie qu’il existe au moins un nombre entier x qui est pair.
2. Soit lassertion
JreR:2>—4=0..

Cela signifie qu’il existe un nombre réel x tel que x> — 4 = 0.

Notation 1.2.1 (Quantificateur d’existence et d’unicité)

1. On rencontre aussi parfois ’écriture 3! pour signifier [’existence et l'unicité. On a alors 3! qui
signifie «il existe un unique ... tel quey, ou «il existe un et un seul ... tel quey. La notation
3! s’appelle le quantificateur d’existence et d’unicité qui est utilisé en mathématiques et en logique
pour indiquer qu’il existe un et un seul élément dans un ensemble qui satisfait une certaine propriété.
2. Il convient également de signaler le quantificateur «d’existence et d’unicitéy, d’usage moins courant
que les deux précédents.

Exemple 1.2.3 Soit ’assertion
Nz e[0,1]:2* +4x+1=0.

Signifie qu’il existe un unique x appartenant da l'intervalle [0, 1] tel que ¥ + 4z + 1 = 0.

Remarque 1.2.1 L’ordre des quantificateurs est tres important. Autrement dit l’ordre dans lequel
on écrit les quantificateurs change la signification.
1. Par exemple les deux phrases logiques

VeeR dJyeR:x+y>0etdyeR,VzeR:z+y >0,

sont différentes. La premiére est vraie, la seconde est fausse. En effet une phrase logique se lit de
gauche a droite, ainsi la premiére phrase affirme « Pour tout réel x, il existe un réel y (qui peut donc
dépendre de x) tel que x+y > 0. » (par exemple on peut prendre y = |x|+1). C’est donc une phrase
vrate. Par contre la deuzieme se lit «Il existe un réel y, tel que pour tout réel x, x +y > 0». Cette
phrase est fausse, cela ne peut pas étre le méme y qui convient pour tous les x.
2. Soit lassertion

VreR,dJyeR:y>x,

se lit « Quel que soit le réel x, il existe au moins un réel y tel que y soit supérieur a x ». On peut
toujours trouver un nombre supérieur a un nombre réel donné car l’ensemble R n’est pas borné.
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L’assertion est vraie.
Inversons maintenant les quantificateurs

Jre R VyeR:y>x,

se lit « Il existe au moins un réel x tel que pour tout réel y, y soit supérieur a x ». Cette assertion
cette fois est fausse car on ne peut trouver un réel inférieur a tous les autres. En effet [’ensemble R
n’a pas de borne inférieure.

3. On retrouve la méme différence dans les phrases en francais suivantes. Voici une phrase vraie «
Pour toute personne, il existe un numéro de téléphone », bien sir le numéro dépend de la personne.
Par contre cette phrase est fausse « Il existe un numéro, pour toutes les personnes ». Ce serait le
méme numéro pour tout le monde.

1.3 Assertions quantifiées et leurs négations

Les assertions quantifiées sont des propositions logiques dans lesquelles on utilise des quantifica-
teurs : universel et existentiel pour exprimer des affirmations sur des ensembles d’éléments. Ces
quantificateurs permettent de formuler des énoncés concernant tous les éléments d’un ensemble
(quantificateur universel) ou lexistence d’au moins un élément qui satisfait une certaine propriété
(quantificateur existentiel). On peut alors construire deux nouvelles assertions.

Définition 1.3.1 (Assertions quantifiées)
Soient E un ensemble et P(x) une proposition dépendant d’une variable x de E. Alors .
1. Assertion quantifiée universelle : Le quantificateur universel ¥, permet de former l’assertion

Vee E: P(x),

qui est vraie lorsque P(x) est vraie pour tous les éléments x de E, et qui est fausse si P(x) est fausse
pour au moins un élément x de E.
o L’assertion <Nx € E : P(x)» se lit «pour tout x dans E la proposition P(x) est vérifiéer, ou «tout
élément x de E vérifie P» ou «quel que soit x dans E ['assertion P(x) est vérifiéen.
2. Assertion quantifiée existentielle : Le quantificateur existentiel, 3, permet de former l'asser-
tion

Jre E: P(x),

qui est vraie lorsque P(x) est vraie pour au moins un élément v de E, et qui est fausse si P(x) est
fausse pour tous les éléments de E.

e L’assertion «3x € E : P(x)» se lit «il existe au moins x dans E tel que la proposition P(z) est
vérifiéer, ou «il existe au moins x dans E qui vérifie P ».

3. On définit aussi l'assertion quantifiée «Ilx € E : P(x)» qui est vraie lorsque P(x) est vraie pour
un seul élément x de E.

Remarque 1.3.1

1. Remplacer une variable quantifiée par une autre (indépendante des autres variables intervenant
dans la formule) ne change pas le sens de l'assertion. Ainsi «Vx, P(x)», et «Yy, P(y)»sont équiva-
lentes.

2. Par convention, l'assertion quantifiée <Nz € ¢ : P(x)» est toujours vraie (il n’ y a rien d vérifier
puisque l'ensemble vide n'a pas d’éléments) et 'assertion quantifiée «3x € ¢ : P(x)» est toujours
fausse (il n’existe aucun élément dans l’ensemble vide).
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Exemple 1.3.1 Par exemple

1.
o Vxe[l,+oo[:22>1» est une assertion vraie.
o WxeR:z2>1» est une assertion fausse.
e «VneN:n(n+1) est divisible par 2»  est une assertion vraie.
2.
e (JxeR:z(x—1)<0» estune assertion vraie (par exemple x = % vérifie bien la propriété).
e ¢(IneN:n2—n>n» estune assertion vraie (il y a plein de choiz, par exemple n = 3).
o (JxeR:2?2=—1» est une assertion fausse (aucun réel au carré ne donnera un nombre négatif).

Définition 1.3.2 (Négation des Assertions quantifiées)

1. Négation d’une assertion universelle. Une assertion universelle s’énonce « Pout tout élé-
ment x d’un ensemble E, x posséde la propriété Py. Sa négation sera « il existe au moins un élément
x de l’ensemble EI qui ne posséde pas la propriété P ». Autrement dit, la négation de

Ve e E: P(x),

est
Jdx € E : non(P(x)).

2. Négation d’une assertion existentielle. Une assertion existentielle s’énonce «Il existe au
moins un élément x de l'ensemble E qui posséde la propriété Py. Sa négation sera « Pour tout
élément x de l’ensemble E, x ne vérifie pas P ». Autrement dit, la négation de

Jxe E: P(z),

est
Vo € E : non(P(z)).

Remarque 1.3.2 Quand on nie une assertion contenant des quantificateurs, le quantificateur uni-
versel ¥ devient existentiel 3, et le quantificateur existentiel 3 devient universel Y. De plus, la propriété
contenue dans [’assertion est niée elle aussi.

Exemple 1.3.2
1. La négation de

Vre[l,+oof :2? > 1,
est ['assertion

Jr e [1, 4o : 2 < 1.

En effet, la négation de (x? = 1) est non (z* = 1) mais s’écrit plus simplement x* < 1.
2. La négation de
JreC:2*+x+1=0,

est
VeeC:a*+x+1%+0.

3. La négation de
VeeR:xz+1€Z,

est
dJreR:x+1¢Z.
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Dans le cas général d’une assertion qui renferme un certain nombre de quantificateurs, on a le
résultat suivant.

Corollaire 1.3.1 La négation d’une assertion contenant un certain nombre de fois les quantificateurs
V,d, et ensuite [’énoncé d’une propriété P, s’obtient en remplacant chaque quantificateur ¥ par le
quantificateur 3 et vise versa, et la propriété P par sa négation non(P). Autrement dit

e Remplacer chaque quantificateur universel ¥ par le quantificateur existentiel 3.

e Remplacer chaque quantificateur existentiel 3 par le quantificateur universel V.

e Nier la propriété ou la proposition P, c¢’est-a-dire remplacer P par sa négation non(P).

Exemple 1.3.3 Soit une assertion P(x,y) dépendant de deux variables, alors
1. La négation de

Vee E,Jye F: P(x,y), (1.1)

est
e E,Yy € F : non(P(z,y)).

2. La négation de
dre E,Vye F: P(x,y), (1.2)

est
Ve e E,Jy e F :non(P(z,y)).

3. Soit l'assertion avec plusieurs quantificateurs
VreR,dyeR:y>x,

qui signifie "pour tout réel x, il existe un réel y tel que y est supérieur a x". La négation de cette
assertion est

dJreR,VyeR:y<ux,

Cela se lit "il existe un réel x tel que pour tout réel y, y est inférieur ou égal a x", ce qui signifie que
x est un maximum global, ce qui est faur dans R.

Remarque 1.3.3

1. L’assertion signifie que pour tout x il existe une valeur y (qui dépend a priori de x) telle
que P(z,y) est vérifiée, alors que l'assertion signifie qu’il existe au moins un élément x dans
Uensemble E tel que, pour tous les éléments y de l'ensemble F, la propriété P(x,y) est vraie. En
d’autres termes, on peut trouver un x spécifique pour lequel P est vrai pour n’importe quel y dans
F.

2. 8t lon utilise deux fois le méme quantificateur, [’ordre n’a pas d’importance. On peut permuter les
quantificateurs de méme nature dans des écritures du type

Vee E\yeE: P(z,y),

dJre E,Jye E : P(z,y).

Mais si les quantificateurs sont de natures différentes, leur ordre est important.
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1.4 Connecteurs logiques usuels

Les connecteurs logiques sont des opérations qui relient des assertions afin d’en former de nou-
velles. On distingue les connecteurs unaires, qui s’appliquent a une seule assertion, et les connecteurs
binaires, qui relient deux assertions. Leur utilisation vise a établir des relations entre plusieurs as-
sertions pour en obtenir une nouvelle. Parmi ces symboles, le premier est un connecteur unaire. Cela
signifie qu’il occupe une seule place et permet de former une assertion a partir d’'une unique assertion.
Par exemple, avec P, ce connecteur permet de construire I’assertion P. En revanche, les quatre autres
connecteurs sont binaires, nécessitant deux assertions pour en produire une troisieme.

Nous avons donc les cing symboles suivants : =, A, v, = et <=. Voici leur désignation :

e — est le symbole de négation, que ’on prononce "non".

A est le symbole de conjonction, que I'on prononce "et".

v est le symbole de disjonction, que I'on prononce "ou'.
e — est le symbole d’implication, que 'on prononce "implique'.

e — est le symbole de double implication, ou d’équivalence, que ’on prononce "si et seulement
si' ou "équivaut a".

1.4.1 Négation

Le connecteur de négation est un opérateur logique unaire fondamental qui inverse la valeur de
vérité d'une assertion.

Définition 1.4.1 (Négation) B
La négation de l'assertion P est l'assertion notée non(P) ou P qui est vraie lorsque P est fausse et
fausse lorsque P est vraie.

On représente les valeurs de vérités de P en fonction de celles de P dans une table de vérité, qui
est un tableau de la forme suivante

P10
Pl0o|1
Table de vérité de 'opérateur logique de négation.

Remarque 1.4.1

1. L’assertion non(P) exprime le contraire de [’assertion P.

2. Il résulte de cette définition que non(non(P)) et P ont la méme valeur logique, c’est-a-dire sont
vraies simultanément ou fausses simultanément.

3. Lorsque l'assertion P s’exprime par un signe spécifique, l'assertion non(P) se note par ce méme
signe barré par le signe /.

4. En général, une double négation vient souvent renforcer la négation tel que : voulez-vous sortir ¢
non, non. En mathématique, une double négation est considérée comme une affirmation.

Exemple 1.4.1
1. Soit P lassertion «x € E» qui se lit x appartient a E. La négation de P peut se noter aussi bien
par «x ¢ E » qui se lit x n'appartient pas a E, ou non (x € E). De la méme fagon, la négation de

10
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«A < B» qui se lit A est inclus dans B, peut s’écrire non(A c B) ou (A < B), alors que la négation
de (A = B) qui se lit A est égal a B notée (A &+ B) (se lit A est différent de B) ou non(A = B) ou
(A= B).

2. Considérons l'assertion P définie par « 24 est un multiple de 2». Il s’agit d’une assertion vraie.
Sa négation est non(P) définie par «24 n'est pas un multiple de 2». Il s’agit donc d’une assertion
fausse.

3. L’assertion <Nx € R :x > 0» est fausse et sa négation «Ix € R :x < 0» est vraie.

1.4.2 Conjonction

Apres avoir défini un connecteur appliqué a une seule assertion dans le paragraphe précédent,
nous allons maintenant examiner un connecteur qui relie deux assertions : la conjonction logique,
exprimée par "et". Ce connecteur, également appelé opérateur logique binaire, relie deux assertions
et exprime l'idée que les deux doivent étre vraies simultanément.

Définition 1.4.2 (Conjonction)

Soient P et Q) deuz assertions, on appelle conjonction de P et Q, l'assertion notée (P A Q) ou encore
(P et Q), qui est vraie lorsque les deuz assertions P et Q) sont vraies simultanément, et qui est fausse
dans tous les autres cas.

e La table de vérité comporte quatre cas distincts puisque les deux assertions P et () peuvent
étre vraies ou fausses de fagon indépendante. On résume ces quatre cas de figure dans la table de
vérité ci-dessous.

PlQ|PArQ
111 1
110 0
011 0
0]10 0

Table de vérité de 'opérateur logique de conjonction.

e Il est évident que I'assertion (P et @) d’une part et 'assertion (Q et P) ont méme valeur de vérité.

Exemple 1.4.2

1. Soient les assertions P : «k est un multiple de 2 » et Q) : «k est un multiple de 3 », alors l’assertion
(P A Q) est «k est un multiple de 6».

2. L’assertion « m n’est pas un entier et m > 2» est vraie.

3. L’assertion «la fonction exponentielle exp(-) est décroissante et pour tout x € R : exp’(x) = exp(x)»
est fausse.

1.4.3 Disjonction

Définissons maintenant la notion cousine a celle de la conjonction : la disjonction logique, exprimée
par "ou". Le connecteur logique de disjonction est un opérateur binaire qui relie deux assertions et
exprime l'idée que I'une des deux, ou les deux, peuvent étre vraies.

Définition 1.4.3 (Disjonction)

Soient P et QQ deuz assertions, on appelle disjonction de P et QQ, l'assertion notée (P v Q) ou encore
(P ou Q), qui est vraie si au moins une des deux assertions P et Q) est vraie, et qui est fausse quand
les deuz assertions P et () sont fausses simultanément.

11
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e La table de vérité du connecteur v sera donc

PlQ|PvQ
111 1
110 1
011 1
010 0

Table de vérité de 'opérateur logique de disjonction.

e Il est évident que l'assertion (P ou Q) d'une part et 'assertion () ou P) ont méme valeur de vérité.

Exemple 1.4.3

1. L’assertion «m = 2 ou e = 1» est vraie.

2. Soient les assertions P : «x <2 » et Q : «x > 10», alors lassertion (P v Q) est «x € |—0,2[ U
110, oo ».

3. Soient les assertions P : «n multiple de 3 inférieur a 10 » et Q) : «n pair inférieur a 10», alors
Uassertion (P v Q) est «n € {0,2,3,4,6,8,9} ».

1.4.4 Implication logique

L’implication logique est un opérateur dérivé, construit a partir des opérateurs fondamentaux
"non" et "ou". Ce connecteur logique constitue la base de la plupart des raisonnements que nous
rencontrerons par la suite.

Définition 1.4.4
1. Soient P et () deux assertions, l'implication de (Q par P est l’assertion notée «P = Q» ou «P
implique Q» qui est fausse seulement si P est vraie et Q) est fausse. L’ implication est vraie dans tous

les autres cas.
2. Le symbole « = » s’appelle la fleche d’implication et suit la direction de l'implication logique.

e La table de vérité de I'implication logique est la suivante :

P|Q|P=Q
111 1
110 0
011 1
010 1

Table de vérité de 'opérateur logique de I'implication.

Proposition 1.4.1 On peut exprimer le connecteur logique = a l’aide des connecteurs ou et non
par

non(P) v Q.

Autrement dit 'assertion (P = Q) est l'assertion (non(P) v Q).

Preuve. 1l suffit de comparer les deux assertions (P = @) et (15 v Q) pour toutes les valeurs
possibles de P et (). Pour s’en convaincre voici la table de vérité montrant ceci

PIQIP[PvQ|P=0Q
110 1 1
1|00 o 0
ol1]1| 1 1
0lo0 1] 1 1
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Comme on peut le voir dans la table de vérité, les deux expressions (P == Q) et (P v Q) ont
exactement les mémes valeurs de vérité dans toutes les situations, ce qui prouve leur équivalence. []

Remarque 1.4.2 L7implication est ['outil de base du raisonnement mathématique. Il est essentiel
de bien Uassimiler, et de comprendre toutes ses formulations. Alors on peut exprimer (P = Q) de
l'une des fagcons suivantes :

e 57 P alors Q.

o P implique Q.

e P entraine Q).

e P est une condition suffisante (CS) de Q (pour que Q soit vraie, il suffit que P le soit).

e () est une condition nécessaire (CN) de P (si P est vraie, nécessairement Q) [’est).

e Pour que P, il faut que Q.

e Pour que @, il suffit que P.

Exemple 1.4.4

L’assertion ¢x®> <1 = 2 > —1» est vraie.

L’assertion «x? < 1= 1 >x = —1» est vrate.

Lassertion «x <1 == 22 < 1» est fausse (prendre par exemple x = —2).

L’assertion «0 < x < 25 = x < 5» est vraie (prendre la racine carrée).

L assertion «x € |—o0, —4[ = 2% + 3z — 4 > 0» est vraie (étudier le binome).

L’assertion (sinx = x = 0» est fausse (regarder pour x = 2w par exemple).

. L’assertion «2 +2 = 5 = /2 = 2» est vraie (si P est fausse alors l'assertion P = @ est
toujours vraie).

RS TR e e

Définition 1.4.5 Soient P et () deux assertions, alors

1. Dans limplication P => @, P s’appelle ’hypothése et ) la conclusion.
2. Lassertion QQ == P s’appelle l'implication réciproque de P = Q).

3. L’assertion Q = P s’appelle implication contraposée de P = ().

Exemple 1.4.5
1. Soient x,y € R, l"implication

zy=0= (z=0)v (y=0),
sa contraposée est

(x4 0) A (y £0) = 2.y + 0.
2. Soit n € N, limplication
n? est pair = n est pair,

sa contraposée est

2

n est impair => n° est impair.

1.4.5 Equivalence logique

Le connecteur logique d’équivalence, noté <=, relie deux assertions en indiquant qu’elles sont
vraies ou fausses ensemble. Cela signifie que, dans toutes les situations possibles, les deux assertions
doivent étre soit toutes les deux vraies, soit toutes les deux fausses.
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Définition 1.4.6 On dit que deuz assertions P et () sont équivalentes si on a, d la fois (P = Q)
et (Q = P). En termes logiques, P et Q) sont équivalentes si elles ont les mémes valeurs de vérité.
On note dans ce cas

P = Q.

e La table de vérité de I’équivalence logique est la suivante

Pl Q| P=Q
111 1
110 0
011 0
010 1

Table de vérité de 'opérateur logique de I’équivalence.

e La table ci-dessus montre que 'assertion P est équivalente a 'assertion () si et seulement si
elles sont simultanément vraies ou simultanément fausses.

Remarque 1.4.3 On peut traduire (P <= Q) par

e P équivaut a ().

e P entraine () et réciproquement.

e Si P est vraie alors ) est vraie et réciproquement.

e P est vraie si et seulement si (ssi) Q est vraie.

e Pour que P soit vraie il faut et il suffit que Q) le soit.

e P est une condition nécessaire et suffisante (CNS) pour Q.

Exemple 1.4.6
1. Pour deuz réels x et y, [’équivalence

zy=0=z=0vy=0,

est vraze.
2. Pour deux réels x et y, I’équivalence

ry=0=x=0Ay=0,

est fausse.
3. Pour deuz réels x et y, ’équivalence

lz+y|=|z|+ |y = 2.y =0,

est vrate.
4. Soit x € R, lassertion «x € [0,1]» n'est pas équivalente da l'assertion «x € Ry ». En effet 'implica-
tion directe

re[0,1] =z e Ry,

est vraie. Par contre ['implication réciproque
reR, = 2 €[0,1],

est fausse.

5. Soit x € R, lassertion «x® = 1» est équivalente d l'assertion «x = +1 ou x = —1». En effet les
deuz implications = et <= sont vraies.

6. Soit x € Ry, lassertion «x* = 1» est équivalente a l'assertion «x = +1». En effet ici on s’est
limité a un paramétre x positif, donc la solution x = —1 n’est pas a prendre en compte.
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Proposition 1.4.2 Etant données deux assertions logiques P et Q, alors les assertions (P = Q)
et (Q — P) sont logiquement équivalentes. En d’autres termes, elles ont méme valeur de vérité.

Preuve. On établit la preuve de ce résultat en donnant les valeurs de vérité des assertions logiques
correspondantes. Alors

PIQIP|lQ| P=Q|Q=P

11110710 1 1

11701071 0 0

O(1]11]0 1 1

O(o0|1]|1 1 1

On voit que les assertions (P = Q) et (Q = ]5) sont simultanément vraies ou simultanément
fausses . Elles sont donc bien équivalentes. O

Conclusion 1.4.1 Voici un tableau qui résume les valeurs de vérités des divers connecteurs que nous
avons introduits. Vrai (resp. Faux) est symbolisé avecl (resp. 0)

PlQ|P| PAQ|PvQ | P=Q|P=Q
111 1 1 1 1
110 0 1 0 0
011 0 1 1 0
010 0 0 1 1

Table de vérité de des principauzr connecteurs.

1.5 Regles logiques

En logique, il existe plusieurs regles qui établissent un calcul des assertions, semblable a celui du
calcul algébrique. L’application de 'une de ces régles sur une assertion permet d’obtenir une assertion
équivalente, c’est-a-dire ayant la méme valeur de vérité. Les principales propriétés des connecteurs
sont résumées dans la proposition suivante.

Proposition 1.5.1 Pour toutes assertions P, (@, et R, on a
1. Loi de non contradiction

P A non(P) est une assertion fausse.

2. Double négation
non(non(P)) < P.

3. Lois de Morgan

non(P A Q) <= non(P) v non(Q) (Négation d’une conjonction),
non(P v Q) <= non(P) A non(Q) (Négation d’une disjonction).

4. Commutativité de ~ et de v
(P AQ) <= (QAP),
(PvQ)<= (QvP).
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5. Idempotence de A et de v
(PAP)< P,
(Pv P) <P

6. Associativité de de A et de v
PA(QAR)<— (PAQ) AR,

Pv(QvVvR)<— (PvQ)vR.

7. Distributivité de de A et de v
PA(Qv R)<= (PAQ)v (P AR) (Distributivité de ~ par rapport a v ),

Pv (QAR)< (Pv Q) (Pv R) (Distributivité de v par rapport ¢ A ).

8. Loi de contraposition
(P = Q) < (non(Q)) = non(P)).

9. Négation de l'implication
non (P = Q) < (P A non(Q)).

10. Transitivité de ['implication
(P=Q)A(Q = R)) = (P=R).
11. Transitivité de [’équivalence

(P<== Q) A (Q <> R)) = (P <= R).

Preuve.
e Ces résultats peuvent s’obtenir a partir des tables de vérités des assertions étudiées. Par exemple,

pour montrer (1), il suffit de tracer la table de vérité de (P A non(P)) et de vérifier qu’il n’y a que
des 0 dans la colonne finale.

P | non(P) | (P A non(P))
1 0 0
0 1 0

e Montrons maintenant (7) (Distributivité de A par rapport a v). La table de vérité de (P A Q) v
(P A R) est définie de la maniere suivante :

Tout d’abord on s’inquicte de savoir quel est le nombre d’assertions qu’il y a dans (P A Q) v (P A R).
Dans notre cas il y en a 3, cela induit une table de vérité avec (1 + 8) lignes. Si la formule avait n
assertions, cela donnerait une table avec (1 + 2") lignes. Les n premieres colonnes sont réservées aux
)™ est pour lassertion elle-méme. On obtient donc

assertions, la (n + 1

R|PAQ|PAR|QVR|PA(QVR)|(PAQ)Vv(PAR)
1 1 1 1

HlolF ool
(en] Hen) Ren] Nan) Rawl i g
OO OO = ==

S R A e e e e B |
Ol H I Hlolol~| O

[es] Hen) ool Nevl Neol i o Ran)
Ol OoO =
OO OO | =

0 0 0 0

On voit que les assertions logiques P A (Q v R) et (P A Q) v (P A R) ont les mémes valeurs de vérité,
donc elles sont équivalentes. De méme pour la distributivité de v par rapport a A. Nous laissons au
lecteur le soin de vérifier de méme chacune des autres équivalences. ]
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1.6 Différents types de raisonnement mathématiques

Les raisonnements mathématiques sont des processus formels utilisés pour démontrer des vérités
ou établir des conclusions a partir d’axiomes, de théoremes et de regles logiques. Plusieurs types de
raisonnements mathématiques existent, et nous allons examiner ici les plus courants : le raisonne-
ment direct, le raisonnement par contraposée, le raisonnement par ’absurde, le raisonnement par
récurrence, la disjonction des cas et le raisonnement par contre-exemple.

1.6.1 Raisonnement direct

Le raisonnement direct est une méthode de démonstration ou I'on part d’hypotheses pour arriver
directement a une conclusion grace a une succession d’implications.

Définition 1.6.1 (Principe)

Soient P et Q) deux assertions données. Pour montrer directement l'implication P = @), on suppose
que P est vraie et on démontre que () est vraie. La démonstration commence par «supposons que P
est vraiey et se termine par «(Q) est vraien.

Exemple 1.6.1

1. Montrer que si x,y € Q alors x + y € Q.

Solution. Prenons x,y € Q. Alors x = % pour un certain my € Z et un certain n, € N*. De méme
Yy = ’:;—22 pour un certain ms € Z, et un certain ny € N*. Maintenant

mq meo miNg + N1Mo
r+y=——=+—=———-".
n ng ning

Or le numérateur ming + nime est bien un élément de Z, le dénominateur ning est lui un élément
de N*. Donc x +y s’écrit bien de la forme

ms
:L‘—l-y:n—,
3

avec mg € Z, ng € N*. Ainsi x +y € Q. Avec des notations plus symboliques, on vient de montrer que
r,ye Q= x+yeQ.

2. Montrer que si x < 1, alors |z — 4] > 3.
Solution. Six < 1, alors

r—4 < -3.

Par décroissance de la fonction valeur absolue sur R™, on en déduit que
|ZE - 4| > |_3| )
Ceci veut bien dire que |x — 4| > 3. Avec des notations plus symboliques, on vient de montrer que

r<l=|zx—4] > 3.
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1.6.2 Raisonnement par Contraposée

Le raisonnement par contraposée est une méthode qui consiste a établir I'implication « si non(Q),
alors non(P) » a partir de 'implication « si P, alors ) ». L’implication « si non(Q) alors non(P)
» est appelée contraposée de « si P alors () ». Ce mode de raisonnement est particulierement utile
lorsque prouver directement P = () s’avere complexe, tandis que la démonstration de la contraposée
(Q —> P est plus aisée. Cette technique repose sur le principe selon lequel P — @ est logiquement
équivalent & Q — P.

Définition 1.6.2 (Principe)
1. Le raisonnement par contraposée (ou contraposition) est basé sur ’équivalence d’une implication
et de sa «contraposéer : P et (Q étant deux assertions quelconques,

2. Démontrer par contraposition l'implication (P = Q) consiste a démontrer l'implication (Q - ]5).
Pour cela, on suppose QQ vraie et on en déduit P vraie.

Remarque 1.6.1 I est difficile de donner une regle générale d’utilisation de ce raisonnement. Un
bon conseil avant de se lancer dans la démonstration d’une implication, est d’écrire d’abord sa contra-
posée. Avec un peu d’expérience, on arrive vite a sentir laquelle des deuz est la plus facile a démontrer.
Si le résultat désiré est R, on cherche les conséquences de non(R) pour arriver auzx bonnes hypothéses.
Notre premier exemple est un résultat facile, mais tres utile.

Exemple 1.6.2 Soit n € N, prouver que n* est pair si et seulement si n est pair.
Solution. Soit n € N, montrons l’équivalence demandée en procédant par double implication.
e L’implication réciproque <. On suppose que n est pair, alors il existe un entier k € N tel que
n = 2k. Donc
n? =4k* = 2k k' = 2k* e N.

Ce qui prouve que n? est pair. On a ainsi prouvé que si n est pair alors n? est pair.
o L’implication directe ==. Il ne parait pas simple de prouver directement que si n® est pair, alors
n est pair. Essayons donc de montrer la contraposée. Pour cela, montrons que

non(n est pair) = non(n? est pair).

Autrement dit

2

n est impair = n" est impaair.

Supposons n impair. 1l existe k € N tel que n = 2k + 1. On a alors
n? = (2k +1)° = 2(2k*> + 2k) + 1 = 2m + 1.

On a ainsi écrit n® sous la forme
n? =2m+ 1,

avec m = 2k? + 2k € N, et donc n? est impair. On a ainsi prouvé que si n est impair alors n* est
mpair.

Par contraposition, on en déduit que si n? est pair, alors n est pair.

Conclusion : Par double implication, nous avons montré que pour tout n € N,

n? est pair < n est pair.
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Exemple 1.6.3 Soit x € R, montrons en utilisant un raisonnement par contraposée l’assertion sui-
vante

(Ve>0:|z|<e)=2=0.
Solution. On doit donc montrer que
non(z = 0) = non (Ve > 0: |z] <¢).

Autrement dit
r+0= (Fe>0:|z|=¢).

Soit x € R, supposons que x £ 0 et montrons qu’il existe € > 0 tel que |x| = . C’est immédiat. Il
suffit en effet de prendre

__lal
2 )
puisque ‘g' est strictement positif et
x| > i'
2
D’une maniére générale, o
x

1.6.3 Raisonnement par I’Absurde

Le raisonnement par I’absurde, également connu sous le nom de raisonnement par contradiction,
est une méthode de démonstration qui consiste a supposer que l'assertion que 1’on souhaite prouver
est fausse. On montre ensuite que cette supposition conduit a une contradiction. En établissant qu’une
contradiction découle de I’hypothese initiale, on conclut que I’assertion originale doit nécessairement
étre vraie. Cela présente quelques similitudes avec le raisonnement par contraposée, mais ce n’est pas
tout a fait la méme chose.

Définition 1.6.3 (Principe)

Le principe du raisonnement par l'absurde est le suivant : pour démontrer qu’une assertion P est
vraie, on suppose le contraire (c’est-a-dire P est fausse), et on essaye d’arriver d un résultat faux
(souvent sous forme de contradiction). Ceci montre que l’hypothése de départ est fausse, donc que P
est vrate.

Exemple 1.6.4
1. Montrons que le nombre 0 n’a pas d’inverse dans R.
Solution. On suppose que 0 a un inverse dans R. On le note a. Par définition de l’inverse,

0-a=1.

Or pour tout réel x,
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On en déduit que 0 = 1. Ce qui est faux. On en déduit que 0 n’a pas d’inverse dans R.

2. On souhaite démontrer que /2 est irrationnel. La preuve classique de Uirrationalité de /2est une
preuwve par l'absurde. Pour cela, on suppose qu’il est rationnel et on aboutit a une contradiction.
Solution. Supposons que /2 soit un nombre rationnel. Il existe un couple (m,n) € N x N* avec m
et n sont premiers entre euz (c’est-a-dire sans diviseurs commun autre que 1) tel que

va=" (la forme d’une fraction irréductible).
n

On obtient
m? = 2n?,

d’ot p? est pair. D’aprés l’exemple précédent, on en déduit que m est pair. Il existe donc k € N
tel que
m = 2k.

On obtient
n? = 2k?%,

ce qui implique que n? est pair. On en déduit alors que n est pair (voir l'exemple précédent), ce
qui signifie qu’il existe | € N* tel que
n = 21.

On a donc fait apparaitre un diviseur commun d m et n (4 savoir le nombre 2), ce qui est contraire
a notre hypothése (m et n sont premiers entre euz). Donc m et n n’existent pas et la supposition /2
est rationnel est fausse. \/2 est un nombre irrationnel.

3. Soient a,b > 0. Montrons que si

a b
1+b 1+a’
alors
a=b.
Solution. Nous raisonnons par l'absurde en supposant que 133 = ?ba et a + b. Comme
a b
1+b 1+4+a
alors
ala+1)=0bb+1),
donc
a>+a="0"+0,
d’ot

a’>—bv =b—a.

Cela conduit a

(a—0b)(a+b)=—(a—0),
Comme a £ b alors a — b + 0 et donc en divisant par a — b on obtient

a+b=-—1.

La somme des deux nombres positifs a et b ne peut étre négative. Nous obtenons une contradiction.

. . a . b .
Conclusion. si 45 = Tra alors a = b.
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1.6.4 Raisonnement par Disjonction des cas

Lorsqu’on souhaite démontrer une assertion, il peut étre plus simple de la décomposer en sous-
cas particuliers. Si ’ensemble de ces cas couvre toutes les possibilités, alors ’assertion est prouvée
dans toute sa généralité. Cette approche correspond a un raisonnement par disjonction des cas ou
raisonnement cas par cas. Ce mode de raisonnement consiste a décomposer 1’assertion que I’on cherche
a établir en un nombre fini de cas (sous-propositions), qui sont vérifiés de manieére indépendante.

Définition 1.6.4 (Principe)
Soient P et () deux assertions. Pour montrer que «P = Q) », on sépare ’hypothése P de départ en
différents cas possibles et on montre que l'implication est vraie dans chacun des cas.

Exemple 1.6.5
1. Montrons que pour tout v € R,

lz—1] =]z —2|+1>=0.

Solution. Les valeurs absolues sont génantes a manipuler, on va donc raisonner par disjonction des
cas pour s’en débarrasser. On sépare le probléme en trois cas selon que

r<l,l<z<2,2>2

Soit x € R. Nous distinguons les cas suivants :
e Premier cas : St x < 1, alors dans ce cas

lt—1=1—-xet |zt —2|=2—ux,
ainsit
lt—1]—-jz—2|+1=1-2—-(2—-2)+1=0=0.
e Deuxieme cas : Si 1 < x < 2, alors dans ce cas

lt—1|=z—1et |z —2|=2—uz,
ainst
lt—1 -]z —2|+1=0—-1-2—-2)+1=2(z—1) > 0.
e Troisieme cas : Si x > 2, alors dans ce cas
lt—1=a—-1et |z —-2=2-2,
aimst
lt—1|—-jr—2|+1=2—-1—-(x—2)+1=0>=0.

Conclusion. Dans tous les cas |x — 1| — |[x — 2| +1 > 0.

2. Montrer que pour tout n € N,n(n + 1) est pair.

Solution. Soit n € N. Nous distinguons deux cas :

e Premier cas : Sin est pair, alors on peut écrire n = 2p avec p € N. Ainsi

n(n+1)=2p2p+1)=2k,k=p2p+1)eN,

est pair.
e Deuzxieme cas : Sin est impair, alors on peut écrire n = 2p + 1 avec p € N. Ainsi

nn+1)=02p+1)2p+2)=2m+1,m=(p+1)2p+1)eN,
est tmpair.

Conclusion. Dans tous les cas, on a n(n + 1) est pair.

21



NOTIONS DE LOGIQUE

1.6.5 Raisonnement par Contre-exemple

Un contre-exemple est un exemple particulier et concret qui contredit une affirmation, un énoncé,
une conjecture, une regle générale ou une loi. Trouver un contre-exemple pour prouver qu’'une asser-
tion est fausse peut parfois s’avérer aussi difficile que de démontrer que 'assertion est vraie. Ce type
de raisonnement est essentiel pour établir les limites de certaines propositions et pour clarifier des
énoncés qui peuvent sembler vrais dans des cas généraux mais qui échouent dans des cas spécifiques.

Définition 1.6.5 (Principe)

Soit P(x) une propriété dépendant de la variable x dans E. Pour montrer que l'assertion ¥z €
E,P(x)» est fausse, il suffit de trouver un x de E tel que P(x) soil fausse. Trouver un tel x c’est
trouver un contre-exemple a l'assertion «Vx € E, P(x)».

Remarque 1.6.2 Ce mode de raisonnement repose sur le principe que la négation de l’assertion
Vre E: P(x),

est
Jz € E : non(P(z)).

Trouver tel x c¢’est trouver un contre-exemple d lassertion «Vx € E, P(x)».

Exemple 1.6.6
1. Montrer que l’assertion «Pour tout entier naturel n, si n est divisible par 4 et par 6, alors n est
divisible par 24» est fausse.
Solution. Un contre-exemple est n = 12, il est divisible par 4 et par 6, mais il n’est pas divisible par
24.
2. Montrer que l’assertion suivante est fausse «Toutl entier positif est somme de trois carrés». Par
exemple

14=1*42°+3

Solution. Un contre-exemple est 7 : les carrés inférieurs a 7 sont 0,1,4 mais avec trois de ces
nombres on ne peut faire 7 (0+1+4 4 7).

1.6.6 Raisonnement par Récurrence

Pour conclure cette liste de stratégies de raisonnement, évoquons brievement le raisonnement par
récurrence, une méthode que vous connaissez probablement bien depuis le lycée. Le raisonnement
par récurrence est une technique mathématique utilisée pour démontrer une propriété qui s’applique
a tous les entiers naturels, ou, plus généralement, a une infinité d’entiers naturels.

Ce type de raisonnement est pertinent lorsque ’on souhaite prouver une assertion P(n) pour tout
n € N. On commence par établir la base de la récurrence en prouvant 1’assertion pour P(0). Ensuite,
on procede a I’hérédité, qui consiste a démontrer que I'implication (P(n) = P(n + 1)) est vraie
pour tout n € N. En établissant ces deux étapes, on conclut que la propriété est vraie pour tous les
entiers naturels.

Définition 1.6.6 (Principe)
Soit P(n) une propriété dépendant d’un entier n € N. Pour montrer que P(n) est vraie pour tout
entier n = 0, il suffit de démontrer que :
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e La proposition P(0) est vraie (initialisation).

e Pour n’importe quel entiern > 0 fixé, si P(n) est vraie, alors P(n+1) est vraie également (hérédité).
C’est-a-dire P(n) = P(n + 1) est vraie.

La propriété P(n) supposée vraie est appelée hypothése de récurrence.

Exemple 1.6.7
1. Inégalité de Bernoulli.
Soit x € RY, montrer pour tout entier naturel n € N [’inégalité (de Bernoulli) suivante

(1+2)">1+nz.
Solution. Soit x € R, on note P(n) lassertion suivante
(I1+x)" =1+ nz.

Nous allons montrer par récurrence que P(n) est vraie pour tout n € N.
e Pour n =0, nous avons
(1+2)°=1>1+0z.

Donc P(0) est vraie.
e Maintenant fizons n € N et supposons que P(n) est vraie, c’est-a-dire

(1+2)">1+nz.

Comme x est positif, on a aussi 1 +x = 0, on peut donc multiplier l'inégalité par (1 + ) sans en
changer le sens. On obtient
(1+2)"1+2z)=1+nx)(l+x).

C’est-a-dire
(1+2)"" > 1+ nz + 2 + na?,

Ce qui donne
1+2)"" ' > 1+ (n+1)z+na’

Comme on a nx?® = 0, alors
l+(n+Dz+nz®> =1+ (n+ 1)z
On en déduit en particulier qu’on a
(1+2)"" =1+ (n+ 1)z

P(n+ 1) est donc vraie.
Conclusion. Par le principe de récurrence P(n) est vraie pour tout n € N, ¢’est-a-dire on a (14+x)" >
1 + nx pour tout n € N et tout x = —1.

Remarque 1.6.3 Comme l’illustre ['exemple suivant, un raisonnement par récurrence peut étre uti-
lisé si la propriété P(n) n’est vraie qu’a partir d’un certain rang ng ou ng désigne un entier naturel
non nécessairement égal a 0. Dans ce cas précis, la premiere étape consistera a montrer que la pro-
priété P(ng) est vraie.

Exemple 1.6.8 Montrons que pour tout entier naturel n € N* non nul,

n(n+1)

1+24+...4+n=
" 2
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Solution. Soit n € N, notons P(n) lassertion suivante

n(n+1)

1+2+...4+n=
" 2

1(1+1)
2

Vérifions que P(1) est vraie. Sin = 1, le membre de gauche vaut 1. Le membre de droite vaut,
soit 1 aussi, on a bien

autrement dit P(1) est vraie.
Soit n un entier naturel non nul, si P(n) est vraie, alors

1
1+2+...+n=n(n;>,

il s’agit d’en déduire que P(n + 1) est vraie. Alors, en ajoutant (n + 1) a chaque membre,

n(n + 1)

1424+ ... 4+n+(n+1)= + (n+1),

alors, en factorisant le membre de droite

(n+1)(n+2)

1424+ .. +n+(n+1)= 5 :

donc
n+1)((n+1)+1)

1+2+..+n+(n+1)= 5 ,

alors P(n + 1) est vraie.
Conclusion. Par le principe de récurrence, P(n) est vraie pour tout entier n supérieur ou égal d 1.
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Chapitre 2

Ensembles et Relations binaires sur un
ensemble

Ce chapitre présente les concepts fondamentaux de la théorie des ensembles, incluant les opéra-
tions d’union, d’intersection, et de complémentaire. Elle aborde aussi les relations binaires et leurs
propriétés, telles que les relations d’équivalence et d’ordre.

2.1 Théorie des ensembles

La théorie des ensembles constitue une branche fondamentale des mathématiques, dédiée a I’étude
des ensembles, c’est-a-dire des collections d’objets distincts considérés comme un tout. Ces objets
peuvent étre des nombres, des points, des fonctions ou toute autre entité mathématique. Cette théorie
est cruciale pour de nombreux sous-domaines des mathématiques, en particulier pour la probabilité,
qui est une branche des statistiques. Cette connexion est essentielle, car la probabilité s’appuie sur
des concepts issus de la théorie des ensembles pour définir et analyser les événements, les variables
aléatoires et les distributions.

2.1.1 Définitions et notations

Définition 2.1.1

1. Un ensemble est une collection (ou un groupement) d’objets, ces objets s’appellent les éléments ou
les points de l’ensemble, et ces objets sont considérés sans ordre et sans répétition.

2. Nous désignerons en général les ensembles par des lettres majuscules : E, F, A, B, etc. Les éléments
d’un ensemble seront désignés en général par des lettres minuscules : a, b, x,y, etc.

Exemple 2.1.1 Les exemples suivants sont déja bien connus du lecteur.

1.
N [’ensemble des entiers naturels.

Z. l’ensemble des entiers relatifs.
Q [l’ensemble des nombres rationnels.
R [’ensemble des nombres réels.
C [l’ensemble des nombres complezxes.

2. Les ensembles N, Z, Q, R, C privés du nombre O sont souvent utilisés, on les dénote par la notation

étoilée N* Z* Q* R* C*, ou la notation ensembliste usuelle N\{0}, Z\{0}, Q\{0}, R\{0}, C\{0}.
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Définition 2.1.2 (Relation d’appartenance)

1. Lorsqu’un objet x est un élément d’un ensemble E, on dit que x appartient a E. L’appartenance
de x a FE est notée x € F.

2. Pour exprimer que x n’est pas un élément de E ou l’objet x n’appartient pas a l’ensemble E, on
écrit et x ¢ F.

Exemple 2.1.2 Si E = {a,b,c}, alors
e a € E (I’élément a appartient a I’ensemble E ).
e d¢ FE (I’élément d n'appartient pas a E).

Remarque 2.1.1 Deux points importants sont a noter :

a. L’ordre dans lequel les éléments apparaissent dans la liste n’a aucune importance. Autrement
dit les ensembles sont uniquement définis par la présence ou l'absence de leurs éléments, et non par
Uordre dans lequel ces éléments sont listés. Par exemple, soit A = {1,2,3}. Cet ensemble est exacte-
ment le méme que B = {3,2,1},C = {2,1,3} et D = {1, 3,2}

b. Si un ou plusieurs éléments sont répétés dans la liste de définition d’un ensemble, [’ensemble ne
change pas. En d’autres termes, chaque élément d’un ensemble est unique. Ainsi si A = {1,2,2,3,3, 3},
alors A est en réalité l'ensemble A = {1,2,3}, car les répétitions des éléments 2 et 3 n’ont pas d’im-
portance.

En théorie des ensembles, il existe principalement deux maniéres fondamentales de définir un
ensemble, en extension et en compréhension.

Définition 2.1.3

1. Définition en extension. La définition en extension consiste a donner la liste explicite de tous
les éléments d’un ensemble. Cette liste est écrite entre accolades et les éléments sont séparés par des
virgules. Les accolades { et } servent a marquer le début et la fin de la description de ’ensemble.

2. Définition en compréhension. La définition en compréhension consiste a décrire un ensemble
en spécifiant une propriété ou une condition que ses éléments doivent satisfaire. Au lieu de lister
explicitement les éléments, on utilise une formule qui indique la régle a respecter pour faire partie de
I’ensemble. L’ensemble est noté sous la forme {x € E : P(x)}. Ce qui se lit "'ensemble des éléments
x de l’ensemble E qui vérifient la propriété P."

e La définition en extension est utile pour les ensembles avec un petit nombre d’éléments, tandis
que la définition en compréhension est plus puissante et pratique pour les ensembles infinis ou définis
par une propriété spécifique.

Exemple 2.1.3
1. L’ensemble des jours de la semaine peut étre défini en extension par
S = {vendredi, samedi, dimanche, lundi, mardi, mercredi, jeudi} .
2. 8i A est 'ensemble des trois premiers nombres naturels, on peut le définir en extension comme

suit
A=1{0,1,2}.

3. L’ensemble des nombres pairs peut étre défini en compréhension comme suit
P={xeZ:x est pair} .
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4. L’ensemble des solutions d’une équation est, par nature, défini en compréhension. Ainsi
E={reR:2*—2r+1=0},

est l’ensemble des nombres réels x qui vérifient la condition 2* — 2z +1 = 0.

5. Voici d’autres exemples d’ensemble sous les définitions par extension et en compréhension :
o F = {farine,eau,levure,huile,sel,mzzarella,tomates,champignons,olives,basilic} ou

{z : x est un ingrédient de préparation de pizza}.

o £ =1{1,3,5,7,9} ou {z : x est un entier impair compris entre 1 et 9}.

Remarque 2.1.2

e Une erreur d’écriture fréquente A = {x € R} tels que x = 0 (incorrect) au lieuw de A = {x € R :
x = 0} (correct). La condition P, ici v > 0, doit se trouver d l'intérieur des accolades et non a
lextérieur.

e [l est important de préciser explicitement a quel ensemble E s’applique la propriété P qui caractérise
’ensemble que ’on veut décrire, sinon la définition risque d’étre ambigué. Par exemple, {v € N : z* =
1} = {1} et {x € Z: 2*> = 1} = {1,—1}. On voit ainsi que écriture {x : x* = 1} serait incompléte
pour définir un ensemble bien déterminé.

e Un méme ensemble peut admettre plusieurs descriptions en compréhension différentes. Par exemple,

E={zeN:z>1letx<3}={reR:2>—5z+6=0}.

e [l est généralement facile de déterminer si un objet donné appartient ou non a un ensemble défini
en compréhension : il suffit de vérifier si cet objet satisfait ou non la condition qui définit [’ensemble.
En revanche, il n’est pas toujours facile de savoir quels sont exactement tous les éléments d’un tel
ensemble. Par exzemple, soit E = {x € R : 2% + 2* — 523 + 42% + 2 — 2 = 0}. On vérifie facilement
que 1 € E, mais il est plus difficile de déterminer tous les éléments de E, autrement dit de résoudre
I’équation qui définit E.

Deux ensembles particuliers vont jouer un réle spécial en théorie des ensembles. Le premier est
I’ensemble référentiel, appelé également 'univers. On le note E. Le second ensemble particulier est
I’ensemble vide, noté ¢, qui ne comporte aucun élément.

Définition 2.1.4 (Ensemble vide)

On appelle ensemble vide I’ensemble qui ne contient aucun élément. Autrement dit, c’est un ensemble
sans aucun objet ou membre. On le note généralement par le symbole ¢ ou par deux accolades vides.
On a donc ¢ = {}. 1l est donc défini par la propriété

Va,x & ¢.

Exemple 2.1.4 Si l'on définit un ensemble avec une condition impossible a satisfaire, cet ensemble
sera vide. Par exemple
Az{xeR:mQZ—l}.

Comme il n’existe aucun nombre réel dont le carré est égal a —1, cet ensemble est vide, donc A = ¢.

Définition 2.1.5 (Singletons, paires)

1. Un singleton est un ensemble qui a exactement un élément. Un singleton s’écrit donc {x}, ot x
est ['unique élément du singleton.

2. Une paire est un ensemble qui a exactement deuz éléments. Une paire s’écrit donc {x,y}, ot x et
y sont les deux éléments (distincts) de la paire.
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Exemple 2.1.5

1. {1} et {m} sont des singletons.

2. {1, 7} est une paire. En revanche, {1,1} est un singleton, car la répétition d’un élément n'a pas
d’importance dans un ensemble.

Définition 2.1.6 (Ensemble fini, infini)

1. Un ensemble E est dit fini lorsque le nombre d’éléments qui le composent est un entier naturel.
Dans ce cas, le nombre d’éléments est appelé le cardinal de ’ensemble. On le note Card(E) ou |E|.
2. Un ensemble qui n’est pas fini est dit infini.

3. Par convention Card(¢) = 0.

Exemple 2.1.6
1. L’ensemble E = {a, b, c} est fini.
2. Les ensembles N, Z, Q,R et [0, 1] sont infinis.

2.1.2 Relations entre ensembles

Les relations entre ensembles sont des concepts fondamentaux en théorie des ensembles, permet-
tant de comparer et de relier différents ensembles. On donne les principales relations entre ensembles.

2.1.2.1 Inclusion d’ensembles

A partir du signe d’appartenance € on introduit une abréviation notée — et appelée signe d’in-
clusion.

Définition 2.1.7 (Inclusion)

1. Soient A et B deux ensembles. On dit que A est inclus dans B (ou que A est un sous-ensemble
de B, ou encore que A est une partie de B ou que B contient A) et on note A < B si el seulement
si tout élément de A est aussi un élément de B. Formellement, cela se traduit par

(Ac B) <= Vz,(re A=z € B).

2. On utilise le symbole < pour désigner 'inclusion A ¢ B signifie A est inclus dans B et A & B
signifie A n’est pas inclus dans B, c’est a dire il existe au moins un élément de A qui n’appartient
pas a B. On a donc

Ad B dr:(xreAectar¢B).

Remarque 2.1.3
1. Soit E un ensemble, alors x est un élément de E si et seulement si le singleton {x} est inclus dans
L,

re B < {z} c E.

2. 1l est important de ne pas confondre appartenance (symbole €) et inclusion (symbole < ). Par
exemple, a € {a,2,4} mais a & {a,2,4}.

3. On emploie aussi la notation B > A au liew de A < B, et l’'on dit alors parfois que B est un
sur-ensemble de A.

4. Si A et B sont deuz ensembles finis et si A < B alors Card(A) < Card(B).
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Exemple 2.1.7
1. Soient A = {1,2} et B={1,2,3}, on a

Ac BV, (ve{l,2} = e {1,2,3)})

Cela signifie que pour chaque élément de A, cet élément appartient aussi a B.
22NcZcQcRcC.

3. Ona{1,2,4} « {1,2,3,4} et {1,2,4}} & {1,2,3}.

4. Q¢EZ car%e@ et%géZ.

Corollaire 2.1.1

1. L’ensemble vide ¢ est inclus dans tout ensemble, y compris lui-méme. Pour tout ensemble A, on
apc A

2. Un ensemble est toujours inclus dans lui-méme. Cela signifie que, pour tout ensemble A, on a
toujours A < A.

2.1.2.2 Egalité d’ensembles

Une autre relation fondamentale entre les ensembles est en effet 1'égalité d’ensembles.

Définition 2.1.8 (Egalité de deux ensembles)

Soient E et F' deux ensembles.

1. On dit que E et F sont égaux (ou identiques) et on note E = F, s’ils ont les mémes éléments.
Cela signifie que tout élément de E est élément de F et tout élément de F est élément de E. On a
alors

E=F <=V, (reE<1x€eF).

En d’autres termes,
E=F<«<= (EcCF etFcE). (Principe de double-inclusion,).

2. Dans le cas contraire, lorsque les ensembles E et F' ne contiennent pas eractement les mémes
éléments, on dit qu’ils sont distincts et on note £ + F. Cela se traduit par

E+F<3r,(reFetx¢F)ouvdr,(r¢ EetxelF).

3. L’égalité E = F se lit « E est égal a F' » ou « E est identique a F' ».
4. La notation £ &+ F se lit « E est différent de F' » ou « E est distinct de F' ».

Remarque 2.1.4 Pour montrer que deux ensembles E et F' sont égauz, on procede souvent par
double inclusion, de la maniére suivante : on montre que tout élément de E est élément de F' (premiére
inclusion) puis que tout élément de F est élément de E (deuxiéme inclusion).

Exemple 2.1.8

1. E={0,1,2,3,4} + {n e N : n divise 4}.

2.8 FE=1{0,2,4,6,8,10} et F' = {6,8,10,0,2,4,6,8}, alors on a E = F.
3. S E={xeR:2>-3x+2=0} et F ={1,2}, alorsona E = F.
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Nous admettrons que pour tout ensemble F, il existe un nouvel ensemble appelé ensemble des
parties de F, noté P(E), et dont les éléments sont tous les sous-ensembles de F.

Définition 2.1.9 (Ensemble des parties d’un ensemble)
Soit E un ensemble, l’ensemble des parties de E est 'ensemble, noté P(E), dont les éléments sont
tous les sous-ensembles (les parties) de E.

PE)={X:XcFE}.

Autrement dit X € P(E) signifie que X < E.

Remarquons que les éléments de P(E) sont des sous-ensembles de E et non pas des éléments de
E. De plus, contrairement a ’ensemble E qui peut étre vide, I’ensemble P(FE) n’est, lui, jamais vide
puisqu’il contient au moins les ensembles ¢ et F,

o, FEeP(E).

Exemple 2.1.9
1. Si E = {a}, alors les parties de E sont ’ensemble vide ¢ et E lui-méme. Donc

P({a}) = {#,{a}}.

2. Si E a deuz éléments, disons E = {a,b} avec a £ b, alors

P({a7 b}) = {¢> {a} ) {b} ) {aa b}} :

3. Si E a trois éléments, disons E = {a,b,c} avec a £ b * ¢, alors

P({a,b,c}) = {¢,{a}, {b} {c} {a,b} ,{a,c} {b,c} {a,b,c}}.
En comptant les éléments de P(E), on remarque que l'on a

Card(P(E)) = 2° = 8.

Proposition 2.1.1 Si E est un ensemble fini de cardinal n alors l’ensemble P(E) est fini et

Card(P(E)) = 2".

2.1.3 Opérations sur les ensembles

Tout comme on effectue des opérations mathématiques sur des nombres (addition, soustraction,
division, multiplication) pour obtenir un nouveau nombre, on peut appliquer certaines opérations
sur des ensembles pour en créer de nouveaux. Ces opérations ensemblistes incluent la détermina-
tion de leur union, de leur intersection, de leur complémentaire, ainsi que leur différence et leur
différence symétrique. Dans cette section, nous allons présenter les opérations ensemblistes les plus
fondamentales.
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2.1.3.1 Intersection

L’intersection de deux ensembles peut étre illustrée par une métaphore : si I'on imagine deux
patates qui se superposent, la région commune entre elles représente l'intersection de ces deux en-
sembles. Les éléments contenus dans cette région sont précisément ceux qui appartiennent aux deux
ensembles. L’intersection est I'une des opérations les plus fréquemment utilisées dans la vie quoti-
dienne.

Définition 2.1.10 Soient E un ensemble et A, B deux parties de E.
1. L’intersection de A et B est [’ensemble formé des éléments appartenant a A et a B. L’intersection
de A et de B se note An B et se lit A intersection B ou A inter B. On a donc

AnB={xeFE:xeAnxeB}.

2. 51 An B = ¢, alors nous dirons que les deux ensembles A et B sont disjoints.

Exemple 2.1.10

1. Si A ={1,2,3,7} et B = {0,2,7}, alors An B = {2,7} puisque 2 et 7 sont les deux éléments
communs aur deuxr ensembles.

2.8 A=1{1,2,3} et B= {58}, alors An B = ¢ puisque les deux ensembles n'ont aucun élément
en commaun.

3.Soient A = {Dr.Smith, Dr.Johnson, Dr.Lee} (professeurs du département A) B = {Dr.Lee, Dr.Brown}

(professeurs du département B), alors A n B = {Dr. Lee}.

e On peut visualiser I'intersection de deux ensembles A et B par le diagramme suivant

FIGURE 2.1: Intersection de deux ensembles

2.1.3.2 Réunion

L’opération duale de I'intersection est la réunion. Au lieu de former un sous-ensemble contenant
uniquement les éléments communs a A et B, 'union crée un sous-ensemble qui comprend tous les
éléments présents dans A ou dans B. L’union ensembliste est une opération courante dans la vie
quotidienne, utilisée pour combiner des ensembles d’éléments.
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Définition 2.1.11 Soient E un ensemble et A, B deux sous-ensembles de E. La réunion de A et B,
notée Au B (lire A union de B), est l’ensemble constitué par les éléments de E appartenant ¢ A ou
a B, c’est-a-dire

AuB={xeE:xeAvzxe B}.

Remarque 2.1.5 Il est évident que A et B sont des sous-ensembles de A U B, c’est-a-dire que
Ac AuB et Bc Au B. De plus, si Ac B, alors Au B = B. On vérifie que

Avp=AAVA=AAUVFE=F.

Exemple 2.1.11 Si A = {1,3,5} et B = {2,3,4}, alors A u B = {1,2,3,4,5}. On notera que
I’élément 3 qui se trouve dans A et dans B n’est pas répété dans A U B.

Définition 2.1.12 (Réunion disjointe)
Soient E un ensemble et A, B deuz sous-ensembles de E. On dit que la réunion A u B de A et B
est une réunion disjointe lorsque ['intersection des deux ensembles est vide.

e On peut visualiser 'union de deux ensembles A et B par le diagramme suivant

FIGURE 2.2: Réunion de deux ensembles

2.1.3.3 Différence ensembliste

La réunion est comparable a ’addition, car ’ensemble A U B contient tous les éléments présents
dans A ainsi que ceux qui se trouvent dans B. Mais quelle opération pourrait étre considérée comme
I’équivalent de la soustraction pour les ensembles ? Pour illustrer, cette opération donnerait, a partir
de A et B, I'ensemble des éléments qui sont dans A mais pas dans B. Cette opération est appelée la
différence ensembliste. Elle peut étre définie de plusieurs manieres, toutes équivalentes.

Définition 2.1.13 Soient E un ensemble et A, B deux sous-ensembles de E.
1. La différence de A et B est I’ensemble des éléments qui appartiennent a A mais qui n’appartiennent
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pas a B.
2. La différence de A et de B (dans cet ordre) se note A\B ou A — B, ce qui se lit «A moins B» ou
«A différence B». On a donc

AB={xeFE:zeAnx¢ B}.

Remarque 2.1.6 La différence entre deux ensembles A et B consiste simplement a prendre les
éléments de A et a en retirer les éléments qui sont également dans B.

Exemple 2.1.12

1. Un cas particulier intéressant est celui ot on considére une différence A\B, mais avec B < A.
R\Q désigne donc l’ensemble des nombres réels qui ne sont pas rationnels, c’est-a-dire 'ensemble des
irrationnels.

2. Considérons les ensembles A = {1,2,3,4,5} et B = {3,4,5,6,7,8}. Pour trouver la différence
A\B de ces deuz ensembles, nous commengons par écrire tous les éléments de A, puis enlevons tous
les éléments de A qui est aussi un élément de B. Puisque A partage les éléments 3,4 et 5 avec B,
cela nous donne la différence d’ensemble A\B = {1, 2}.

e On peut visualiser la différence entre deux ensembles A et B par le diagramme suivant

FIGURE 2.3: Différence entre deux ensembles

2.1.3.4 Différence symétrique

La différence symétrique entre deux ensembles est une opération ensembliste qui renvoie un
ensemble contenant tous les éléments présents dans I'un des deux ensembles, mais pas dans les deux
a la fois. Autrement dit, la différence symétrique entre deux ensembles A et B est constituée des
éléments qui appartiennent soit a A, soit a B, mais pas aux deux.

Définition 2.1.14
1. La différence symétrique de deux sous-ensembles A et B d’un ensemble E est [’ensemble formé
des éléments de E qui appartiennent soit a A, soit a B, mais pas a leur intersection.
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2. La différence symétrique de A et de B (dans cet ordre) se note AAB, ce qui se lit A delta B. On
a donc

AAB ={xeFE:xe A\BvzeB\A}.

Autrement dit
AAB = (A\B) u (B\A).

Exemple 2.1.13 Considérons les ensembles A = {1,2,3,4,5} et B = {3,4,5,6,7,8}. Alors la diffé-
rence symétrique de A et B est l’ensemble

AAB = (A\B) u (B\A) = {1,2} U {6,7,8} = {1,2,6,7,8}.

e On peut visualiser la différence symétrique de deux sous-ensembles A et B par le diagramme
suivant

FI1GURE 2.4: Différence symétrique de deux ensembles

2.1.3.5 Complémentaire

Les quatre opérations précédentes sont binaires, car elles agissent sur deux ensembles. Nous nous
intéresserons maintenant a une opération unaire, qui n’a qu'un seul argument. Le complémentaire
d’un ensemble est une opération unaire qui, a partir d'un ensemble A inclus dans un ensemble de
référence F, renvoie 'ensemble des éléments qui appartiennent & F mais qui ne sont pas dans A.

Définition 2.1.15 Soit A une partie de l’ensemble E. On appelle complémentaire de A dans E le
sous-ensemble de E, constitué des éléments de E qui n’appartiennent pas a A. Cet ensemble est
représenté de différentes manicres C4, ou encore °A, ou encore A. On a donc

Cp={reE:x¢ A} = E\A.

Remarque 2.1.7 Le complémentaire de A est le plus grand (au sens de l'inclusion) sous-ensemble
de E qui ne contient aucun élément en commun avec A.
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Exemple 2.1.14

1. Le complémentaire dans [’ensemble N des entiers naturels du sous-ensemble P des entiers pairs
est [’ensemble des entiers impairs 1,
Ccy =1

2. 8i E ={a,b,c,d} et A= {a,c}, alors

Cp = {b,d}.

e On peut visualiser le complémentaire de A dans F par le diagramme suivant

FI1GURE 2.5: Complémentaire d’un ensemble

Cela complete 'introduction des cing opérations de base sur les ensembles, opérations qui sont
pratiquement omniprésentes en mathématiques.

2.1.4 Propriétés des opérations élémentaires

Avec la proposition qui suit, on résume les résultats essentiels relatifs a ces opérateurs ensemblistes.
Le lecteur pourra établir, a titre d’exercice, les propriétés suivantes.

Proposition 2.1.2 (Régles de calculs)

Soient A, B et C des parties d’un ensemble E, alors

1. Au B = Bu A (Commutativité de la réunion,).

2. An B = B n A (Commutativité de l'intersection). .

3. (AuB)uC =Au (BuC) (Associativité de la réunion).

4. (AnB)nC =An (BnC) (Associativité de l'intersection).

5 Au(BnC)=(AuB)n (AuC) (Distributivité de la réunion sur l'intersection,).
6. An(BuC)=(AnB)u(AnC) (Distributivité de l'intersection sur la réunion).
LAup=Aetpu A=A (’ensemble vide est un élément neutre pour la réunion).
8 Anop=0¢ etpn A= ¢ (I'ensemble vide est un élément absorbant pour l’intersection).

9. AnE=Act EnA=A (l'ensemble E est un élément neutre pour l'intersection).
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10 AVE =F et Eu A=FE (I’'ensemble E est un élément absorbant pour la réunion).
11. Cg =F et CE=¢ (E et ¢ sont symetmques par complémentation).

12AnCa=9¢, AUCE =F et C’E = A (Double passage au complémentaire).

13. C4"B =CA U CE et C4¥P = C4 nCE  (Lois de De Morgan,).

14. A\(BuC) =(A\B) n (A\C) et A\(Bn C) =(A\B) u (A\C).

15. AAB = BAA (Commutativité de la différence symétrique).

16. (AAB) AC = AA (BAC) (Associativité de la différence symétrique).

17. An (BAC) = (An B)A(An C) (Distributivité de n par rapport a ).

19. AAp = A et pAA = A (I’ensemble vide est un élément neutre pour la différence symétrique).
20. AAB = (A u B)\ (A n B) (Caractérisation de la différence symétrique).

Corollaire 2.1.2 Pour A et B ensembles, on a les propriétés suivantes
1. Si A c B, alors P(A) < P(B).

2. P(An B) =P(A) nP(B).

3. P(A) uP(B) c P(Au B).

Preuve.
1. @ Supposons que A < B. Cela signifie que tout élément de A est aussi un élément de B. Soit
X € P(A), cela signifie que X est un sous-ensemble de A, donc X < A. Puisque A ¢ B, ce qui
implique que X < B. Donc, X € P(B). Cela montre que P(A) < P(B).
2. e Montrons l'inclusion

P(An B)c P(A) nP(B).
Soit X € P(An B), ¢’est-a-dire que X < An B. Cela implique que X < Aet X < B, donc X € P(A)
et X € P(B). Ainsi,

X e P(4) n P(B),

donc

P(An B)cP(A) nP(B).
e De la méme maniere montrons l'inclusion
P(A) nP(B) « P(An B).

Par conséquent, P(A n B) = P(A) n P(B).

3. Soit X € P(A) u P(B), c’est-a-dire que X est un sous-ensemble de A (donc X < A) ou de B
(donc X < B).

eSi X c A alors XcAuB (car Ac Au B), donc X € P(Au B).

e Si X — B, alors de la méme maniere, X < Au B, puisque car B < Au B, donc X € P(Au B).
Dans les deux cas, X € P(A u B), cela montre que

P(A)uP(B) < P(Au B).
O

Remarque 2.1.8 Remarquons que l'inclusion du point 3 n’est pas en général une égalité, comme on
le voit sur le contre-exemple A = {1} et B = {2} pour lequel

P(A Y B) = {¢> {1} ) {2} ) {172}} )
et

P(A) uP(B) = {¢,{1},{2}}.
Alors
P(Au B) ¢ P(A) uP(B).
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2.1.5 Union et intersection d’une famille de sous-ensembles

Il est possible de généraliser la réunion a un nombre fini d’ensembles : on se ramene au cas de
deux ensembles par réunion binaires successives et 1’associativité de la réunion assure que l'ordre
n’a pas d’'importance. De méme pour l'intersection. Mais il est possible également de généraliser ces
opérations a une famille non nécessairement finie d’ensembles.

Définition 2.1.16 Si (A;); est une famille d’ensembles indexés par i € I (les éléments de I sont les
indices i). Alors
1. L’intersection de la famille (A;); est notée (A;. Cette intersection est donc définie explicitement
1€l
(Ai={re B Viel:zeA}.

el

par

C’est-a-dire que l’intersection de la famille d’ensembles indexés comprend tous les x qui se trouvent
dans chaque ensemble de tous les ensembles de la famille.

2. La réunion de la famille (A;); est notée | JA;. Cette réunion est donc définie explicitement par
iel

UAiz{erjieI:xeAi}.

iel

C’est-a-dire que la réunion de la famille d’ensembles indexés comprend tous les x pour lesquels il
existe un ensemble indexé par i tel que x soit appartient a cet ensemble A;.

3. Ces deux ensembles se lisent respectivement réunion (ou union) des A; et intersection des A;. (On
dirait aussi réunion et intersection de la famille (A;)ier ou encore de la famille des A;).

Remarque 2.1.9
1. La définition s’applique bien sir au cas d’un ensemble fini d’indices, I = {1,2,....n}. On a

alors .
A= (VA= AinAsn 0 A,
el =1

et
UA UA Al UA U . UA,.
iel =1

2. Dans le cas ou les indices parcourent les naturels, l'usage a retenu l'emploi du symbole oo pour
indiquer que ces indices ne sont pas bornés supérieurement. Etant donné la famille infinie { Ay, As, ...},
on désignerait par exemple la réunion des ensembles A, par les notations

U A, ou encore UA

neN*

3. A noter qu’il serait toujours possible de décortiquer de telles opérations finies par étape

i i=1

i=1
i=1 i=1
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Exemple 2.1.15
1. Soit I = {1,2,3,4} et soit une famille quelconque d’ensembles (A;)icr. On a alors

ﬂA ﬂA AL N Ay A As A Ay

el =1

2. Soit I = N* et pour tout n € N* | posons A, = {1,2,3,...,n} c N*. Alors

UAn=©An=N* et ﬂAnzﬁAnz{l}.

neN* n=1 neN* n=1

On aurait de méme .
|Bn = UB =Net (B, =B = {0},
neN neN n=0

avec

B, =1{0,1,2,3,....,.n} = N.

Un certain nombre de propriétés vues dans le paragraphe précédent se généralisent aux unions et
intersections quelconques.

Proposition 2.1.3 (Propriétés liées aux unions et intersections quelconques)
Etant donné (A;)ier une famille d’ensembles, et B un ensemble, tous inclus dans un ensemble E,
alors
1. Bn (UAZ) =J(BnA4) (Distributivité)
i€l el

2.B U <ﬂAz> = (Bu4) (Autre Distributivité)

iel 1€l
()
3.0 7 =N (C’éi) (Loi de De Morgan)
i€l
(0)
4.0 1 = (CF) (Loi de De Morgan).
i€l

Preuve. Eléments de preuve. Les deux premiéres égalités découlent de propriétés logiques similaires
(ou par double-inclusion), les deux derniéres de la négation des quantificateurs et des connecteurs
logiques. L]

2.1.6 Partition d’un ensemble

Une partition d’un ensemble est une décomposition de cet ensemble en sous-ensembles non vides
et disjoints, tels que I'union de ces sous-ensembles reconstitue I’ensemble d’origine.

Définition 2.1.17 Soit E, un ensemble non vide. Une partition de E est une famille F = (A;),;
de sous-ensembles de E satisfaisant aux trois conditions suivantes

1. Pour toutie I, on a A; ¥ ¢.

2. Pour tout i,j € I tels quei % j, on a A; n Aj = ¢.

3. | JAi = E.

el
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Remarque 2.1.10

1. Un ensemble A; € F est appelé un bloc de la partition F.

2. On exprimera habituellement :

e La condition 1. en disant que les blocs A; sont tous non vides.

e La condition 2. en disant que les blocs A; sont deux a deux disjoints.
e La condition 3. en disant que les blocs A; recouvrent entiérement E.

Exemple 2.1.16
1. R% et R* ne constituent pas une partition de R car l'union R% U R* ne couvre pas tout R, car
0¢ Ry UR.
2. R%, R* et {0} constituent une partition de R.
4. Soit E = {1,2,3}. Alors
e il y a une partition de E avec un seul bloc
fl = {Al = {17273}}

e [es partitions de E avec deux blocs sont

Fir={Ar ={1}, 4, = {2,3}}, Fo = {4 = {2}, A, = {1,3}}, F5 = {41 = {3}, 4> = {1, 2}}.
e il y a une partition de E avec trois blocs

F={A = {1}, Ay = {2}, Ay = {3}}.

5. Voici des exemples de familles qui ne sont pas des partitions.
e Fi nlest pas une partition de E = {1,2,3,4,5} oi

Fi={A; ={1,2}, A, = {3,5}}.

e Fy n’est pas une partition de E = {1,2} ou
Fo={Ar ={1,2}, 4, = ¢}.
e F3 n’est pas une partition de E = {1,2,3,4} ot
Fy={A1 ={1,2}, 4, = {1,4} ,A; = {3}}.

6. Voici deux partitions différentes de 7,
[

Fi={P,I} ,P={2n,neZ},1={2n+1,neZ}.

—7:2 = {7 {_3} ) {_2} ) {_1} ) {0} ) {1} ) {2} ) {3} ) }

2.1.7 Produit cartésien

Nous allons maintenant introduire une nouvelle opération binaire sur les ensembles : le produit
cartésien. Le produit cartésien est une opération qui prend deux ensembles et crée un nouvel ensemble
composé de toutes les paires d’éléments possibles.
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2.1.7.1 Couples et n—uplets

Dans la section précédente, nous avons défini ’ensemble {a, b}, appelé paire, dont les seuls éléments
sont a et b. Le couple (a, b) est un nouvel objet qui, a la différence de la paire {a, b}, prend en compte
l'ordre des éléments. Ainsi, (a,b) et (b, a) sont deux couples distincts, tandis que {a, b} et {b, a} sont
identiques. De plus, (a,a) est un couple, alors que {a,a} = {a} est un singleton. La notion de couple
joue ici un role clé.

Les couples et les n—uplets sont des concepts fondamentaux en mathématiques et en informatique,
utilisés pour organiser des objets dans une séquence ordonnée. Ils généralisent la notion de "paire"
(ou "couple") a des ensembles de plus de deux éléments.

Définition 2.1.18 (Couples)

1. On appelle couple (ou paire ordonnée) une collection de deux éléments dans un ordre spécifique.
Si a et b sont deux éléments, le couple formé par a et b est noté (a,b), ot

e a est le premier élément (ou la premiére composante) du couple.

o b est le deuziéme élément (ou la seconde composante) du couple.

2. Le symbole (a,b) se lit couple a,b.

Remarque 2.1.11 La caractéristique fondamentale d’un couple est [’ordre des éléments. Autrement
dit, la facon dont les éléments sont disposés dans le couple est cruciale et détermine son identité.
Par conséquent, Deux couples sont égauz si et seulement si leurs éléments respectifs sont égaux dans
le méme ordre. Autrement dit,
a=c
(a,b) = (¢c,d) < et
b=d.

De plus linversion de l’ordre des éléments produit un couple différent, sauf si les deux éléments sont
identiques. On a donc (a,b) £ (b,a) sauf si a = b.

Exemple 2.1.17
1. Sia =1 etb =2, alors le couple (a,b) est (1,2). Dans ce cas, (1,2) % (2,1), car lordre des
éléments est différent.

La notion de couple se généralise de maniere naturelle a celle de liste ordonnée (finie) de longueur
quelconque. On parlera alors de n—uplet pour désigner 'objet résultant de la donnée de n éléments
avec un ordre déterminé, avec n € N*,

Définition 2.1.19

1. Soit n € N*. On appelle n—uplet une collection ordonnée de n éléments avec un ordre déterminé.
2. Si nous notons a, le premier élément, as le deuxiéme élément, ..., a, le n®™¢ élément, le n—uplet
s’écrit (a1, aq, ag, ..., a,). En particulier, un 2—uplet s’appelle un couple et un 3—uplet s’appelle un
triplet et un 4—uplet s’appelle un quadruplet.

La notion de produit cartésien joue un role majeur dans la suite de ce cours. En effet, cette
opération ensembliste fournit le cadre conceptuel pour I'un des concepts mathématiques les plus
riches : celui de relation binaire. A partir de la notion de couple, nous pouvons définir le produit
cartésien. Pour tous ensembles E et F', nous pouvons créer ’ensemble E x I, qui est constitué de

tous les couples (a, b) tels que le premier élément a appartient a E et le second élément b appartient
a k.
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Définition 2.1.20 Soient E, F' deux ensembles.
1. On appelle produit cartésien de E et F [’ensemble formé des couples (x,y) dont la premiére
composante x appartient a E, et la seconde y, a F'.
2. Le produit cartésien de E et de F' se note E x F et se lit B fois F', ou E croix F, ou E produit
cartésien F'. On a donc

ExF={(xy):xeFE etyeF}.

3. Si E = F, on note cet ensemble E?.

Remarque 2.1.12

e En pratique, au lieu d’écrire ¥ (x,y) € E?,... on peut noter Vx,y € E, ...

e [l est a noter que les couples sont ordonnés, c’est-a-dire que (x,y) = (y,x) si et seulement si x = y.
De maniére plus générale, on a (z,y) = (2/,y') dans E x F si, et seulement v =z’ et y = y'.

e En général, E x F' &+ F x E car les couples (x,y) et (y,x) ne sont pas les mémes..

Exemple 2.1.18
1. Soit E ={1,2} et I’ = {2,3}, alors
ExF=1{12),(1,3),(22),(2,3)},
et
FxE=1{21),(272),(3,1),(3,2)},
et
E*=ExE=1{1,1),(1,2),(2,1),(2,2)}.

On voit donc que le produit cartésien n’est pas une opération commutative.
2. Pour E = {1,2} et F = {x,y}, alors

ExF = {(1,1‘),(1,y),(2,l‘>,(2,y)}.

Sous les mémes hypothéses, on a

FXE:{($71)7(1'72))(%1)7(3/’2)}'

R*=RxR={(z,y) :xeR et ye R}.

3. Soit E =[0,1] < R, lintervalle unité sur la droite réelle. Alors E* = E x E est le carré unité du
plan cartésien.

Nous voulons maintenant envisager le produit cartésien de plusieurs ensembles. La notion de
produit cartésien se généralise au cas de plus de deux ensembles.

Définition 2.1.21 Soient Ey, Es, ..., E,, des ensembles non vides.
1. On appelle produit cartésien des ensembles Ei, Fs, ..., E, l'ensemble noté E; x Fy x ... x E,,
constitué des n—uplets (x1,xs, ..., x,) avec x; € E; pour tout i € {1,2,...,n}. En d’autres termes,

Ey X By X ... x B, = {(x1,29,...,2,) : 1 € E1,29 € By, ...,x, € E, }.

2. Deux n—uplets (xq,xa, ..., T,) et (2], 2, ..., x)) sont égaux (ou identiques) si

r; =2, Vie{l,2,..,n}.

On écrit alors

(x1, X9, ...y xy) = (2], 259, ..., 7)) .
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Exemple 2.1.19 FEzemple avec trois ensembles.

1. 5i
A={1,2},B = {z,y},C = {a}.
Alors
Ax BxC={(1,x,a),(1,y,a),(2,z,a),(2,y,a)}.
2. 51
A={1,2},B={z,y},C ={a,b}.
Alors

Ax BxC={(1,z,a),(1,2,b),(1,y,a),(1,y,b), (2,2,a),(2,2,b), (2,y,a), (2,y,b)} .

Notation 2.1.1 On convient de la notation suivante

HEi:El X Fy x ... x E,.

=1

En particulier, pour tout n € N*, on note

En:@‘XEX...XE.

n fois

Corollaire 2.1.3 1. Soient E et F' deux ensembles finis. Leur produit cartésien E x F est fini avec
Card(E x F) = Card(E) - Card(F).
2. Plus généralement, soient 1, ..., E, des ensembles finis. Leur produit cartésien est fini avec
Card(Ey x Ey x ... x E,) = Card(E,) - Card(Ey) - ... - Card(E,).

En notation condensée

Card (ﬁE) = ﬁCard(Ei).

i=1

On pourrait s’intéresser a diverses propriétés du produit cartésien en lien avec les opérations
ensemblistes préalablement introduites. La proposition suivante est immédiate.

Proposition 2.1.4 (Propriétés du produit cartésien)
Soient E, F, G des ensembles, alors

1LEXF=¢p<< F=¢oulF =¢.
2 (EVF)xG=(ExG)u(F xGq).
B(ENnF)xG=(ExG)n(FxG).
4. (A\B)xC=(AxC)\(BxC).

2.2 Relations Binaires

Apres les notions d’ensemble introduites dans les sections précédentes, cette section aborde les
notions de relations sur un ensemble. Nous y présentons deux types de relations fondamentales, les
relations d’équivalence qui permettent dans un ensemble de regrouper des éléments qui ont une méme
propriété, et les relations d’ordre qui servent a comparer des éléments au sein d’un ensemble.
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2.2.1 Généralités

Une relation binaire est une regle qui associe un élément d’un ensemble donné a un élément d’un
autre ensemble ou du méme ensemble. Formellement elle est définie comme un sous-ensemble du
produit cartésien de deux ensembles. Elles sont utilisées pour définir des concepts importants comme
les relations d’équivalence et les relations d’ordre, qui permettent de regrouper ou de comparer les
¢éléments dans un ensemble selon certaines propriétés ou regles.

Définition 2.2.1

1. On appelle relation binaire d’un ensemble E vers un ensemble F' toute correspondance (ou pro-
priété) notée R, qui lie des éléments de E d des éléments de F.

2. Six e E estlié ayeF parla relation R, on dit que x est en relation avec y, ou (x,y) vérifie la
relation ¢ et on écrit xRy. Dans le cas contraire on écrit xRy.

3. E s’appelle l'ensemble de départ (ou la source) de R, F' s’appelle I’ensemble d’arrivée (ou le but)
de la relation R, et le sous-ensemble I' de E x F s’appelle le graphe de R avec

I'={(x,y) e E x F:azRy}.

Remarque 2.2.1

1. Un cas particulierement important de relation binaire est obtenu lorsque les deux ensembles E et
F sont les mémes, E = F. Alors on dit que R est une relation binaire sur E. La plupart des relations
avec lesquelles nous travaillerons dans ce cours seront de ce type.

2. Dans une relation binaire, un élément de l’ensemble de départ peut étre en relation :

e Soit avec plusieurs éléments de l’ensemble d’arrivée.

e Soit avec un seul élément de ’ensemble d’arrivée.

e Soit avec aucun seul élément de l’ensemble d’arrivée.

Exemple 2.2.1 Voici quelques exemples fondamentaux de relations.

1. Les relations <,>,<,> (inférieur da, supérieur a, inférieur ou égal d, supérieur ou égal d) défi-
nissent des relations binaires sur N, 7, Q, R.

2. Pour tout ensemble E, la relation d’égalité sur E notée = est une relation binaire sur E.

Ve,ye E: a2y <=z =y.

3. Si X est un ensemble, alors l'inclusion notée — est une relation binaire sur l’ensemble E = P(X)
des parties de X .
VA, Be F: ARB < Ac B.

4. La divisibilité sur Z notée | est une relation binaire sur Z,
Ve,yeZ : xRy < x divise y < x | y.

5. Soit E =7 et n e N* fixé. La propriété «x —y est multiple de n» est une relation binaire sur
Z appelée la relation de congruence modulo n. On écrit x =y mod n ou encore x = y|n] (se lit
x est congru @ y modulo n) pour signifier que xRy. On a donc

Ve,yeZ:aRy <= xr=y modn<n|(x—y)

—dkeZ:x—y=kn.

Cet entier y correspond au reste de la division euclidienne de x par n. Alors dire que x est congru d
y modulo n équivaut a dire que x et y ont le méme reste dans la division euclidienne par n.
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6. La relation de parallélisme notée || sur les droites du plan ou de Uespace E est une relation

binaire sur E,
VD17D2 el: D1§RD2 — D1 || D2.

7. La relation de I'orthogonalité notée 1 est une relation binaire sur [’ensemble des droites du plan

ou de l’espace F,
VDI, DQ el D1%D2 <~ Dl 1 DQ.

8. Soit la relation R « est ’ami de » et E l'ensemble des étudiants en premiére année MI d’une
université donnée. Dans ce cas, tous les couples (x,y) € E* qui satisfont cette relation, (c’est-a-dire
tels que xRy ) nous indiquent que = est l'ami de y, avec x ety appartenant au méme ensemble.

Exemple 2.2.2 La correspondance R qui lie les chiffres aux voyelles utilisées pour écrire les chiffres
en toutes lettres est une relation entre deuxr ensembles : l’ensemble des chiffres et ['ensemble des
voyelles. Celte correspondance peut étre vue comme une relation binaire entre ces deuxr ensembles,
ot chaque chiffre est mis en relation avec les voyelles qui apparaissent lorsqu’il est écrit en toutes
lettres. Soient E = {0,1,2,3} et F' = {a,e,i,0,u,y}. On a donc

0Re, 0Ro, 1Ru, 2Re, 2Ru, 3Ro, 3R, 0Ra, IRy, 2R0, 3Rw.

Définition 2.2.2 Soit 1 une relation d’un ensemble E vers un ensemble F.
1. On appelle domaine de R (ou ensemble de définition de R) et on note Dom(R) ’ensemble des
éléments de E qui sont en relation avec ( au moins) des éléments de F', c’est-a-dire

Dom(R) ={re E,Jye F : 2Ry} < F.

2. On appelle image de R (ou ensemble des valeurs de R) et on note Im(R) l'ensemble des éléments
(valeurs) de F mis en relation avec le domaine de définition, c’est-a-dire I’ensemble

ImR)={ye F,dze E: 2Ry} c F.

Exemple 2.2.3 Reprenons la relation R donnée par l'exemple précédent, alors [’ensemble de
définition est
Dom(R) = {0,1,2,3},

[’ensemble de valeurs est
Im(R) = {e,i,0,u},

le graphe est

I'={(x,y) e Ex F:zRy} ={(0,e),(0,0),(1,u),(2,e),(2,u),(3,0),(3,7)}.

2.2.2 Représentation d’une relation binaire
La représentation d’une relation & d’un ensemble E vers un ensemble F' dépend de la nature des
ensembles E et F'. Les représentations les plus courantes sont les suivantes :

1. Représentation par un tableau, une matrice binaire ou un diagramme sagittal/cartésien (utile
lorsque E et F' sont finis) :

e Matrice : Dans cette représentation, une matrice est utilisée pour indiquer les connexions entre
les éléments des deux ensembles. Voici comment cela fonctionne :
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» Les éléments de I’ensemble E sont placés sur les lignes.
» Les éléments de I'ensemble F' sont placés sur les colonnes.

» Si un élément x € F est en relation avec un élément y € F', alors on place 1 a 'intersection de
la ligne de x et de la colonne de y.

» Si z n’est pas en relation avec y, on place un 0 a cette position.

e Tableau : Dans la représentation par un tableau, les 1 et 0 peuvent étre remplacés par des cases
noires et blanches pour indiquer I'existence d’une relation. Une case noire signifie qu’il existe une
relation entre x € E et y € F, tandis qu'une case blanche indique ’absence de relation.

e Diagramme sagittal : On dessine les éléments des ensembles F et F' sous forme de points, et on
trace une fleche partant d’un élément de E vers un élément de F' pour indiquer la relation (réseau

de fleches).

e Diagramme cartésien : Les éléments des ensembles E et F' sont placés sur deux axes perpen-
diculaires : I'axe des abscisses (horizontal) pour E et I'axe des ordonnées (vertical) pour F. Les
relations entre les éléments de E et F' sont représentées par des points dans le plan cartésien. Par
exemple, si un élément x € E est en relation avec un élément y € F', un point est placé a 'intersection
correspondante dans le plan.

2. Représentation par une formule : Cette approche implique de décrire la relation R entre deux
ensembles E et F' a l'aide d'une expression mathématique ou logique. Cette formule spécifie les
conditions sous lesquelles un élément de E est en relation avec un élément de F.

3. Représentation par un graphe : Cette méthode est efficace pour représenter des relations binaires
entre les éléments de deux ensembles. Elle utilise des graphes pour illustrer comment les éléments
d’un ensemble sont reliés entre eux ou avec ceux d'un autre ensemble.

Exemple 2.2.4
1. Représentation au moyen d’un tableau, d’une matrice ou d’un diagramme. La relation R donnée
par Uexemple [2.2.9 précédent peut étre représentée par les quatre fagons suivantes :

W N = O

FIGURE 2.6: Représentation au moyen d'un tableau
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a e 7 o u Y
0 0 1 0 1 0 0
1 0 0 0 0 1 0

w

FIGURE 2.8: Représentation au moyen d'un diagramme sagittal

F
Ypr--a-——1-"r—-
I I I I I
o R f DR AR
I I I | |
I I
o|--#--bo--g--
| I I |
glleclocbocl=c -
! I | | |
0 I I
877#7477077‘771‘
I | | I
I | | I :
@ pedeoqesgposkbas
I | | I
i o
0 1 2 3 B

FIGURE 2.9: Représentation au moyen d’'un diagramme cartésien

2. Représentation au moyen d’une formule. Soit la relation R sur R telle que
Yo,y e R: aRy < 2? = >

3. Représentation au moyen d’un graphe. La relation R donnée par le graphe suivant
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FIGURE 2.10: Représentation au moyen d’un graphe

Définition 2.2.3 Soit R une relation binaire d’un ensemble E vers un ensemble F.
1. On appelle relation réciproque de R et on note R~ la relation binaire de F' vers E définie par

V(r,y)e Ex F: 2Ry < yN 'z.

2. Autrement dit, R est la relation ot les couples (x,y) de Ty sont inversés pour devenir (y,z).
On a donc
V(z,y)e Ex F: (z,y) e 'g < (y,x) € Ty-1.

Exemple 2.2.5 Si on reprend la relation R donnée par 'exemple|2.2.2 précédent, on aura

Fr-1 ={(e,0),(0,0),(u,1),(e,2), (u,2),(0,3),(4,3)} .

Définition 2.2.4 Soient R une relation binaire d’un ensemble E wvers un ensemble F et S une
relation binaire de l’ensemble F vers un ensemble G.
1. La composée de R et S est une relation binaire de l’ensemble E vers ’ensemble G notée S o R ou
SR et définie par
Rz
V(z,y) e Ex G :x(SoR)y < Jz€ F: et
2Ry.

2. Dans le cas particulier o E = F = G on note R2 = Ro R.

Remarque 2.2.2 Pour que (z,y) appartienne d la relation composée SoR, il doit exister un élément
intermédiaire z € F' tel que (zr,z) € Iy et (z,y) € 'g.

Exemple 2.2.6

1. Dans un plan affine euclidien, la relation composée de l’orthogonalité avec elle-méme est effecti-
vement le parallélisme. En effet : soient E = F = G l’ensemble des droites d’un plan affine euclidien
et R =S =1 est la relation d’orthogonalité. Alors

SoR :” ’
est la relation de parallélisme, car
Dy L Dy
VDy,Dye E: D, || Dy < 3D3 € E: et
D3 1 D,.
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On peut donc écrire ici
lol=|.

En effet, en géométrie, si deux droites sont orthogonales a une méme droite, alors elles sont paralléles
entre elles.

2. Soient
E={a,pB,v,0},F ={1,2,3,4,5} ,G = {a,b,c,d}.
Telles que
I'yp = {(57 1) ) (6a 2) ] (%2) ) (574)}7
I's ={(2,a),(3,0),(4,0),(4,0)},
Alors

Fgon = {<67a) ) (77 a) ) (67 b) ) (57 C)} :

On peut visualiser la composée de deux relations R et S par le diagramme suivant

SoR

FI1GURE 2.11: Composée de deux relations Binaires

Proposition 2.2.1 (Associativité de la composition des relations)

Soient E, F,G, H des ensembles, Ry (resp. Ny, resp R3) une relation de E vers F' (resp. F vers G,
resp. G vers H). On a alors

(%30%2)0%12%30(%20%1).

Autrement dit, la composition des relations est associative.

Preuve. Soit (z,t)e Ex H. On a

Ry
xRy et
r(RgoRNy) oyt < Jye F: et — Jye F,3zeG: < yRaz
yR3 o RNoz et
Z%gt
2Ry 0o N1 2
— JdzeG: et
Z?Rgt
— zR30 (Ry 0 My) L.
Cela montre que (R3oRy) o Ry = N30 (R0 Ry). OJ
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Proposition 2.2.2
1. Inverse double d’une relation. Pour toute relation binaire R, on a

RH =R

2. Inverse de la composition des relations. Soient E,F,G des ensembles, & (resp. S) une
relation de E vers F' (resp. F vers G). On a alors

(SoR) ' =RTosL

Preuve.
1. D’aprés la définition de R, nous savons que

V(z,y)e Ex F: (y,z) € g1 < (z,y) € T'.

Donc
V(z,y)e Ex F:(2,y) € [g1)1 == (y,7) € Iy,

ce qui équivaut & (z,y) € Iy. Done (R = R.
2. Pour tout (x,z) € E x G, on a

xRy
2(SoR) 't e—=x(SoR)z— Jye F: et
ySz
yR 1
— dye F: et
2SS~y
2SS~y
— dye F: et
yR 1
— 2 (%_1 o S_l) T.
Ainsi, on obtient ]

2.2.3 Propriétés d’une relation binaire

On s’intéresse maintenant & une relation binaire dont la source coincide avec le but. On se retrouve
donc avec une relation sur un ensemble E donné. On définit maintenant un certain nombre de
propriétés susceptibles d’étre satisfaites par une relation d’un ensemble F dans lui-méme.

Définition 2.2.5 Soit R une relation binaire sur un ensemble E. On dit que R est
1. Réflexive si tout élément de E est en relation avec lui-méme. Formellement,

Vre E: xRx.
2. Symétrique si x est lié a y entraine que y est li€ a x. Formellement,
Vr,ye E: xRy = yRx.
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Cela signifie que la relation ne change pas si les deux éléments du couple sont inversés.
3. Transitive st x est li¢ ay ety a z alors x est lié a z. Formellement,

xRy
Vr,y,z€ E : et = zRz.

yRz

Cela signifie que la relation "transmet” la connexion a travers un élément intermédiaire.

Remarque 2.2.3

1. On voit que la réflexivité exprime le fait que tout élément est en relation avec lui-méme.

2. La symétrie revient au fait que la présence d’un couple donné dans la relation implique que le couple
« symétrique », obtenu en intervertissant les deux composantes, est lui aussi dans la relation.

3. La transitivité permet de « sauter par-dessus » un élément mitoyen, pour ainsi dire, de maniere d
établir une relation entre deux éléments reliés a celui-ci.

Sur un diagramme sagittal a une seule courbe, ces propriétés se manifestent respectivement comme
sutt :

o La réflexivité d’une relation est représentée par la présence d’une boucle a chaque élément de
I’ensemble.

e Symétrie : pour chaque fleche « aller » d’un élément x vers un élément y, il y a une fleche « retour
».

o Transitivité : pour chaque paire de fleches consécutives, de x ay puis dey d z, il y a un « raccourci
» dex dz. (On a donc une sorte de triangle de fléches, mais avec des directions particuliéres.)

Une situation nettement plus porteuse concerne la propriété de symétrie. Dans le cas d’une relation
non symétrique, il existe (au moins) un couple (z,y) tel que zRy et yRx " autrement dit, une fleche
aller sans fleche retour. Une propriété plus forte serait qu’aucune fleche allée ne s’accompagne d’une
fleche retour". Et 'expérience montre que cette situation joue un role fondamental. C’est cette idée
que cherche a cerner la propriété d’antisymétrie, qui vient compléter notre définition des principales
propriétés d’une relation.

Définition 2.2.6 Soit R une relation binaire sur un ensemble E. On dit que R est Anti-symétrique
six li¢ ay ety lié a x entrainent x = y. Formellement,

xRy
Ve,ye E : et = x=uy.
yRx

Remarque 2.2.4 Par définition, l'antisymétrie exprime le fait que la présence d’un couple et de
son symétrique dans la relation entraine que les deux composantes sont forcément égales. En d’autres
termes, l’existence de deux fleches réciproques entre deux éléments distincts est impossible.

Exemple 2.2.7 (Exemples basiques)
1. La relation donnée par I’égalité sur R,

Ve,ye R: xRy < x =y,
est réflexive, symétrique, transitive, et antisymétrique.

2. La relation d’inclusion c dans l'ensemble E = P(X) des parties de X est réflexive, antisymé-
trique et transitive mais n'est pas symétrique (A = {1},B = {1,2}).
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3. La relation |de divisibilité sur l’ensemble N* est réflexive, antisymétrique et transitive mais n’est
pas symétrique (x = 2,y = 4). De plus cette relation est réflexive et transitive mais n’est pas symé-
trique (x =2,y = 4) et n'est pas antisyméltrique (v = 2,y = —2) sur l'ensemble Z*.

4. Pour tout n € N*, la relation de congruence sur [’ensemble Z,

Ve,yeZ:aRy <= xr=y modn<=n/|(x—y),

est réflexive, symétrique et transitive mais n’est pas antisymétrique (n = 2,x = 8,y = —8).

d. La relation d’inégalité < dans les ensembles N, Z,Q et R est réflexive, antisymétrique et transitive
mais n’est pas symétrique (r =2,y = 3).

6. La relation « étre paralléle » sur les droites du plan E est réflexive, symétrique et transitive
mais n’est pas antisymétrique.

7. La relation « étre perpendiculaire » (Ou relation d’orthogonalité « est orthogonal a ») est
symétrique mais n’est pas réflexive, n’est pas transitive et n’est pas antisymétrique.

8. La relation « étre du méme dage » dans l’ensemble des personnes E d’une ville,

Vi,y € E : xRy < age(x) = age(y),

est réflexive, symétrique et transitive mais n’est pas antisymétrique.

2.2.4 Relations d’équivalence

Les quatre propriétés introduites aux définitions précédentes jouent un réle fondamental dans
de nombreuses situations mathématiques. C’est en effet sur ces quatre propriétés que reposent les
concepts-clés de relation d’équivalence (relation a la fois réflexive, symétrique et transitive) et de
relation d’ordre (relation a la fois réflexive, transitive et antisymétrique), dont il sera maintenant
question.

Définition 2.2.7 Soit R une relation binaire sur un ensemble E.
1. On dit que R est une relation d’équivalence si elle vérifie les trois propriétés suivantes
(a) Réflexivité :
Vre E: xR,
(b) Symétrie :
Vr,y e E : 2Ry = yRx.
(¢) Transitivité :
xRy
Vr,y,z€ E : et = zRz.

yRz

2. Etant donné x,y tels que xRy, on dit alors que x est équivalent a y pour la relation d’équivalence
R ou x ety sont équivalents pour la relation R ou encore x et y sont équivalents modulo R.

Exemple 2.2.8
1. La relation d’égalité dans un ensemble quelconque E est une relation d’équivalence.
2. La relation R donnée sur R par la formule

Va,ye R : aRy < 2% = ¢,

est une relation d’équivalence.
3. La relation «étre paralléleyn est une relation d’équivalence pour ’ensemble E des droites affines
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du plan.

4. La relation «étre du méme dger dans l’ensemble des personnes E est une relation d’équiva-
lence.

5. Pour tout n € N*, la relation de congruence modulo n est une relation d’équivalence sur [’en-
semble 7.

6. La relation R définie sur Z x Z* par

V(w,y),(z,t)eZ X L* (ZL’,y)éR(Z,t) = at = yz,

est une relation d’équivalence sur ’ensemble 7. x Z7.*.

7. La relation «étre perpendiculaire» n’est pas une relation d’équivalence pour 'ensemble E des
droites affines du plan (ni la réflexivité, ni la transitivité ne sont vérifiées).

8. La relation de divisibilité sur [’ensemble N* n’est pas une relation d’équivalence (elle n’est pas
symétrique,).

9. La relation d’inégalité < dans les ensembles N, Z,Q et R n’est pas une relation d’équivalence
(elle n'est pas symétrique).

2.2.4.1 Classe d’équivalence et ensemble quotient

Plus généralement, une relation d’équivalence R sur un ensemble E nous permet de regrouper les
éléments de E en paquets, ces paquets étant formés par des éléments de E qui sont équivalents entre
eux. Nous introduisons maintenant la notion de classe d’équivalence.

Définition 2.2.8 Soit R une relation d’équivalence dans un ensemble E.
1. Pour tout x € E, on appelle classe d’équivalence de x (modulo R) l’ensemble, noté & (ou , ou Z,
ou cl(x)) de tous les éléments de E équivalents a x (selon la relation R ). On a donc

t={yeE:yRa}.
Autrement dit x est la partie de E formée des éléments qui sont en relation avec x, c’est-a-dire
y € <= TNy.

2. Tout élément t appartenant a x est appelé un représentant de la classe x.

Remarque 2.2.5

e Une classe d’équivalence regroupe les éléments d’un ensemble qui sont "équivalents” selon une
relation d’équivalence donnée.

e Notons que, grace a la propriété de transitivité, nous pouvons affirmer que tous les éléments d’une
classe d’équivalence sont équivalents entre eux.

e On a évidemment x < E et par symétrie de la relation d’équivalence, on a aussi

t={yeE:aRy}.

Le résultat suivant fournit des caractérisations utiles de la relation d’équivalence en termes de
classes d’équivalence.

Proposition 2.2.3 (Propriétés de base des classes d’équivalence)
Soit R une relation d’équivalence sur un ensemble E. Alors les classes d’équivalence de E ont les
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propriétés de base suivantes :
1. Les classes d’équivalence ne sont jamais vides,

Vee E:x =+ ¢.
2. Deux classes d’équivalence sont soit identiques, soit disjointes
(i) Vr,ye E : aRy < 1 =y,

et
(ii)Vz,ye E: 2Ry <= = n g = ¢.
3. Les classes d’équivalence recouvrent E,

i =E.

zel

Preuve.
1. Soit 2,z € E, I'une des classes d’équivalence. Comme R est réflexive, on a xRz, ce qui donne = € .
Donc pour tout x € F,

i+ ¢

2. (i) Supposons que xRy, on procede par double inclusion
rcyetyca.

e Soit z € , alors on a

2R,
En utilisant la transitivité de R, on obtient

2Ry,
et par suite

zZ €,
ce qui montre que

T .

e L’inclusion réciproque y < z se montre de la méme maniere (ou est immédiate par symétrie). Donc
T =7y.
Inversement supposons que z = y. On a toujours
rex =1y,

donc
xRy.

(ii) @ Soient x,y € E tel que zRy. Supposons que = Ny + ¢, alors il existe au moins z € F tel que
ZETNY.

Alors
2Rr et zRy.

33



ENSEMBLES ET RELATIONS BINAIRES SUR UN ENSEMBLE

Comme la relation est symétrique et transitive, on en déduirait x¥y. Ce qui contredit notre hypothese
que 2Ry. Par conséquent = Ny = ¢.
e Réciproquement, soient z,y € F telle que x Ny = ¢. Supposons que zRy, alors = y et ainsi

TNy =1+ 9o,

puisque z est non vide. Ce qui contredit notre hypothese que & Ny = ¢. Par conséquent zRy.
3. Il découle des observations faites en 1. que

{z} c 1.
Mais par ailleurs on a bien siir que
rcC F.
Il s’ensuit alors que
E = U{x}c Ux’cE.
el zeE
et donc
i =E.
zeE
Ce qui termine la preuve. O

On a le corollaire utile suivant.

Corollaire 2.2.1 Soit R une relation d’équivalence sur un ensemble E et soit y € x, alors
T =1y.

Exemple 2.2.9 Donnons a présent quelques exemples de classe équivalence pris parmi les exemples

de relation donnés en ([2.2.8)).

1. Pour la relation d’égalité dans un ensemble quelconque E, la classe d’équivalence d’un élément x
de E est réduite au singleton {x},

VeeE:o={yeE :yRe} ={ye E:y=ua}={z}.
2. Pour la relation & donnée sur R par la formule
Va,ye R : aRy — 2% = ¢,
la classe d’équivalence d’un élément x de R est
t={yeR:yRo} ={yeR:y’ =2’} ={yeR:(y—2)(y+2) =0}

[ Az}, six =0,

| {—=z,2}, sixzF0.

3. Pour la relation « étre du méme age », la classe d’équivalence d’une personne est [’ensemble
des personnes E ayant le méme age,

Vpe E:p={qe E:qRp} ={qe £ age(q) = age(p)}.

4. Pour la relation « étre paralléle », la classe d’équivalence d’une droite est l’ensemble des droites
paralléles a cette droite,

VXeE:X={DeE:DRX}={DeE:D| X}.
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5. Pour la relation de congruence modulo n sur 'ensemble Z, (n € N* ), on a la classe d’équivalence
d’un élément x de Z est donnée par

t={yeZ :yRae}={yeZ:y=x modn}={yeZ:y=x+knkelZ}=x+nZ.

Les classes d’équivalence de cette relation sont

Telles que
»0={y=kn,keZ} =nZ
VYm € 0, le reste de la division euclidienne de m par n est égal d 0.
0 est un représentant de la classe 0.

»1={y=kn+1,keZ}=nZ+1
VYm e 1, le reste de la division euclidienne de m par n est égal a 1.
1 est un représentant de la classe 1.

sn—1={y=kn+n—-1),keZ}=nZ+ (n—1).
Vmen —1, le reste de la division euclidienne de m par n est égal a (n —1).

(n—1) est un représentant de la classe n — 1.

alors la relation de congruence modulo n sur Z posséde exactement n classes d’équivalence distinctes.

Une relation d’équivalence peut servir a trier les éléments de F selon un critére et nous obtenons
des sous-ensembles (les classes d’équivalence) constitués des éléments équivalents vis-a-vis de ce
critere. Nous pouvons alors, d’une certaine fagon, identifier les éléments équivalents en considérant
I’ensemble des classes d’équivalence. Ce nouvel ensemble appelé ensemble quotient de E par R.
C’est un outil tres puissant en algebre, permettant par exemple de construire de nouveaux ensembles
( Z a partir de N, puis Q a partir de Z etc).

Définition 2.2.9 Soit E un ensemble muni d’une relation d’équivalence R. On appelle ensemble
quotient de E par la relation d’équivalence R ’ensemble formé de toutes les classes d’équivalence
déterminées par la relation R. On représente cet ensemble par la notation E/R. On a donc

E/R={t:xe E} cP(E).

Exemple 2.2.10
1. Pour la relation d’égalité dans un ensemble quelconque E, pour tout x de E, on a

EMR={t:xeFE}={{z}:z€ E}.
2. Pour la relation de congruence modulo n sur ’ensemble Z, (n € N*), les classes d’équivalences

sont 0,1,2, ..., n — 1. L’ensemble quotient de Z par la relation de congruence est donné par
B/R - {o, i m} |

Ce nouvel ensemble est noté Z/nZ (lire Z sur nZ ), ainsi
Z/nZ - {o, i3 m} |

La famille constituée de ces n sous-ensembles de Z forme donc une partition de Z. C’est un sous-
ensemble fini de P(Z) contient n éléments.
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Proposition 2.2.4 (Partition associée d une relation d’équivalence)
Soit R une relation d’équivalence sur un ensemble E. L’ensemble des classes d’équivalence distinctes
forme une partition de E.

Preuve. Ce résultat découle immédiatement de la proposition . Il s’agit de montrer que
toutes les trois conditions de la définition 2.T.17 soient vérifiées.

(1) Chacun des blocs de la partition est non vide.

(7i) Les blocs sont deux a deux disjoints.

(77i) La réunion de tous les blocs donne E. O

On peut visualiser la partition associée a une relation d’équivalence par le diagramme suivant

FIGURE 2.12: Représentation graphique d’une relation d’équivalence. Partition en classes d’équiva-
lence.

2.2.5 Relations d’ordre

L’autre type de relation binaire que nous allons explorer est la relation d’ordre. Elle se distingue de
la relation d’équivalence par I'une de ses propriétés : au lieu d’étre symétrique, elle est antisymétrique.
Une relation d’ordre dans un ensemble est une relation binaire qui permet de comparer les éléments de
cet ensemble de maniére cohérente. Elle organise les éléments selon un certain critére de comparaison,
généralement appelé ordre.

Définition 2.2.10

1. Une relation binaire N sur un ensemble E est une relation d’ordre si et seulement si elle est
réflexive, antisymétrique et transitive. Autrement dit, une relation binaire R sur E est une relation
d’ordre lorsque, on a

a. Réflexivité :

Vre E: xR,
b. Antisymétrie :
xRy
Vr,ye E : et = 1x=u.
yRx
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c. Transitivité :
xRy
Vr,y,z€ E : et = zRz.

yRz

On dit alors que E est un ensemble ordonné (par R).

Notation 2.2.1 Une relation d’ordre est souvent notée < au lieu de R et x <y se lit "rv est plus
petit que y" ou "y est plus grand que x".

Voici quelques exemples de relation d’ordre.

Exemple 2.2.11

1. Les relations usuelles égalité, supériorité, infériorité (=, >, <) sont des relations d’ordre sur N, Z, Q)
et R.

2. La relation d’inclusion dans l’ensemble P(E) des parties de E est une relation d’ordre.

3. La relation de divisibilité dans N* est une relation d’ordre dans cet ensemble.

4. La relation R de puissances définie par

Ve,ye N* 1 aRy <= Ine N* . y = 2",

est une relation d’ordre dans N*. Cette relation peut s’énoncer aussi "y est une puissance entieére non
nulle de x".

Définition 2.2.11 (Ensemble ordonné)
Un ensemble E muni d’une relation d’ordre R est appelé un ensemble ordonné. On note alors (E,R)
pour signifier que 'on considére cet ensemble avec la relation d’ordre .

Exemple 2.2.12

1. (N,Z,Q, R, <) sont des ensembles ordonnés.
2. (N*]|) est un ensemble ordonné.

3. (P(E), <) est un ensemble ordonné.

2.2.5.1 Comparaison dans un ensemble ordonné, ordre total et partiel

La comparaison de deux éléments d’un ensemble ordonné vise a déterminer lequel des deux «
précede » I'autre en vertu de l'ordre en cause. Mais il arrivera que de telles comparaisons ne soient
pas concluantes.

Définition 2.2.12 (Eléments comparables, incomparables)
Soit ® une relation d’ordre sur un ensemble E.
1. Deux éléments x,y de E sont dits comparables par la relation R si l'une des deux affirmations
suivantes est vérifiée
xRy ou yRz.

2. Deux élément x,y de E sont dits incomparables par la relation R si les deux des affirmations
suivantes est vérifiée
TRy et yRa.

Autrement dit, x et y sont incomparables s’il n’existe aucune relation entre eux, ni dans un sens, ni
dans l'autre.
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Exemple 2.2.13
1. Dans l'ensemble ordonné (N*|), les éléments 3 et 24 de N* sont comparables par la relation de
divisibiliteé,
3| 24.
tandis que 3 et 25 ne le sont pas car
3125 et 2513.

2. Dans l'ensemble ordonné (P (N), <), les deuz parties de N suivantes X1 = {2,7} et Yy = {1,2,4,7}
sont comparables par la relation de ’inclusion

Xy = {277} Y= {1727477}
Mais Xo = {5} et Yo = {0,4, 11} sont incomparables
Xy = {5} & Ya = 0,4, 11} et Vs = {0,4,11} & X, = {5}

Dans R muni de I'ordre usuel, on peut comparer deux a deux tous les éléments, mais ce n’est pas
toujours le cas (cas de la divisibilité par exemple). Cette remarque motive la définition suivante.

Définition 2.2.13 (Ordre total, ordre partiel)

Soit R une relation d’ordre sur un ensemble E.

1. On dit que R est une relation d’ordre total (ou E est totalement ordonné par R) si et seulement
si les €éléments de E sont tous comparables deux a deux par R, c’est-a-dire

Vr,ye E: xRy ou yR.

2. Dans le cas contraire, on dit que R est une relation d’ordre partiel (on dit aussi que [’ensemble
E est partiellement ordonné). 1l s’agit donc d’une relation d’ordre telle qu’il existe au moins deux
éléments incomparables par K.

Remarque 2.2.6 Un ensemble totalement ordonné est un ensemble ordonné dans lequel deux élé-
ments quelconques sont toujours comparables. Un ensemble partiellement ordonné est un ensemble
muni d’une relation d’ordre qui indique que pour certains couples d’éléments, ['un est plus petit que
Pautre. Tous les éléments ne sont pas forcément comparables, contrairement au cas d’un ensemble
muni d’un ordre total.

Exemple 2.2.14
1. La relation d’inégalité usuelle < dans les ensembles N, 7Z,Q et R , est une relation d’ordre total.
2. La relation de divisibilité sur [’ensemble N* est une relation d’ordre partiel car 3 et 4 ne sont pas
comparables
314 etdq3.

3. La relation R définie sur l’ensemble N* par

Vr,ye N* : 2Ry <= In e N* . y = 2",
est une relation d’ordre partiel car 3 et 4 ne sont pas comparables.
4. La relation d’inclusion < dans l'ensemble P(FE) des parties de E est une relation d’ordre partiel

car si E contient au moins deux éléments, alors pour tous a et b éléments distincts (a £b) de E, on
a

{a} & {b} et {b} & {a}.
5.La relation d’inégalité usuelle < dans l’ensemble F(R,R) des applications de R vers R est une
relation d’ordre partiel car, par exemple f = sin et g = cos ne sont pas comparables,

sin € cos et cos < sin,

telle que
Vige FRR): f<geVreR: f(z) < g(a).
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2.2.5.2 Eléments remarquables d’un ensemble ordonné

Nous allons maintenant donner la définition de quelques éléments remarquables d’'un ensemble
ou d’une partie d’'un ensemble ordonné.

2.2.5.2.0.1 Minorants, majorants Dans le cadre d'un ensemble partiellement ordonné F
muni d’une relation d’ordre R, les notions de minorants et majorants sont définies comme suit.

Définition 2.2.14 (Minorants, majorants)
Soit (E, <) un ensemble ordonné. Soit A une partie non vide de E.
1. On dit que x € E est un minorant de A (ou x minore A) si et seulement si tout élément de A est
plus grand que x pour <,
Vae A:x < a.

2. On dit que x € E est un majorant de A (ou x majore A) si et seulement si tout élément de A est
plus petit que x pour <,
Vae A:a <z

Notation 2.2.2 On peut noter Majg(A) (resp. Ming(A)) l'ensemble des majorants (resp. mino-
rants) de A dans E.

Donnons maintenant quelques exemples pour illustrer notre propos.

Exemple 2.2.15
1. S5 (B, <) =(R,<) et si A =]0,1[, alors tout réel x = 1 est un majorant de A, tout réel x < 0 est
un minorant de A. C’est-a-dire

Majg(A) = [1, +o0 et Ming(A) = |—0,0].

2. 80 (B, <) = (N*)|) et si A ={1,2,3}, alors les majorants de A sont tous les entiers naturels
simultanément divisibles par 1,2,3 donc divisibles par PPCM (1,2,3) = 6 ( tel que PPCM(1,2,3)
désigne le Plus Petit Commun Multiple des nombres 1,2,3). D’autre part, un minorant de A est un
entier naturel qui divise 1,2 et 3. En particulier il doit diviser 1, ce qui n’est le cas que de 1. Le seul
minorant de A est donc 1.

3. Soit E =P ({1,2}) = {o,{1},{2},{1,2}} ordonné par la relation de l'inclusion < et soit A =
{o,{1},{2}} un sous-ensemble de E. Alors {1,2} (resp. ¢) est un majorant (resp. minorant) de A.
En effet,

e On a {1,2} est le plus grand ensemble dans E pour la relation d’inclusion, car tout sous-ensemble
de {1,2} est inclus dans {1,2}. Il est donc vérifié que

oc{1,2},{1} < {1,2},{2} < {1, 2}.

Done, {1,2} est bien un majorant de A.
e On a ¢ est le plus petit ensemble dans E pour la relation d’inclusion, et on a

¢c¢,9cfl},¢c {2

Donc, ¢ est un minorant de A.
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2.2.5.2.0.2 Parties majorées, minorées, bornées

Définition 2.2.15 (Parties majorées, minorées, bornées)
Soit (E, <) un ensemble ordonné. Soit A une partie non vide de E.
1. On dit que A est minorée dans E si et seulement si A admet au moins un minorant dans FE,
c’est-a-dire

dJre E\Vae A:x < a.
2. On dit que A est majorée dans E si et seulement si A admet au moins un majorant dans F,
c’est-a-dire

dJre EF,Vae A:a < x.

3. La partie A est dite bornée dans E si et seulement si A est a la fois minorée et majorée. Autrement
dit
A est bornée < dr,ye E,Nae A:x<a=<y.

Exemple 2.2.16
1. On munit R de sont ordre usuel <. La partie

1
A= {, ne N*} ,
n
est majorée par 1 et minorée par 0.
2. On munit P (R) de la relation d’inclusion <. Soit A et B deuz parties de R. On a

AnB ¢ Ac AuB,
AnB < Bc AuB,

donc X = {A, B} est majorée par A U B et minorée par A n B.

3. Reprenons l'exemple avec E = P ({1,2}) = {¢,{1},{2},{1,2}} et A = {¢,{1},{2}}, nous avons
vu que ¢ est un minorant de A. Ainsi, A est minoré dans E puisqu’il admet ¢ comme minorant et
que {1,2} est un majorant de A. Ainsi, A est majorée dans E puisqu’il admet {1,2} comme majorant
Ainsi, la partie A est bornée dans E car elle admet a la fois un minorant ¢ et un majorant {1,2}.

2.2.5.2.0.3 Plus grand élément, plus petit élément Les concepts de plus grand élément
et de plus petit élément sont des outils essentiels pour étudier les propriétés des ensembles ordonnés.
Ils permettent de caractériser certains types d’ensembles et de simplifier de nombreuses démonstra-
tions.

Définition 2.2.16 (Plus grand élément, plus petit élément)

Soit (E, <) un ensemble muni d’une relation d’ordre, et soit A un sous-ensemble non vide de E.

1. On dit que o € E est un plus grand élément de A (ou un mazimum de A) noté max(A) si et
seulement si . est un majorant de A, et a € A. C’est-a-dire

a€ A,
a =max(A) < < et
VreA:z < a.

2. On dit que € E est un plus petit élément de A (ou un minimum de A) noté min(A) si et
seulement si a est un minorant de A, et p € A. C’est-a-dire

Be A,
f =min(A) < { et
Vre A: < x.

3. Un extremum est un élément qui est un minimum ou un Maxrimum.
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Remarque 2.2.7

e Un ensemble n’a pas nécessairement de minimum ou de mazximum.

o Un majorant de A qui appartient a A est appelé plus grand élément de A.

o Un minorant de A qui appartient a A est appelé plus petit élément de A.

e [l est important de noter que le mazimum d’un ensemble doit nécessairement appartenir a cet
ensemble. De la méme maniére, si un ensemble a un minimum, cet élément appartient a [’ensemble.

Exemple 2.2.17

1. Si (B, <) = (R, <) (avec la relation d’ordre usuelle), alors

o 51 A=[0,1], alors max(A) =1 et min(A) = 0.

e Si A =10,1], alors A n’admet pas de minimum, mais admet 1 comme maximum.

o Si A=10,1[, alors A n’admet ni mazimum ni minimum.

o Si A = ]-w,1], alors A est majorée, mais non minorée (donc non bornée). L’ensemble de ses
magjorants est [1,+[. Le mazimum de A n’existe pas.

o Si A =[-2+00[, alors A est minorée, mais non majorée (donc non bornée). L’ensemble de ses
minorants est |—co, —2|. Le minimum de A est —2.

2. 81 (B, <) = (E,c), alors le minimum de P(E) pour la relation d’inclusion est ’ensemble vide ¢
et B est le maximum,

max(P(FE)) = E et min(P(E)) = ¢.

3. 5t (E,<) = (N*/|) (ordonné par la relation de divisibilité |) et si A = {1,2,3}, alors A a comme
minimum 1, mais elle n’a pas de mazimum (car 213).

Théoréme 2.2.1 (Unicité de minimum, maximum )
Soit (E, <) un ensemble ordonné et A une partie de A. Si A posséde un plus petit élément ou un plus
grand élément, alors chacun de ces éléments est unique.

Preuve. Supposons au contraire que (1 et Sy sont deux minimums de A. On a donc que [y et 5y
sont tous deux des éléments de A. Comme (3; est un minimum de A, il s’ensuit par définition que
B1 < Bs. Par un raisonnement similaire on a que 5 < ;. La propriété d’antisymétrie de la relation
entraine alors que #; = f5. Le méme raisonnement s’applique pour montrer I'unicité du plus grand
élément de A. ]

2.2.5.2.0.4 Borne supérieure, Borne inférieure Les notions de borne supérieure et de
borne inférieure sont des concepts fondamentaux en théorie des ensembles ordonnés et en analyse
mathématique. Elles permettent de généraliser les idées de plus grand et de plus petit élément dans
le contexte d’ensembles potentiellement infinis, ou dans des situations ou le plus grand ou le plus
petit élément n’existe pas au sein de ’ensemble.

Définition 2.2.17 (Borne supérieure, Borne inférieure)
Soit (E, <) un ensemble muni d’une relation d’ordre, et soit A un sous-ensemble non vide de E.
Alors
1. Si l'ensemble Majp(A) des majorants de A dans E admet un plus petit élément M, alors M est
appelé la borne supérieure de A dans E (ou le supremum de A) et est noté sup(A) ou sup(A).

E

2. Si Uensemble Ming(A) des minorants de A dans E admet un plus grand élément m, alors m est
appelé la borne inférieure de A dans E (ou Uinfimum de A) et est noté inf(A) ou i%f(A).

On notera que les bornes (supérieure ou inférieure) d’un ensemble A n’appartiennent pas néces-
sairement a A.
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Remarque 2.2.8 Soit (E, <) un ensemble muni d’une relation d’ordre, soient A un sous-ensemble
non vide de E et m, M € E. Alors
1. Pour que M soit la borne supérieure de A dans E, il faut et il suffit que

Vae A:a < M,
et
Vie E,(VaeA:a<z)=— M < x).

Autrement dit un élément M € E est appelé une borne supérieure de A dans E si et seulement si

M est un majorant de A,
et
pour tout magjorant x de A, on a M < x.

2. Pour que m soit la borne inférieure de A dans E, il faut et il suffit que

Vae A:m < a,
et
Vee E,(Vae A:x <a)=x<m).

Autrement dit un élément m € E est appelé une borne inférieure de A dans E si et seulement si

m est un minorant de A,
et
pour tout minorant x de A, on a x < m.

3. Un majorant de A plus petit que tous les autres s’appelle borne supérieure de A.
4. Un minorant de A plus grand que tous les autres s’appelle borne inférieure de A.

Exemple 2.2.18

1. Pour la relation d’ordre usuelle < sur R. Soient a et b des réels, avec a < b. Soit A = [a,b|.
Alors les majorants de A sont les réels supérieurs ou égauzr a b. Les minorants de A sont les réels
inférieurs ou égaux d a. L’ensemble A n’a pas de plus grand élément, mais il a une borne supérieure
s%p(A) = b. L’ensemble A a un plus petit élément ijn(A) = a. De ce fait i%f(A) existe et vaut a.

2. Soit E = P (N) ordonné par la relation de l'inclusion < et soit

A={{1,2},{2,3},{1,4},{1,2,3}}

un sous-ensemble de E. Alors :
» Il a une borne supérieure. En effet, les majorants de A sont les parties de N contenant tous les
ensembles

{1,2},{2,3} ,{1,4} . {1,2,3},
c’est a dire les parties de N contenant leur unton. Leur union est donc un majorant de A, et plus
petite que tous les majorants de A. On en déduit que A a une borne supérieure qui est

sup(4) = {1,2,3.4}
N

En revanche, Il n’a donc pas de plus grand élément car

{1,2,3,4} ¢ A.

» Il a une borne inférieure. En effet, les minorants de A sont les parties de N incluses dans tous les
ensembles

{1,2},{2,3},{1,4},{1,2,3},
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donc incluse dans leur intersection. On en déduit que
1%f(A) = {1}.

En revanche, A n’a pas de plus petit élément car {1} ¢ A.
3. Soit E = N* — {1} ordonné par la relation de la divisibilité | . Pour tous x,y € F, soit A = {x,y},
alors

sup(4) = PPCM(a,y),
E

i%f(A) = PGCD(x,y).

4. Si on considére l'ensemble ordonné (N* |) et A= {1,2,4,6}, alors

i%f(A) = min(A) = 1,sup(A) = 12,
E

et max(A) n’existe pas (sinon on aurait sup(A) = max(A) € A).
E

Corollaire 2.2.2 Pour toute partie A d’un ensemble ordonné (E, <), on a
1. La borne inférieure ou supérieure de A quand elle existe n’est pas nécessairement un élément de
A.

2. 8t A admet un plus grand élément M, alors M est la borne supérieure de A et

s%p(A) = mgx(A) = M.

La réciproque est fausse.
3. Si A admet un plus petit élément m, alors m est la borne inférieure de A et

i%f(A) = ml%n(A) =m.

La réciproque est fausse.

4. Cas particulier de l’ensemble ordonné (R, <) :

e Toute partie non vide et majorée de R a une borne supérieure.
e Toute partie non vide et minorée de R a une borne inférieure.

Proposition 2.2.5 (Unicité de la borne supérieure, inférieure)
La borne supérieure (resp. inférieure) si elle existe est unique.

Preuve. Supposons que A admette deux bornes supérieures M; et Ms, alors les deux sont des des
majorants de A. Puisque M; est le plus petit des majorants de A, alors

M, < M,
Par le méme argument, on a

My < My
La propriété d’antisymétrie de la relation entraine alors que M; = M,. Le méme raisonnement
s’applique pour montrer 'unicité de la borne inférieure de A. O
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Chapitre 3

Fonctions et Applications

Dans ce chapitre, nous explorons un type particulier de relations entre deux ensembles : les fonc-
tions et les applications, qui sont des concepts étroitement liés en théorie des ensembles. Ce chapitre
se divise en deux parties principales. La premiere partie introduit les notions fondamentales des fonc-
tions en tant que relations spécifiques entre deux ensembles. La section consacrée aux applications
approfondit des concepts tels que les applications injectives, surjectives et bijectives. Elle aborde éga-
lement les notions d’image directe et réciproque, ainsi que les propriétés associées aux applications,
sans oublier les prolongements et restrictions de celles-ci. Ce chapitre est essentiel pour comprendre
les relations entre ensembles et les diverses manieres de transformer ou de relier ces ensembles par le
biais des fonctions et des applications.

3.1 Fonctions

Une fonction désigne un type de correspondance particuliere entre deux ensembles, dans laquelle
chaque élément x € X (appartenant & I’ensemble de départ, appelé domaine) est associé & au plus
un élément dans un autre ensemble Y. Cela signifie qu’il existe au plus une fleche partant de chaque
élément x de X vers un élément de Y.

Définition 3.1.1 Soient E, F' deux ensembles non vides.

1. On appelle fonction d’un ensemble E vers un ensemble F', toute correspondance (ou relation) notée
f, qui, a chaque élément x de E, fait correspondre au plus un élément y de E.

2. Si x est un élément de E en relation avec un élément y de F' par une fonction f, on écrity = f(x)
et on dit que y est l'image de x par la fonction f, mais aussi que x est un antécédent de y par la
fonction f.

Notation 3.1.1
1. Une fonction se note

f: F — F

z — y=f(z),

ou parfois plus simplement f : x — f(x) ou encore plus simplement f. Mais une fonction ne se
note pas f(x) car la notation f(x) désigne l'image de l’élément x par la fonction f.
2. f: E—> F selit " f est une fonction de E vers F'" ou encore "f est une fonction définie sur F
a valeurs dans F" et x — f(x) se lit " a = est associé son image f(x)".
3. Parmi les autres symboles fréquemment employés pour désigner une fonction on retrouve g, h, s, 1...,
mais aussi des lettres grecques telles que ¢ ou ).
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Définition 3.1.2 Soient E, F' deux ensembles non vides et f une fonction de E vers F.

1. L’ensemble E s’appelle l’ensemble de départ (ou source) et F' ’ensemble d’arrivée (ou but) de la
fonction f.

2. L’ensemble des couples (z, f(x)) ot x décrit E s’appelle le graphe de la fonction f noté I'(f) ou

L(f) = {(z, f(2)) s w e E},

qui est un sous-ensemble de E x F.

Remarque 3.1.1 Une fonction est une relation, mais une relation n’est pas forcément une fonction.
Considérons l’exemple suivant de la relation «fils ou fille dey». Nous pouvons voir que notre relation
de «fils ou fille de » n’est pas une fonction, car chaque personne a deux parents.

Graphe : Sur un diagramme sagittal cela donne une présentation de type

\\ ¢ ff A\t /
NN \, /
S
festune fonction f n'est pas une fonction

(relation)

FI1GURE 3.1: Fonction, non Fonction

Pour une fonction f : E — F, les notions d’ensemble de définition et d’ensemble image sont
importantes pour comprendre son domaine d’application et les valeurs qu’elle peut prendre.

Définition 3.1.3 Soient E, F' deux ensembles non vides et f une fonction de E vers F'.
1. On appelle ensemble de définition (ou domaine de définition) de la fonction f, et on note D(f),
l’ensemble

D(f)={xeE,JyeF: f(z)=y} c E.
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Autrement dit, D(f) est l'ensemble des éléments de E ayant une image par f ou l'ensemble des
valeurs pour lesquelles la fonction est définie. C’est-a-dire 'ensemble de tous les x pour lesquels f(x)
existe et prend une valeur.

2. On appelle ensemble image de f, et on note Im(f), ou F(FE) l’ensemble

Im(f)={ye F,3ze E: f(x)=y} ={f(x)e F:xe E} c F.

Autrement dit, Im(f) est l’ensemble des valeurs effectivement prises par la fonction f.

Exemple 3.1.1
1. Soit la fonction (Fonction valeur absolue)

f: R — R
v o— fr)=lr—1],
alors
e Ensemble de définition. La fonction valeur absolue est définie pour tous les réels, alors D(f) =
R.

e Ensemble Image. Pour tout x réel, |x — 1| est toujours positifve ou nulle, alors Im(f) = R*.

e Graphe. Le graphe de f est une ligne en forme de v avec son sommet a (1,0).
2. La correspondance f qui associe a chaque entier naturel le mois correspondant est une fonction
de E = N dans l’ensemble

F = {Janvier, Février, Mars, Avril, Mai, Juin, Juillet, Aott, Septembre, Octobre, Novembre, Décembre} .
On a dans ce cas f(2) =Novembre, et f(17) n’existe pas.
D(f) ={1,2,3,4,5,6,7,8,9,10, 11, 12} .

et
Im(f)=F.

Ainsi, Im(f) est l'ensemble des mois de l'année, car chaque entier de 1 d 12 correspond précisément
a l'un des 12 mois.

3. La correspondance qui associe a chaque mois le nombre possible de jours du mois n’est une fonction
de I’ensemble N de ’ezemple précédent dans F', car elle fait associer a Février, les deux éléments 28
et 29.

3. Dans un commerce au détail, le commercant choisi, sous certaines contraintes, le priz de chacun
des articles en vente. L’ensemble de départ est ici les articles vendus, [’ensemble d’arrivée est par
exemple R, lensemble des nombres réels. A chaque article correspond un et un seul priz. Cette
correspondance « a le prix de » est donc une fonction.

4. Considérons la fonction f : R — R définie par f(x) = x%. Pour tout x € R, 2% est toujours un
nombre réel positif ou nul. Donc ensemble image de f est Im(f) = R*.

3.2 Applications

Un cas particulier de relations est celui ou, pour un x donné, il est relié a un seul y. Lorsque cette
relation associe précisément un y a chaque x, on parle alors d’une application. Autrement dit, dans
une application, chaque élément du domaine est associé a un unique élément de ’ensemble d’arrivée,
garantissant une correspondance bien définie.
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Définition 3.2.1 Soient E, F deux ensembles non vides. Une application f : E —> F est une
correspondance qui a tout élément x € E associe un unique élément noté f(x) de l’ensemble F.
Avec des quantificateurs, cela donne

f est une application <= Vre E,lye F: f(x)=y.

En d’autres termes, une fonction f: E — F est une application si et seulement si D(f) = E.

Notation 3.2.1

1. L’ensemble des applications de E dans F se note habituellement F(E, F) ou plus fréquemment F¥
(faire attention da Uordre des lettres). Ainsi, I'ensemble des suites réelles se note RN (car une suite
réelle est une application de N dans R).

2. Si E =F, l’ensemble des applications de E dans E se note plus simplement E¥ ou F(FE).

Remarque 3.2.1

e La différence entre fonction et application ne concerne donc que [’ensemble de départ.

e On transforme facilement une fonction en une application en prenant son ensemble de définition
pour ensemble de départ.

o A ce point, il est important de souligner la différence entre fonction et application. Pour une
fonction f, chaque élément de l’ensemble de départ admet au plus une image par f. En particulier,
il peut arriver qu’un élément n’admette pas d’image par f, c’est-a-dire que la fonction f n’est pas
définie en ce point. En revanche, pour une application, chaque élément de [’ensemble de départ admet
exactement une image par f.

Graphe : Sur un diagramme sagittal cela donne une présentation de type

E {___f 7 £ f
N i £ — F
Ba— \\ 2N
| k—\'/r‘ | (f \
=] .
~ . |
l\'\\ / I' /'l H'-. ] \ /
. 7 * - \ o
7 \‘\H:/f \H_,,/j H‘\ [f/
\"h._.-’
L f n'est pas une application
f est une application . (relation)

FI1GURE 3.2: Application, non Application
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Exemple 3.2.1

1. Considérons l'ensemble des étres humains comme ensemble de départ et d’arrivée. La relation «
a pour pére » est bien une application, puisqu’a chaque €étre humain est associé un et un seul
pére. Par contre, la relation « a pour enfant » n'est pas une application (n’est pas une fonction),
puisque chaque étre humain peut avoir zéro, un, deuz, etc. enfants.

2. Soit la relation f: R — R,z — f(x) = 2%, d chaque nombre réel x est associé son carré. I
s’agit bien d’une application puisque chaque nombre réel n'a qu’un seul carré, mais (—2)2 =22 =4,
deuxr nombres réels peuvent avoir le méme carré.

3. On définit une application f de N dans {0,1,...,9} en posant

f(n) = le chiffre des unités de n.

On peut le noter
f: N — {0,1,...,9}
n +—— le chiffre des unités de n.
4. On définit une application f de {1,2,3,4} dans {0,1} en précisant que f associe a n son reste
modulo 2, ou de facon équivalente, en posant

0, st n est pair,
fn) = { 1, si n est impair.

On peut le noter

£ {1,2,3,4 — {0,1}

n — (n) = 0, st n est pair,
| 1, sin est impair.

Définition 3.2.2 (Egalité des applications)

Deuzx applications f : E — F et g : E' — F’ sont dites égales si les trois propriétés suivantes sont
vérifiées.

(i). E = E' (méme ensemble de départ).

(ii). F = F' (méme ensemble d’arrivée).

(iii). Pour tout x, f(z) = g(x).

En particulier, si E = E' et F = F' alors f + g si et seulement si

dre E: f(x) £ g(z).

Exemple 3.2.2

1. Soient

r — fi(z)=cosx ct r — fo(x) = 2cos?*(Z) — 1.

2
Alors, on a f1 = fo. En effet, l'identité trigonométrique suivante

cos2a = 2cos? a — 1,

nous donne en posant o = 3,
x
fi(x) = cosx = 2COSQ(§) -1
C’est exzactement la forme de fo(x).
2. Les trois applications

g: R — R g: R — R,

tgsi Ry — R
. — gi(z) =2’ 2

e

o go(x) =2 r > gs(x) =2
sont deuz a deux distinctes.

3. Les applications f et g définies de N dans Z par f(x) = cos(mwx) et g(x) = (—1)" sont égales.
Ca.df=g.
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3.2.1 Applications particulieres

Définissons maintenant une famille d’applications remarquables : application identité, nulle, constante
et indicatrice.

Définition 3.2.3 (Application Identique)
Soit E un ensemble quelconque. L’application identité de E (ou application identique de E) est
lapplication de E dans E, notée Idg, définie par

Vee E: Idg(r) = x.

En d’autre termes, 'application identité associe a chaque élément de son ensemble de départ le méme
élément dans l’ensemble d’arrivée.

Nous verrons plus loin qu’elle joue le réle d’élément neutre pour la loi de composition.

Définition 3.2.4 (Application constante)
1. Soient E et F' deux ensembles non vides. Une application f de E dans F est dite constante s’il
existe un élément ¢ de F, tel que pour tout x de E, on ait f(x) = ¢, c’est-a-dire si

dce ENNze E: f(z) =c.

e On dit alors que [ est constante égale a c et est souvent simplement notée c.
2. Une application constante associe a chaque élément de son ensemble de départ un unique élément
fixe ¢ dans l’ensemble d’arrivée.

Définition 3.2.5 (Application nulle)
Pour f : E — R, Uapplication constante f définie par f(x) = 0 est appelée application nulle notée
0. C’est-a-dire l'application qui, a tout élément de E associe le nombre 0.

Vee E: f(x) =0.

Une application indicatrice est une application définie sur un ensemble E qui explicite 'appar-
tenance ou non a un sous-ensemble A de E de tout élément de E. Elle est paramétrée par un
sous-ensemble, disons A, et qui ne peut prendre que deux valeurs : la valeur 1 si la variable de
I’application est élément de A, et la valeur 0 sinon.

Définition 3.2.6 (Application indicatrice d’une partie d’un ensemble)
Soit A une partie d’un ensemble E. On appelle application indicatrice de A dans E, ou parfois
application caractéristique de A dans E et on note p 4, Uapplication définie par

voa: E — {0,1} va: E — {0,1}
1, sire A <— 1, size A

v %Ww:{()mx¢A v %W“:{()mxeA

Remarque 3.2.2 1. Il est clair que

o =0,0p =1,
ou 0 désigne l'application nulle, c’est-a-dire l'application qui, a tout élément de E associe le nombre
0 et 1 désigne Uapplication qui, a tout élément de E associe le nombre 1.
2. D’autres notations souvent employées pour 'application caractéristique de A sont 14, xa, et Ia (i
magjuscule).
3. Soit E un ensemble, et A un sous-ensemble de E, alors on peut écrire

A={rxeE:pslx)=1}.
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Exemple 3.2.3
1. Il est clair que

or+(2) = 1, 0r-(2) = 0, pg(m) = 0.

2. Considérons ’application

f<x):{e , six>=0

0, stz <0.

En utilisant une application indicatrice, f peut s’écrire en une seule ligne

f(@) = e ppo s (2),

en tout point x.
3. Considérons maintenant application

0, six<—1
flz) =% = siz <0
1, six = 3.

En utilisant deux applications indicatrices, on peut écrire

1) = (552 o) + o),

en tout point x.
4. Considérons la partie
A=2N+1={2n+1,ne N},

de N. Alors son indicatrice est [’application
va: N — {0,1}
n > an) = {

0, st n est pair
1, st n est impair.

1l s’agit donc de 'application qui a un entier associe son reste modulo 2.

La proposition suivante est un simple dictionnaire traduisant les opérations sur les ensembles en
termes des applications indicatrices.

Proposition 3.2.1 Soient E un ensemble, A et B deux parties de E. Alors l’application indicatrice
vérifie les propriétés suivantes,

1. (,0124290,4 2. Ac B< p4 < ypp
3. A=B<:>@AZQOB 4. @0321—@A
5. YA~B = PA-©B 6. PAB = SOA(l - SOB)
2
7. QaoB=9A+ 9B —papp 8. Yarp =9a+ pp—2.0a0p = (pa—¢p) =|pa—es|.
Preuve.

1. Montrons que
Vo e B ¢f(z) = pa().

Observons déja que p?%, @4 sont toutes les deux des applications de E dans {0,1}. Soit z € E, nous
avons deux cas possibles :

e Size A, alors pa(r) =1, donc 9% = pa(z).pa(x) =1 = pa(z).
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e Siz¢ A alors pa(x) =0, donc % = pa(z).0a(x) =0 = pa(x).

Dans les deux cas, nous avons % (z) = @4(x), ce qui prouve que % = @a4.

2. @ Si A c B, alors tout élément = qui appartient a A appartient également a B. Par conséquent,
pour chaque = de F,

Size A, alors pa(z) =1 et pp(r) =1, donc pa(zr) < pp(z).

Six ¢ A, alors pu(x) = 0 et puisque @p(z) peut étre soit 0 (si x ¢ B) soit 1 (si € B), donc on a
toujours pa(x) < pp(z).

e Réciproquement. Si pa(x) < pp(x) pour tout x € E, alors cela signifie que chaque fois que z
appartient & A (pa(x) = 1), = doit aussi appartenir & B (¢p(x) = 1). Cela implique que A est un
sous-ensemble de B.

3. e L’implication directe est évidente.

e Supposons que ¢4 = @p et montrons que A = B par double inclusion.

(i) Soit x € A, alors pa(x) =1 et donc pg(x) = 1, d'ou x € B. Ceci prouve que A < B.

(i) Soit = € B, alors pp(x) = 1 et donc pa(x) = 1, d’ou & € A. Ceci prouve que B < A. Donc
A= B.

4. Observons déja que Pcas 1 —@a sont toutes les deux des applications de E dans {0, 1}. Soit = € F,
traitons deux cas :

e Size A alorsona pa(x) =1et pz(x) =0 (i,e. z ¢ A). Par conséquent

pa(r) + pz(z) = 1.

e Siz¢ A alorsona pa(x) =0et pz(x) =1 (i,e. z € A). Par conséquent

pa(r) +¢z(z) = 1.

Donc les applications Poa et 1 — @4 sont égales.

5. Observons déja que pa~p, Ya, et @p sont toutes les deux des applications de E dans {0, 1}. Soit
x € F, on distingue deux cas :

e Size An B, alors on a pa~p(x) = 1, et par ailleurs

reEANnB<=reAArxeDB,
et donc
pa(x) = pp(r) = 1 = pa(z).¢p(r) = 1.
Donc finalement
Panp(z) = palz).0p(2).
e Sixz¢ An B, alors on a pa~p(z) = 0, et par ailleurs
r¢ AnB<=x¢ Avaré¢B,
et donc
pa(@) =0 v pp(r) = 0= pa(z).@p(z) = 0.
Donc
Pan(1) = a(z).0p(x).
Donc les applications pa~p et pa.¢p sont égales.

6. Observons déja que @iz et @a(l — ¢p) sont toutes les deux des applications de £ dans {0, 1}.
Utilisons ce qui précede, on obtient

PAB = Parp =Pa-vp=va(l—ep).

7. En passant par des complémentaires et en utilisant des résultats précédents, on a
PAUB + YAOB = 1= PAUB + YA~B = 1
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= pauB t Y105 =1
:SOAUB+(1_¢A)(1_¢B> :17

ce qui correspond a
PAUB = YA+ ©B — PA-PB.

8. En utilisant des résultats précédents
PArB = P(auB)|AnB = PauB) (1 — varE) = Paur)(l — va 5) =
= (pa+ v —papp)(l—pi—v5+9ivs)

= (pa+¢p—paep)(1—=(1—=pa) = (1—pp)+(1—pa). (1 -¢p))

= YAt ¥B— 2.0A0B.

3.2.2 Partie stable par une application

Une partie stable par une application (ou fonction) est un sous-ensemble d’un ensemble qui,
lorsqu’il est soumis a cette application, reste invariant sous cette application. En d’autres termes,
une partie A d’'un ensemble F est stable par une application f : F — FE si, en appliquant f a tout
élément de A, on obtient toujours un élément qui appartient également a A.

Définition 3.2.7 Soit f : E — E une application d’un ensemble E dans luis méme et soit A une
partie de E.
1. On dit que A est stable par f si et seulement si

VeeA: f(z) e A

Ceci est équivalent a

f(A) < A.

2. On dit que A est invariante par f si f(A) = A. L’application g : A — A qui coincide avec f sur
A s’appelle Uapplication induite par f sur A.

Exemple 3.2.4 Pour lapplication f : x — 22, étudions si les parties suivantes sont stables :
A=R" B=10,2],C = [2,+o].
o Size A=R", alors on a 2°> e R* et donc A est stable par f.

e La partie B n’est pas stable par f car il existe v = 2 € B avec f(x) =4 ¢ B.
o Six =2, alors f(x) =4 donc f(zx) > 2. Ainsi C est stable par f.

3.2.3 Prolongements et restrictions

A partir d’'une application donnée, nous pouvons créer d’autres applications en remplacant sim-
plement ’ensemble de départ ou d’arrivée par un sous-ensemble ou un sur-ensemble de cet ensemble.
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3.2.3.1 Restriction d’une application

Définition 3.2.8 (Restriction d’une application)
Soient E et F' deux ensembles non vides et f une application de E dans F. Soit E' une partie de E
(E'c E).
1. On appelle restriction de f a E', Uapplication g de E' dans F qui a tout x de E' associe f(x), i.e.
telle que

Ve E':g(x) = f(x).

Autrement dit g coincide avec f sur E'. Cette application g est habituellement notée f/p.

Remarque 3.2.3

o L’application /g est la méme que f, mais elle est seulement appliquée aux éléments de E'.

e La restriction d’une application consiste donc a limiter son domaine de définition a un sous-
ensemble plus petit tout en conservant la méme regle de correspondance pour les éléments de ce
sous-ensemble.

Exemple 3.2.5

1. La restriction d’une fonction a son domaine de définition est une application. Ceci fait que l'on
identifie parfois les notions de fonction et d’application.

2. Les applications suivantes

fl : [_17 1] — R
x —  fi(z) =1 — 22,
et
f2 : []_, +OO[ — R
x — folz) = 2% — 1,
sont des restrictions de ['application
f: R — R
z — folz) =|2* -1

a[—1,1] et [1,+oo[ respectivement. C’est-a-dire

=1y = fu. [/ 4o = fo

3.2.3.2 Prolongement d’une application

A linverse de lopération de restriction, on peut prolonger une application f de E dans F & un
ensemble £’ contenant E.

Définition 3.2.9 (Prolongements d’une application)

Soient E et F' deux ensembles non vides et f une application de E dans F. Soit E' un ensemble
contenant E (E < E').

1. On appelle prolongement de f & E', toute application f de E' dans F dont la restriction ¢ E est
égale a f, i.e. telle que

Vee E: f(z) = f(x).

Remarque 3.2.4

1. Le prolongement f doit coincider avec f sur E, mais est aussi défini sur tout l’ensemble E'.

2. Le prolongement d’une application consiste a étendre son domaine de définition a un ensemble
plus grand, tout en gardant la méme régle de correspondance la ou elle était initialement définie.
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Exemple 3.2.6
1. L’application

sinx .
5 { =, six £ 0

1, st x =0,

est un prolongement de application f a R telle que

f: R — R

2. Considérons la fonction
f:[-1,1] — R
x —  f(z) = 22,

on peut prolonger cette fonction a tout R en définissant

f: R — R
o[ 2t siwe[-1,1]
v f(m)_{o, siz¢[—1,1].

Remarque 3.2.5 Il existe en général plusieurs prolongements d’une méme application. Par exemple
les applications
f1 : R — R
s { Sig’”, stz £ 0

o fl(x): 1, stz =0

et
fgIR—>R

= ST i g 4 ()
v fQ(m):{Oxsixz(T

sont des prolongements de la méme application

f: R — R
0o (@)=

sinx
T -

3.2.4 Composition des applications

La composition d’applications est une opération fondamentale qui combine deux applications
pour former une nouvelle application. Cette opération est largement utilisée dans divers domaines
tels que 'analyse, 'algebre, et la topologie.

Définition 3.2.10 Soient E, F' et G trois ensembles non vides. Soient f une application de E vers
F et g une application de F vers G.
1. La composée des applications g et f (ou [ suivie de g), notée g o f (se lit «g rond f»), est
Uapplication de E vers G définie par

Vo e E,go f(z) = g(f(x)).

2. Ainsi, pour composer f et g, on applique d’abord f a x pour obtenir un élément de F', puis on
applique g a ce résultat pour obtenir un élément de G.
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Remarque 3.2.6 1. La définition précédente a bien un sens, car si on a x € E, on a bien f(x) € F
et il est donc loisible de considérer g (f(z)).
2. Pour que la composition go f soit bien définie, il est nécessaire que [’ensemble d’arrivée de f soit
le méme que ’ensemble de départ de g.
3. En général, go f £ fog ou f et g sont deux applications de F(E).
4. On peut schématiser la composition de deux applications f : E — F et g : ' — G de la maniére
sutvante :

gL rFr %

z — fl@)=y — g(y)

E ¥ @
z — g(f())

Exemple 3.2.7
1. Soient f:{1,2,3,4} — {a,b,c,d} et g : {a,b,c,d} —> {1,2,3,4} les applications définies par les

relations suivantes
F)=d  f@)—a gla)=3 glc)-4

f@2)=b  fA)=c gb)=2 g(d)=1
Comme [’ensemble d’arrivée de f est égal a ’ensemble de départ de g, l'application g o [ est bien
définie. De plus, on laisse soin au lecteur de vérifier I’égalité suivante,

Vo e {1,2,3,4} : go f(x) = z.

2. Considérons les deux applications

f: R — R
r — flx)=2+1,
et
g: R — R
r — g(z) =2
Pour tout réel x, on a
(9o f)(x) = g(f(@) = (f(2))" = (& +1)*,
alors que
(fog)(x) = flg(x)) = g(z) +1 =2 + 1,
et en particulier, (go f)(=1) =0 et (fog)(—1) = 2. Donc ici, go f + fog.
3. Considérons un ensemble E, lapplication

f: P(E) — P(E)
A — f(A) = Cév
et
g: PE)xP(E) — PE)
(A, B) — f(A,B)=AuB.
Sur cet exemple, la composée go f n’a pas de sens, car la source de g qui est P(E)x P(E) ne coincide

pas avec le but de f qui est P(FE). Par contre la source de f coincide bien avec le but de g (dans les
deuz cas, il s’agit de P(E)). La composée f o g a donc un sens. Il s’agit de l'application

fog:(AB)— Cy".
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D’apreés les lois de Morgan ensemblistes, et par définition de [’égalité entre applications, on peut aussi
écrire

fog:(A,B)lﬁCéﬁcg.
4. Considérons les deux applications

f: R — RT
r — f(x)=12%

et

g: Rt — R

r  — g(x) = 4/z.

Les deux composées fog et go f ont un sens. On a foge F(RT,R") et go fe F(R,R). Plus
précisément, on a

VreR": f(g(z)) = (\/5)2 = x.
VeeR:g(f(z)) = va? = |z].
Remrquons que la premiere ligne peut se lire f o g = Idg+, mais qu’on a go f £ Idg.
5. Considérons les deux applications
f+ N — N
n o~ f(n)=n?
et
g: N — N
n +— g(n)=n+1.
Les deux composées fo g et go f ont un sens, elles appartiennent toutes les deux ¢ F(N,N). Plus
précisément, on a
fog: N — N
n — (fog)(n)=n?>+2n+1,

t
’ gof: N — N
n o— (gof)(n)=n’+1.

Définition 3.2.11 Soit f : E — E une application, nous convenons de poser
O = Idg.
et pour tout n € N*, la composée de [ par elle-méme n fois se note

ff=fofo..of=fofrl=frlof
—

n fois

. fnofm:fn+m
Vn,me N { (fry — pam .

On a immédiatement

Exemple 3.2.8 Considérons application f : R — R définie par f(zx) = x2. Alors
@) = f(@).
fAx) = fo f(x) = f(f(2)) = (a%)" = o™
i) = fofof@)=f(f () = (a*) =a"
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En général, on a
i) =fofo..of(x)=2a.
n fois
2. Considérons Uapplication f: R — R définie par f(x) = z + 1. Alors
fiz) = flo) =2 +1
F2(@) = fo f(@) = F(f@) = a+2.
fPx) = fofoflx)=f(f*z) =z+3

En général, on a
ffx)=fofo..of(x)=x+n.
N

n fois

Proposition 3.2.2
1. Soient E, F,G et H quatre ensembles non vides. Pour toutes applications f : E — F, g : F —>
G,h:G— H, ona
e [’opération o est associative,
(hog)of=ho(gof).

foldp=Idpof=f.

Preuve.
1. e Les applications (ho g)o f et ho(go f) ont le méme ensemble de départ F, et le méme ensemble
d’arrivée H. D’autre part, Soit x € E, alors

((hog)o f)(z) =(hog)(f(z)) =h(g(f(zx)=h((gof)(x))=(ho(gof)) ()
Donc (hog)o f=ho(go f).
e Ces trois applications f o Idg, Idr o f, et f vont de E dans F. De plus, pour tout z dans F,
(Idpo f) (z) = (Idp) (f(2)) = f(2),
et
(foldg)(z) = f(Idg(x)) = f().
On obtient foldg = Idrpo f = f. ]

3.2.5 Image directe et image réciproque

Définition 3.2.12 (Image directe)

1. Soient E et I deux ensembles non vides et f une application de E vers F. Soit A une partie
de E. L’image directe de la partie A par Uapplication f, notée f(A), est l'ensemble des images des
éléments de A par f. Alors

f(A)={yeF,3xe A: f(x) =y} ={f(x):x € A} c F.
Avec des quantificateurs, cela donne
Vye F:(ye f(A) =z e A: f(z)=1y).

2. L’image de l’ensemble de départ, c’est-a-dire I'ensemble f(FE) de tous les éléments de la forme
f(z), s’appelle 'image de [ (ou ensemble image de f), notée Im(f),

Im(f) = f(E) = {f(z):xe E} < F.
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Remarque 3.2.7 L’image d’une partie de ’ensemble de départ est une partie de l’ensemble d’arri-
vée. Il ne faut pas confondre :
e L’image d’un élément x : c’est l’élément f(x) appartenant a l’ensemble d’arrivée. En fait, on a

fa}) = {f(x)}.
e L’image d’une partie A : c’est une partie de [’ensemble d’arrivée.

Exemple 3.2.9
1. Si A ={a,b,c}, alors

2. Soit
f: Z — Z
r — flx)=x+2.

Prenons A = {—1,0,1,2} < Z. Alors l'image directe de A par f, notée f(A), est 'ensemble des
valeurs prises par f pour chaque élément de A. On obtient

fA) ={F(=1), f(0), f(1), F(2)} = {1,2,3,4}.
3. St

et A=[-1,1], alors
et

4. Soit
f: N — N
r > f(x) =2 mod (3) (le reste de la division de n par 3)

Prenons A = {3,4,5,6,7} une partie de N. L’image directe de A par f est

f(A) = {f(?’)v f(4)7 f(5)7 f(6)7 f(7)} = {07 1,2,0, 1}‘

Comme les ensembles n’ont pas de répétition, on peut écrire

f(A) ={0,1,2}.

Définition 3.2.13 (Image réciproque)

Soient E et F' deux ensembles non vides et f une application de E vers F. Soit B une partie de F.
L’image réciproque de la partie B par Uapplication f, notée f~(B), est l’ensemble des antécédents
des éléments de B par f.

f'B)={zxeE,JyeB: f(x)=y}={reE: f(r)e B} c E.
Avec des quantificateurs, cela donne

VeeE: (ze f(B) < f(z)eB).

78



FONCTIONS ET APPLICATIONS

Remarque 3.2.8 Attention, la notation f~! est également utilisée pour décrire l'application ré-
ciproque (ou inverse) étudiée en analyse. L’application réciproque de f n'existe pas toujours. En
revanche ’image réciproque d’une partie B par une application f existe toujours.

Exemple 3.2.10

1. S
f: N — N
r — f(x)=2x+1.

Soit B = {5}, alors

fY(B)={zeN: f(r)e B} ={zeN: f(z) =5} = {2}.

2. 51
f: R — R
r — f(x)=2%
Alors, on a pour B = {4},
f7H(B) = {-2,2}.

En effet, v € f~1(B) si et seulement si f(x) = 4, c’est-a-dire si et seulement si x*> = 4. Il est alors
aisé de montrer que les solutions de cette équation du second degré sont —2 et 2.

Graphe : Sur un diagramme sagittal cela donne une présentation de type

/

Image directe d'une partie Image réciproque d'une partie

FIGURE 3.3: Image directe, Image réciproque
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3.2.5.1 Propriétés de 'image directe et réciproque

Les concepts d’image directe et d’image réciproque d’une partie d’'un ensemble par une applica-
tion possedent plusieurs propriétés importantes qui aident a comprendre comment une fonction agit
sur des sous-ensembles. Examinons maintenant quelques propriétés immédiates et utiles de 'image
directe.

Proposition 3.2.3 Soient E et F deux ensembles non vides et f une application de E wvers F.
Alors
1. Image directe de l’ensemble vide et de [’ensemble de départ,

f(@)=0¢, f(E)c F.

2. Monotonie,

VA, BeP(E): Ac B= f(A) c f(B).

3. Image directe de [’Union,

VA, BeP(E): (AU B) = f(A) U f(B).
4. Image directe de l’Intersection,

VA, BeP(E): f(An B)c f(A) n f(B).
5. Image directe du complémentaire,

VAe P(E): f(Ch) c CEY.

Preuve.
1. @ On sait que

f(@) ={f(x):x e},

Puisque ¢ ne contient aucun élément, il n’y a aucun x pour lequel f(z) peut étre calculé. Par
conséquent

f(@) ={f(x):x e} =0

e f(E) c F est immédiat.

2. Soient A et B deux parties de E telles que A < B. Si f(A) = ¢, alors f(A) < f(B). Sinon, soit
y € f(A). Il existe x € A tel que y = f(x). Puisque A € B, on a x € B et donc y est I'image par f
d’un élément de B ou encore y € f(B). Ceci montre dans tous les cas que f(A) < f(B).

3. Soient A et B deux parties de E. Soit y € F, alors

ye f(AUB) <= JreAuB: f(x)=y

«—drelE (reAouzreB: f(x) =y)
—3JzeE ((xeA: f(x)=y) ou (reB: f(z)=1y))
«— (JxeE,xze A: f(x) (xe E,xz e B: f(x) =vy)
— (AzeA: f(z) (Fze B: f(z) =y)
< ye f(A)ouye f(B)
< ye f(4)u f(B).

= y)ou
= y)ou
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Donc, f(Au B) = f(A) u f(B). (Cette démonstration est correcte méme si f(A U B) = ¢).
4. Soient A et B deux parties de E. Alors

AnBcA
et donc
F(An B) < f(A).
De méme,
f(AnB) < £(B).
et donc

f(AnB) < f(A)n f(B).
5. Soit y € F, alors
yef(Cﬁ):ﬂxeCé:f(x)zy

= Jdx¢ A: f(x)=y
— [f(z) ¢ f(A)
— flx) e CFY,

ce qui prouve que f (C’é) c CZ,]:(A). L]

Remarque 3.2.9

1. La réciproque de l'assertion A ¢ B = f(A) < f(B) n’est pas toujours vraie. Prenons FE =
{1,2} ,F = {1} et f: E —> F définie par f(1) = f(2) = 1. Soient A = {1} et B = {2} deux parties
de E. Alors f(A) = f(B) = {1} alors que pourtant A n’est pas inclus dans B.

2. 1l est possible que f(An B) £ f(A) n f(B) (c’est-a-dire f(A) n f(B) ¢ f(An B)). Considérons
par exemple, Uapplication f : x —> 22 puis A = {—1} et B = {1}. On a alors An B = ¢ et donc
f(An B) = ¢ puis f(A) n f(B) = {1} n {1} = {1}. Dans ce cas f(An B) £+ f(A) n f(B).

3. On rappelle que quand on écrit
JreA:y=f(x) etdzeB:y= f(x),

la méme lettre x utilisée dans chacun des deuxr morceaux de phrase ne désigne pas forcément un seul
et méme élément. Une écriture plus explicite est

dry € Ay = f(x1) et Jza € B:y = f(xq),
Dans ce cas, l’élément y = f(x1) = f(xs) est dans f(A) n f(B) mais pas nécessairement dans

f(An B).

On a vu que I'image directe avait un comportement un peu délicat. Ce n’est pas le cas de I'image
réciproque avec laquelle tout se passe bien.

Proposition 3.2.4 Soient E et F' deux ensembles non vides et f une application de E vers F. Alors
lapplication image réciproque possede les propriétés suivantes :
1. Image réciproque du vide et de l’ensemble d’arrivée,

f7He) =0, fTH(F) = E.

2. Monotonie,

VC,DeP(F):Cc D= fYC)c fY(D).
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3. Image réciproque de l'union,
vC,DeP(F): f(CuD)=f'C)u f (D).
4. Image réciproque de [’intersection,
VC,DeP(F): f(CnD)=f1C)n f (D).
5. Image réciproque du complémentaire,
VDeP(F): [ (CR) =cf ™.
Autrement dit, l'image réciproque d’un complémentaire est égale au complémentaire de l'image réci-

proque.

Preuve.
1. @ On sait que

[@)={zeE: f(z)e¢}.
La condition f(z) € ¢ est impossible a satisfaire, car I’ensemble vide ne contient aucun élément. Par
conséquent, il n’existe aucun x € E tel que f(x) € ¢. Par conséquent

[@)={zeE: f(z)ed} =09

e On a
fUF)={zeE: f(x)e F}.
Par définition de 'application f, chaque x € E est envoyé par f dans un élément de F'. Autrement

dit, f(z) € F pour tout = € E. Puisque cette condition est vraie pour tout x € F, cela signifie que
'ensemble des z qui appartiennent & f~!(F) est tout E. Donc

fY(F)=E.

2. On suppose que C' < D. Prenons un élément x € f~1(C), par définition, cela signifie que f(z) € C
et comme C' < D, si f(z) € C, alors f(z) € D. On obtient z € f~!(D). On a donc montré que

f7HC) = f7HD).
3. Soient C' et D deux parties de F'. Soit x € E. Alors

vef Y (CuD)= f(r)eCuD

> (f(z) e C) ou (f(x) e )
— (ze f7H(C)) ou (ze f(D))
(:>xef eyu YD )
Ceci montre que f~1(C v D) = f~1C) v (D).

4. Soient C' et D deux parties de F'. Soit x € E. Alors
re fH(CnD)= f(x)eCnD
> (f(z)eC) et (f(x)e D)

= (ze [7HC)) et (ze f7(D))
= zef1C)n f (D).
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Ceci montre que f~1(C' n D) = f~1(C) n fYD).

5. Procédons par double inclusion.

e Si f71(CF) = ¢, on a nécessairement l'inclusion f~' (CF) < C};_I(D).

e Supposons que f~' (CR) #+ ¢ et soit z € f~ (CP), par définition de I'image réciproque, il existe
donc y € CF tel que y = (). Mais puisque y ¢ D, on a f(x) ¢ D. Ainsi, 'ensemble des antécédents
des éléments de D ne contient pas =z,

z¢ f7(D).
Ce qui signifie z € Cgl(D). On a donc montré que f~ (CF) < C’gl(D).
Réciproquement,
—1 —1
o Si Cé (D) — 4. on a alors I'inclusion Cf; D) < -1 (CR).
e Supposons que C};I(D) + ¢ et soit = € Cgl(D). Donc x ¢ f~! (D), autrement dit aucun élément
de D n’a x pour antécédent. Donc

f(z) ¢ D.
Cela signifie que f(z) € CE. On a donc
re ft (05) .
Dot Iinclusion Cf, ) < f=1 (C2). On en déduit bien I'égalité souhaitée. 0

Remarque 3.2.10 Ainsi, une partie A de E et la partie "aller-retour” f= (f(A)) ne coincident pas
nécessairement. On a cependant toujours une inclusion dans un sens comme le montre le théoréme
sutvant.

Théoréme 3.2.1 Soient E et F' deur ensembles non vides et f une application de E vers F. Soient
AeP(E) et BeP(F). Alors

o Ac f7H(f(A)).

o f(f71(B) = B.

Preuve.
e Soit A € P(F). Soit x € E, alors

re A= f(z) e f(A)

— e [T(f(4),

car les éléments de A sont des antécédents d’éléments de f(A). Ceci montre que A = f~1 (f(A)).
e Soit B € P(F). Choisissons un élément y € f (f~'(B)), par définition, cela signifie qu’il existe un
z € E tel que f(z) =y et z € f~1(B). Cela signifie que f(z) =y € B. Donc f (f~'(B)) c B. O

Les concepts d’images directes et réciproques peuvent étre généralisés a une famille de parties
d’un ensemble. Voici comment ces concepts s’appliquent dans ce cadre plus général.

Proposition 3.2.5 (Images directes et réciproques d’une famille des parties)

Soient E et F' deux ensembles non vides et f une application de E vers F, et (E;)cr une famille de
sous-ensembles de E, (F;),.; une famille de sous-ensembles de F'. Alors,

1. L’image directe de l'union de la famille est égale a l'union des images directes des ensembles

individuels,
f (UE) = Uf(Ez)

el el
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2. L’image directe de l'intersection de la famille est incluse dans l'intersection des images directes

des ensembles individuels,
f (ﬂ&) c ﬂf(Ez)

el el

3. L’image réciproque de l'union de la famille est égale a l'union des images réciproques des ensembles

individuels,
f (UF> =@,

iel iel

4. L’image réciproque de l'intersection de la famille est égale a l’intersection des images réciproques

des ensembles individuels,
7 (ﬂF) = (/')

iel iel

3.2.6 Types d’applications

Les applications entre ensembles peuvent étre classées en différentes catégories selon la maniere
dont les éléments de I’ensemble de départ sont associés a ceux de I'ensemble d’arrivée. Les trois types
principaux sont : les injections, les surjections et les bijections. Ces concepts sont essentiels dans
I’étude des applications.

3.2.6.1 Applications injectives

L’injectivité est une propriété particulierement intéressante, souvent essentielle pour définir cer-
tains modeles. Par exemple, lors de I’établissement d’'une communication téléphonique, on cherche
a priori a exclure la possibilité que deux numéros de téléphone soient associés a la méme carte
SIM (Subscriber Identity Module). La table de correspondance utilisée par les opérateurs n’est rien
d’autre qu’'une application injective. De la méme maniere, chaque numéro de sécurité sociale distinct
est associé¢ a un individu unique, illustrant encore cette notion d’injectivité.

Définition 3.2.14 (Application injective ou injection)

Soient E et F' deux ensembles non vides.

1. On dit qu’une application f de E dans F est injective ou une injection si tout élément de F' admet
au plus un antécédent dans E.

2. On peut aussi formuler cela de la fagon suivante : deux éléments distincts de [’ensemble de départ
E ont des images distinctes par f dans l’ensemble d’arrivée F', ce qui s’écrit avec des quantificateurs

Vi, 20 € E 2y F 20 = f(21) F f(x2).
Par passage a la contraposée, cette définition est équivalente a
Vo, zp€ B f(11) = f(22) = 71 = 1. (3.1)

3. De maniére équivalente, pour tout y € F, I’équation y = f(x) d’inconnue x admet au plus une
solution. Autrement dit, chaque élément y € F' admet au plus un antécédent.

e On note Inj(FE, F') I'ensemble des injections de E vers F.
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Remarque 3.2.11
1. La premiere équivalence

[ injective <= Va1, 20€ E: 21 + x5 = f(x1) + f(x2)

est simple a comprendre. Elle dit que deuz éléments différents ont des images différentes. Elle pré-
sente néanmoins un défaut : elle utilise la relation #. La relation £ a de mombreuses propriétés
désagréables : elle n’est pas transitive (on a 0 & 1 et 1 & 0 mais on n'a pas 0 £ 0), elle n’est pas
compatible avec l'addition (on a 0 % 1 et 1 £ 0 mais on n'‘a pas 0+ 1 4 1+0). Pour cette raison, on
préfere utiliser la contraposée de l'implication précédente

f injective <= Vrxi,19€ E : f(11) = f(13) = 71 = o,

pour travailler avec la relation = beaucoup plus facile a manipuler. La phrase obtenue dit que si deux
éléments ont méme image, ils ne peuvent qu’étre égaux. Cette phrase est peut-étre moins claire mais
beaucoup plus agréable a manipuler dans la pratique.

2. Dans la plupart des cas, pour démontrer qu’une application est injective on utilise plutot [’assertion
ci-dessus. Cest-a-dire, on considére xy et xo dans E vérifiant f(x1) = f(z2), et on cherche a
Prouver que T, = Io.

3. Dans le cas d’un diagramme sagittal, une fonction n’est pas injective si deux fleches arrivent sur
le méme élément de ’ensemble d’arrivée. Lorsqu’on a fait un tableau, la fonction n’est pas injective
lorsqu’il y a deux étoiles dans la méme colonne.

4. Dans le cas d’une application donnée par une formule, on résout dans E, pour un y quelconque
dans F, I’équation d’inconnue z, y = f(x). Si, pour tout y dans F, elle admet au plus une solution
dans E, alors f est une injection de E dans F.

5. Graphiquement, une application est injective si et seulement si toute droite horizontale coupe la
courbe représentative de cette application en au plus un point.

6. Notons que dans la définition d’une injection, on aurait pu écrire

Vo, 20 € B f(x1) = f(19) = 11 = x9.

Mais on ne l'a pas fait car seule limplication de gauche a droite fait de f une injection (méme si
Uimplication de droite a gauche est vraie).

7. Pour une preuve de la non injectivité d’une application f, on montre la négation de la définition
en exhibant un exemple

dzy, 29 € E 2y F 29 et fx1) = f(x2).

8. Limplication (x1 = xo = f(x1) = f(x2)) est vérifiée par n’importe quelle application.

85



FONCTIONS ET APPLICATIONS

Graphe : Sur un diagramme sagittal cela donne une présentation de type

»
\ ) y
-~ —e \ a
N \\ . *— i
N 1\"‘%\. .-'/ \x‘h .-*/ \‘
- "'\-\._.-'j
f est injective fn'est pas injective
. A

FIGURE 3.4: Application injective, non injective

Exemple 3.2.11
1. Pour tout ensemble E, l'application identique Idg (aussi appelée application identité) est injective.
En effet, Soient x1,x9 € E tels que Idg(x1) = Idg(z3). Par définition de l'application identité, cela
revient d x1 = xo. Donc, Idg est injective.
2. Montrons que Uapplication de C\{i} dans C , définie par f(z) = 2= est injective.
Solution.
Il est clair que f est bien une application. Soit (21, z) € (C\ {i})*. Alors
Z1 — 1 Z9 — 1

f(z1) = f(z) = =

Zl—i Zg—’i

Z1 = Z9.

On a montré que

Vzy1,20 € C\{i} : f(21) = f(22) = 21 = 20.
L’application f est donc injective.
3. Montrons que f : R — R définie par f(x) = 2% n'est pas injective sur R, et g : RT — R définie
par g(z) = 2% est injective sur R*.
Solution.
a. Pour f c’est évident puisque par exemple

f(=1)=1=f(1)et —1+1.
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Ceci prouve que f n’est pas injective sur R.
b. Pour montrer que g est injective on se donne x1,xs € RT tel que g(z1) = g(xs2). On a donc

2 2
Ty = Ty
alors
Tr1 = T9 0U r1 = —XTa.

Comme x1 et xo sont des réels positifs, on peut en conclure que vy = wx5. Ceci prouve que g est
injective sur R,

4. Montrons que Uapplication de R dans R, définie par f(x) = 2z + 1 est injective.

Solution.

Premiére méthode. Soit y € R, résolvons l’équation (d’inconnue x)y = 2x + 1. On trouve une
(unique) solution

L’application f est donc injective.
Deuxiéeme méthode. Soient x1,x2 € R tel que f(x1) = f(z2). On a donc

2$1+1=21’2+1,

qui conduit bien sur d xy = xy. Linjectivité est donc établie.

5. Montrons que lapplication de R dans R définie par f(x) = sinx n’est pas injective.

Solution.

Prenons x1 = 0 et x9 = 2m. On vérifie les relations x1 % x9 et f(x1) = f(xg) = 0. Alors le nombre 0
a deux antécédents. L’application f n’est pas injective.

Un autre exemple fondamental des applications injectives est I'injection canonique.

Définition 3.2.15 (Injection canonique)
Soit E un ensemble et X une partie de E. L’application

?;X : X — F
xr — i(x) =z,
qui @ = associe x est injective, appelée l'injection canonique ix (ou inclusion canonique) de X dans

E.

Lorsque X = E, l'injection canonique n’est autre que ’application identité de E (ix = Idg).

Proposition 3.2.6 (Composée d’injections). Soient E,F,G trois ensembles non vides, [ une
application de E vers F, g une application de F' vers G. Si f et g sont injectives, alors g o f est
injective. Autrement dit la composée de deuz injections est une injection.

Preuve. Soit (71, z9) € E? tels que

(g0 f)(x1) = (gof)(z2).
On a donc
9 (f(21)) = g (f(z2)).
Comme g est injective, alors
f(x1) = f(x2),

mais f est aussi injective, donc
1 = Ta.

D’ou la conclusion. ]

La réciproques n’est que partiellement vraie.
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Proposition 3.2.7 Soient E, F,G trois ensembles non vides, f une application de E vers F et g
une application de F vers G. Si go [ est injective, alors f est injective.

Preuve. Supposons que g o f est injective. Soit (z1,z2) € E?. Alors
f(z1) = f(xe) = g (f(x1)) = g(f(x2)) (car g est une application)
= (9o f)(z1) = (gof) (x2)
= 11 = 25 (car g o f est injective).

On a montré que
V(zy,29) € B f(11) = f(a) = 21 = 29,

f est donc injective. O

Proposition 3.2.8 Soit f une application de E vers F. Alors
f est injective == YAeP(E): A= f1(f(4)).

Preuve.
1. Montrons I'implication directe.
e On sait que pour tout A € P(E), on a

Ac f7H(f(4)).
Donc il suffit de montrer que f~! (f(A)) < A.

e Soit z € f71(f(A)), alors f(x) € f(A) et par suite il existe a € A tel que f(x) = f(a). Comme f
est injective alors x = a, donc x € A, par suite

FHf(A) = A,

2. Montrons I'implication réciproque.

Soient x; et x5 deux éléments de F tels que f(z1) = f(x2), alorsavec A = {x1} ona f(A) = {f(z1)} =
{f(x2)}, et par suite x5 € f~1 (f(A)). Comme A = f~1 (f(A)), alors il résulte que zo € A = {z,}, par
suite 1 = x. O

3.2.6.2 Applications surjectives

La surjectivité est une propriété particulierement intéressante, notamment dans I'étude des ap-
plications entre ensembles. Elle garantit que chaque élément de 1’ensemble d’arrivée F' est atteint
par au moins un élément de ’ensemble de départ E. Autrement dit, pour chaque y € F', il existe au
moins un x € E tel que f(x) = y. En d’autres termes, la surjectivité assure qu’il n’y a pas de "trous'
dans I’ensemble d’arrivée F'.

Définition 3.2.16 Soient E et ' deux ensembles non vides.
1. On dit qu’une application f de E dans F est surjective ou une surjection de E dans F, si tout
élément de F admet au moins un antécédent dans E, ce qui s’écrit avec des quantificateurs

Vye F,ze E: f(z) = v.

2. De maniére équivalente, f est surjective si et seulement si, son image est égale a son ensemble
d’arrivée,

[ est surjective <= Im(f)= f(F)=F.
3. On peut aussi formuler cela de la fagon suivante, pour tout y € F, I'équation y = f(x) d’inconnue
x admet au moins une solution. Autrement dit, chaque élément y € F' admet au moins un antécédent.
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e Nous notons Surj(E, F') 'ensemble des surjections de F vers F.
Graphe : Sur un diagramme sagittal cela donne une présentation de type

- ™y
.S ;
I~ F E__ F
/ 7N 7N N
PR
[ \ |/ \
| | |
\ |
u } . \
\ \ \ )
. » Vo
x‘\i },/; H‘\ f/ \\ . ;/ l“\ » /
- - N \ /
d
S est surjective [ n'est pas sujective
p i

FIGURE 3.5: Application surjective, non surjective

Remarque 3.2.12

1. La surjectivité dépend essentiellement de [’ensemble d’arrivée. Alors une application f devient
surjective si on limite l'ensemble d’arrivée a Im(f).

3. On doit prendre garde d ne pas transformer la définition correcte d’une surjection (a savoir Yy €
F.ixe E: f(x) =y)enVre F,3ye E: f(x) =y. La conclusion est la méme mais cette derniére
phrase ne signifie pas que f est surjective. En fait, elle ne signifie méme pas que [ est une application.
3. De maniére générale, montrer qu’une application f : E — F est surjective consiste da montrer
que pour tout y de F, il existe au moins un élément x de E tel que y = f(x). On se donne donc un
élément y de F' et on montre que l’équation y = f(x), d’inconnue z, a au moins une solution x dans
E, en résolvant cette équation par exemple ou autrement.

4. Pour montrer qu’une application f : E — F n’est pas surjective, il suffit de trouver un élément
dans ’ensemble d’arrivée qui n’est I'image d’aucun élément de F,

Jye F,Vxe E: f(z) £ y.

Exemple 3.2.12

1. Pour tout ensemble E, lapplication identique Idg (aussi appelée application identité) est surjective.
En effet, prenons un élément y € E. Par définition de Idg, on a Idg(y) = y. Ainsi, pour chaque
élément y € E, il existe un élément x =y dans E tel que [dg(z) = y.

2. Soit E un ensemble et A € P(E) tel que A ¢ {¢, E}, alors lapplication ¢, indicatrice de A est
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surjective. Pour trouver un antécédent de 1, il suffit de considérer x € A (possible car A £ ¢). Pour
un antécédent de 0 il suffit de considérer x € Ca  (possible car A + E).

3. Soit f : Z —> N définie par f(x) = x2, alors f n'est pas surjective. En effet il existe des éléments
y € N qui n’ont aucun antécédent, par exemple, y = 2. Supposons que 2 posséde un antécédent x par

f. Alors on a
fr)=2= 2" =2

:>{E=\/§OUI=—\/§

Mais alors x n’est pas un entier de Z.. Donc y = 2 n’a pas d’antécédent et f n’est pas surjective.

4. L’application f : v € R — 22 € RT est surjective. En effet siy € RY, "équation y = x* d’inconnue
x admet au moins une solution x = /y. En revanche, x € R — 22 € R n'est pas surjective puisque
pour y < 0, I’équation y = x> n'admet pas de solution dans R.

5. Considérons Uapplication f : R? — R définie par f(x,y) = x +y. Cette application est surjective
car pour tout z € R, on peut trouver (z,y) € R? tel que x +y = z. Par exemple, v = z et y = 0 est
une solution.

6. Soit A e P(E) et soit l'application

fa: P(E) — P(E)
X — fa(X)=XnA

Montrons que si A £+ E, alors l'application fa n’est pas surjective.

Solution.

e Supposons que A = E, alors fa est lidentité de P(E), elle est donc surjective.

e Supposons que A + E, alors, pour tout X € P(E), on a fa(X) < A et donc f4(X) £ E. Ainsi E
n’a pas d’antécédent par fa, et cette application n’est pas surjective.

Un autre exemple fondamental des applications surjectives est la surjection canonique dans le
cadre de I’ensemble des parties d’'un ensemble donné. La surjection canonique ou projection canonique
donc est la surjection associée a une relation d’équivalence sur un ensemble.

Définition 3.2.17 (Surjection canonique)
Soit R} une relation d’équivalence sur un ensemble E.
1. L’application
s: B — E/R

r — s(x)=1z

est surjective, appelée surjection canonique de E dans E/R associée ¢ R ou & désigne la classe
d’équivalence de x.

2. s(+) est Uapplication définie de E dans ’ensemble quotient E/R, qui d chaque élément de E associe
sa classe d’équivalence.

Proposition 3.2.9 (Composée de surjections). Soient E, F, G trois ensembles non vides, f une
application de E vers F' g une application de F vers G. Si f et g sont surjectives, alors g o f est
surjective. Autrement dit la composée de deux surjections est une surjection.

Preuve. Soit z € G. Puisque g est surjective, il existe un élément y de F' tel que g(y) = z. Puis,
comme f est aussi surjective, il existe donc un élément = de E tel que f(z) = y. Mais alors,

9(y) = z = g(f(x)) = (go f) (z),
et x est un antécédent de z par g o f. Ce qui montre que g o f est surjective. ]

La réciproques n’est que partiellement vraie.
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Proposition 3.2.10 Soient E, F,G trois ensembles non vides, f une application de E vers F' et g
une application de F vers G. Si go [ est surjective, alors g est surjective.

Preuve. Supposons que g o f est surjective. Soit z € G. Il existe un élément x de E tel que
(9o f)(z) = z. Posons y = f(x), alors y est un élément de F tel que g(y) = z. On a montré que

VzeG:3Jye F:g(y) = =,

g est donc surjective. O

Proposition 3.2.11 Soit f une application de E vers F'. Alors

f est surjective <= VBeP(F):B=f(f"(B)).

Preuve.
1. Montrons I'implication directe.
e On sait que pour tout B € P(F), on a

f(f(B)) = B.

Donc il suffit de montrer que B = f (f~1(B)).
e Soit y € B, alors comme f est surjective il existe x € E tel que f(x) =y. On a x € f~1(B) et ainsi
f(z)=ye f(f1(B)). Par conséquent

Bc f (f_l(B)) .

2. Montrons I'implication réciproque.
Soit y € F, alors avec B = {y} on a par hypothese f(f~'({y})) = {y}. Donc, f~* ({y}) n’est pas
vide, et y admet un antécédent par f. L’application f est alors surjective. ]

3.2.6.3 Applications bijectives

La bijectivité est une propriété fondamentale en mathématiques, car elle permet d’établir une
correspondance parfaite entre deux ensembles. Elle combine les deux caractéristiques essentielles
d’une application : 'injectivité et la surjectivité. Ainsi, chaque élément de I’ensemble de départ est
associé a un unique élément de I'ensemble d’arrivée, et vice versa, garantissant ainsi une relation
réciproque complete entre les deux ensembles.

Définition 3.2.18 Soient E et F' deux ensembles non vides, et f une application de E vers F.
1. On dit que f est une application bijective ou une bijection de E dans F, si tout élément de F
admet exactement un antécédent dans F, ce qui s’écrit avec des quantificateurs

Vye F,Alx e E: f(z) =y.

2. De cette définition, il découle que [ est bijective si et seulement si [ est a la fois injective et
surjective.

3. On peut aussi formuler cela de la fagon suivante, pour tout y € F, I'équation y = f(x) d’inconnue
x admet exactement une solution.

e Nous notons Bij(FE, F') 'ensemble des bijections de E vers F.
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Graphe : Sur un diagramme sagittal cela donne une présentation de type

S \ / \ Whad
"\-\._.-"frrl
S estbijective f n'est pas bijective
S A

FIGURE 3.6: Application bijective, non bijective

Remarque 3.2.13

1. Ainsi, f est bijective si et seulement si tout élément de F' admet exactement un antécédent. Pour
cette raison, une bijection est parfois aussi appelée correspondance 1 a 1 (issu de la terminologie
anglaise « one-to-one correspondance).

2. Pour qu’une application ne soit pas bijective, il suffit qu’elle ne soit pas injective ou qu’elle ne soit
pas surjective.

Exemple 3.2.13

1. Pour tout ensemble E, l'application identité Idg : E — E est bijective. Elle est injective car
Idp(z1) = Idg(xe) implique x1 = x9. Elle est surjective car pour tout y € E, il existe v =y tel que
ldp(y) = y.

2. L’application f: R — R définie par f(x) = 2x + 1 est bijective, puisque pour tout réel y, il existe
exactement une solution réelle de l’équation y = 2o + 1 d’inconnue x, a savoir x = %(y —1).

3. L’application exponentielle f : x — exp(x) est une application bijective de R dans R%. En effet,
o Injectivité : Si exp(wy) = exp(xs), alors x1 = xs.

e Surjectivité : Pour tout y > 0, il existe x € R tel que y = exp(z), donc x = In(y).

Par contre si on définit lapplication de R dans R, Uapplication ainsi définie n’est pas surjective (un
réel négatif n’a pas d’antécédent), elle n’est pas bijective.

4. L’application logarithme népérien définie par

f+ Rf — R
r +— f(x)=Inx,
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est bijective.
5. Soit E un ensemble et P(E) 'ensemble de toutes les parties de E. Alors lapplication complémen-
taire définie par
[+ PE) — P(E)
X — f(X)=

est bijective. En effet,
o [njectivité : Supposons que f(Xy) = f(X2) pour deux parties X1,Xo de E. Cela signifie que
Op' = Cy?, alors

Cp (Cp') = Cp (C3?) = X1 = X,

ce qui prouve que f est injective.
e Surjectivité : Pour prouver que f est surjective, considérons une partie quelconque Y < E. Nous
devons montrer qu’il existe une partie X telle que f(X) =Y. Prenons simplement X = CY. Alors,

f(X)=Cgp(CF) =

Ainsi, chaque partie de E est l'image d’une autre partie par f, ce qui montre que f est surjective.
6. Montrons que l’application

est une bijection.

Solution.

Tout d’abord, pour tout réel z, 1+ |z| =1 > 0, et en particulier, 1 + |z| & 0. Ainsi, pour tout réel x,
f(z) existe. De plus, pour x € R,

2] 1+ |z]
< =
T+ x| 14 |

()] =

et donc, pour tout réel x, —1 < f(x) < 1. Par suite, f est bien une application de R vers |—1,1].
e Montrons maintenant que f est bijective. C’est-a-dire pour tout réel y de |—1,1{, il existe un et un
seul réel x € R tel que f(x) =y. Soit y € |—1,1[. Pour x réel, si f(x) =y, alors, puisque

1

>0
1+ |z

Y

il est mécessaire que x et y aient méme signe (Dire que les deuz réels x et y sont de méme signe
signifie que x et y sont simultanément strictement néqgatifs, simultanément nuls et simultanément
strictement positifs). Nous avons donc deuz cas.

Cas 1. Soit y € [0,1]. Pour z € R,

r=0
fa) =y { e
1—':6|J:|_y
=0
— et

y(1+2z) (car1+$+0p0urx>0)

{
>

z=0

— et

=14 (carl—y+0)
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oy y
< Tr = — (car

1—y 1—y
Ainsi, pour tout réel y € [0, 1[, il existe un et un seul réel x tel que f(r) =1y, a savoir r =
Cas 2. Soit y € |—1,0[. Pour x € R,

>0).
¥y
1-y°

z <0
fla)=y =1 et

<0
— < et
r=y(l—x) (car1—2x %0 pour x <0)
x <0
< et

r(1+y)=y

x =1l (carl+y+0)

—z=—1 (ar
1+y 1+y

Ainsi, pour tout réel y € |—1,0[, il existe un et un seul réel x tel que f(z) =y, a savoir x = ﬁ
En résumé, pour tout réel y élément de |—1,1], il existe un et un seul réel x tel que f(x) =y, d

sauoir

<0).

Y
T = .
1—y]
Par suite, f est une bijection de R sur |—1,1].

Proposition 3.2.12 (Composée de bijections) Soient E, F,G trois ensembles non vides, [ une
application de E vers F' et g une application de F vers G. Si f et g sont bijectives. Alors go f est
bijectives. Autrement dit la composée de deuzx bijections est une bijection.

Preuve. Puisque f et g sont bijectives, alors elles sont injectives et surjectives. Donc, d’apres ce
qui précede, g o f est injective et surjective c’est-a-dire bijective. ]

3.2.7 Application réciproque d’une application bijective

Lorsqu’une application f : E — F est bijective, il est possible de définir une nouvelle application
appelée application réciproque ou inverse, notée f~! : F — E. Cette application inverse permet
de revenir de F' vers F. L’existence d'une application réciproque est garantie uniquement lorsque
I’application originale est bijective. Dans notre représentation graphique, il suffit d’inverser le sens
de la fleche symbolisant ’application.

Définition 3.2.19 (Application réciproque d’une application bijective)

Soient E et F' deux ensembles non vides et f : E — F une application bijective.

1. L’application de F' dans E, qui a tout élément y € F' de l’ensemble d’arrivée de f, associe son
unique antécédent x € E tel que y = f(x) s’appelle application réciproque de f et se note f~1.

2. La réciproque de f est définie par

V(z,y)e Ex F:y= f(z) =z = f"'(y).
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Exemple 3.2.14
1. L’application
f: RY — R*
r > f(x) =2
est bijective. Sa réciproque est l’application
f—l - Rt — Rt
r — [Yz)=
car
V(z,y) eR™? 1y =2 =z = /y.
2. L’application
f: R — ]0,+00]
r —> f(z)=¢€"
est bijective. Sa réciproque est ’application
7t 10,40 — R
T —  fHz) = In(z).
car
V(z,y) e R x ]0,+00[ : y = " < x = In(y).
3. L’application
f: [%ﬂug] - [_171]
x —  f(z) =sinz,
est bijective, et son application réciproque est notée f~! = Arcsin.
4. Soit E un ensemble. Alors l'application
f: P(E) — P(E)
X — fX)=Cz
est bijective et f~1 = f.
5. L’application
f R — ]_17 1[
xr —> f(x) = %Iw\’
est une bijection de R sur |—1,1| et sa réciproque est l'application
/-1, — R

x — f_l(x) = 1_x|x"

6. Soit f Uapplication de {1,2,3} dans {1,5,7} telle que
f)=5,f2)=173) =7,
elle est bijective. Sa réciproque f=1 est lapplication de {1,5,7} dans {1,2,3} donnée
)y =215 =147 =3
Théoréme 3.2.2 (Caractérisation d’une bijection et de sa réciproque)

Soient E et F' deux ensembles non vides et f : E — F une application.
1. f est bijective si et seulement s’il existe une application g de F' dans E telle que

gOfZIdE et ng=]dF
2. 8t f est bijective, alors l'application g est unique et elle est aussi bijective. De plus
_ 1y —1
= () =1
Autrement dit g = f~1.

95



FONCTIONS ET APPLICATIONS

Preuve.

1. (i) Supposons que f est bijective. Alors pour tout élément y de F, il existe un unique élément x
de FE tel que y = f(x). Posons g(y) = x, g est donc une application de F' dans E. On a donc pour
tout y e F

Autrement dit
fog=Idp.

D’autre part, en composant a droite avec f, il vient

fogof=1Idpof,
et par suite pour tout x € F/, on a
flgo f)(z) = f(z).
Comme f est injective, alors
(9o f)(z) ==
Ainsi
go f=Idg.

En résumé, il existe g : FF — E telle que go f = Idg et fog = ldp.

(ii) Réciproquement, supposons qu'il existe g : F' —> E telle que go f = Idg et fog = Idp, et
montrons que f est bijective.

e Injectivité : Soient x1, 25 € E tels que f(x;) = f(z2). En appliquant g il vient alors

9 (f(x1)) = g (f(x2)) -

Cela donne
IdE(LU1> = IdE(QZQ),

ou encore
1 = T9.

Ainsi, f est injective.
e Surjectivité : Soit y € F', alors

fgy) = (fog)(y) =Idr(y) =y,

donc y admet par f un antécédent = = g(y) € F, et donc f est bien surjective.
2. (i) Montrons maintenant que g est unique. Soit h : F — E une autre application telle que
hof=1Idget foh=Idr. On a donc

thZ[dpzfog.

Autrement dit pour tout y € F', on a

et comme f est injective alors

Par suite h = g.
(ii) Montrons la bijectivité de g. On a f est bijective, alors

gOfZIdE et ng=]dF

En appliquant la réciproque de (1), on en déduit que g est bijective (il suffit de permuter les lettres

get f). Ainsi g7t = f. 0
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Exemple 3.2.15 Montrer que ’application

f: R—{-1} — R*
x — f{z) = %
est une bijection et préciser sa réciproque f~1.

Solution.
Pour tout réel v € R — {—1}, f(x) existe et est un réel non nul. Soit alors

g: R* — R—{-1}
r o g(z)=-1+2

Puisque pour tout réel x mnon nul, g(x) existe et est différent de —1, g est bien une application. De
plus, pour tout réel x distinct de —1,

(gof)(x)zg(f(x))z1+f(1x)=1+}=1+1+x=x,

et pour tout réel x distinct de 0,

(fog) (@) = flgle)) = — S

T l4gle) T-1417

Ainsi, go f = Idgp_q_1y et fog = Idpx. On a montré que f est bijective et que f~' = g.

Remarque 3.2.14 Une seule des deux égalités go f = Idg et fog = Idr ne suffit pas a ce que f
soit bijective. Considérons par exemple 'application

. . g: N — N
f: N N ot

n — f(n)=n+1, N o g(n):{O,sz’n:O

n—1,stn>=1.

L’application f n’est pas bijective car [’élément 0 de N n’a pas d’antécédent par f. Pourtant, pour
tout entier naturel n,

(gof)(n) =g(f(n)) =(n+1)=1=n (carn+1=1),

et donc go f = Idy. On note que

et donc fog ¥ Idy.

Corollaire 3.2.1 Soient E et F' deux ensembles et f : E — F une bijection. Alors Uapplication
réciproque f=1 de f vérifie
flof=1Idget fof'=Idp.

Preuve.

e Soit z un élément de E. Soit y = f(x). Alors x = f~!(y) = f~'(f(z)). Ainsi pour tout = € E,
Y f(z)) =z et donc f~lo f=Idg.

e Soit y un élément de F. Soit x = f~(y). Alors y = f(z) = f(f ' (y)). Ainsi pour tout y € F,
f(f (y)) =yetdonc fof'=Idp. O
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Exemple 3.2.16 On sait que ,

VreR:In(e") =z et Vo >0:em" = a.

Proposition 3.2.13 Soient E, F, G trois ensembles non vides, f une application de E vers F' et g
une application de F vers G. Si f et g sont bijectives. Alors la réciproque de la composée g o f de
deux bijections est donnée par la formule

(gof) " =f"og™ (3.2)

1

Preuve. L’application f~!o g~! est bien définie et c’est une application de G dans E qui vérifie,

par associativité

(gof)o(f_log_l) :go(fof_l)og_l:go[dpog_lzgog_lzfdg.

et
(ftog™)olgof)=fto(g7 og)of=ftoldpof=f""of=Idp
On en déduit d’apres le théoréme que la réciproque de go f est f~1og L. O

3.2.8 Injection, surjection, bijection sur des ensembles finis

Lorsqu’on considere des applications entre des ensembles finis, les concepts d’injection, de surjec-
tion et de bijection prennent des caractéristiques spécifiques. Il existe un cas particulier dans lequel,
pour établir la bijectivité de f : E — F, il suffit de démontrer soit la surjectivité, soit I'injectivité.
Ce cas se produit lorsque E et I’ sont des ensembles finis de méme cardinalité. Le théoréme suivant
est alors admis.

Théoréme 3.2.3 Soient E et F' des ensembles finis de méme cardinal (Card(E) = Card(F)). Si f
une application de E dans F', alors les propriétés suivantes sont équivalentes :

1. f est injective.

2. f est surjective.

3. f est bijective.

Ce théoreme signifie que, pour des ensembles finis de méme cardinal, il suffit de vérifier I'une des
deux propriétés, injectivité ou surjectivité, pour conclure que ’application est bijective. En général,
ce résultat n’est pas vrai pour des ensembles infinis. Pour les ensembles infinis, une application peut
étre injective sans étre surjective (ou vice versa), et donc la bijectivité ne peut pas étre déduite
uniquement a partir d'une seule de ces propriétés. Par exemple,

e L’application
fir: N — N

n — 2n,

est injective et non surjective (y = 1).
e [’application
fo: N — N

5, si n est pair
0, si n est impair,

est surjective et non injective (ny = 0,ny = 2).
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Remarque 3.2.15

1.Pour des ensembles finis, les concepts d’injection, de surjection et de bijection sont liés a la taille
des ensembles, on a

e Une injection implique que [’ensemble de départ est de taille inférieure ou égale a celui d’arrivée
(Card(E) < Card(F)).

e Une surjection implique que l’ensemble de départ est de taille supérieure ou égale a celui d’arrivée
(Card(E) = Card(F)).

e Une bijection implique que les deux ensembles ont la méme taille (Card(E) = Card(F)).

3.2.9 Ordre et applications

L’étude des relations d’ordre dans le contexte des applications (ou fonctions) est un sujet fonda-
mental en mathématiques, particulierement en théorie des ensembles, en algebre et en analyse. Voici
une présentation des concepts liés aux ordres et aux applications.

Définition 3.2.20 Soient (E, <), (F,<) deux ensembles ordonnés et f : E —> F une application,
alors on dit que
1. f est croissante si et seulement si

Ve,ye B:x <y= f(z) < f(y).
2. [ est décroissante si et seulement si
Ve,ye B:x <y= f(y) < f(x).

3. f est monotone si et seulement si f est croissante ou décroissante.
4. [ est strictement croissante si et seulement si

T <y flx) < f(y)
Ve,ye E: et = et
T Fy flx) * f(y).
b. f est strictement décroissante si et seulement si
T <y fly) < f(z)
Ve,ye E : et = et
T Fy flx) * fy).

6. f est strictement monotone si et seulement si f est strictement croissante ou strictement décrois-
sante.

Exemple 3.2.17
1. L’application
f: (N*v |) - (N*7 |)
x —  f(z) = 2?

est strictement croissante pour la relation de la divisibilité |. En effet, f est strictement croissante
pour la relation de la divisibilité si et si

zly f(@) | fy)

Va,ye N*: et = et

T+ y f(x) + fy).
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Soient x,y € N*, alors

x|y y =m.x,m e N*
et — et
T Fy m F 1.

Par ailleurs, on a

Fly) = y? = m%® = kf(z),k = m? e N*
— f(2) | f(y).

Orm £ 1, alors k #+ 1. Par suite, f(x) % f(y). Par conséquent, f est strictement croissante pour la
relation de la divisibilité.
2. Pour tout ensemble E, l'application

g: (P(E),c) — (P(E),<)
X — g(X)=Cfg

est strictement décroissante pour la relation de linclusion <.
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Chapitre 4

Structures algébriques

Les structures algébriques constituent des concepts fondamentaux en mathématiques, en parti-
culier en algebre abstraite. Elles offrent un cadre pour 1’étude d’ensembles dotés d’opérations et des
propriétés qui en résultent. Présentes dans de nombreux domaines, telles que la physique, 'infor-
matique et I’économie, ces structures ont des applications variées. Parmi les exemples essentiels de
structures algébriques, on trouve les groupes, les anneaux et les corps.

Ce chapitre examine en détail les différentes structures algébriques, notamment les groupes, les
anneaux et les corps. Il aborde les propriétés des lois de composition interne, les morphismes et les
opérations associées a ces structures. De plus, des concepts tels que les sous-groupes, les sous-anneaux
et les idéaux sont également introduits.

4.1 Lois de composition interne

Les lois de composition interne sont des concepts fondamentaux en algebre. Elles interviennent
dans la définition de structures algébriques telles que les groupes, les anneaux et les corps. Une loi de
composition interne est une opération mathématique qui associe a deux éléments d’'un ensemble un
troisieme élément appartenant également a cet ensemble. Cette opération joue un rdle central non
seulement en algebre, mais aussi en théorie des groupes.

Définition 4.1.1

1. Soit E un ensemble non vide. On appelle loi de composition interne (en abrégé : l.c.i) ou opération
interne sur E toute application de E x E dans E.

2. 8t + est le symbole désignant cette l.c.t, alors = désigne [’application

x: ExFEF —s E
(z,y) > z=y.

3. L’élément x =y est appelé composé de x par y via *.

4. Les lois de composition interne sont généralement notées =, +,., x, A\, o, ....

5. Traditionnellement, on utilise la notation x =y pour désigner limage d’un couple (z,y) € E* par
une loi = plutdt que la notation fonctionnelle =(z,y).

Exemple 4.1.1
1. L’addition + et la multiplication usuelles - sont des lois de composition interne sur N, Z, Q,R et

C.
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2. Si E est un ensemble, la composition des applications o est une loi interne sur l’ensemble F(E, F)
des applications de E dans E.

3. 8i E est un ensemble, l'intersection, la réunion, la différence et la différence symétrique sont des
lois internes sur l’ensemble P(E) des parties de E.

4. La division (des nombres) peut étre ou non une loi selon 'ensemble de nombres considéré : Elle
n’est pas interne dans Z*, mais elle ’est dans R*.

5. La soustraction n’est pas une loi interne dans N, mais elle [’est dans Z.

Définition 4.1.2 On appelle magma tout ensemble E non vide muni d’une loi de composition in-
terne =. On le note (E, *).

Un magma donc est I'une des structures algébriques les plus simples définies a partir d’une loi de
composition interne. Un magma se compose d'un ensemble et d’une opération binaire qui associe a
chaque paire d’éléments de I’ensemble un élément du méme ensemble.

Exemple 4.1.2 (C,+),(C,.),(F(E,E),o),(P(E),n),(P(F),uv) sont des magmas usuels.

4.1.1 Partie stable pour une loi interne

Une partie stable (ou sous-ensemble stable) pour une loi de composition interne est un sous-
ensemble qui est fermé sous cette loi. Cela signifie que I'application de la loi de composition interne
a des éléments de ce sous-ensemble produit toujours des éléments qui appartiennent encore a ce
sous-ensemble.

Définition 4.1.3 Soit * une loi de composition interne sur un ensemble non vide E.
1. Une partie A de E est dite stable pour = si et seulement si

Ve,ye A:x+ye A.
2. 81 A est une partie stable de E pour =, alors la loi de composition interne dans A définie par

AxA — A
(z,y) = xxy

est appelée loi de composition interne induite sur A par = de E, et encore notée = (Autrement dit, la
restriction de la loi » d A est une loi de composition interne dans A).

Exemple 4.1.3

1. N,Z,Q et R sont des parties stables de (C,+) et (C,.).

2. R™ et R™ sont deux parties stables de R, pour la loi + usuelle.

3. Pour la loi -, RT est encore une partie stable, mais ce n’est pas le cas de R™.

4. N n’est pas stable pour la soustraction, mais Z l’est.

d. La partie P des nombres pairs de N est stable pour l'addition, puisque la somme de deux nombres
pairs est paire. Elle est également stable pour la multiplication.

6. De méme, la partie I des nombres impairs de N est stable pour la multiplication.

102



STRUCTURES ALGEBRIQUES

4.1.2 Propriétés d’une loi de composition interne

4.1.2.1 Commutativité

La commutativité est une propriété importante dans la théorie des structures algébriques, car elle
simplifie les calculs et les propriétés des ensembles munis d’une loi de composition. En mathématiques
et en informatique, la commutativité est souvent utilisée pour simplifier les algorithmes et les preuves
théoriques.

Définition 4.1.4 Soit = une loi interne sur un ensemble non vide E.
1. Eléments qui commutent pour une loi. On dit que deux éléments x,y € E commutent (ou :
sont permutables) si et seulement si
THRY =Y *T.
2. Commutativité d’une loi interne. On dit que la loi = est commutative si et seulement si
Ve,ye E:x+y=y=*x.

Autrement dit tous les éléments de E commutent deuz d deux pour cette loi. Le magma (E,*) est
alors dit commutatif.

Exemple 4.1.4

1. L’addition + et la multiplication usuelles - sont des lois commutatives sur N, Z, Q,R et C.

2. Soit E un ensemble, les opérations U (union), n (intersection) et /\ (différence symétrique) sur
P(E) sont toutes trois commutatives.

3. La loi o (composition des applications) n’est pas commutative sur F(E, E).

4. La soustraction n’est pas commutative dans R.

4.1.2.2 Associativité

L’associativité est une propriété clé en algebre. Elle permet de simplifier les calculs en garantissant
que l'ordre des parentheses n’affecte pas le résultat d’'une opération interne. Cette propriété est
essentielle dans de nombreuses structures algébriques, telles que les groupes, les anneaux et les corps.

Définition 4.1.5 (Associativité d’une loi interne)
Soit = une loi interne sur un ensemble non vide E. On dit que la loi = est associative si et seulement
51

Ve,y,z€ B (xxy)xz=x=(y=2).

On dit aussi que le magma (E, =), ou simplement E, est associatif.

Exemple 4.1.5
1. L’addition et la multiplication des nombres sont associatives, ce qui permet d’écrire par exemple
(deux parenthésages différentes)

1+9+3+7=(1+9)+(3+7) =10+ 10 = 20,
et
3+6+144+7=3+((6+14)+7)=(20+7)+3=20+(7+3) =20+ 10 = 30.

2. Dans l’ensemble des parties d’un ensemble, la réunion, [’intersection et la différence symétrique
sont associatives.

3. La loi o (composition des applications) est associative sur F(E, E).

4. La soustraction (sur Z,Q,R,C ) n’est pas associative.
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Remarque 4.1.1

1. 57 la loi = est associative, les parenthéses n’étant plus nécessaires a la compréhension de [’opération,
on note x =y x z, au liew de (x *y) =z ou x = (y * z).

2. Lorsque E est muni d’une loi associative, on peut effectuer les opérations dans l'ordre que [’on
veut, a condition de respecter la position respective des éléments les uns par rapport aux autres. Si la
loi est commutative, on peut échanger la position respective des éléments (mais pas nécessairement
faire les opérations dans l’ordre qu’on veut si la loi n'est pas associative).

4.1.2.3 Distributivité

La distributivité est une propriété fondamentale des opérations internes qui lie deux opérations
différentes, comme ’addition et la multiplication. Cette propriété est essentielle dans de nombreuses
structures algébriques, telles que les anneaux, et les corps. Il existe deux types principaux de distri-
butivité que 'on rencontre fréquemment : la distributivité a gauche et a droite.

Cette fois-ci, on va travailler avec deux lois de composition interne définies sur un méme ensemble.

Définition 4.1.6 (Distributivité).
Sotent = et T deux lois internes sur un ensemble non vide E. On dit que :
1. = est distributive a gauche par rapport da la loi T si et seulement si

Ve,y,z€ E:xx (yT'z) = (x = y) T'(z * 2).
2. = est distributive a droite par rapport a la loi T si et seulement si
Ve,y,z€ E: (yTz)«x = (y=z)T(z = x).

3. = est distributive par rapport a la loi T si et seulement si loi = est distributive a gauche et a droite
par rapport a la loi T,
2 (yT2) = (a+y) Tx + 2)
Vr,y,z€ B : et
(yTz)xx = (y=a)T(z ).

Remarque 4.1.2 Sila loi * est commutative, chacune des deuz distributivités (a gauche ou a droite)
implique Uautre. Cela démontre que, dans le contexte d’une loi interne commutative, il est suffisant
de vérifier l'une des formes de distributivité pour garantir l’autre.

Exemple 4.1.6
1. Dans P(E), les lois n et U sont distributives l'une par rapport a l’autre.
2. Dans N, 7Z,Q, R, et C, la multiplication - est distributive par rapport a l'addition +.

4.1.3 Eléments particuliers
4.1.3.1 Elément neutre a gauche, neutre a droite, élément neutre

Un élément neutre est un élément d’un ensemble F qui, lorsqu’il est combiné avec n’importe quel
autre élément de I’ensemble a I'aide d’une loi interne, laisse cet autre élément inchangé. Les éléments
neutres jouent un role central dans de nombreuses structures algébriques telles que les groupes, les
anneaux et les corps.
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Définition 4.1.7 Soit * une loi interne sur un ensemble non vide E. Soit e € E, alors on dit que e
est un élément :
1. Neutre a gauche pour * et on note e, si et seulement si

VeeF:exx =ux.

En d’autres termes, lorsque e est utilisé a gauche dans [’opération =, le résultat est toujours x, quel
que soit x.
2. Neutre a droite pour = et on note eq si et seulement si

VeeFE :x+e=ux.

En d’autres termes, lorsque e est utilisé a droite dans [’opération =, le résultat est toujours x, quel
que soit x.
3. Neutre si et seulement si e est neutre a gauche et a droite,

VeeFE:exz=x+ec=x.

Remarque 4.1.3

1. Sila loi = est commutative, les notions d’élément neutre a gauche, neutre a droite, et élément neutre
coincident. Cela montre que les notions d’élément neutre a gauche et d’élément neutre a droite sont
équivalentes dans ce contexte. C’est-a-dire e € E est un élément neutre de E si et seulement si
r+e=x pour tout v € .

2. 8i la loi = n’est pas commutative, il doit étre vérifié les deux égalités. Autrement dit, si = n’est pas
commutative, un élément peut etre un élément neutre a gauche sans étre un élément neutre a droite
et vice versa.

Notation 4.1.1

1. Notation additive : Sila loi = est notée additivement (x = +), alors l’élément neutre s’il existe
est noté Og.

2. Notation multiplicative : Sila loi = est notée multiplicativement (» = -), alors ’élément neutre
s’il existe est noté 1g.

Exemple 4.1.7

1. Dans R, l’élément neutre de [’addition est 0 et celui de la multiplication est 1.

2. Dans P(E), l’ensemble vide ¢ est élément neutre pour la réunion U et la différence symétrique A\,
et E est élément neutre pour l’intersection .

3. Quand E est un ensemble, l'application Idg est élément neutre pour la composition o dans
F(E,E).

4. 0 est l’élément neutre a droite mais pas a gauche de (Z,—), car pour tout x € Z, on a

r—0=2 mais 00—z = —zx.

Proposition 4.1.1 (Unicité de l’élément neutre)
L’élément neutre de E pour la loi =, s’il existe, est unique.

Preuve. supposons que la loi = posseéde deux éléments neutres e; et e; dans F, alors par définition

on a
€1 *T =T *€1 =T,

€y * L = X * € = .

VQZEE:{

En particulier
e1 %6y = e et e xeg = ey,

car e; (resp. es) est le neutre pour . On en déduit que e; = es. O
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4.1.3.2 Symétrique a gauche, symétrique a droite, symétrique

Un élément symétrique ou élément inverse dans certains contextes est un élément d’un ensemble
qui, lorsqu’il est combiné avec un autre élément a ’aide d’une loi interne, produit 1’élément neutre de
cette loi. Ce concept est fondamental en algebre, notamment dans les groupes et les autres structures
algébriques

Définition 4.1.8 Soit E un ensemble non vide muni d’une loi interne =. On suppose que (E,x)
possede un élément neutre e € E. Soit x un élément de E.

1. On dit qu'un élément 2’ € E est un symétrique a gauche de x, et on note x) (ou symgy(x)) si et
seulement st

xxx=e.

En d’autres termes, un élément symétrique a gauche de x est un élément qui, lorsqu’il est combiné
avec x a gauche selon la loi interne, produit [’élément neutre.
2. On dit qu'un élément x’' € E est un symétrique a droite de x, et on note x); (ou symqy(x))si et
seulement st

rxx =e.

En d’autres termes, un élément symétrique a droite de x est un élément qui, lorsqu’il est combiné
avec x a droite selon la loi interne, produit [’élément neutre.

3. On dit qu’un élément ' € E est un symétrique de x (on le note ' ou sym(x)), si et seulement si
x’ est un symétrique a gauche et a droite de x,

ryrx=x+2 =e.

4. On dit que x € E est symétrisable (resp. symétrisable a gauche, resp. symétrisable d droite) si x
admet au moins un symétrique (resp. un symétrique a gauche, resp. un symétrique a droite).

Remarque 4.1.4

1. Si la loi = est commutative, les notions de symétrique a droite, symétrique a gauche et symétrique
coincident. C’est-a-dire ' € E est un symétrique de [’élément x si et seulement si 2’ = e = e.

2. 51 la loi = est commutative, il doit étre vérifié les deux égalités. C’est-a-dire un élément peut avoir
un symétrique a gauche sans avoir un symétrique a droite, et vice versa. Les symétriques a gauche et
da droite peuvent donc exister indépendamment l'un de 'autre dans des contextes non commutatifs.

Notation 4.1.2

1. Notation additive : Lorsque la loi est notée additivement +, le symétrique s’il existe, est appelé
«opposé » et est noté ¥’ = —x. On dit alors que x est opposable.

2. Notation multiplicative : Lorsque la loi est notée multiplicativement -, le symétrique, s’il
existe, est appelé « inverse » et est noté ' = x~'. On dit alors que x est inversible.

Définition 4.1.9

1. Dans (N, +) seul 0 est symétrisable. Mais tous les éléments de (Z,+),(Q,+), (R, +), (C,+) sont
symétrisables (opposables).

2. Les éléments inversibles de (Q,R,C,-) sont les éléments non nuls.

3. Le seul élément inversible de (N,-) est 1. Ceux de (Z,-) sont —1 et 1.

4. Dans (F(E, E), o), une application est inversible si et seulement si elle est bijective.

5. Dans (P(E),v) (resp. (P(E), ) seul ¢ (resp. E), est symétrisable.
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Remarque 4.1.5 L’élément neutre e de (E, ) s’il existe est symétrisable pour = et il est son propre
symétrique,
€ =e

Proposition 4.1.2 (Unicité du symétrique)
Soit E un ensemble non vide muni d’une loi interne * associative et possédant un élément neutre
ee E. Six e E est symétrisable pour =, alors x admet un et un seul symétrique x’ pour =.

Preuve. Six e E est symétrisable pour = qui admet deux éléments symétriques x; et xs, alors

T*T1 =T1*T = €,
x*$2=$2*x=€.

Ce qui implique que
T ¥ * X1 = Tg * €,
To* T = €.
Par conséquent
€*xT1 = T2 * €.
D’ou
1 = Ta.

On en déduit 'unicité du symétrique. OJ

4.2 Demi-groupe et Monoide

Un monoide est une structure algébrique essentielle en mathématiques et en informatique. Cette
structure algébrique composée d'un ensemble muni dune loi interne qui est associative et possede
un élément neutre. Un demi-groupe est une structure algébrique plus simple qu'un monoide. C’est
un ensemble muni d’une loi interne qui est associative, mais qui n’a pas nécessairement d’élément
neutre. Il est plus général qu'un monoide puisqu’il n’a pas besoin d'un élément neutre.

Définition 4.2.1 (Demi-groupe et Monoide)

1. Un demi-groupe est un ensemble non vide (E, ) muni d’une loi interne associative.

2. Un monoide est un ensemble non vide (E,*) muni d’une loi interne associative et possédant un
élément neutre. Autrement dit, un monoide est un demi-groupe possédant un élément neutre.

3. Si de plus la loi = est commutative, le demi-groupe (resp. le monoide) est dit commutatif.

Exemple 4.2.1
1. (N, +),(Z,4), (Q,+), (R, 4), (C, +) sont des monoides commutatifs d’élément neutre 0.
2. (N,Z,Q, R, C, ) sont des monoides commutatifs d’élément neutre 1.
3. (P(E),v) est un monoide commutatif d’élément neutre ¢.
4. (P(E),n) est un monoide commutatif d’élément neutre E.
5. (F(E,E),o) est un monoide d’élément neutre Idp.

Proposition 4.2.1 Soient (E,*) un monoide de neutre e, x et y deux éléments de E.
1. Si x ety sont symétrisables pour =, alors x' et (x =y) sont symétrisables pour = et

(@) == sym (sym(z)) = x
(@=y) =y =2 sym(z = y) = sym(y) = sym(x).
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Preuve.
1.Si z est symétrisable, alors il existe z’ tel que

Prx=x+2"=e¢,

donc 2’ est symétrisable pour = et (z')" = x.
2. Soient z et y deux éléments de E symétrisables pour . Posons

/ /
z=19y =x.
Alors, par associativité de la loi =, on a
(@sy)rz=zs(yrz)=ax(ys(y ') =ax((ysy)=a)=ax(exa) =xsa’ =e,

et de méme
zx(xxy) =e.

On a ainsi montrer que (z * y) est symétrisable pour = et (x = y) =y’ = 2. O
Remarque 4.2.1

1. Traduisons pour une loi multiplicative - : si x et y sont inversibles, d’inverses x=* et y=!, alors

T -y aussi, et

(z-y) =yt

Dans le cas d’une loi additive 4+, on obtient

—(+y) = (=y) + (-2).

2. (x+y) =y =, attention d Uordre des facteurs si la loi = n’est pas commutative.

Exemple 4.2.2 Si f et g sont deux bijections d’un ensemble E dans lui-méme, alors go f est aussi
bijective et sa réciproque (g o f)_1 est f~1og™L.

4.3 Groupes

Les groupes constituent des structures algébriques essentielles et largement étudiées en mathéma-
tiques, car ils émergent naturellement dans de nombreux domaines, allant de la théorie des nombres
a la physique et a 'informatique. Un groupe est défini par un ensemble muni d’une loi de composition
interne qui respecte des propriétés spécifiques.

4.3.1 Généralités sur les groupes

Définition 4.3.1
1. On dit qu’un ensemble non vide G muni d’une loi interne = est un groupe si et seulement si

(7) La loi = est associativeNz,y,z€ G: (xxy)=z=x=*(y=2).
(77)  La loi = posséde un élément neutre. Je€ G,¥Yr e G :exx =z *e = 1.

177)  Tout élément posséde un symétrique pour=.Vre G,3x' e G: 2’ »x =x+ 12 =e.
J7J p ) que p

2. 8i, de plus, la loi est = commutative, on dit que (G, =) est un groupe commutatif, ou un groupe
abélien (du nom de Niels Henrick ABEL).
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Remarque 4.3.1
1. Un groupe est un monoide dans lequel tout élément admet un symétrique.
2. Un groupe n’est jamais vide, il contient e.

Exemple 4.3.1

1. (Z,Q,R,C, +) sont des groupes commutatifs.

2. (Q*,R*,C*,) sont des groupes commutatifs.

3. (R, ) nest pas un groupe car, par exemple, 0 n'est pas inversible.

4.3.2 Puissances entieres d’un élément dans un groupe

Dans un groupe (G, =), les puissances entieres d’'un élément x € G sont définies en utilisant
I'opération = de groupe. Ces puissances entieres permettent d’étudier la structure et les propriétés
du groupe.

Définition 4.3.2 (Puissances entiéres d’un élément dans un groupe)

Soit (G, *) un groupe, on définit les puissances (ou les itérés n —iémes) entiéres d’un élément x € G
de la facon suivante :

1. Les itérés d’ordre n de ’élément x sont donnés par les relations

.
" =gxxx*..xx,neN¥
-

n fois

{ 2 =eq

"= () =g e e v ne NY
- >
-~
n fois

En particulier
VneN: 2" =z« (2").

2. Les puissances entiéres de x € G satisfont les propriétés suivantes pour tous n,m € Z, on a

Notation 4.3.1
1. Lorsque la loi est notée multiplicativement = = -, alors
a. Les itérés multiplicatifs d’un élément x sont donnés par les relations

" =x-x-.. -x,neN*.
-  —
n fois
SL’O = 1G
s = () =gt ne NF
o
—
n fois
b. Pour tous n,m € 7Z, on a
™ = In-i—m — xm-‘rn = ™M . "
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2. Lorsque la loi est notée additivement « = +, alors
a. Les itérés additifs d’un élément x sont donnés par les relations

(nx=x+x+..+z,neN"
—_

n fois
< 0.z = Og.

(—n).x =n.(—z) = g—x) + ot (—ztz,n e N*.

\ n fois

b. Pour tous n,m € Z, on a
(n+m)x = nx + ma

n(mx) = (nm)x.

Remarque 4.3.2
1. En général

(xxy)" + 2"y,

tels que x,y € G. En effet :

(zxy)" = (xxy)=(x*y)*..»(xxy)

- -
v
n fois
et
eyt = lrrxr . xx | x| yryx.xy
-
n fois n fois

2. Six,y e G commutent (x+y =y=*x), alors
(xxy)" =a"=y",

pour tout n € 7.

4.3.3 Ordre d’un Groupe

L’ordre d'un groupe donne une mesure du "taille" du groupe. Pour les groupes finis, c¢’est simple-
ment le nombre d’éléments. Pour les groupes infinis, I’ordre est infini.

Définition 4.3.3 (Ordre d’un Groupe)
L’ordre d’un groupe (G, =), noté ord(G) ou |G|, est le nombre d’éléments de G. Si G est un groupe
fini, son ordre est un entier positif. Si G est infini, on dit simplement que son ordre est infini.

Exemple 4.3.2

1. Z,Q,R sont des groupes d’ordre infini.

2. Groupe des entiers modulos n € N*. Pour tout n € N*| le groupe (Z/nZ,+) est fini d’ordre n. Par
exemple, 7./57, = {O, 1,2,3,4} a un ordre de 5.

3. Groupe Symétrique (S,,0) (le groupe des permutations de n éléments) a un ordre de n!.
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4.3.4 Sous-groupes
Les sous-groupes sont des concepts essentiels en théorie des groupes, car ils permettent d’explorer
des parties plus petites d'un groupe tout en préservant la structure algébrique de celui-ci.

Démontrer qu’un ensemble est un groupe a partir de sa définition peut s’avérer long et complexe.
Une approche alternative consiste a établir qu’un sous-ensemble d’un groupe est également un groupe,
ce qui constitue la notion de sous-groupe.

Définition 4.3.4 Soit (G, =) un groupe, et H un sous-ensemble non vide de G. Un sous-groupe est
une partie H d’un groupe (G, =) qui, munie de la loi = de G, est aussi un groupe.

De maniere équivalente, cette définition peut s’écrire comme suit.

Définition 4.3.5 Soit (G, =) un groupe, et H un sous-ensemble non vide de G.
1. On dit que H est un sous-groupe de G, si et seulement si les assertions suivantes sont vérifiées :

i) eeH (H non vide)
it) Vr,ye H:x+ye H (H est stable pour la loi =)
iii) Yre H:2x'e H (H est stable par passage au symétrique)

2. On appelle sous-groupe propre tout sous-groupe de G distinct de G et de {e}.

Remarque 4.3.3 On vérifie facilement que si H est un sous-groupe de (G, *), alors

1. Les groupes (H, =) et (G, =) partagent le méme élément neutre.

2. Le symétrique d’un élément x de H est le méme, que l’on considére x comme un élément du groupe
(H,*) ou un élément du groupe (G, *).

Exemple 4.3.3

1. Soit (G, =) un groupe, alors G et {e} sont deuz sous-groupes de G (appelés sous-groupes triviauz).
2. Dans (Z,+),(Q,4), (R, +), (C, +) chacun est un sous-groupe du suivant. Méme chose avec (Q*, "),
(R*v ‘); (C*> )

3. R% est un sous-groupe de (R*,-).

4. Caractérisation des sous-groupes de (Z,+) : Pour tout n € N*, les sous-groupes de (Z,+) sont les
sous-ensembles de Z. suivants

nZ = {nk : k€ Z} (I’ensemble des multiples de n).
5. On note U ’ensemble des nombres complexes de module 1, on a donc
U={zeC:|z| =1}.

(U,-) est un sous-groupe de (C*,-).
6. Pour n =1, on définit l’ensemble des racines n-iemes de l’unité

R,={zeC:z2"=1}.

R, forme un sous-groupe du groupe multiplicatif des nombres complexes non nuls (C*,-).
7. L’ensemble

H={x=a+b\/§:a,beZ},

est un sous-groupe du groupe additif (Z,+).
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Un exemple tres important de sous-groupe est le centre d’un groupe.

Définition 4.3.6 (Centre d’un groupe)
Le centre d’un groupe (G, ), noté Z(G), est ’ensemble des éléments de G qui commutent avec tous
les éléments de G. Formellement,

Z(G)={xeGVYyeG:xxy=y=x}.

Remarque 4.3.4 (Propriétés du Centre d’un Groupe)

1. St Z(G) = {e}, alors G est dit avoir un centre trivial. Ceci se produilt pour de nombreux groupes
non-abéliens.

2. Si G est un groupe abélien, alors chaque élément de G commutera avec tous les autres éléments
de G. Par conséquent, Z(G) = G dans ce cas.

Proposition 4.3.1 Le centre d’un groupe (G, *), est un sous-groupe de G.

Preuve. 1l est clair que Z(G) < G.
e Par définition de I’élément neutre, on a

VyeG:exy=y=e.
Alors e € Z(G), donc Z(G) + ¢.

e Soient 1, x9 € Z((G), alors pour tout y € G, on a
(x1 #x9) xy =1 = (zg+y) (car laloi = est associative dans G)

=11 * (Y * x2) (car x5 est un élément de Z(G))
= (w1 »y) = x9 (car la loi = est associative dans G)
= (y = x1) * x2 (car x; est un élément de Z(G))
=y = (z1 *x9) (carlaloi = est associative dans G),
et donc zy * x5 € Z(G).
e Soit x € Z(@), alors pour tout y € G, on a
yxxr=x*y,
cela donne
(@ xy)rw=a'x(yxa)=a's(zry) = (2"s2)xy =y,

et par suite
Vye G:a'«y=yx*a,

ce qui entraine que 2z’ € Z(G). (]

Les deux résultats suivants donnent des criteres pratiques que 'on utilise pour montrer qu’une
partie donnée d'un groupe est (ou n’est pas) un sous-groupe. Les conditions d’un sous-groupe ci-
dessus peuvent étre remplacées par celles données par la proposition suivante.

Proposition 4.3.2 (Caractérisation des sous-groupes)
Soient (G, =) un groupe et H un sous-ensemble de G. Le sous-ensemble H est un sous-groupe de G
st et seulement si

{ i) eeH

i) Ve,ye H:x =y € H.
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Corollaire 4.3.1
1. Cas de la notation additive.

) OceH i) OgeH
.. . G
H est un sous-groupe de (G, +) <= < 1) Ve,ye H:x+yeH (:){zz) Vaye H:z—ye H

iti) Yre H:—xe€ H.

2. Cas de la notation multiplicative.

) laeH i) lgeH
. oo G
H est un sous-groupe de (G,-) <= < 1) Ve,ye H:x-ye H < { i) VryeH:z-yleH.

iti) Yre H:x 'eH,

Proposition 4.3.3 (Intersection de sous-groupes)
Soient (G, *) un groupe, (H;),.; une famille (finie ou infinie) de sous-groupes de G. Alors (H; est

el
un sous-groupe de G (Une intersection quelconque de sous-groupes est encore un sous-groupe).

Preuve.
i) Posons H = (H;. 1l est clair que
el
i€l
Puisque H; est un sous-groupe de G, alors pour tout 1 € I, e € H; et donc e € H.
i1) Soient x et y deux éléments de H. Alors pour tout i € I, on a x € H; et y € H;, donc x =y € H;
(puisque pour tout i de I, H; est un sous-groupe de ). Il vient donc que

rxye H.

i71) Enfin, soit x un élément de H. Pour tout ¢ de I, on a = € H;, donc pour tout ¢ de I, 2’ € H,.
Alinsi,
¥ e H.

Cela prouve que [|H; est un sous-groupe de G. O

el

Remarque 4.3.5

1. La réunion de deux sous-groupes d’un groupe G n’est pas, en général, un sous-groupe de G. En guise
de contre-exemple, si l’on considére les sous-groupes 27, et 3Z de (Z,+), leur réunion A = 27 U 37
n'est pas un sous-groupe de Z. En effet, on a 2 et 3 sont deux éléments de A (car 2 € 27 et 3 € 37)
mais 2 +3 =5¢ A (car 5 nest ni un multiple de 2 ni un multiple de 3 ).

2. La réunion de deux sous-groupes H et K d’un groupe G n’est un sous-groupe de G que dans un
cas spécial : lorsqu’un des sous-groupes est inclus dans ['autre, c’est-a-dire H < K ou K < H. Dans
ce cas, la réunion H U K est simplement le sous-groupe plus grand. Prenons le groupe G = Z (les
entiers sous l’addition), le sous-groupe H = 27 et le sous-groupe K = 47. Ici, K est un sous-groupe
de H car tout multiple de 4 est aussi un multiple de 2. Autrement dit, H ¢ K. La réunion H U K
est

Hou K =27 047 = 27.

Puisque H < K, la réunion des deux sous-groupes est simplement 27..
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4.4 Groupe Z/nZ

Le groupe Z/nZ est constitué des entiers modulo n, avec 1'opération d’addition effectuée modulo
n. Il s’agit d’un groupe fini d’ordre n, qui occupe une place centrale en théorie des groupes, en algebre
abstraite et en théorie des nombres. Voici un apercu de ce groupe et de ses propriétés.

Fixons n € N*| rappelons que Z/nZ est 'ensemble des classes d’équivalence pour la congruence
modulo n défini par

207 - {o, 2, m} |
ou x désigne la classe d’équivalence de x € Z pour cette relation. Autrement dit
r=y<=xr=y modn,

ou encore
r=y<3dkeZ:.:x—y=kn.

On définit une opération d’addition notée + sur Z/nZ par

Vi,jeZ/nZ i+ =1 +y.
Par exemple dans Z/5Z, on a
374=2+4=6=1.
Alors + définit une loi de composition interne sur Z/nZ.

La construction de Z/nZ peut paraitre conceptuellement difficile la premiere fois qu’on la voit,
mais en fait, la manipulation de cet ensemble est trés simple en pratique : écrire z+y = 2 est
rigoureusement équivalent a écrire x + y = z mod n, par exemple. Pour passer d'une écriture a
I’autre, on enléve les barres et on remplace 1’égalité par une relation de congruence. Mais I’énorme
avantage conceptuel de I'utilisation de Z/nZ est, dans le cas de Z/5Z par exemple, le fait que 2 et 7
sont un seul et méme nombre, et non plus simplement congrus. De plus, Z/nZ possede une certaine
structure algébrique, qui nous permet de réaliser toutes nos opérations en restant a l'intérieur de
Z/nZ, et donc sans avoir a repasser par les entiers.

Proposition 4.4.1 (Addition sur 7Z/nZ)
Pour tout entier n > 1, lopération + d’addition modulo n est une loi interne sur Z/nZ.

Preuve.
e Nous devons montrer que cette addition est bien définie pour cela nous devons vérifier que le
résultat de ’addition ne dépend pas des représentants des classes d’équivalence choisies. C’est-a-dire

que pour tous xz,y € Z, ﬂ—\gj ne dépend que de z + y, et non pas de = et de y.
Soient z; un élément de x et y; un élément de y, alors

xRxy
et

yRy:.
Par suite
r— T = kln,klez
et
Yy —y1 = kan, ko € Z.
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Ceci entraine que
(z+y) = (1 +y1) = ksn, ks = k1 + ko € Z,

et par conséquent

Donc on a aussi

T4y = o1+
Finalement, pour tous ,y éléments de Z/nZ, le résultat de 'opération z+3 ne dépend pas des re-
présentants choisis dans x et .
e Maintenant, pour montrer que cette opération est une loi interne sur Z/nZ, on doit vérifier que
pour tous @,y de Z/nZ, leur somme &+ est aussi un élément de Z/nZ.
Alors, soient 7,y deux éléments de Z/nZ, cela signifie que x et y sont des entiers (x,y € Z). Consi-
dérons la somme x + y, cette somme est un entier. En réduisant « + y modulo n, nous obtenons un

entier qui est dans I'ensemble {0,1,2,...,n — 1}. Par définition, ($+y = Dﬂ\y) est dans Z/nZ. []

Proposition 4.4.2 Pour tout entier n > 1, (Z/nZ, +) est un groupe commutatif d’ordre n.

Preuve.

1. On sait que l'ordre d'un groupe est le nombre d’éléments dans ce groupe. Or Z/nZ contient
exactement n éléments distincts. Par conséquent, 'ordre de (Z/nZ, —i—) est n.

2. Montrons maintenant que (Z/nZ, —F) est un groupe commutatif.

e La loi + est évidemment une loi interne sur Z/nZ.

e La loi + est associative. En effet, pour tous z,y, 2 € Z, on a

N o —_ L — o —
—_ .

(4+y)+2=a+yti=(z+y)+z=a0+(y+2) =i+(y+2) =2+ (y+2).
e Z/nZ a un élément neutre pour +, a savoir
e=0=nZ.

En effet, pour tout z € Z, on a

e Soit x € Z, posons y = —x (ainsi, y € Z). On a alors

e . —

Ty =2 +y

I
S
+

|

8
~—r

I
e}

I

|

E).
+
8
I

<
+
8
I

<
+
8

Donc (Z/nZ, 4—) est un groupe commutatif. O
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Exemple 4.4.1 Table de l’addition dans Z/57Z,

+10/1]2]3]4
0o[1/2]|3]4
1/1/2]3]4]0
2 [2[3/4/0]1
3 [3[4/0|1]2
4 14]0[1]2]3

1. Pour chaque cellule de la table, I’élément a la ligne i et la colonne j est le résultat de l’addition
modulo 5 de 1 et j.

2. La table d’addition ci-dessus montre que 'opération d’addition modulo 5 sur 7/5Z est bien définie
et vérifie les propriétés d’un groupe commutatif.

4.5 Généralités sur le groupe symétrique S,

Le groupe des permutations d’un ensemble E, noté S(FE), est un concept fondamental en mathé-
matiques, particulierement en théorie des groupes, combinatoire et algeébre abstraite. Deux notions
essentielles dans ce domaine sont le groupe des permutations et le groupe symétrique S,,. Ces groupes
permettent de comprendre comment les éléments d’'un ensemble peuvent étre réarrangés tout en pré-
servant certaines structures et propriétés.

Le groupe des permutations S(F) est défini comme ’ensemble de toutes les bijections de 1'en-
semble F sur lui-méme. Une bijection est une fonction qui associe chaque élément de E a un autre
élément de E de maniére unique, sans répétition ni omission. Le groupe symétrique &,, est un cas
particulier de S(F) lorsque E est un ensemble fini contenant exactement n éléments, représentant
ainsi le groupe des permutations de cet ensemble spécifique.

En d’autres termes, pour un ensemble de n éléments, par exemple {1,2,...,n}, le groupe S,
regroupe toutes les bijections de cet ensemble sur lui-méme. Ainsi, le groupe S(E) des permutations
d’un ensemble E constitue une généralisation du groupe symétrique S,, pour les ensembles qui peuvent
étre infinis, tandis que S, se limite aux permutations d’un ensemble fini de n éléments.

4.5.1 Rappels et notations

Définition 4.5.1 (Permutation sur un ensemble F)
Soit E un ensemble non vide.
1. On appelle permutation de E toute bijection notée o de E dans lui-méme,

c:F— FE.

Cela signifie que chaque élément de E est associé de maniére unique a un autre élément de E.
2. On note S(E) ou Sg Uensemble des permutations de E dans lui-méme.

Exemple 4.5.1
1. L’application identité Idg de E est une permutation de E.
2. Dans le vocabulaire courant, permuter des objets signifie modifier l’ordre dans lequel ils sont rangés.
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Cette idée correspond au concept de permutation de la définition[{.5.1. En effet, permuter les nombres
1,2,3,4,5 pour les disposer dans l’ordre 3,4,1,2,5, c’est appliquer la bijection

1 — 3
2 — 4
o 3 — 1
4 — 2
5 —> O

Remarque 4.5.1 Dans le cas ot E est réduit a un élément, on peut quand méme définir S(E) et il
est réduit a {Idg}.

Proposition 4.5.1 L’ensemble (S(E),o) des permutations de E muni avec la loi de composition
des applications o est un groupe, appelé groupe des permutations de E.

Preuve.

e Si py et py sont des permutations de F/, alors leur composition p; o ps est aussi une permutation de
E car la composition de deux bijections est une bijection, donc on a une loi interne.

e La composition est clairement associative (par I'associativité de la composition des applications).
e L’identité Idp (La permutation identité) est 1’élément neutre pour la composition.

e Enfin, tout élément de S(E) est inversible d’inverse son application réciproque car chaque bijection
a une bijection inverse telle que la composition des deux donne l'identité.

Ainsi, (S(F),0) est un groupe. 0

On considére un ensemble fini F de cardinal n € N* et en particulier F = {1,2,...,n}, nous

intéressons maintenant au groupe symétrique, c’est-a-dire le groupe des permutations d’un ensemble
fini £ ={1,2,...,n}.

Définition 4.5.2 (Groupe symétrique).

Pour tout entier naturel n non nul, on appelle groupe symétrique d’indice n ’ensemble des permu-
tations de l’ensemble {1,2,...,n}. C’est-a-dire de toutes les bijections de {1,2,...,n} vers {1,2,...,n}.
On note ce groupe S,.

Remarque 4.5.2 Une permutation de n éléments est aussi appelée permutation sans répétition de
ces éléments. Signalons qu’autrefois une permutation était appelée substitution.

Notation 4.5.1 On représente généralement une permutation o € S,, par un tableau (ou une Ma-
trice) dont la premiére ligne est constituée par les entiers de 1 a n rangés par ordre croissant (re-
présente l’ensemble de départ) et dont la seconde ligne est constituée de leurs images respectives
(représente l’ensemble d’arrivée). On a donc

“:(a<11) 0(22) . U(nn)>'

En particulier application identité, neutre du groupe S,, se note e ou Idg

12 .. . n
]dE_<1 2 ... n)
Par exemple la permutation de 87 notée
(1234567
T\3 75461 2)
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est la bijection
o:4{1,2,3,4,5,6,7} — {1,2,3,4,5,6,7},

définie par
o(l)=3,0(2) =7,0(3) =5,0(4) =4,0(5) =6,0(6) =1,0(7) = 2.

C’est bien une bijection car chaque nombre de 1 a 7 apparait une fois et une seule sur la deuxiéme
ligne.

Exemple 4.5.2
1. Sin =1, alors le groupe S; se réduit a lapplication identité de E = {1} dans lui-méme,

S = {ldg}.
2. Sin =2, alors Sy = {Idg,c}, ou E = {1,2} et

a:(;f>

3. Sin =3, alors E = {1,2,3} et S3 est formé de six éléments, qui sont

(123 (123 (123 (123
Go=4d=1 9 9 4 )17\ 13292)727\ 3921/ 213
(123 (123
949=\ 931 )%= 31 4)

Corollaire 4.5.1 Le cardinal de S,, est n!.

Preuve. Pour’élément 1, son image appartient a {1, 2, ..., n} donc nous avons n choix. Pour I'image
de 2, il ne reste plus que (n—1) choix (1 et 2 ne doivent pas avoir la méme image car notre application
est une bijection). Ainsi de suite, pour I'image du dernier élément 7 il ne reste qu'une possibilité. Au
final il y a

n-n—1)-...-2-1=nl

fagons de construire des bijections de {1, 2, ..., n}. O

Dans le contexte du groupe symétrique S,,, il est important de comprendre les concepts de support
et de point fixe d’'une permutation.

Définition 4.5.3 (Support et point fixe d’une permutation)
1. Soit o un élément de Sy, un point i € E = {1,2,...,n} est dit point fixe de o (ou invariant par o)
lorsque
o(i) = 1.
2. L’ensemble des points fizes de o est noté Fix(o).

3. Soit o € S, on appelle support de o et on note Supp (o), l’ensemble des éléments i de E =
{1,2,....,n} tels que o (i) * 1,

Supp (o) ={ie{1,2,...,n}:0(i) £i} c E.

Autrement dit, ’ensemble Supp (o) est le complémentaire dans E = {1,2,...,n} de l’ensemble des

points fixes de o,
Fix(o
Supp (o) = Cp @,

Ou de maniére équivalente
Fiz(o) = Cg“””“’).
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Exemple 4.5.3
1. Le support de l’identité est [’ensemble vide.

Supp (Idg) = ¢.

2. Pour la permutation
(12 5 6 cs
7= \1 3 2 5 ¢
Fia(o) = (1,4},
Supp (o) = {2,3,5,6}.

3 4
6 4

On a

Corollaire 4.5.2 Pour toute permutation o € S,,, on a les égalités

o (Fix(o)) = Fiz(o),o (Supp(o)) = Supp(o).

Les permutations de E sont définies comme des applications de E dans F, il est donc possible de
définir leur produit de composition, qui se note o.

Définition 4.5.4 (Composition de permutations)
La composition (ou produit) de deux permutations oy et oo de S, est la permutation o = o1 © 0y
obtenue en appliquant oo puis o1 au résultat :

Vie {1,2,...n}: (c1009) (i) = 01 (02 (7)) .

C’est-a-dire si

2= () o 7w T ) (am oo T awm T e )
alors

oo < 1 2 k n )
2227 o1 (02 (1) 01(02(2) ... o1(oa(k)) ... o1(op(n)) )°

1l suffit d’écrire les images par o1 des images par oo de la permutation initiale.

Exemple 4.5.4
1. Supposons que nous ayons les permutations oy et oo de S3 données par

01(1)=2,01(2) =3,01(3) =1,

et

Alors

Autrement dit,

(20 (1 2 (ot milin mien )= (2 23).
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2. Soient 01,09 € S5 telles que

(12345 (12345
1=\ 25314)'%2 (3521 4)
alors
{12345\ (12345\ (12345
91°02=1{ 9 5 3 1 4 35214) \34521)

Remarque 4.5.3 En général, le produit de deux permutations n’est pas commutatif, par exemple

(12345 (12345
1=\ 23451)%2 (32514 5

alors
o (1r2345) (12345\ (12345
q1°02=1{ 9 3 4 5 1 32514)" 43125
#0_12345012345_12345
92°01={ 3 9 5 1 4 23451) 25143

Définition 4.5.5 (Permutation inverse)

La permutation inverse (ou réciproque) de la permutation o de S, est la permutation o ~* telle que
cgoot=0ctoo=Idg.

Autrement dit

Exemple 4.5.5 Soit

alors
-1 ( 1 2345 )
4 2 15 3 )7
(coo ™) (1) =1 olc™ (1) =1 o1 (1) =4
(coo™)(2) =2 oo™ (2)) =2 o7l (2)=2
(000 )(3)=3 =4 0(07'(3)=3 = { o' (3)=1
(coo™1)(4) =4 oo™ (4)) =4 o t(4)=5
(coo 1) (5)=5 o(c™t(5) =5 ot (5) =3

Remarque 4.5.4

1. Toutes les permutations sont inversibles.

2. 1l est tout aussi facile de calculer l'inverse d’une permutation : Il suffit donc de permuter les deuz
lignes (du haut et du bas) et de réordonner la premiere. Par ezemple l'inverse de

(1234567 g
= \3 7546 12 (£

3 1 2
1 6 7 )

se note
7 5 4 6
2 3 45
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ou plutot apres réordonnement
. 1234567
6 714 35 2)°

3. Pour toute permutation o € S,,, on a les égalités

Fix(o) = Fiz(o™"), Supp(o) = Supp(c™).

Proposition 4.5.2 Soit n € N*, alors S, muni de la composition des applications o, forme un
groupe, appelé le groupe syméltrique de E = {1,...,n}.

Le groupe symétrique S,, est donc un exemple fondamental de groupe en algebre, avec des appli-
cations vastes en mathématiques et dans d’autres domaines.

Preuve. La preuve est simple.

e L’identité Idg est une permutation de E = {
e La composition de deux bijections de £ = {
on a une loi interne.

e La composition est clairement associative (par Iassociativité de la composition des applications).
e L’identité Idg est I’élément neutre pour la composition.

e Enfin, tout élément de S,, est inversible d’inverse son application réciproque.

Ainsi, (S,, o) satisfait toutes les propriétés nécessaires pour étre un groupe. ]

.,n} donc S, n’est pas vide.

1,2, ..
1,2,...,n} est une bijection de E = {1,2,...,n}, donc

Remarque 4.5.5 Pour n > 3, le groupe (S,,0) n'est pas commutatif. Par exemple, considérons le
groupe S3 et les permutations suivantes

(123 (123
G1=1913)%2=3 21 )"

(1 23y (123) (123
G1°92= 1\ 9 1 3 321) \312
4:0—1230123—123
92001 =\ 3 9 1 213) " \231)

cela montre que S3 n’est pas commutatif.

Alors

4.5.2 Transpositions et cycles

Une transposition est un type particulier de permutation qui échange exactement deux éléments
d’un ensemble tout en laissant tous les autres éléments inchangés. Les transpositions sont fondamen-
tales dans la théorie des permutations car toute permutation peut étre décomposée en un produit de
transpositions.

Définition 4.5.6
1. Soit n = 2, pour tout (i,7) de {1,2,...,n}> tel que i < j, on appelle transposition sur i, j et on
note 7, ; (ou Ti;, ou (i,7)) toute permutation de S,, définie par

Tij(1) = J
Tz‘,j(j) =1
Vke{l,2,...,n} —{i,j}: 7;(k) = k.
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Une transposition est donc de la forme

S 12 04 ... 7 ..n
Yo\l 2 g o)

Remarque 4.5.6
1. Une transposition est une permutation qui échange deux éléments distincts et laisse les autres
inchangés.
2. Pour une transposition T; j, le support est simplement 'ensemble {i, j},
Supp (7i,5) = {i,j} -
de plus toute transposition est involutive,

Tij © Tij = ldg,

on a donc

—1 o
Tl,] — Ti’j.

3. Le nombre de transpositions dans le groupe symétrique S,, est donné par le nombre de facons de
choisir deux éléments parmin éléments, puisque chaque transposition échange deux éléments distincts
et laisse les autres inchangés. Pour calculer ce nombre, on utilise la combinaison C2, qui représente
le nombre de facons de choisir 2 éléments parmin. La formule de la combinaison est la suivante

»  n(n—1)
Cn—i2 :

Exemple 4.5.6 Considérons le groupe symétriqgue Ss, qui est le groupe de toutes les permutations
de l’ensemble {1,2,3}.
e La transposition 11 échange les éléments 1 et 2,

(123
2=\ 91 3 )"

e La transposition 113 échange les éléments 1 et 3,

(123
3=\13 91 )"

e La transposition To3 échange les éléments 2 et 3,

(123
3=\ 13 9 )"

2. Pour n =5, on a la transposition 1o 4 échange les éléments 2 et 4,
(12345
247\ 14325 )

Introduisons maintenant la notion de cycle. Dans le groupe symétrique S,, un cycle est une per-
mutation qui déplace un certain nombre d’éléments de maniere cyclique, laissant les autres éléments
inchangés.
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Définition 4.5.7
1. Soitn = 2 et p e N tel que 2 < p < n. On appelle cycle de longueur p ou p—cycle ou encore
cycle d’ordre p toute permutation notée c de S, telle qu’il existe x1,...,x, € {1,2,...,n}, deux d deuz
distincts, vérifiant

c(x1) = 29, c(xa) = x3, ..., c(xp_1) = xp, c(xp) = 771,

Vke{l,2,...,n} —{z1,....,2,} : c(k) = k.

2. L’ensemble {x1, ...,x,} est appelé le support de c, et on note ¢ = (1, ..., xp).
3. Deuz cycles ¢y et co sont disjoints si leurs supports sont disjoints.

Remarque 4.5.7

1. Un cycle de longueur 2 est appelé une transposition.

2. L’identité Idg n’est pas considérée comme un cycle dans le contexte des permutations.

3. 1l y a plusieurs fagons d’écrire le méme p—cycle. Par exemple, les cycles suivants sont identiques :

(@1, ey p) = (T2 ooy Tpy T1) = oo = (Tp, X1y ooy Tpo) -

Exemple 4.5.7
1. Dans Ss, le cycle ¢ = (1,2,3) est donc la permutation envoyant 1 sur 2, 2 sur 3 et 3 sur 1. Nous
avons donc

c(1) =2,¢(2) =3,¢(3) = 1.

Pour tout i ¢ {1,2,3}, nous avons alors c(i) = i.

2. Dans Sg, la permutation
1 2 3 45 6
152 436)’

est un cycle de support {2,3,5} et de longueur 3. On le note plus simplement (2,5,3) (ou (5,3,2) ou
(3,2,5)).

Définition 4.5.8 (Permutation circulaire)

1. Une permutation circulaire de {1,2,...,n} est une permutation qui déplace chaque élément de cet
ensemble a une position suivante dans un cycle unique de longueur n.

2. En d’autres termes, une permutation circulaire de {1,2,...,n} est un cycle unique de longueur n
qui peut étre représenté sous la forme (x1,...,x,), ot chaque élément x; est envoyé a la position de
Tir1, et x, est envoyé a la position de x;.

Exemple 4.5.8 Pour n = 4, considérons l’ensemble {1,2,3,4}. Une permutation circulaire de cet

ensemble pourrait étre
(1234
7 \234 1)
Ceci peut étre noté comme le cycle ¢ = (1,2,3,4).

Proposition 4.5.3 (Propriétés)
1. Soitn =2 et pe N tel que 2 < p < n. Soit ¢ = (x4, ...,x,) un cycle de longueur p, alors
? =coco..oc=1Idyyo, n et =t = (@p, ..oy 1) -

2. 8icy = (21,...,xp) €t ca = (Y1, ..., Yyy) deuz cycles a supports disjoints, alors ¢, et co commutent.

{1,z 0 {yn, oy = (@1, ) © (Y1s - Yg) = (Y150, Yg) © (X1, oy Tp)
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La décomposition d'une permutation en produit de cycles a supports disjoints est une méthode
pour représenter une permutation en termes de cycles indépendants qui ne partagent aucun élément.
Le théoreme suivant est admis.

Théoréme 4.5.1 (Décomposition en produit de cycles d support disjoints)
Soit n = 2 et soit 0 € S,. 1l existe un entier naturel k et des cycles c1,ca,...,c, de {1,2,...,n} d
supports disjoints tels que

0 =0(]0C0...0C.

De plus ces cycles commutent et cette décomposition est unique a l’ordre prés des facteurs.

Autrement dit, toute permutation différente de l'identité se décompose, de maniere unique a
I'ordre pres des facteurs, en un produit de cycles a support deux a deux disjoints.

Remarque 4.5.8 On peut convenir que l'identité e = Id est décomposable en produit vide de cycles.

Exemple 4.5.9
1. Soit

(123456780910 ¢
'1“\36 5107 2941 8 10-

Pour décomposer o en produit de cycles, on commence par chercher ['image de 1 : c’est 3. Ensuite,
on regarde quelle est l'image de 3, c’est 5, puis quelle est l'image de 5 et ainsi de suite jusqu’a ce
qu’on arrive a 1. On a ainsi formé le cycle (1,3,5,7,9). Ensuite, on se demande si tous les éléments
restant sont des points fixes ou non. Si oui, on a terminé la décomposition, sinon, on cherche quel
est le plus petit élément ne faisant pas partie des cycles précédemment trouvés qui m’est pas point
fize. Ici c’est 2 et en regardant quels sont les itérés de 2 on obtient le cycle (2,6). On itére ce procédé
jusqu’a ce qu’il ne reste que des points fizes. Ainsi

o1 = (1,3,5,7,9) 0 (2,6) o (4,10,8).

2. Dans 819, on a
(1 2
2=\ 46

4.6 Morphismes de Groupes

34567
9 1 5 8 2 )=(1,4)0(2,6,8,7)o(3,9,10).

Nous allons maintenant étudier un type particulier d’applications qui agissent sur les groupes.
Ces applications envoient le produit de deux éléments du groupe de départ sur le produit des images
des éléments du groupe d’arrivée et sont connues sous le nom de morphismes de groupes. Alors un
morphisme de groupe est une application entre deux groupes qui préserve la structure de groupe.

4.6.1 Définitions et exemples

Définition 4.6.1 Soient (G, =) et (Gy, T) deux groupes. Soit f : (G1,*) —> (Ga, T) une application
de Gy dans Gy. On dit que f est un morphisme (ou encore homomorphisme) de groupes de G1 dans
Gy si et seulement si

Vo,ye Gt flaxy) = f(@)Tf(y).
Cela signifie que l'image du produit (ou de la composition) de deux éléments dans le groupe Gy est
égale au produit (ou de la composition) des images de ces éléments dans le groupe Gs.
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Définition 4.6.2 Soient (G1,*) et (Go, T) deux groupes. Soit f : (Gy1,*) —> (G, T) un morphisme
de groupes.

1. Si Gy = Gy et = =T, alors on dit f est endomorphisme de groupe.

2. 8i f est une application bijective, alors on dit que f est un isomorphisme de groupes.

3. 851Gy =Gy et =T et f est une application bijective, alors on dit que f est un automorphisme
de groupes.

Remarque 4.6.1
1. Quand il existe un isomorphisme entre deux groupes (Gy,*) et (G, T), on dit que ces deuzx groupes
sont isomorphes et on note

(G1,%) ~ (G, T) ou Gy ~ Gs.

2. Lorsque deuzx groupes (Gi,+*) et (Ga, T) sont isomorphes, cela signifie qu’ils ont essentiellement
les mémes propriétés structurelles et algébriques, méme s’ils peuvent étre représentés différemment.

Exemple 4.6.1
1. Pour tout groupe (G, =), Uapplication identité Idg est un automorphisme de groupe (G, ).
2. L’application exponentielle f1 = exp est un isomorphisme de groupe additif (R, +) dans le groupe
multiplicatif (R*Jr, ) ,
A R+) — (R,
x —>  fi(z) = exp(z).
En effet, soient x,y € R, alors

fi(z +y) = exp(z +y) = exp(z) - exp(y) = fi(z) - f1(y),

donc f1 est un morphisme de groupes, et comme [’application exponentielle est bijective, f; est en
fait un isomorphisme de groupes.
3. L’application logarithme népérien fo = In est un isomorphisme du groupe multiplicatif (Rj, ) dans
le groupe additif (R, +),
fg . (Ri, ) — (R, +)
x —  fo(z) =Inzx.

En effet, soient x,y € R, alors

oz -y) =In(z - y) =In(z) + In(y) = fo(x) + fa(y),

donc fo est un morphisme de groupes, et comme l'application logarithme népérien est bijective, fo
est en fait un isomorphisme de groupes.
4. L’application
f3: (R*7') - (Rj-f)
x — fs(x) = [xf,

est un morphisme de groupes. En effet, pour tout x,y € R*, on a
falw-y) =z -yl =z - |yl = fs(z) - f3(y).
5. Soit (G, =) un groupe d’élément neutre e. L’application constante

Ja: (Gv *) - (G7 *)
x — f(z) =e,
est un endomorphisme de G.
6. L’application
f5 : (Z7 +) - <Z7 +)
x — f5(z) = —=,
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est un automorphisme de groupe (Z,+) car elle est bijective et préserve ['opération d’addition.
7. L’application
f6 : (Z>+) - (Za+)
x —  fo(z) = 2?2,

n’est pas un morphisme de groupes. En effet,

fe(1+2) = f6(3) =9 F fs(1) + f6(2) = 5.

Proposition 4.6.1 Soient (Gq,*) et (G, T) deuz groupes. Soit f : (Gy,*) — (G2, T) un mor-
phisme de groupes. Si e est [’élément neutre de G et ey I'élément neutre de G, alors

1. Préservation de l’élément neutre : ['image par un morphisme de groupes de [’élément neutre
du groupe de départ est égale a l’élément neutre du groupe d’arrivée, on a donc

fler) = e

2. Préservation des inverses : Le symétrique de l'image d’un élément du groupe de départ par
un morphisme de groupes est égal a l'image du symétrique de cet élément, on a donc

Vo e G (f(2) = f(@).

Preuve.
1. Remarquons que

fler) = fler=e1) = fler) T f(er).

En composant (& droite par exemple) (f(e1))’, on obtient

Fle)T (fler) = fle)Tf(e))T (fler))
Ce qui implique que
ey = f(e1)Tes,
Ainsi
fler) = ea.

2. Soit z € (G4, alors
7 = ey,

donc
f(x=a') = fler).
Cela entraine
f@)Tf") = fle).
En composant & gauche (f(x))’, nous obtenons
fa') = (f(@))"
[

Exemple 4.6.2 Reprenons Uezemple de l'application exponentielle f = exp : (R, +) — (Ri,-).
Nous avons bien

f(0) = exp(0) = 1,
I’élément neutre 0 de (R, +) a pour image [’élément neutre 1 de (]R*Jr, ) Pour x € R son symétrique
x’ dans (R, +) est ici son opposé (—x), alors

est bien Uinverse (dans (R%,-)) de f(xz).
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Corollaire 4.6.1 Soient (G1,+) et (Gy, T) deux groupes. Soit f : (G1,*) —> (Go, T) un morphisme
de groupes. Alors

Vay, oy @y € Gyt f(ryxxo oxxy) = f(a) T f(ae) T T f(20),

est une généralisation de la propriété de préservation des opérations pour les morphismes de groupes.

Proposition 4.6.2 (Composition de morphismes de groupes)

Soient (G, *),(Ge, T) et (Gs, A\) trois groupes. Soit f : (Gy,*) — (G2, T),g9: (G2, T) — (G35, )
deux morphismes de groupes, alors gof : (G1,*) —> (G3, ) est un morphisme de groupes. Autrement
dit la composée de deur morphismes de groupes est un morphisme de groupe.

Preuve. Soient z1,x, € G1, alors

(g0 f) (1% 32) = g (f(2122)) = g(f(21) T f(22)) = g(f(21))Ag(f(22)) = (g0 f) (®1)A (g0 f) (x2).
Par conséquent g o f est un morphisme de groupes. ]
Proposition 4.6.3 Soient (Gy,*) et (G2, T) deuz groupes. Si f : (Gy,*) —> (G2, T) est un isomor-

phisme de groupes, alors =1 : (Gy, T) — (G4, *) est un isomorphisme de groupes aussi. Autrement
dit la bijection réciproque d’un isomorphisme de groupe est un isomorphisme de groupe.

Preuve. Soit f un morphisme de groupes bijectif. Soient 1,y € G2, montrons que

S nTy) = F ) = f 7 (y2)-

Comme f~(y1) et f~'(yo) sont dans Gy et f est un morphisme de groupes, on a

FOU )= w2) = £ () TA T w2) = (Fof ) )T (Fof™) () = Ty

En composant I’équation précédente par !, on obtient

SR ) = 7 w2) = f (i Tye) -

Par suite
S )« 7 w2) = FH (i Tya)-

Alors f~! est un morphisme de groupes et il est de plus bien connu que f~! est bijective. Ainsi f~!
est un isomorphisme de groupes. O

4.6.2 Image et noyau d’un morphisme de groupes

Le noyau d’'un morphisme de groupes est effectivement un concept central en théorie des groupes.
Il joue un réle crucial dans I’étude des structures de groupe et des propriétés des morphismes. L’image
d’un morphisme de groupes est un autre concept fondamental en théorie des groupes. Cette sous-
section introduit deux sous groupes particulierement importants que 'on appelle image et noyau
d’un morphisme de groupes.
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Définition 4.6.3 Soient (G1,*) et (Go, T) deux groupes. Soit f : (Gy1,*) —> (G, T) un morphisme
de groupes. Si ey est [’élément neutre de G et ey [’élément neutre de Go, alors

1. On appelle noyau de f, et on note ker(f), l'ensemble des éléments de G qui sont envoyés sur
I’élément neutre de Go par f, on a donc

ker(f) = {r € Gy : f(x) = e2} = [ ({es}) = G-

En d’autres termes, le noyau de f est I’ensemble de tous les éléments de Gy qui sont "annulés" par
le morphisme f.
2. On appelle image de f, et on note Im(f) ou f(G1), l'ensemble défini par

Im(f)={yeGy,IxeG: f(x) =y} ={f(x) e Gy : x € G} = f(G1) < Gs.

En d’autres termes, l'image de f, est ’ensemble des éléments de Gy qui sont atteints par f.

Remarque 4.6.2

1. La notation ker vient du mot Allemand Kern dont la traduction est noyau.
2. Pour déterminer ker(f), on résout l’équation f(x) = ey d’inconnue x € Gy.
3. Pour déterminer Im(f), on étudie les valeurs prises par f.

4. Comme f(e1) = eq, le noyau d’un morphisme n’est jamais vide.

Exemple 4.6.3
1. Le noyau (resp. l'image) de lapplication exponentielle f; =exp: (R,+) — (R’j‘r, ) est

ker(f;) = {reR: fi(x) =1} = {0}.
(resp.
Im(f2) = {fi(x) = exp(e) : 2 € R} = RY).
2. Le noyau (resp. l'image) de l'application logarithme népérien fo =In : (]R*Jr, ) — (R, +) est
ker(fo) = {z e R : fo(z) = 0} = {1}.
(resp.
Im(fs) = {fo(z) =In(z) : z e RL} = R).
3. Le noyau (resp. l'image) de l'application
far (R*) — (R%,)
x — fs(z) = |a],
est
ker(f3) = {z eR*: f3(x) =1} ={x e R*: |z| = 1} = {-1,1}.
(resp.
Im(fs) = {fs(z) = |z| : x e R*} = R} ).
4. Pour k € 7, application
f4 : <Z7+) - (Z, +)

T —  fu(z) = kx,
est un endomorphisme de groupes. Son noyau dépend de la valeur de k, alors

{0}, sik=+0

ker(f4)={SE€Z:f4(l‘)=0}={$€Z:’m:0}:{Z, sik = 0.

et
Im(fy) ={fas(x)€Z:xeZ} =kZ.
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4.6.3 Image directe et réciproque de sous-groupes par un morphisme

L’image directe et réciproque de sous-groupes jouent un role clé dans ’analyse des morphismes de
groupes. L’image directe nous montre comment les sous-groupes du groupe source sont transformés
dans le groupe cible, tandis que I'image réciproque nous indique quels éléments du groupe source
sont envoyés dans un sous-groupe du groupe cible.

Proposition 4.6.4 (Image directe et réciproque de sous-groupes par un morphisme)
Soient (G, =) et (Go, T) deuz groupes. Soit f : (Gy,*) —> (G, T) un morphisme de groupes. Alors
1. Si Hy est un sous-groupe de Gy, alors f(Hy) est un sous-groupe de Gs.

2. Si Hy est un sous-groupe de Go, alors f~(Hs) est un sous-groupe de G1.

Preuve.

1. Soit H; un sous-groupe de Gj.

e Comme ey = f(e1) et que e; € Hy alors ey € f(H)).

e Soient y; et yo deux éléments de f(H;), alors il existe z1, x5 € H; tels que

f(z1) = y1 et f(x2) = yo,

et par suite
Y1 Tya = f(21) T f(x2) = f(1 % 22) € f(H).

car xp * X9 € Hy puisque H; est un sous-groupe.
e Soit y € f(H;), alors il existe x € H; tel que y = f(x) et par suite on a

v =(f(2)) = f&) e f(H),

car ' € Hy puisque H; est un sous-groupe. Ainsi f(H;) est un sous-groupe de Gb.
2. Soit Hy un sous-groupe de Gs.

e Comme ey = f(e1) et que ey € Hy alors e € f~1(Hy).

e Soient z1, 75 € f~!(Hs). On a alors

f(z1), f(w2) € Hy,

d’ou, puisque Hy est un sous-groupe,

flarxxz) = f(21) T f(22) € Ha.

On a donc bien @y = x5 € f~1(Hy).
e Soit z € f~!(Hy). On a alors f(x) € Hy et donc

(f(x)) = f(a') € H,

puisque Hy est un sous-groupe. On a donc bien 2’ € f~1(Hy). O

Remarque 4.6.3

1. Le cas particulier ot le sous groupe Hy est le sous groupe trivial de Gy, a savoir ({eg,}, o), joue
un role particulierement important dans [’étude d’un morphisme de groupes. Le sous groupe obtenu
dans ce cas s appelle le noyau de f.

2. Le cas Hy est égal au groupe Gy définit l'image de f. Comme le verrez plus loin, ce sous groupe
joue un réole particulier dans [’étude de la surjectivité de ’application f.
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Corollaire 4.6.2 (Structure d’un noyau, d’une image)
Soit f:(G1,*) — (Ga, T) un morphisme de groupes, alors

1. ker(f) est un sous-groupe de G.

2. Im(f) est un sous-groupe de Gs.

Preuve. La démonstration est facile et laissée comme un bon exercice d’entralnement pour le
lecteur. ]

Proposition 4.6.5 (Caractérisation des morphismes injectifs, ou surjectifs)
Soient (G1,*) et (Go, T) deux groupes. Soit f : (G1,*) —> (G2, T) un morphisme de groupes.
1. L’application f est injective si et seulement si ker(f) = {e1}.

2. L’application [ est surjective si et seulement si Im(f) = Gs.

Preuve.
1. @ Supposons que f est injective. On a

{e1} < ker(f),

car f(e;) = es. Montrons maintenant que ker(f) < {e;}. Soit x € ker(f), alors

f([L‘) = €2 = f(el)u

donc x = e; puisque f est injective. Ceci prouve que ker(f) < {e;} et par suite

ker(f) = {e}

e Réciproquement, supposons que ker(f) = {e;}. Soient z1, xs € G1 tel que f(x1) = f(x2), alors on a

Fa)T (f(22)) = fa2) T (f(2))"-
Ce qui entraine que
Fa)T (f(x2)) = f(21)T f2h) = ea
On obtient
f(zy = 2h) = e

Donc
Ty * T € ker(f),

et comme ker(f) = {e;}, alors on a
Ty * T = ey,

par suite
T * Th * Ty = €1 * To.

Ce qui entralne que
1 = To.

Par conséquent, f est injective.
2. @ Supposons que f est surjective. Par définition, on a

Il reste donc a montrer que

G2 - [m(f)>
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pour établir I’égalité. Soit y € Gy, puisque f est surjective alors il existe x € Gy tel que y = f(z). Ce
qui entraine que

y e Im(f).
Ceci prouve donc
G2 (- [m(f),
et par suite

e Réciproquement, supposons que Im(f) = Gs. Soit y € Go = I'm(f), alors il existe x € G tel que
y = f(x), ainsi f est surjective. O]

Dans le cas de groupes finis de méme cardinal, I'injectivité devient équivalente a la bijectivité. La
réduction du noyau du morphisme a 1’élément neutre devient alors caractéristique de la bijectivité
du morphisme.

Corollaire 4.6.3 Soient (Gy,*) et (G, T) deux groupes finis de méme cardinal. Soit f : (Gy,*) —
(Ga, T) un morphisme de groupes. Alors f est un isomorphisme si et seulement si ker(f) = {eq, }.

4.7 Anneaux

Les anneaux sont une structure algébrique fondamentale en mathématiques, en particulier en
algebre abstraite. Ils généralisent des concepts tels que les entiers, les polynomes et les matrices, et
trouvent des applications dans diverses branches des mathématiques. La structure d’anneau enrichit
celle des groupes en introduisant non pas une, mais deux lois de composition interne : I'une est
I’addition, notée +, et 'autre est la multiplication, notée -. Examinons maintenant la définition de
la structure d’anneau.

4.7.1 Définitions et exemples

Définition 4.7.1
1. On appelle anneau tout triplet (A, +,-) constitué d’un ensemble A non vide et de deuz lois internes

sur A : l'addition notée
+: AxA — A

(r,y) — x+y,

et la multiplication notée
AxA — A
(l’, y) _ Y,

vérifiant les propriétés suivantes :
(A1) Le couple (A, +) est un groupe abélien, dont [’élément neutre est noté 04, et Uinverse additif
(Lopposé) de x € A est noté (—z), c’est donc dire que

(As) La loi - est associative, c¢’est-a-dire
Ve,y,ze At (x-y)-z=2-(y-2).
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(A3) La multiplication - est distributive a gauche et a droite par rapport a 'addition +, c’est-a-dire

r-(y+2)=(x-y)+ (x-2) (distributivité a gauche),
Vr,y,z€ A:{ et
(y+2) o= (y-x)+ (2 x) (distributivité a droite).

2. Un anneau (A, +,-) est dit unitaire (ou unifére) si la multiplication - admet un élément neutre
(appelé un élément unité de A et noté 14). 1l est dit commutatif si sa multiplication est commutative,

Ve,ye A:x-y=1y-x.

3. 81 A = {04}, alors (A, +,-) est un anneau appelé anneau nul.

Remarque 4.7.1 De la méme facon que pour les groupes, le neutre de + est unique, les symétriques
pour + sont uniques, le neutre pour - s’il existe est unique, et les symétriques pour -, lorsqu’ils
existent, sont uniques.

Exemple 4.7.1 (Exemples fondamentaux d’anneauz)
1. Les structures (Z,+,-),(Q, +,-), (R, +,-),(C, +,) sont des anneauz unitaires, commutatifs.
2. L’ensemble (P(E), A, ) des parties d’un ensemble E muni de la différence symétrique A\ et de
intersection N est un anneau commutatif el unitaire dont lpgpy = E.
3. Soit (RN, +, ) Uensemble des suites réelles muni des lois + et - définies par : siu = (Up)n, v = (Un)n
alors

U+ 0= (Up+ Vp)p, UV = (Up.Vy)p-

Alors (RN, +, ) est un anneau commutatif et unitaire (1gn est la suite réelle constante égale a 1).
3. Soit I un intervalle de R. On munit l’ensemble (F(I,R),+,-) des applications de I dans R des
lois d’addition + et de multiplication - suivantes : Soit f,g € F(I,R),

L’addition f + g est définie par

Veel: (f+g)(x) = f(z) +g(z).

La multiplication f - g est définie par
Veel:(f g)(z) = f(z)g()

Alors (F(I,R), +,+) est un anneau commutatif et unitaire (de neutre multiplicatif l’application constante
égale a 1).

4. (R[X],+,-) l'ensemble des polynomes a coefficients réels, est un anneau commutatif unitaire
(neutre multiplicatif le polynome constant égal d 1).

Exemple 4.7.2 Parmi les anneauxr commutatifs finis, un exemple incontournable est certainement
Uanneau des entiers modulo n : noté Z/nZ. Fizons n € N*, rappelons que Z/nZ est ’'ensemble des
classes d’équivalence pour la congruence modulo n défini par

707 {omm}

ou = désigne la classe d’équivalence de x € 7 pour cette relation. On note + et - l'addition et la
multiplication usuelles sur Z. On vérifie facilement que pour tout n € N* et pour tous x,y,x',y
appartenant a Z, on a

r=2" modn r+y=2"4+1y modn
—
y=vy modn ry=2"1y modn.
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Cela signifie que si z,y € Z alors les classes d’équivalence = +y et Z.y ne dépendent que des classes
d’équivalence x et y et non du choix de x dans la classe d’équivalence x et de y dans la classe
d’équivalence y. Cela nous permet de définir deux lois de composition interne, notées @ et © et
appelées respectivement addition et multiplication sur l’ensemble quotient Z/nZ, en posant pour tous

t,y € Z/nZ,

T@Y=z+yetiOy=71Ty.
On montre sans difficulté que pour tout n € N*, l'ensemble quotient (Z/nZ,®,®) muni des deux lois
@ et © posséde une structure d’anneau commutatif ( unitaire sin = 2).

Pour tout n € N*, on a Oz/,7 est la classe d’équivalence 0 et 17,7 est la classe d’équivalence 1 avec
n = 2. Car pour tout & € Z/nZ,

i®0=r+0=3=0®1,
iOl=cl=0=101.

Ecrivons par exemple les tables d’addition et de multiplication dans les deux ensembles quotients
7)27 et 7./37 . o
» Dans 7./27 = {0, 1}, elles s’écrivent

@ |01 ©|0|1
0101 |e |0 O
11110 1101

» Dans 7./3Z = {0, 1, 2}, elles s’écrivent

@012 ol0l1]2
01012 01000
TTilalo] @ [1oli]2
51500/ 1 51021

Définition 4.7.2 (Anneau produit)
1. Soient (A1, +,),(As,+,°), ..., (An, +, ) une famille d’anneaux. On munit I’ensemble produit A =
Ay x Ay x ... x A, de deux lois internes, notée + et - définies respectivement par

(21, ey @) + Y1y oy Un) = (14 Y1y 0oy T + Yn)
(xla---amn)'(ylw“ayn) = (901'3/1,---7515n'yn)-
On a donc (A, +,-) est un anneau de neutres 04 = (04,,...,04,) appelé anneau produit des anneaux

Al, N An-

2. Si chaque A; est un anneau unitaire, alors Ay x Ay X ... x A, est un anneau unitaire avec l’élément
neutre pour la multiplication est 14 = (14, ..., 14,)

3. De plus, si chaque A; est un anneau commutatif, alors Ay x As x ... x A,, est également un anneau
commutatif.

Exemple 4.7.3 e Soit l’ensemble

7P =7x7={(z,y):veZetyel},
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muni des lois d’addition et de multiplication terme a terme : pour tous (x1,y1), (22,y2) dans Z?
(‘rh yl) + (x2792) = (‘Tl + T2, Y1 + y2) )

(IhZJl) ’ (332,92) = (951 "X, Y1 'y2)'

On peut facilement vérifier que (Z*,+,-) est un anneau commutatif unitaire (Ozz = (0,0) et 1z2 =
(1,1)).

e Produit de trois anneauzx d’entiers modulo : Considérons Z,/27, 7./3Z, et Z/5Z. Leur produit Z/27 x
737 x 7/5Z. est l’ensemble des triplets (x,y, 2)ou & € Z/27, y € 7/3Z, et z € Z/5Z.

Définition 4.7.3 (Elément inversible dans un anneau)
Soit (A, +,-) un anneau unitaire et a € A.
1. On dit que a est inversible pour la loi - s’il existe b de A tel que

a-b=b-a=14.
Alors, cet b élément est unique et s’appelle l'inverse de a. On le note a™*.
2. L’ensemble des éléments inversibles de A est noté A*. Cet ensemble, également appelé le groupe
des unités de A, est formé par tous les éléments de A qui possédent un inverse multiplicatif dans A.

Remarque 4.7.2 On ne confondra pas les ensembles A* et A* respectivement ensemble des éléments
non nuls de A et ensemble des unités de A.

Proposition 4.7.1 (Groupe des éléments inversibles d’un anneau)
Soit (A, +, ) un anneau unitaire. Alors l’ensemble A* des des éléments inversibles de A est un groupe
pour cette méme loi - , appelé groupe des inversibles ou groupe des unités de A.

Preuve.
e La loi - interne dans A* :
Il est clair que A* est stable par loi - car si a,b e A*, alors

(a-b)"=b"t-a"te A

e Existence d'un élément Neutre : L’élément neutre pour la multiplication dans A est 1,4. Par défi-
nition, 14 est dans A* car 14 -14 = 14. Donc, 14 est I’élément neutre dans A*.

e Existence d’inverses pour chaque élément : Si a € A*, alors a=! € A* car (a‘l)_1 = a.

e Associativité : La multiplication - est associative dans A, donc elle est également associative dans
A*. Ainsi (A%, -) forme un groupe. 0

Exemple 4.7.4

1. Le groupe des inversibles de l'anneau (Z,+,-) se réduit a la paire {—1,1}.

2. Le groupe des inversibles de Uanneau (R, +,-) est ’ensemble de tous les réels non nuls R*.
3. Pour tout ensemble E, le groupe des inversibles de l'anneau (P(E), A\, n) est ({E},N).

4.7.2 Regles de calculs dans un anneau

Ces regles résultent des propriétés élémentaires des lois de composition interne, ainsi que des
axiomes (A1), (As), (A3). Soit (A, +, ) un anneau. On a les regles fondamentales de calcul suivantes.
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Proposition 4.7.2 (Quelques Propriétés Arithmétiques) Toul anneau (A, +,-) vérifie les pro-
priétés suivantes :
1. Pour tout x € A,

.T‘OAIOA‘xzoA,

on dit que 04 est absorbant pour la loi -.
2. Régle de signes :

ca. ) W—(ry)=(=2)y=2-(-y)
Vo, e A: { (i) (—x) - (~y) = @ - y.

3. Régles de distributivité :

()x-(y—2) =x-y—x-z (Distributivité a gauche de - par rapport d la soustraction),
(i) (y—2)-x=y-x—z-x. (Distributivité a droite de - par rapport d la soustraction).

Vx,yeA:{

Preuve.
1. Soit x € A, alors la distributivité de la loi - par rapport a la loi + permet d’écrire

I'OAZZL"'(OAJFOA) =x-04+2-04.
En ajoutant a chaque membre 'opposé de z - 04, on trouve

T-04—2-04=2-04+2x-04 —x-04,

et donc
X - OA = OA.
L’autre égalité se prouve de méme.
2. (i) Soient x,y € A, alors on a
y+ (—y) =04

Par suite
v (y+(-y) =z-y+z-(-y) =04
En ajoutant & chaque membre —(z - y), on obtient
—(z-y) =z (~y).
Alors x - (—y) est P'opposé de (z - y). Un raisonnement similaire fournit 1’égalité
(@y) = (=2) ¥
Maintenant, montrons le point (i), soient z,y € A, alors on a

i

9~y =y

—
|
8
~—
—~
|
<
~—
1=
|
—~
8
—
|
<
~—
~
—
=

3. (i) Soient x,y, z € A, alors on a
y—z=y+(—2).

En appliquant la distributivité a gauche par rapport a I’addition, nous obtenons
r-(y—2)=z-y+zx-(—2).
Par définition de I'opposé dans un anneau, x - (—z) = —(x - z). Donc
x-(y—2)=z-y—x-2z

Un raisonnement similaire fournit I’égalité (ii). O
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Notation 4.7.1 Soit (A, +,-) un anneau unitaire non nécessairement commutatif. Alors
1. Pour tout x € A et n € Z, on note

04, sin=0.
r+x+...+x,5n>0
—

nr = n fois
(=) 4+ (—=2) + ...+ (=x) =(-n)(-x), sin <O.
—7:;01‘5
Par exemple, sin = —3, alors

—3-x=(—x)+ (—x) + (—z) =3 (—x).
2. Pour tout x € A et n € N, on note

14, stm=0.
t=< x-x-...-x,81n>0
—

n fois

Lorsque x est inversible dans A, on peut définir x™ avec n < 0 en posant

"=t T = (a7 (multiplié (—n) fois).
Par exemple, sin = —3 et si x est inversible, alors
v =g = (273

Le lecteur a déja rencontré le binome de Newton dans R ou C ainsi que dans le calcul matriciel.
C’est en fait un résultat général propre a la théorie des anneaux.

Proposition 4.7.3 (Formule du binéme de Newton).
Soit (A, +, ) un anneau unitaire, et soit x,y deux éléments de A tel que x-y = y-x (x ety commutent),
alors pour tout n € N, on a

(w+y)" = Y Caar -y ", (4.1)
k=0

En particulier
(z+y)? =2>+2z y+1°
La relation (4.1)) est appelée formule du binome de Newton.

Preuve. Notons P(n) la relation (4.1) écrite pour = et y donnés dans A et n fixé dans N. La
formule P(n) se démontre par récurrence sur n. O

Corollaire 4.7.1 Comme 14 et x € A commutent, alors
(1a+2)" = ZCﬁxk

k=0

Remarque 4.7.3 (Sur l'importance de Uhypothése -y =y - x)

Dans la proposition précédente, ’hypothése selon laquelle x et y commutent est essentielle.
Evidemment, cela est automatiquement vérifié dans un anneau commutatif. Si les deux éléments
et y ne commutent pas, le développement de (x +y)" est beaucoup plus compliqué. On trouve par
exemple

—~

4y = +r-y+y-c+y>+a>+2y+1>2
(93+y)3=£B3+$2-y+x~y-:p+x-y2+y.x2+y.$.y+y2.$+y3‘
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Corollaire 4.7.2 Soit (A, +,-) un anneau unitaire, alors on a les propriétés suivantes :
1. Pour tout x € A et pour tous n,m € Z, on a

(n4+m)z =nx + mx

(nm)z =n(mz).
2. Pour tout x € A et pour tous n,m e N, on a
™M = xn-‘rm
{ (™)™ = g™,
En particulier, si x est inversible dans A, alors les deux derniéres propriétés sont vraies pour tout
(n,m) € Z>.
3. Pour tout x € A, et pour tout n € Z, on a

4. Pour tous x,y € A et pour tout n € Z, on a
n(x+y) =nx+ny
n(r—y) =nxr—ny.

5. Pour tous x,y € A et pour tout n € Z, on a

n(zr-y)=(nr) y=x(ny).

Remarque 4.7.4 Dans un anneau A non commutatif, (x -y)" # 2™ -y en général. En effet (z-y)"

se comprend
n‘}ois

4.7.3 Sous-anneaux d’un anneau

Nous allons examiner deux sous-structures importantes des anneaux : les sous-anneaux et les
idéaux. Ces deux concepts jouent un role crucial lorsque 'on souhaite effectuer des opérations arith-
métiques au sein d’un anneau. De maniére analogue a la définition des sous-groupes en théorie des
groupes, la notion de sous-anneaux est définie dans le cadre de la théorie des anneaux.

Définition 4.7.4 (Sous-anneau)
Un sous-anneau B d’un anneau (A, +,-) est un sous-ensemble de A qui est lui-méme un anneau avec
les mémes opérations d’addition et de multiplication que A.

On donne maintenant un critere couramment utilisé pour vérifier qu’'un sous-ensemble est un
sous-anneadul.

Proposition 4.7.4 (Caractérisation d’un sous-anneau)
Soit (A,+,-) un anneau et B une partie non vide de A. Alors

J) (B,+) est un sous-groupe du groupe additif (A,+)

B est un sous-anneau de A <
jj) B est stable par la multiplication de A :VYx,y€e B:z-y€ B.

SA1> OAEB
= <{ SA)) Ve,ye B:x—yeB.
SA3) Ve,ye B:xz-y€ B.
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La caractérisation d’un sous-anneau en termes de conditions sur 1'addition et la multiplication
simplifie considérablement le processus de vérification. En utilisant ces critéres, on peut rapidement
établir si un sous-ensemble est un sous-anneau d’un anneau donné.

Exemple 4.7.5
1. 8i (A, +,-) est un anneau non nul, alors {04} et A lui-méme sont des sous-anneauz (triviauz) de
A.
2. Dans (Z,+,-),(Q,+,), (R, +,-),(C, +,-) chacun est un sous-anneau du suivant.
3. Pour tout entier n € N, l'ensemble B = nZ des multiples de n est un sous-anneau de (Z,+,-) et
tout sous-anneau de Z s’écrit sous cette forme, de fagcon unique.
4. On note Z [i] l’ensemble
Zlil|={z=a+ib:a,beZ},

ou i est ['unité imaginaire, Z [i] est un sous-anneau de (C,+,-) qu’on lappelle le sous-anneau des
entiers de Gauss.

5. Soit I un intervalle de R, l’ensemble C (I,R) des fonctions continues sur I, est un sous-anneau
de (F(I,R),+,-).

6. L’ensemble des suites bornées (resp. convergentes) est un sous-anneau de RN des suites de réels.
7. L’ensemble des classes d’équivalence B = {0, 2, 4} est un sous-anneau de (Z/6Z,®,0).

Exemple 4.7.6 Soit (A, +,-) un anneau et S un sous-ensemble de A. Le commutant (ou centrali-
sateur) de S dans A, noté C4(S) est défini par

Ca(S) ={ac A VseS:a-s=s-a}.

Autrement dit, C'4(S) est l'ensemble de tous les éléments de A qui commutent avec chaque élément
de S. On a donc Cx(S) est un sous-anneau de A. Si S = A, le commutant est appelé centre de A
souvent noté Z(A).

Remarque 4.7.5

1. Etant donné un anneau unitaire A, nous conviendrons d’appeler sous-anneau unitaire de A, tout
sous-anneau de A contenant 14.

2. 8t B est un sous-anneau unitaire d’un anneau unitaire A, alors B est lui-méme un anneau unitaire,
et l'onalpg = 14.

3. Si Uanneau A est commutatif, alors tout sous-anneau de A est commutatif.

4. Un sous-anneau B d’un anneau unitaire A ne contient pas nécessairement ’élément unité 14. Par
exemple, pour tout entier n > 1, nZ est un sous-anneau de Z ne contenant pas 1.

Proposition 4.7.5 Dans tout anneau (A, +,), Uintersection (A; d’une famille quelconque de sous-
el

anneaux (A;),., de A est un sous-anneau de A.

el
Preuve. Méme démonstration que dans le cas des groupes. En effet, soit (A;),.; une famille de sous-
anneaux de A. Puisque 04 est un élément de chacun des A; (puisque les A; sont des sous-anneaux),

il est aussi un élément de C' := (A;. Pour z et y dans C, par définition, x et y sont dans chacun des
el

A;, et donc on a que x — y et x - y sont dans chacun des A;. Il s’ensuit que x — y et x - y sont dans

C, ce qui montre que C' est bien un sous-anneau. ]

Remarque 4.7.6 En général, la réunion d’une famille de sous-anneaux de A n’est pas un sous-
anneau de A . Par exemple, dans l'anneau (Z,+,-), la partie 3Z U 5Z n’est pas un sous-anneau de
Z, puisque ce n’est pas un sous-groupe de (Z,+) .
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4.7.4 Diviseurs de zéro et Intégrité

La notion d’intégrité est liée a celle de diviseurs de zéros que nous introduisons ci-dessous. On
prendra garde a ce que ’équation a-z = 04 dans un anneau (A, +, -) peut admettre d’autres solutions
que z = 04 méme lorsque a € A — {04}. Autrement dit, on ne peut pas simplifier par a en général.

Définition 4.7.5 (Diviseur de Zéro)

Soit (A, +,-) un anneau non réduit a {04}. On dit qu’un élément :

1. a € A est un diviseur de zéro a gauche si a + 04 et s’il existe un élément non nulbe A—{04} tel
que a-b=104.

2. a € A est un diviseur de zéro a droite si a £ 04 et s’il existe un élément non nulbe A — {04} tel
que b-a = 0y4.

3. a € A est un diviseur de zéro si et si a est diviseur de zéro a droite et a gauche.

Autrement dit, un diviseur de zéro est un élément qui annule d’autres éléments non nuls lorsqu’il est
multiplié par eu.

Remarque 4.7.7

1. Par cette définition, on ne considére pas que 04 soit un diviseur de zéro.

2. 8i A est commutatif, les notions de diviseur de zéro a gauche et a droite coincident. Cette propriété
simplifie les preuves concernant les diviseurs de zéro dans les anneauxr commutatifs.

3. Les éléments inversibles de A ne sont pas diviseurs de zéro.

Exemple 4.7.7
1. Dans l'anneau (anneau produit) (R% +, ) les diviseurs de zéros sont les points (z,0) et (0, ) avec

x % 0.

2. (Z,+,),(Q,+,-), (R, +,-),(C,+,) nont pas de diviseurs de zéro.

3. Dans l'anneau (F(R,R), +,-) muni des deux lois + et - définies a l'exemple les deux appli-
cations

f: R— R g: R— R
0, six<0 et z, stx <0

T f<x):{\/§,sz’x>0, T g<x):{0,sz’x>0,

sont des diviseurs de zéro dans F(R,R) puisqu’elles sont non nulles et vérifient f-g = 0. En effet :

0.z =0, st x <0,

vreR:(f-g)(z) :{ Vz.0=0, siz>0.
4. Dans Uanneau (7/6Z,®,0®) tel que
Z/6Z = {0,1,2,3,4,5},
les classes 2,3 sont des diviseurs de zéro dans Z7J67. En effet :
{ 240etIB+0:203=6=0,

340et32+0:302=6=0.

Proposition 4.7.6 Soit (A, +,-) un anneau unitaire. Tout diviseur de zéro dans A est nécessaire-
ment non inversible.
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Preuve. Cela se montre facilement en raisonnant par I’absurde. Supposons que 1’élément = de A
soit a la fois diviseur a gauche et inversible. Il existe alors un élément y € A non nul (y # 04) tel que
x -y = 04. En multipliant & gauche cette égalité par z—! (qui existe car z est inversible), on obtient

e (zoy) =27 04
On en déduit y = 04 puisque
vt (zy) = (x_l-x) y=1y-y=uy.

et puisque 27! - 04 = 04 (04 est absorbant pour la loi -), ce qui est contraire & nos hypothéses. La
démonstration dans le cas ou x est diviseur de zéro a droite s’effectue suivant le méme principe. [

Une propriété intéressante de certains anneaux est ’absence de diviseur de zéro : le produit de
deux éléments de 'anneau est nul si et si I'un des deux éléments est nul. Ceci est le cas par exemple
dans les ensembles de nombres munis des lois d’addition et de multiplication usuelles. Mais soyez
attentifs, cette propriété n’est pas forcément vraie dans toutes les structures algébriques. Lorsqu’'un
anneau satisfait cette propriété, on dit que c¢’est un anneau integre.

Définition 4.7.6 On dit qu’un anneau (A, +,) est intégre ou est un anneau d’intégrité s’il est non
nul et s’il ne posséde pas de diviseurs de zéro. En d’autres termes, un anneau (A, +,-) est intégre si
A F+ {04} et si
T = OA
Ve,ye A:x-y=04 = ou
=04.

Autrement dit, par contraposition, dans un anneau intégre, si x £ 04 et siy & 04, alors x -y £ 04
aUSSt.

Exemple 4.7.8

1.(Z,+,),(Q,+,),(R,+,-),(C, +, ) sont des anneaux intégres.

2. (Z/6Z,®,0) n’est pas un anneau intégre.

3. L’anneau produit (Z*, +,-) de ’exemple n’est pas integre, car il contient des diviseurs de zéro
(1,0) et (0,1).

4. Les deuz anneaux (Z/27,®,0) et (Z/3Z,®,0) sont intégres. Cela se vérifie directement a partir
des tables d’addition et de multiplication dans Z/2Z et Z/3Z données dans Uexemple [§.7.1]

5. L’anneau (Z/nZ,®,®) des congruences modulo n est intégre si et seulement si n est premier.

Remarque 4.7.8 Un anneau intégre n’a pas nécessairement besoin d’étre commutatif. Les anneauz
intégres peuvent étre commutatifs ou non commutatifs. Toutefois, un anneau commutatif intégre est
souvent appelé simplement un anneau intégre.

4.7.5 Morphismes d’anneaux

Les morphismes d’anneaux sont des applications entre deux anneaux qui préservent les structures
algébriques des anneaux. En d’autres termes, un morphisme d’anneaux respecte les opérations de
somme et de produit des anneaux. Ils jouent un role crucial dans la théorie des anneaux et sont
analogues aux morphismes de groupes dans la théorie des groupes.
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Définition 4.7.7 Soient (A,+,), (B, +, ) deuzr anneaux. On dit qu’une application f : (A, +, ) —
(B, +,-) est un morphisme d’anneaux de (A, +,-) dans (B, +,-) si les assertions suivantes sont véri-
fiées :

i) Préservation de l’Addition :

Vo,ye A: f(z+y) = f(z) + f(y)

it) Préservation de la Multiplication :

Ve,ye A: f(x-y) = f(z) - f(y)

Remarque 4.7.9

1. Par définition, un morphisme d’anneauz f : (A, +,) — (B, +,) est un morphisme du groupe
additif (A, +) dans le groupe additif (B, +). Ainsi, f posséde, en particulier toutes les propriétés d’un
morphisme de groupes.

2. 5t (A, +,-) et (B,+,-) sont deux anneauz unitaires, et f : (A, +,-) — (B, +,) un morphisme
d’anneauz n’implique pas nécessairement f(14) = 1p.

Les notions d’endomorphisme, d’isomorphisme, et d’automorphisme d’anneaux sont analogues a
celles des groupes, avec quelques détails spécifiques a la structure des anneaux. Voici une définition
de chaque terme dans le contexte des anneaux :

Définition 4.7.8 Soient (A, +,-),(B,+,:) deuz anneauz. Soit f : (A, +,) — (B, +,:) un mor-
phisme d’anneaux.

1.5i (A, +,:) = (B, +,-), alors on dit [ est endomorphisme d’anneauz..

2. Si f est une application bijective, alors on dit que f est un isomorphisme d’anneau.

3. 81 (A, +,) = (B, +,-) et f est une application bijective, alors on dit que f est un automorphisme
d’anneauz.

Définition 4.7.9 Deuz anneaux (A,+,-) et (B,+,-) sont dits isomorphes, s’il existe un isomor-
phisme d’anneaux de l'un sur l'autre; dans ce cas, on écrit : A ~ B.

Exemple 4.7.9
1. Soit a € Z et définissons f : Z —> 7 en posant f(x) = ax. Alors f est un morphismes de groupe
(Z,+), car pour tout x,y € Z, on a

flx+y)=alr+y) =ar+ay = f(x) + f(y).

Cependant, si a £ 1, ce n’est pas un morphisme d’anneauz car, en général,

flz-y) + flz)- f(y).

2. L’application
f: (C7+7'>—) <C7+7')
z=z+iy— f(z)=2z=u1x—1y,

est un morphisme d’anneauzr. C’est méme un automorphisme de l'anneau (C,+,-). En effet :
On sait que pour tout z1, 2z € C, on a

21+ 29 =21 + 2o,
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et
21 % = 21" %2
Ainsi,
f(z1 4 22) = f(21) + f(22), [(21 - 22) = f(21) - f(22).
Par ailleurs, f est une application bijective. Donc, f est un automorphisme d’anneau.

3. 8i (A, +,-),(B,+,") sont des anneauzr et A x B l'anneau produit, alors les projections (sur les
composantes )

p: AxB— A etpngxB—>B
(x,y) —  pi(z,y) =7, (z,y) —  p2(z,9) =¥,

sont des morphismes d’anneaux.
4. Pour n > 1 dans N, la surjection canonique

S (Z,—i—,.)—’ (Z/RZ,@,Q)

T —> s(x) = 1,

est un morphisme d’anneauzx. En effet, soient x,y € Z, alors

et .

s(x-y)=2-y=10y=s(z)- s(y).

Définition 4.7.10 Soient (A, +,-) et (B,+,-) deuzr anneaux. Soit f : (A, +,-) — (B, +,:) un
morphisme d’anneauz, alors
1. On appelle noyau de f, et on note ker(f), l'ensemble défini par

ker(f) = {ze A: f(x) = 05} = ' ({05}) = A.
2. On appelle image de f, et on note Im(f) ou f(A), l’ensemble défini par

Im(f)={yeB,3xeA: f(z) =y} ={f(zr)e B:xe A} = f(A) c B.

4.7.5.1 Propriétés des morphismes d’anneaux

Les propriétés générales des morphismes d’anneaux sont de fait analogues a celles que nous
avons démontrées pour les morphismes de groupes aux sections précédentes. C’est pourquoi nous
synthétisons ci-dessous les plus usuelles en laissant au lecteur le soin d’adapter les démonstrations.
La méthode de démonstration est semblable a celle utilisée dans le cas des morphismes de groupes.
La proposition suivante donne les premieres propriétés des morphismes d’anneaux.

Proposition 4.7.7 (Propriétés des morphismes d’anneauz)

1. Soient (A, +,-),(B,+,) et (C,+,") trois anneauzx. Soit f : (A, +,:) — (B, +,"),q9: (B, +,:) —
(C,+,-) deux morphismes d’anneauz, alors

(a) go f: (A, +,-) — (C,+,) est un morphisme d’anneauz. Autrement dit la composée de deux
morphismes d’anneaux est un morphisme d’anneauz.

(b) Si f est un isomorphisme d’anneauz, alors f~': (B, +,-) — (A, +,-) est un isomorphisme d’an-
neaur aussi. Autrement dit la bijection réciproque d’un isomorphisme d’anneauz est un isomorphisme
d’anneauz.
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2. Un morphisme d’anneauz f : (A, +,-) —> (B, +,-) est injectif (resp. surjectif) si et seulement si

ker(f) = {04} (resp. Im(f) = B).
3.5 f: (A +,) — (B, +,-) est un morphisme d’anneauz, alors

(a)
{ f(04) = 0p.
Vee A: f(—x) = —f(x)

VneZNreA: f(nx) =nf(x).

(c)
VneN* Voe A: f(a") = (f(z)".

(d) Si Ny est un sous-anneau de A, alors f(N;y) est un sous-anneau de B. En particulier, l'image de
f, Im(f), est un sous-anneau de B.

(e) Si Ny est un sous-anneau de B, alors f~'(Ny) est un sous-anneau de A. En particulier, le noyau
de f, ker(f), est un sous-anneau de A.

Preuve. La démonstration, rigoureusement similaire au cas des groupes, est laissée en exercice. []

4.7.6 Idéaux

Les idéaux sont des concepts fondamentaux en algebre abstraite, en particulier dans 1’étude des
anneaux. Dans le cadre de la théorie des anneaux non commutatifs, il est important de distinguer
deux types d’idéaux : les idéaux a gauche et les idéaux a droite. Un idéal est un sous-ensemble
remarquable d’un anneau ; il s’agit d’un sous-groupe du groupe additif de 'anneau qui est également
stable par multiplication avec les éléments de ’anneau.

Nous allons maintenant introduire la notion d’idéal, dont le role en théorie des anneaux est
I’analogue de celui des sous-groupes normaux en théorie des groupes.

4.7.6.1 Notions d’idéal a gauche, a droite, bilatere

Les notions d’idéal a gauche, a droite, et bilatere sont des concepts importants dans la théorie
des anneaux, surtout lorsqu’on travaille avec des anneaux non commutatifs.

Définition 4.7.11 (Notions d’idéal a gauche, a droite, bilatére)

Soit (A, +,-) un anneau. Alors

1. Une partie non vide L de A est un idéal a gauche de A, si et si

i) L est un sous-groupe de groupe additif (A, +).

i1) Pour tout x € L et tout a € A, a-x € L (c’est-a-dire L est absorbant, ce que l'on écrit plus
rapidement AL < L).

Autrement dit

OAEL
L est un idéal a gauche de A <= { Vx,ye L:x—ye L
Vre LVYae A:a-x€ L.

Autrement dit, un idéal a gauche est stable par addition et par multiplication a gauche par n’importe
quel élément de A.
2. Une partie non vide R de A est un idéal a droite de A, si et si
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i) R est un sous-groupe de groupe additif (A, +).
it) Pour tout v € R et tout a€ A, x-a € R (ce que l'on écrit plus rapidement RA < R).
Autrement dit

OAER
R est un idéal a droite de A <= { Vr,ye R:x—yeR
Vre RVNae A:x-a€ R.

Ainsi, un idéal a droite est stable par addition et par multiplication a droite par n’importe quel élément
de A.

3. Une partie non vide I de A est un idéal bilatére de A (ou simplement un Idéal), si I est d la fois
un idéal a gauche et un idéal a droite de A. Autrement dit

OAEI
I est un idéal bilatére de A <= { Vr,yel:zx—yel
Veel,VaeA:a-xeRetx-acR.

4. Tout idéal a gauche (resp. d droite ou bilatére) d’'un anneau A, autre que A et l'idéal nul {04}
s’appelle un idéal a gauche (resp. a droite ou bilatére) propre de A.

Remarque 4.7.10

1.51 A est commutatif, les notions d’idéal a gauche, d’idéal a droite et d’idéal bilatére coincident.
Autrement dit, tout idéal est simultanément un idéal a gauche, un idéal a droite et un idéal bilatéral.
2. Si U'anneau A n’est pas commutatif, on distingue les idéauzr a gauche, c’est-a-dire ceuzr vérifiant
Al c I des idéaux a droite qui vérifient quant a eux IA < I. Un idéal a la fois a gauche et a droite
est qualifié de bilatere.

3. Tout idéal d’un anneau A est un sous-anneau de A.

Exemple 4.7.10
1. Si (A, +,) est un anneau, alors pour tout c€ A, on a

I =cA={c-a:ae A},

est un tdéal a droite de A et

L=Ac={a-c:a€ A},

est un idéal a gauche de A. En effet,
Pour I :
(i) L’élément neutre pour l'addition dans A est 04. Alors

C'OAZOA.

Comme 04 € A, il en résulte que 04 € 1.
(ii) Soient x,y € Iy, alors par définition de I, il existe ay,as € A tels que

r=cC-a,y=cC-as.

On obtient
r—y=c-a;—c-ay=c-(a;—as).

Comme (a1 — ag) € A, il en résulte que x — y € 1.
(7ii) Maintenant, montrons que I est stable pour la multiplication & droite par des éléments de A.
Soient x € I,a € A, alors par définition de Iy, il existe aq € A tels que

T =c-a.
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On obtient
x-a=(c-a))-a=c-(a;-a).

Comme (a1 - a) € A, il en résulte que x - a € I,. Par conséquent, I; est bien un idéal a droite de A.
De la méme maniére, nous pouvons montrer que Iy est bien un idéal a gauche de A.
2. Dans Uanneau (F(R,R), +,.), l'ensemble des applications qui s’annulent en O est un idéal,

I={feFR,R): f(0)=0}.

3. Les idéaux de l'anneau (Z,+,.) sont les parties de 7 de la forme I = nZ avec n € N. En effet :
Les sous-groupes de (Z,+) sont les parties de Z de la forme nZ avec n € N. Le fait que ces parties
soient absorbantes est immédiat.

4. Dans tout anneau A, les sous-groupes triviauz A et {04} sont des idéauz (des idéauz bilatéres de A).

Exemple 4.7.11 (Annulateur d’une partie dans un anneau)
1. Soit S une partie non vide d’un anneau (A, +,-). On pose

Anngy(S) ={ae A, VseS:a-s=104,}

Anng(S) ={ae A)Vse S:s-a=104,}

Anngy(S) est appelé lannulateur d gauche de S dans A. Autrement dit, Anng(S) est l'ensemble des
éléments de A qui annulent tous les éléments de S lorsqu’ils sont multipliés a gauche.

Anng(S) est appelé Uannulateur a droite de S dans A. Autrement dit, Anng(S) est l’ensemble des
éléments de A qui annulent tous les éléments de S lorsqu’ils sont multipliés a droite.

On vérifie que, quelle que soit la partie non vide S de A, Anny(S) (resp. Anng(S)) est un idéal a
gauche (resp. da droite) de A. En effet :

(i) L’élément neutre pour laddition dans A est 04. Alors pour tout s € S,

OA'SZOA.

Comme 04 € A, il en résulte que 04 € Anngy(S).
(i1) Soient a,be Anngy(S), alors pour tout s € S

a-s=04 etb-s=04.

Par suite
(a—b)-s=a-s—b-s=04.

Donc a —b e Anngy(S).
(iii) Soient r € Anny(S),a € A, alors pour tout s € S,

(@a-r)-s=a-(r-s)=a-04 =04,

il en résulte que a -r € Anny(S). Par conséquent, Anng(S) est bien un idéal & droite de A.
De la méme maniére, nous pouvons montrer que Anng(S) est bien un idéal a gauche de A.

2. 8i Uanneau A est commutatif, on appelle annulateur d’une partie non vide S de A, [’idéal noté
Ann(S) tel que
Ann(S) = Anny(S) = Anng(S).

Par exzemple, si A =7 (I'anneau des entiers) et S = {2}, alors

Ann(S) = Anny(S) = Anny(S) = {0} .
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4.7.7 Opérations sur les idéaux d’un anneau

Les idéaux dans un anneau permettent une variété d’opérations qui aident a explorer et manipuler
la structure de ’anneau. Voici un résumé des principales opérations que 'on peut effectuer sur les
idéaux, comme l'intersection, la somme, et le produit.

4.7.7.1 Somme d’idéaux

La somme d’idéaux est une opération importante dans la théorie des anneaux et des idéaux. Elle
permet de combiner plusieurs idéaux pour obtenir un nouvel idéal.

Définition 4.7.12 Soient (A, +,-) un anneau et I,J deux idéaux de A de méme nature (i.e., deux
idéauz a gauche (resp. a droite (resp. bilatéres)), alors on appelle somme de I et J et on note I + J,
le sous-ensemble de A suivant

I+J={xeAJacletdbeJ:x=a+b}.

Autrement dit I + J est 'ensemble de toutes les sommes possibles d’un élément de I et d’un élément

de J.

Exemple 4.7.12 Considérons 'anneau (commutatif) des entiers Z et les idéaux I = 47 et J = 6Z,
ou 47, est l’ensemble des multiples de 4 et 6Z est [’ensemble des multiples de 6. La somme des idéauz
I et J est définie par

I+J={x=4n+6m:n,meZ}.

On peut simplifier cette expression en remarquant que
xr =4n + 6m = 2(2n + 3m).
Cela montre que chaque élément de I + J est un multiple de 2. En fait, on peut vérifier que
I+ J=27.

Donc, la somme des idéaux 47, et 6Z dans Z est l'idéal 27, I’ensemble des multiples de 2.

Remarque 4.7.11 Plus généralement, si Iy, Is, ..., I, sont des idéaur de A de méme nature, il en
est de méme de leur somme

I=L+L+..+L,={r1+x+..+x,:x1€1,x9€5,....;x, € L,}.
Lidéal Iy + Is + ... + I, contient Iy, 1, ..., I,.

Proposition 4.7.8 Si I, J sont deuz idéauzx a gauche (resp. a droite, bilatéres) d’un anneau (A, +,-),
alors I + J est un idéal a gauche (resp.a droite, bilatere) de A qui contient I et J.

Preuve. Démontrons la propriété dans le cas des idéaux a gauche (celui de droite étant similaire).
1. Il est clair que
Icl+JetJcl+J.

En effet, pour tout x € I (resp. J), on a

x=2+404,04€J (resp. x =04 + 2,04 € J).
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Par suite
rel+ J

2. Montrons maintenant que I + J est un idéal a gauche.
(i) L’ensemble I 4+ J est non vide car il contient 04 = 04 + 04.
(ii) Soient z,y € I + J, alors il existe (x1,y1) € I x J et (za,y2) € I x J tels que

T =21+ 1Yy ety =9+ yo.
On a donc, par commutativité et associativité de la loi +,
r—y=(x1—x2)+ (1 —y) €l +J,

car (x; — x5) € I puisque [ est un sous groupe de (A, +) et de méme pour (y; — y2) € J.
(iii) Soit a € A et soit z = x1 + y; € I + J, alors par distributivité de - par rapport a +,

a-r=a-(r1+y1)=a -x1+a-y,
comme a -z, € I puisque [ est un idéal a gauche de A et de méme a - y; € J, on a donc
a-rel+J

Ceci prouve que I + J est un idéal a gauche. On montre de méme que x-a € [ + J. O

4.7.7.2 Intersection d’idéaux

L’opération d’intersection d’idéaux est effectivement l'intersection au sens de la théorie des en-
sembles. Lorsque ’on parle de l'intersection de deux ou plusieurs idéaux dans un anneau A, on prend
simplement l'intersection des ensembles correspondants.

Définition 4.7.13 L’intersection de deux idéauz I et J dans un anneau (A, +,-) est définie comme
l’ensemble des éléments qui appartiennent a la fois a I et a J. Formellement, l'intersection I n J est

InJ={xeA:xeletxel}.

Exemple 4.7.13 Considérons l'anneau (commutatif) des entiers Z et les idéaux [ = AZ et J = 6Z,
alors l'intersection

InJ={xeZ:x estun multiple de 4 et un multiple de 6} .

Pour un entier x dans I nJ, x doit étre divisible a la fois par 4 et par 6. Pour trouver cet ensemble,
nous devons déterminer le plus petit commun multiple (PPCM) de 4 et 6. Donc, le PPCM de 4 et 6
est 12. Cela signifie que tout multiple de 12 est da la fois un multiple de 4 et un multiple de 6. Ainsi

InJ=127.

Proposition 4.7.9 Soit (1;),.; une famille non vide d’idéaux a gauche (resp. a droite, bilatéres)

d’un anneau (A, +,-), alors Uintersection (\1I; est un idéal a gauche (resp. a droite, bilatére) de A.
i€J

Preuve. La preuve est la méme que pour les sous-anneaux. Démontrons la propriété dans le cas
des idéaux a gauche (celui de droite étant similaire). Soit donc (I;),.; une famille d’idéaux a gauche
de A. Posons I = (I; I'intersection de tous les I; . On sait déja que I est un sous-groupe additif en

e
tant qu’intersection d’une famille de sous-groupes. Soient a € A et x € I, on a a - x € I; pour tout
i € I puisque I; est un idéal a gauche, et donc a - x € I. Ce qui prouve que I est un idéal a gauche
de A. On prouve de méme que x - a € (I;. O
ieJ
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Remarque 4.7.12

1. De maniere générale, une réunion d’idéauxr n’est pas un idéal, par exemple 27 w 37 n’est pas un
idéal de 7.

2. 8t 1 et J sont des idéauz, pour que I U J soit un idéal, il faut, et il suffit, que [ < J ou J < I.

4.7.7.3 Produit d’idéaux

Le produit de deux idéaux dans un anneau est une autre opération importante qui joue un role
central dans I’étude de la structure des anneaux. Cette opération permet de combiner les éléments
de deux idéaux pour former un nouvel idéal.

Soient I, .J deux parties non vides d'un anneau (A, +, ). En général, I'ensemble
P=V{ij:iel, jeJ},
n’est pas un idéal de A et ceci méme si I et J sont des idéaux de A.

Prenons l'anneau commutatif Z[X |, I'anneau des polynémes a coefficients entiers. Considérons
deux idéaux I et J dans cet anneau suivants

I'=(2,X)={2P +XQi:P,Q € Z[X]},
J = (3,X> = {3P2+XQ23P2,Q2€Z[X]}.
Alors
P = {TI'TQ:TlEI,TQEJ} = {(2P1+XQ1)(3P2+XQ2)ZPl,Ql,PQ,QQEZ[X]}

= {6P1P, + (2P1Q2 + 3P2Q1) X + Q1Q2X" : P, Q1, P>, Q2 € Z[X]} .
Il n’est pas difficile de constater que
CL1=XQEPC&I‘(Q1=1=Q2,P1=P2:O),

et
CL2=6EPC&I'(P1:P2=1,Q1:0:Q2).

Mais d’autre part, on doit avoir X2 + 6 ¢ P. Par 'absurde, si X? + 6 € P, on doit pouvoir écrire
X2 +6 = (2P1 + XQl) (3P2 + XQQ) = 6P1P2 + (2P1Q2 + 3P2Q1) X + X2Q1Q2,
pour des éléments P;, Q1, P2, Q2 € Z[X]. On développe alors le membre de droite pour obtenir

Q1Q2=1= PP,

Il s’ensuit que
-Pi = $17Qz = $17

pour chaque i € {1,2}. Ceci donne 2P,Qs + 3Q1 P> + 0, ce qui est contradiction. Cet exemple montre
que I’ensemble
P = {Tl 'TQZTl E],TQEJ},

n’est pas un idéal de Z[X], méme si I et J sont des idéaux. Le probleme réside dans le fait que P
n’est pas stable sous I’addition, une propriété essentielle pour étre un idéal. Pour obtenir un véritable
idéal, on doit prendre le produit des idéaux I et J, qui est défini comme I’ensemble des sommes finies
de produits 77 - T5. Alors, on considere la définition suivante.
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Définition 4.7.14 (Produit d’idéauz)
Soient I, J deuz idéauz d gauche (resp. a droite, bilatéres) d’un anneau (A, +,-). On appelle produit
de I et J l'idéal 1J défini par

IJ = {x:Zz’kjk:meN*,ikeI,jkeJ,sz1,m}.
k=1

Autrement dit, 1J est l’ensemble de toutes les combinaisons linéaires finies des produits d’éléments
de I avec des éléments de J.

Remarque 4.7.13 Le produit des idéaux dans un anneau (A, +,-) n'est pas généralement commu-
tatif, sauf si 'anneau A lui-méme est commutatif. En effet,

0Si A n’est pas commutatif, il n’est pas nécessairement vrai que i -j = j -1 pour tousi € I et j € J.
e Par conséquent, il se peut que IJ & JI. Le produit des idéaux dépend de l’ordre des facteurs, et
donc le produit des idéaux peut ne pas étre commutatif.

Corollaire 4.7.3 Si I,J sont deux idéauzx de (A, +,-) de méme nature. Alors le produit de I et J
est un idéal. De plus IJ < I n J.

Preuve. Montrons la propriété dans le cas des idéaux a gauche (celui de droite étant similaire).
1. L’ensemble IJ est non vide car il contient 04. En effet

OAEI,OAGJEOA-OAZOAEIJ.

De plus si
v =Dk Jrineljre JneN,
k=1
y =i gieI,j € J,meN*,
=1
Alors

Ty = Zlk " Jk —Zisz/ = Zlk 'jk+2(—i§) i
k=1 =1 k=1 =1
En posant, pour k allant de (n + 1) & (n + m),

{ ik = —1}_,
n+m
Ty = Z U Jk-
k=1
Cette somme est une combinaison finie de produits d’éléments de I avec des éléments de J, et donc

xr — y est aussi un élément de I.J. Par conséquent I.J est un sous groupe de (A, +).
Enfin, pour tout a dans A, on a

a'xza-zik-jk= Z(a-ik)‘jkeﬂ,
k=1 k=1
puisque chaque a - i (resp. ji) est un élément de I (resp. de J). Ceci prouve que I.J est un idéal a
gauche.
On montre de méme que = -a € IJ.
2. Soit = > iy - jx un élément de I.J. Pour chaque k, on a iy - ji est un élément de I puisque I est

k=1
un idéal & gauche et stable sous la multiplication par des éléments de A ( jx € A car J < A). Comme

I est de plus stable par la somme, I.J est bien contenu dans /. Par symétrie du réle joué par I et J,
on a aussi IJ est contenu dans J et donc IJ est contenu dans I n J. ]
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4.7.7.4 Propriétés des opérations sur les idéaux

Désignons par Z, (resp. Zy,Z) l'ensemble des idéaux a gauche (resp. a droite, bilateres) d’un
anneau (A, +,-). L’étude faite dans les paragraphes précédents montre que 'intersection, la somme
et le produit des idéaux définissent des lois de composition dans les ensembles Z,, Z;,7; ces lois
vérifient les propriétés suivantes :

Proposition 4.7.10 (A, +,-) étant un anneau, quels que soient I, J, K, dans L, (resp. Z4,T), on a

1.

InJ=Jnl,I+J=J+1.
2.

InJ)nK=In(JnK).
3.

I+ )+ K=I1+(J+K).
4.

(IJ)K =1(JK).
5.
I(J+K)=1J+IK,(I+J)K =1K + JK.

Preuve. La preuve est laissée comme un exercice au lecteur. ]

Remarque 4.7.14

1. La proposition exprime que dans I, (resp. Ly,T), les opérations "intersection"” et "somme"
sont commutatives et associatives, le produit est associatif et distributif a droite et a gauche par
rapport da la "somme". Le "produit” des idéaux n’est commutatif que si 'anneau A est commutatif.

2. L’associativité du produit des idéaux implique que pour tout idéal a gauche, a droite ou bilatere de
(A, +,-) et tout n > 1 dans N, l"idéal I" est défini inductivement par

" =10"t =

Proposition 4.7.11 Soient (A, +,), (B, +,) deuz anneauz et f : (A, +,-) — (B, +,-) un mor-
phisme d’anneauzx. Alors

(1) ker(f) est un idéal bilatére de A.

(2) Si J est un idéal a gauche (resp. a droite (resp. bilatére)) de B, alors f~*(J) est un idéal a gauche
(resp. a droite (resp. bilatére)) de A.

(3) Si f est surjective et I un idéal a droite (resp. a gauche, bilatére) de A, alors f(I) est un idéal d
droite (resp. a gauche, bilatére) de B.

Preuve. On va prouver les cas des idéaux a gauche. Les cas a droite se traitent par symétrie et les
cas bilateres s’en déduisent.

1. On sait déja que ker(f) est un sous-groupe de A pour I’addition, il suffit de vérifier qu’il est stable
par multiplication a droite et & gauche par un élément de A. Or clairement, si = € ker(f) et a € A,
on a

fla-z) = fla)- f(x) = fa) - 04 = 04

Il en résulte que a - x appartient & ker(f).
Par ailleurs

f(z-a)=f(z)- fla) =04 fla) = 04,
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ce qui entraine
x - a € ker(f).

Par conséquent ker(f) est un idéal bilatére de A.

2. Sous les hypotheses de (2), f~1(J) est un sous-groupe additif de A comme image réciproque d'un
sous-groupe additif de B par un morphisme de groupes.

Par ailleurs, soient a € A et z € f~*(J)(i.e, x € A), on a

fla-z) = fla)- f(x),

avec f(a) € B et f(x) € J, donc f(a-x) € J puisque J est un idéal a gauche de B, c’est-a-dire
a-xe f~1J). Ceci prouve que f~1(J) est un idéal & gauche de A.

3. Supposons que f est surjective et soit I un idéal & gauche de A, alors f(I) est un sous-groupe de
B. Par ailleurs, soient y € f(I), c € B, alors

{ Jiel: fi)=y
Jdae A: f(a) =c,

donc

c-y=fla)- f(i) = fla-i).
Puisque i appartient a I, a -7 appartient a I. Il en résulte que c-y = f(a - i) appartient a f(I) et le
résultat s’ensuit. ]

Remarque 4.7.15 Notons que si f n’est pas surjective, ['image directe d’un idéal de A par f n’est
pas forcément un idéal de B (prendre pour f linjection canonique de 7 dans Q). Par contre l'image
Im(f) de f est un sous-anneau de B. De plus pour tout idéal I de A, l'image directe f(I) est un
idéal de Uanneau f(A) = Im(f).

4.8 Corps

Les corps sont des structures centrales en algebre et en mathématiques en général, avec des
applications profondes en algebre linéaire, en théorie des nombres, en géométrie, en analyse, ainsi que
dans diverses branches de la physique et de I'informatique. Un corps est défini comme un ensemble
muni de deux opérations internes qui permettent d’effectuer des additions, des soustractions, des
multiplications et des divisions (sauf par zéro). Plus précisément, un corps se compose de deux
opérations : I’addition, notée +, et la multiplication, notée -, qui doivent satisfaire certaines propriétés.
Ces propriétés constituent essentiellement une combinaison des caractéristiques des anneaux et des
groupes.

Définition 4.8.1 On considére un ensemble K non vide muni de deux lois de composition interne,
notées + et -.

1. On appelle corps (K, +, ) un anneau unitaire, non réduit a {04} dans lequel tout élément non nul
x £ 04 posséde un inverse. Ceci peut étre exprimé de maniére plus modulaire comme suit :

(K, +,-) est un corps si et si

(i) (K, +) est un groupe Abélien.

(ii) (K*,-) est un groupe.

(iii) La multiplication - est distributive a gauche et a droite par rapport a l'addition +.

2. Un corps (K, +,-) est dit commutatif si et seulement si la loi de multiplication - est commutative.
Cela signifie que pour tous les éléments x et y du corps K, on a
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Exemple 4.8.1

1. (Q,+, ), (R, +,-), (C, +, ) sont des corps commutatifs (fameuz).

2. L’ensemble (Z,+,-) n'est pas un corps car la plupart des éléments de Z* ne sont pas inversibles :
par exemple, il n’existe pas d’entier relatif n tel que 2-n =1 donc 2 n’est pas inversible.

4.8.1 Sous-corps

Un sous-corps d’un corps est un concept fondamental en algebre, particulierement dans ’étude
des structures algébriques et des extensions de corps. Un sous-corps est un ensemble d’éléments qui
satisfait aux mémes propriétés quun corps complet, mais qui est contenu dans un corps plus grand.

Définition 4.8.2 On appelle sous-corps d’un corps (K, +,-) un sous-ensemble L de K qui est lui
méme un corps par rapport a l'addition et a la multiplication de K. On dit aussi que K est un
sur-corps ou une extension du sous-corps L.

De maniere équivalente, cette définition peut s’écrire comme suit.

Définition 4.8.3 Soit (K, +,-) un corps. On appelle sous-corps de K tout sous-anneau unitaire L
de K tel que linverse de tout élément non-nul de L appartienne a L. On a donc

L est un sous-corps de K <= < jj) (L,+,-) est un sous-anneau de l'anneau (K, +,")
jjj) Ve e L* 71 e L.

SCh)
SCy)Ve,ye L:x—yeL
SCs)Ve,ye L:x-yeL
SCy)Vxe L* :ax7 e L.

SCl) OK,lKEL
< SCy) Vx,yeL:x—yelL
SC3) Ve e L,Vye L* :x -y telL.

OK,lK el

Remarque 4.8.1 Ainsi un sous-ensemble L de K est un sous-corps si L est un sous-groupe additif
de K (pour Uaddition de K) et si L* = L — {04} est un sous-groupe multiplicatif de K* .

Exemple 4.8.2

1. Dans (Q,+,-), (R, +,-), (C,+,-), chacun est un sous-corps du suivant.
2. Le seul sous-corps de (Q, +,-) est lui-méme.

3. L’ensemble

Lz{x=r+3\@:r,se(@},

est un sous-corps de (R, +,-) noté Q (\/5)
4. L’ensemble

Lz{xzr—l—sﬁ:r,seZ},

n’est pas un sous-corps de (R,+,-) car x = 2 + /2 € L n'est pas inversible dans L (xz7" = % =

~iV2¢ L)
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Proposition 4.8.1 Soit (K, +,-) un corps. Si (L;)icr est une famille de sous-corps de K, alors () L;
el
est un sous-corps de K. Autrement dit toute intersection de sous-corps du corps K est un sous-corps

de K.

Preuve. Comme cette propriété est déja vraie pour les anneaux unitaires, I'intersection des sous-
corps de K est un sous-anneau unitaire de K. Soit x un élément non nul de cette intersection. Dans
chacun des sous-corps, cet élément est inversible dont l'inverse correspond a =1, I'inverse de = dans
K. Ainsi 27! est dans chacun des sous-corps et x est inversible dans l'intersection qui est donc un
sous-corps de K. O

es corps possedent une propriété fondamentale énoncée de maniere simple : "un produit est nul
si et seulement si I'un des facteurs est nul". Cette caractéristique est essentielle et distingue les
corps des autres structures algébriques, comme les anneaux, ou des diviseurs de zéro peuvent exister.
Dans un corps, ’absence de diviseurs de zéro garantit cette propriété essentielle, ce qui assure des
comportements multiplicatifs bien définis et prévisibles.

Proposition 4.8.2 Tout corps est un anneau intégre.

Preuve. Soit donc un corps K. Soient x,y € K tels que = - y = Og. Pour satisfaire 'intégrité au
sens de la Définition nous devons montrer que z = Og ou y = Ok.

Supposons premierement que x # Og et cherchons a montrer que y = Og. Puisque K est un corps,
I’élément = € K* est inversible dans K, c’est-a-dire qu’il existe un élément, noté =1, tel que

x-x_lzx_1~a:=1K.

1

Multiplions alors 1’égalité x - y = Og a gauche par x™", ce qui nous donne

vt (vey) =27t Ok
Par suite
(s a) = 0,
et donc nous obtenons bien y = Ok.
Deuxiémement, si nous supposons y # Ok, le méme argument (symétrisé) donne = = Ok. ]

Dans un anneau, un élément ne possede pas nécessairement de symétrique par rapport a la
deuxieme loi (ou d’inverse puisque la deuxiéme loi est notée multiplicativement). Il est a noter que
I’élément zéro est absorbant. Il ne peut donc pas étre inversible. Considérons par exemple ’ensemble
quotient Z/47 = {O, 1,2, 3} muni des lois @ et ®, on obtient

ololi]2]3
olololo]o0
110[1]2]3
210[210]2
310[3[2]1

Il est immédiat d’aprés la table de multiplication que les classes d’équivalence 1 et 3 possedent des
inverses

(i) =iet 3)" =3,
ol (i)fl et (3)71 désignent les inverses respectifs de 1 et 3 pour la loi ®. En revanche, la classe
d’équivalence 2 ne possede pas d’inverse puisque

VpeZ/AZ : 20 p + 1.

Le résultat suivant fournit un exemple important de corps.
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STRUCTURES ALGEBRIQUES

Théoreme 4.8.1 Pour tout entier n = 2, On a

1. Soit a € Z. Dans l'anneau Z/nZ 1’élément a est inversible si et seulement si a et n son premiers
entre eur.

2. L’anneau Z/nZ est un corps si et seulement si n est un nombre premier.
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Chapitre 5

Anneau des polyndomes

Enfin, ce chapitre se concentre sur les polynémes, leurs propriétés, les opérations sur eux, et leur
factorisation. Les notions d’irréductibilité et de division euclidienne sont aussi traitées, ainsi que les
racines de polyndmes et leurs multiplicités. Dans tout ce chapitre, (K, +,-) désigne un corps (En
pratique, le plus souvent, K = R ou C).

5.1 Polynéme a une indéterminée a coefficients dans K

Un polynoéme a une indéterminée a coefficients dans K est une expression algébrique formée par
une somme de termes de la forme a, X", ou X est une indéterminée, a,, est un coefficient pris dans
un corps K, et n est un entier naturel. Le concept des polyndémes a une indéterminée est fondamental
en algebre, en particulier dans 1’étude des structures algébriques comme les anneaux et les corps.

Définition 5.1.1 (Polynéme en termes de suites)

1. On appelle polynoéme d une indéterminée (souvent notée X ) a coefficients dans K toute suite
presque nulle d’éléments de K, c’est-a-dire toute suite d’éléments de K nulle a partir d’un certain
rang .

2. 8i (an)nen est un polynéme a coefficients dans K, alors

dkeN,Vn > k:a, = Og.

On note P = (ag, ay, ..., ag, Ok, Ok, ...), et les éléments ag, ay, ..., ap sont appelés coefficients du poly-
nome P.

Notation 5.1.1 L’ensemble des polynomes a coefficients dans K est noté K[X]| si on choisit de
noter X l’indéterminée.

Définition 5.1.2 (Polynéme constant, polynéme nul, mondéme)

1. On appelle polynome constant de K[X] tout polynome P = («,0k,0Ok,...) avec a € K. Un tel
polynome sera simplement noté «, c’est-a-dire tout polynome dont les coefficients sont nuls a partir
du rang 1. On a donc

ag = Q,

Yn>1:a, = 0.
Un polynome constant est ainsi associé a une suite constante presque nulle, avec uniquement le
premier terme non nul, et tous les autres termes étant Og. Ce type de polynome ne dépend pas de
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lindéterminée X.

2. Le polynome nul, noté généralement Ogx) = 0, est le polynome dont tous les coefficients sont nuls.
Il est associé a la suite nulle (Og, Ok, Ok, ...).

3. On appelle monome la suite (a,)neny € KN telles que

dnge N,Vne N:n £+ ng— a, = Ok.

Cela signifie qu'un monome est une suite ot un seul élément a,, est non nul, tandis que tous les
autres termes a,, sont nuls.

Définition 5.1.3 (Notation polynomiale, forme d’un polynéme)
1. Tout polynome P peut s’écrire de facon unique sous forme

+00
P=>a,X",
n=0

0l (an)nen est une suite presque nulle d’éléments de K, appelée suite des coefficients de P (la suite
des coefficients de P est donc unique).

2. Les polynémes de la forme aX* pour k € N et a € K sont appelés monomes. Cela signifie que
tout polynome peut étre exprimé comme une somme de monomes, ot les puissances de l'indéterminée
sont écrites de maniere explicite, et chaque monome a un coefficient non nul dans un corps K.

m

Remarque 5.1.1 Pour un polynéme P = > a, X*, on compléte parfois la suite (a,)nen des coeffi-
k=0

cients de P en posant a,, = 0 sin > m. On peut alors écrire

m +00
P = :g:ak)(k ==:E]ak)(k.
k=0 k=0

Exemple 5.1.1

1. Le polynome constant P =5 est associé a la suite constante de coefficients (5,0,0,0,...).

2. Le monéme 2X correspond a la suite de coefficients (0,2,0,0,0,...).

3. Le polynome P = 3X3 —2X2 +4X + 7 est associé a la suite de coefficients (7,4, —2,3,0,0,0,...).

Définition 5.1.4 (Identification des coefficients)

Deux polynomes P = (ap)nen € K[X] et Q = (bn)nen € K[X] sont dits égaux ou identiques si et
seulement si leurs coefficients correspondants sont égaux pour toutes les suites presque nulles (ay)nen
et (bp)nen- En d’autres termes,

+00 +00
ZanX” - anxn «—=VneN:a, =b,.
n=0 n=0

Exemple 5.1.2 Soit P = 2X? —9X? + 13X — 6. On demande de déterminer des réels a,b et c tels
que
P=(X—-2)(aX?*+bX +c¢).

Pour que cette équation soit vraie pour tous les X, les coefficients correspondants doivent étre égau.
Alors on développe

(X —2)(aX? +bX +¢) = aX?+ (b—2a)X? + (¢ — 20) X — 2c,
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et donc, par identification, on a

a=2
b—2a=-9
_ _ 2
P=(X-2)(aX*+bX +¢) < c9h—13
—2c = —6.
On résout ce systéme et on trouve comme unique solution le triplet (a = 2,b = —5,¢ = 3).

Les concepts de polyndéme pair et de polynéme impair sont analogues aux notions de fonctions
paires et impaires. Un polyndéme peut étre classé comme pair ou impair en fonction de la parité de
ses puissances dans son expression développée.

Définition 5.1.5 (Parité -Polyndéme pair/impair-)
+o0
Soit P = Y, a,X™ un polynome de K[ X].

n=0
1) On dit que P est pair lorsque
P(-X) = P(X).

Cela signifie que le polynome reste inchangé lorsque l'on remplace X par —X.
2) On dit que P est impair lorsque
P(-X) =—-P(X).

Cela signifie que le polynome change de signe lorsque 'on remplace X par —X.

Exemple 5.1.3 (Exemples de polynémes pairs et impairs)
1. Considérons le polynome suivant

P(X)=4X*+3X?+1.
Si nous remplagons X par —X, nous obtenons
P(—X) =4(-X)"+3(-X)* +1 =4X" +3X* + 1 = P(X).
Ainsi, P est un polynome pair.
2. Considérons le polynome suivant
Q(X) =5X°—2X.
Si nous remplagons X par —X, nous obtenons
Q(—X) =5(—X)* —2(—X) = —5X° + 2X = —Q(X).
Ainsi, Q est un polynome impair.

Comment caractériser la parité (respectivement l'imparité) d’un polynéme a I’aide de ces coeffi-
cients ?.

Théoréme 5.1.1 (Caractérisation de polyndémes pairs/impairs)
Soit P = (ay)nen un polynome de K[ X].
1) On dit que P est pair si et seulement si, tous ses coefficients d’indice impair sont nuls, on a donc

YneN: Aop+1 = OK

En d’autres termes, un polynome pair ne contient que des termes avec des puissances paires de X .
2) On dit que P est impair si et seulement si, tous ses coefficients d’indice pair sont nuls, on a donc

VYneN: ay, = Ox.

En d’autres termes, un polynome impair ne contient que des termes avec des puissances impaires de

X.
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+o0
Preuve. Si P = ) a,X"™ un polynéme de K[X], on a alors

n=0

+00

P(-X) = > (-1,)"a, X"

n=0

Donc par unicité de ’écriture d’un polynoéme, on obtient

+00
P est pair <= P(X) — P(—X) = Ogpx] <= Y a, (1x — (—1x)") X" = Ox(x)
n=0

<= VneN:a,(1x — (—1x)") = 0k
<= VYneN:agy, 1 =0k

De méme
+0
P est impair <= P(X) + P(—X) = Ogx] <= Zan (Ix + (—=1x)") X" = Ogx]
n=0
= VneN: an, (1K + (_1K)n> = OK

< Vn e N: ay, = Ok.

O

Exemple 5.1.4 P, = X° + X de R[X] est impair et P, = X® + 4X* + 3X? de R[X] est pair. Par
contre, X3 + X? n'est ni pair, ni impair.

5.2 Opérations sur les polynomes et structures

Dans l'ensemble K[X], les opérations principales sont effectivement I’addition et les multiplica-
tions interne (ou produit de Polyndmes) et externe (ou scalaire). Ces opérations sont essentielles
pour travailler dans I'anneau de polynémes K[X] et sont utilisées dans de nombreuses applications
mathématiques et algébriques.

5.2.1 Addition de deux polynoémes

Pour additionner un polynéme a un autre, il faut additionner chacun des termes semblables du
second polynéme a ceux du premier et réduire I'expression algébrique obtenue. On obtient alors un
nouveau polynéme correspondant a la somme recherchée.

Définition 5.2.1 Soient P = (ay)nen €t Q = (by)nen deux polynomes de K[X]. On appelle somme
de P et Q (ou addition de P et Q) le polynome de K[X] noté P + Q) dont les coefficients sont

Cn = ap + by, Vn € N.

Autrement dit, la suite des coefficients de P+Q) est la somme de leurs suites de coefficients respectives.
On a ainsi défini une premiére loi (de composition) interne sur K[X] notée +.
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n +00 m +00
Remarque 5.2.1 Si P = Y q; X% = Y 3 X% et Q = D 0, X = > 0, X*, alors
k=0 k=0 k=0 k=0

max(m,n) +o0
P+Q= > (ax+b)X" =) (ar+bp) X",
k=0 k=0

Exemple 5.2.1
1. Soient P = (1,1,1,0,...) et Q = (0,2,3,—1,...) deux polynémes de R[X]. On a

P+Q=(1,1,1,0,..) +(0,2,3,—1,..) = (1,3,4,—1,0,0,...).
2.8 onaP=5X?-3c¢etQ=2X3-5X?+7X + 1 deuz polynéomes de R[X], alors on a
P+Q=0+2)X’+(B-5)X*+0+7) X +(-3+1)=2X>+7X —2.
Remarque 5.2.2 Remarquons que l'addition + est une loi de composition interne sur K[X]. En
effet, soient P = (ay)nen €t Q = (by)nen deux polynomes de K[X], alors il existe Ny, Ny € N tels que
YneN:n> N, = qa, = O.

VneN:n> Ny = b, = O,

done, en posant N3 = max (N1, No) € N, on a
VneN:n> N3 = a, =0, = O,

par suite
VneN:n> N3 = q, + b, = Ok.

Il s’ensuit que P + Q définie ci-dessus est bien un polynome ( P+ Q € K[X]). Cela explique en quoi
la loi + est bien interne dans K[X]. Ceci montre que K[X] est une partie de KN stable pour +.

5.2.1.1 Structure de groupe commutatif sur K[X]

L’ensemble des polynomes K[X], muni de l'addition de polyndmes, forme un groupe additif
commutatif (ou groupe abélien). Les éléments du groupe sont les polynémes, I'opération de groupe
est I'addition, 1’élément neutre est le polynéme nul, et chaque polyndéme posséde un inverse additif.

Proposition 5.2.1 L’ensemble K[X]| muni de loi + posséde une structure de groupe commutatif.

Preuve. L’addition définie sur I’ensemble des polynémes de K[ X | est une loi de composition interne
sur K[ X puisque I’addition +x définie sur le corps K est elle-méme une loi de composition interne sur
K. De plus, I'addition des polynémes possede les propriétés suivantes (qui se déduisent des propriétés
de l'addition sur K). Ainsi,

i) Elle est associative, c¢’est-a-dire que pour tous P, @, R € K[X], on a

(P+Q)+R=P+(Q+R).
En effet, on note

+00 400 +00
P=>0a,X"Q=>0bX"R=)c,X"eK[X].
n=0 n=0 n=0
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Alors

+00 +00 +00 +00 +00
(P+Q)+R~= (ZanX” + anX”> + X" =D (@ + b)) X"+ Y e X"

n=0 n=0 n=0 n=0 n=0
+00 T

= > ((an +b) + ) X" = (an + (b + ) X7
n=0 n=0

+00 +00
= > an X"+ ) (b + ) X7
n=0 n=0

+00 +00 400
- ZanX" + (anX” + chX">
n=0 n=0 n=0
=P+ (Q+R).
ii) Elle admet un élément neutre dans K[X]. C’est le polynéme Ogyxj car
VPEK[X]P+OK[X] ZOK[X]+P=P.

iii) Tout polynéme P = (a,)neny € K[X] admet un symétrique dans K[X] qui est le polyndéme
(—P) = (—apn)nen € K[X]. En effet, on vérifie que 1'on a

iiii) Elle est commutative, pour tous P = (a,)nen €t Q = (bn)nen € K[X],

P+Q= (an + bn)neN = (bn + an)nEN = (bn>n€N + (a”)neN =Q+P

5.2.2 Produit de deux polynémes

Dans le contexte de la multiplication ou produit de polynomes, il existe effectivement deux types
de multiplications distinctes : la premiere est la multiplication externe ou multiplication scalaire.
C’est un exemple de multiplication d’un vecteur par un scalaire. La deuxieme est la multiplication
interne ou produit de polynémes.

Considérons deux mondmes P = a,,X™ et @ = b, X"*. Si 'on interpréte ces deux mondmes
comme des fonctions de la variable réelle ou complexe X, il est naturel de définir le produit de P
par () comme étant le mondéme PQ = a,,b, X™*. Plus généralement, on définit le produit de deux
polynomes de la facon suivante.

Définition 5.2.2
1. Soient P = (ap)nen €t Q = (bp)nen deux polynomes de K[X]. On appelle produit de P et Q le
polynome de K[X], noté P-Q (ou plus simplement PQ) dont le coefficient d’indice n est défini par

VYneN:c, = iakbn_k = Z a;b;.
k=0

i+j=n
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Remarque 5.2.3
1. La définition précédente peut aussi s’écrire

n n
YneN: Cp = Zakbn,k = Zan,kbk.
k=0 k=0

2. Attention la multiplication définie dans K[X] n’est pas la multiplication terme d terme des suites
définie dans KN,

Exemple 5.2.2 Le polynéme P noté 3X? +2X + 5 de R[X] est formellement la suite (ap)nen telle
que ag = 5,a7 = 2,a9 = 3 el a, = 0 pour tout n = 3, c¢’est-a-dire la suite (5,2,3,0,0,0,...). Le
polynome Q noté X3 — 2X est la suite (b, )nen dont les premiers termes sont (0,—2,0,1,0,0,...). Le
polynéme produit PQ, selon la définition, correspond d la suite (¢, )nen telle que

n
Cp = Z akbn_k.
k=0

Telles que
Co = ao.bo =50=0

¢1 = ag.by +a;.bg =5.(—-2)+2.0=-10
¢y = ag.by + a;.by + ag.bg = 5.0+ 2.(-2) + 3.0 = —4
c3 = ag.bs + a1.by + as.by + azby =5.1+2.0+3.(—-2) +0.0 = —1
¢y = ag.by + a1.b3 + as.by + azby + asbg = 5.0+ 2.1 + 3.0+ 0.(—2) + 0.0 = 2
cs = ag.bs + a1.by + as.by + asbs + agby + asbp = 5.0+2.0+3.14+0.0+0.(—2) +0.0=3

cn = 0 pour tout n = 6,

et les coefficients suivants sont tous nuls, donc PQ est ce que l'on note habituellement 3X° + 2X* —
X3 —4X?—10X. On peut vérifier qu’en calculant (3X? +2X +5)(X? —2X) avec les régles usuelles,
on obtient le méme résultat.

Le produit de deux polynomes est équivalent au polyndéme obtenu en multipliant chaque monoéme
de T'un par chaque monoéme de l'autre et en faisant la somme des monomes obtenus. Le produit
de plusieurs mondmes s’obtient en effectuant le produit des deux premiers, puis celui du polynome
obtenu par le troisieme et ainsi de suite.

Définition 5.2.3 (Puissance d’un Polynéme)
1. Soient P = (ap)nen un polynome de K[X| et m un entier positif. La puissance m —iéme de P est
définie par
P*"=pP-P-.-P.
m fois
On peut alors observer que X™ désigne le polynome dont le coefficient de degré m est 1 et les autres
sont 0.
2. Cas particuliers,
P° = 1g[x (polynome constant)

Pl =P

Exemple 5.2.3 Prenons le polynome P = X + 2 de R[X], calculons P3. On a
PP=P-P.-P=(X+2)(X+2)(X+2)=8+12X +6X* + X°.
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5.2.2.1 Structure d’anneau sur K[X]

L’ensemble des polyndmes a coefficients dans un corps K, noté K[X], possede une structure
d’anneau. Cette structure combine deux opérations fondamentales : 'addition et la multiplication
des polynomes, tout en respectant certaines propriétés algébriques.

Proposition 5.2.2 L’ensemble (K[X], +,) muni de l'addition + et de la multiplication - des poly-
nomes est un anneau unitaire (commutatif si K est un corps commutatif).

Preuve.

1. Nous avons déja vérifié que I'ensemble K[X] muni de loi + possede une structure de groupe
commutatif.

2. Maintenant, on vérifie que le produit de deux polynomes est bien un polynéme (la multiplication -
est une loi interne sur K[X]). En effet, soient P = (a,,)nen €t Q = (by)nen deux polynomes de K[X],
alors

(1) Si P = O]K[X] ou Q = OK[X], alors P - Q = OK[X] € K[X]

(ii). Si P # Ogpx] et @ + Og[xj, alors il existe deux entiers naturels n; et ny tels que

VneN:n>n = a, = O,

YneN:n>ny =0, = 0.

Posons n3 = nq + ny. Alors pour tout n > ns, on a

n nzy—1 n
Cp = Zak;bn—k; = Z apbp_1 + Z bt
k=0 k=0 k=ns

Par suite, pour tout k € {0,1,...,n}, si K > ny, on a
ap = OK7

et si k < ny, alors

donc
bn—k - OK
Par conséquent
nz—1 n
Cp = Z apOg + Z Orb,_r = Ok
k=0 k=ns

ceci prouve que P - Q = (¢,)nen € K[X].

3. 1l reste alors a établir que la multiplication des polynémes possede les propriétés suivantes :
commutative, associative, distributive par rapport a I’addition et qu’elle admet un élément neutre.

(j) Elle est commutative si K est un corps commutatif : Pour tous P = (a,)nen, @ = (bn)nen € K[ X],

P Q = (Cn)m
telle que

YneN:¢c, = Zn:akbn,k = Z a;b;.
k=0

i+j=n

En utilisant le fait que la loi - de K est commutative, on obtient

YneN:¢c, = Z bja; = ibkan_k,
k=0

jti=n
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donc

P-Q=Q-P

(jj) Elle est associative : Pour tous P, @, R € K[X],

En effet, on note

(P-Q)-R=P-(@Q R).

P = (pp)neny € K[X], Q = (¢n)nen € K[X], R = (1) nen € K[X].

Alors

ou

Puis

ou

et (Q : R) = (fn)n€N> ou

Puis P (Q - R) = (gn)nen

On a, pour tout n de N,

VneN:d, = Zpkqn_k.

k=0

(P ’ Q) R = (en)neN7

VYneN:e, = dern_k.
k=0

VneN: f, = ZQan—k-
k=0

VneN:g, = Zpkfn—k~
k=0

i+m=n

= Z pi(Qka)Z Z

i+(j+k)=n (i+7)+k=n

¥ (zpiqj) .

st+k=n \i+j=s

= Z dery = €.

s+k=n

gn =

5 (2 on)

i+m=n Jj+k=m

(pin) Tk

Si on utilise la distributivité de la multiplication par rapport a 1’addition dans K et ’associativité de
ces lois dans K, on trouve les deux polynomes (P - Q) - R et P-(Q - R) sont égaux. Ceci prouve

(P-Q)-R=P-(QR).

(jij) Elle est distributive (a gauche et a droite) par rapport a I’addition : Pour tous P, @, R € K[ X],

et

P-(Q+R)=(P-Q)+(P-R),

Q+R)-P=(Q -P)+(R-P).
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En effet, soient

P = (pp)nen € K[X], Q = (¢n)nen € K[X], R = (1) nen € K[X].

On note
D = (dp)nen =P (Q+R) et E=(en)nen = (P-Q)+ (P-R).

Alors pour tout n de N,
n n n
dn = Y Pk (Gt + Tnk) = Y Phlnk + D, PkTnk = €n.
k=0 k=0 k=0

Donc
P-(Q+R)=(P-Q)+(P-R).

Comme la multiplication est commutative, on en déduit que
(@+R)-P=P-(Q+R)=(P-Q)+(P-R)=(Q-P)+(R-P)

(jijj) Soit 1gxrx] = (1k, Ok, Ok, ..., Ok, ...) le polyndéme constant dont tous les coefficients sont nuls sauf
ag qui vaut 1. On vérifie facilement que pour tout P € K[X]

P 1K[X] = 1K[X] -P=P.

donc le polynéme lgyj est I'élément unité de I'anneaun K[X]. O

5.2.3 Multiplication d’un polynéme par un scalaire

La multiplication d’un polyndéme par un scalaire dans I'anneau des polynomes K[X] est une
opération simple mais essentielle. Cette opération consiste a multiplier chaque coefficient du polynome
par un élément du corps K, qui est le scalaire.

Définition 5.2.4 (Proposition)
Soient P = (ap)nen un polynome de K[X], et X\ un scalaire de K. On définit alors le polynome noté
AP de K[X] par

)\P = (/\an)neN-

Preuve. Il s’agit de montrer que la suite (Aay,)nen est presque nulle. En utilisant le fait qu’il existe
un entier naturel N € N tels que

VYneN:n>N = a, = Ok.

Par suite
VneN:n> N = \a, = Ox.

Ceci prouve que AP = (Aay)neny € K[ X]. O

La multiplication d’un polynéme de K[X] par un élément de K ne définit pas une loi interne sur
K[X] mais une loi externe sur K[X]. On l'appelle produit externe. Alors I'ensemble K[X] est stable
par la loi externe a domaine d’opérateurs K sur K[X]. Cette loi possede les propriétés suivantes.
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Proposition 5.2.3 L’anneau (K[X], +, ) vérifie les propriétés supplémentaires suivantes pour tout
(a,8) e K? et (P,Q) € (K[X]) :
1. (o+p)-P=a-P+p3-P
22a-(P+Q)=a-P+a-Q.

3. (a-pB)-P=a-(p-P).

4 — P.

5.0-(P Q) =(aP)Q

Preuve. On note

P = ZanX" e K[X],Q Zb X" e K[X].
n=0 n=0
1. Soient (o, 8) € K2, Alors
+00 +00 +00
(a+B)-P=(a+p)- ZanX” = Z (a4 B)a, X" = Z (aay, + Ba,) X"
n=0 n=0 n=0

+o +00
=a~2anX"—|—B-2%X"=o¢-P+5~P.

n=0 n=0
2. Soit a € K, alors

a-(P+Q)=a- (ZanX”Jer X”>= +2 n + by)

+00 +00 +00
(va, +aby) X" =a- Y a, X"+a- > b X"=a -P+a-Q.
ne0 —0 —0

3. Soient (a, 3) € K2, alors

(a-B)-P=(a-p)- <Zanxn> zz_:(a-ﬂ)-anX”

400 To
2204-(6-%))(”:04-2(6-%))(
n=0 n=0
:(1.(6._P).
4. 11 est clair que
+00
P=1g- ZanX” Z (Ix - an) X" = Y a, X" = P,
n=0 n=0

5. Soit a € K, alors

+00 +00 1+
a-(P-Q)=a- (ZanX” . anX") =« Ech”.
n=0 n=0 n=0
Telle que

YneN:¢c, = iakbn_k = Z ab;.

k=0 i+j=n
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Par suite . . .
o-cp = Zoz (ag - by_y) = Z (a-ag) by = Z:a;€ by,
k=0 k=0 k=0
ou
VneN:a = a-ay,,
telle que
Q- P = (a;)neN.
Par suite

a-(P-Q)=(a-P)-Q.
L]

Remarque 5.2.4 Nous serons amenés par la suite a additionner des degrés de polynomes. Comme
Uapplication deg est d valeurs dans N U {—o0}, il faut étendre la définition de l'addition. On adopte
la convention suivante pour n € N u {—w} :

—00 +n = —0.

5.3 Degré d’un polynéme et Intégrité de K[X]|

Le degré d'un polynome est une notion clé en algebre qui indique le terme de plus haut degré
avec un coefficient non nul dans un polynoéme. Le degré d'un polynéme fournit des informations sur
la taille du polynéme en termes de la plus haute puissance de la variable présente dans I’expression.

Soit P = (ap)neny € K[X] un polynéme non nul. I’ensemble {n € N : a,, & Ox} est une partie non
vide de N, majorée puisque la suite (a,),en est nulle a partir d’un certain rang, cet ensemble admet
donc un plus grand élément (un maximum). Cela nous conduit a la définition suivante.

Définition 5.3.1 (Degré d’un polynéme, coefficient dominant, polynéme unitaire)
Soit P = (ay)nen € K[X] un polynome non nul.
1. Le plus grand indice n pour lequel a,, + Ok est appelé le degré de P et noté deg(P). On a donc

deg(P) = max{n e N:a, £ Ok} .

2. Le coefficient aqeg(py de P est appelé coefficient dominant de P et on dit que adeg(p)Xdeg(P) est le
monome dominant de P.
3. 51 le coefficient dominant de P vaut 1, alors on dit que P est unitaire ou encore normalisé.

Remarque 5.3.1

1. On adopte parfois la convention deg(Ok[x)) = —oo. Cela permet de simplifier certains résultats sur
le degré et pour éviter certaines contradictions dans les propriétés algébriques. Par exemple P est un
polynome constant si et si P = Ogpx) ou (P 4 Og[x) et deg(Okpx]) = 0) devient P est un polynome
constant si et si deg(Og(x)) < 0.

2. Le coefficient dominant de P est le terme qui va dominer le comportement du polynome pour des
valeurs de X trés grandes ou trés petites.

Exemple 5.3.1

1. P = 7X* — X3 +2X? — 3X — 5 a pour degré 4 et coefficient dominant 7, tandis que Q =
X3 —4X? +3X + 5 est unitaire.

2. Le coefficient dominant de 3X? 42X +5 est 3, ce polynéme n’est donc pas unitaire. Le coefficient
dominant de X® — X est 1 et ce polynome est unitaire.
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5.3.1 Propriétés fondamentales des degrés des polynomes

La proposition suivante rassemble les principales propriétés du degré.

Proposition 5.3.1 (Propriétés des degrés des polynémes) Soient P,Q € K[ X] et X € K.
(a) Degré d’une somme

deg(P + @) < max {deg(P), deg(Q)} . (5.1)

Cette inégalité est une égalité notamment quand deg(P) #+ deg(Q), on a donc

deg(P + Q) = max {deg(P), deg(Q)} (5.2
(b) Degré d’un produit
deg(PQ) — deg(P) + deg(Q), (5.3)
ot par convention (—0 +m = —o0 ) pour tout m € N u {—oo}. En particulier, pour A £ Ok
deg(AP) = deg(P). (5.4)

Preuve.
(a) Considérons deux polynémes P = (G, )nen, @ = (bp)nen € K[X]. Le résultat est évident lorsque
P ou @ est nul. Supposons-les donc tous deux non nuls et notons p le degré de P et ¢ celui de @,
ainsi que les coefficients a, et b, sont nécessairement non nuls. Supposons (sans perte de généralité)
que p = q et considérons les cas p > q et p = q.
e Si p > q, alors

P+ Q = (ag+bo,...,aq + by, ags1, ..., a,, 0,0, ...) .

Par hypothese, a, # Og. On en déduit alors que deg (P + Q) = p, c’est-a-dire que

deg(P + Q) = deg(P) = max {deg(P), deg(Q)} .

e Si p = ¢, alors
P+ Q = (ag+ by, ...,a, + b,,0,0,...) .

Il existe deux possibilités : si a, + b, = Ok, alors

deg(P + Q) < deg(P) = p,

donc, l'inégalité (5.1)) est vraie, ainsi I'inégalité stricte ayant lieu.
Par ailleurs, si a, + b, # Ok, alors

deg(P + Q) = deg(P) = deg(Q),

donc 'inégalité (5.1)) est encore vraie, ainsi I’égalité ayant lieu dans ce cas.
(b) Considérons deux polyndémes P = (ay)nen, @ = (bn)nen € K[X]. On distingue les cas suivants :
e Si P = Ogpx) ou = Og[x), alors PQ = Og[x) et

deg(PQ) = deg(Ox[x]) = —o0 = deg(P) + deg(Q),
car, avec I'extension des opérations arithmétiques sur R, on a pour tout n € N u {—oo},

n+ (—w) = —-w+n=—ow0,
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ainsi que
(=o0) + (=) = (=2).

e Sinon, posons deg(P) = p et deg(Q)) = ¢. On a donc a, = Og pour tout entier n strictement
supérieure a p, et b, = Og pour tout entier n strictement supérieure a g. Soient ¢,,n € N, les
coefficients du polynome PQ. Pour montrer que deg(PQ) = deg(P) + deg(Q), on doit vérifier d'une
part que cp44 F Ok, et d’autre part que c¢piq4; = Og pour tout [ > 1. Commengons par calculer ¢,,.
On vérifie que

Ptq -1 p+q
Cp+q = ECLkbp+q k= Zakbp+q kTt CLpb + Z &kbp+q k
=0 k=p+1
- p+q
k=0 k= p+1\w—/
—OK =0k

Car si k€ {0,p—1}, alors p+q¢—k = g+ 1 donc b,y 4, = Ok, et si k = p + 1, alors a; = Og. Par
ailleurs, comme a, #+ Ok et b, + Ok, forcément c,,, = a,b, + Ok.
De méme, on vérifie que

p+q+1

Cptq = Z akbptg—r = aobprgi1 + a1bpig + ...+ ap_1bgi2 + apbgi1 + api1by + ..+ apygi1bo
k=0

= aobp+q+1 + a bp+q + ..o+ ap bq+2 + ayp bq+1 + api1 bq + ...+ ap+q+1b0 = Ok.
—— —— —— —_—— N— —
=0k =0k =0k =0k =0k =0k

De maniere similaire, on peut vérifier que ¢,1,4+; = Ox pour tout [ > 1. Ce qui implique que
deg(PQ) = deg(P) + deg(Q).

L’assertion (5.4) découle immédiatement de (5.3). En effet, soit P = Y ap X" de degré n et A € K
k=0
un scalaire non nul. Par construction de AP, nous avons

= Z ()\Clk) Xk

Comme A £ Ok et a, # Og, il en résulte que \a,, + Ok. Ainsi, le polynome AP est de degré n. O

Exemple 5.3.2

o Ledegré de (XP+ X))+ (X?+1) = X>+ X2+ X +1 est 3 =max(3,2).
o Le degré de (X3 + X) — (X3 + X?) = —X? + X est 2 < max(3,3).

o Le degré de (X3 + X)(X?+1) =X +2X3+ X est 3+2=5.

o Le degré de (2(1 +2X)) = (2+4X) est 1 = deg (1 +2X).

Notation 5.3.1 Pour tout n € N, on note K,,[X] Uensemble des polyndmes a coefficients dans K
et de degré inférieur ou égal a n,

K,[X] = {P e K[X] : deg(P) < n}.
En d’autres termes, K,[X] est constitué de tous les polyndmes de la forme
P=ay+au X +.. +a,X",

ot a; € K pour tout i tel que 0 <1 < n.
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Remarque 5.3.2

1. On remarque que, pour tout n € N, Ogrx € K, [X] puisque (—o0 < n).

2. L’expression K = Ko X ] indique que l'ensemble Ko X| des polynomes de degré inférieur ou égal
0 est exactement le corps K lui-méme. Cela signifie que tout polynome de Ko[X] est simplement un
élément constant de K, ce qui relie directement la structure des polynomes a celle du corps K. On a
donc la chaine stricte d’inclusions suivante

K =Ko[X] c Ki[X] c Ky[X] ... c K,[X] < ... =« K[X].
3. K, [X] est un sous-groupe de (K[X],+).

L’intégrité de 'anneau des polynomes K[X]| peut étre démontrée en utilisant les propriétés du
degré d’un polynéme. Plus précisément, on peut montrer que K[ X ] est un anneau integre, c’est-a-dire
un anneau dans lequel le produit de deux polyndémes non nuls est non nul, en utilisant la propriété
que le degré du produit de deux polyndmes est la somme des degrés de ces polynomes.

Proposition 5.3.2 (Intégrité de K[X])
L’anneau (K[X], +,-) est intégre. Formellement, cela signifie que

P = Og[x
VP,QEK[X]PQZOK[X]: ou
Q = Og[x7-

Preuve. Pour commencer, K[X] est un anneau non nul. Soient ensuite P, Q) € K[X]. Si P-Q =
Ok[x], alors

deg(P) + deg(Q) = deg(PQ) = <0,
donc deg(P) ou deg(Q) vaut —co, autrement dit P ou @ est nul. 0

Proposition 5.3.3 Les éléments inversibles de K[X| par rapport au produit interne sont les poly-
nomes de degré 0, c’est-a-dire les polynomes constants non nuls (précisément ceuzr de K*).

Preuve. Il suffit de considérer le degré.

e Si P est un polynéme de degré 0, alors P est un polyndéme constant non nulle de la forme P = A,
le polynome constant A~! est 'inverse de P.

e Réciproquement, si P est un polynome inversible, c¢’est-a-dire tel qu’il existe un polynéme )
vérifiant P - () = 1g[x], alors P et () sont non nuls et I'on a

0 = deg(lg[x]) = deg(P - Q) = deg (P) + deg (Q) .

Puisque le degré d’un polynéme est un entier non négatif, la seule solution a cette équation est
deg (P) = deg (Q) = 0. O

5.4 Composition des polynémes

En plus de I'addition, de la multiplication, et de la multiplication par un scalaire, il existe plusieurs
autres opérations intéressantes que 1'on peut effectuer sur les polynémes. Voici quelques-unes de ces
opérations : la composition et la dérivation.

La composition des polyndémes est souvent interprétée comme une opération de substitution. En
d’autres termes, pour deux polynomes P et ), la composition P o () revient a substituer () a la
variable X dans le polynome P. On peut définir la composition P o () de P et ) de la fagon
suivante.
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Définition 5.4.1 (Composition des polynémes)
+0

Soient P = >, a, X", Q € K[X]. On appelle composée de @ suivie de P le polynome P o(Q), qui est
n=0

défini par

+0
Po@ = ZanQ”.
n=0

Remarque 5.4.1

e La composition P o () consiste donc a remplacer l'indéterminée X dans P par un polynome @) et
calculer le résultat avec les opérations d’addition et de multiplication des polynomes.

e Dans le cas particulier ot Q = X, le polynome P(Q) = P(X) est donc égal a P, c’est pourquoi on
utilise aussi bien P que P(X) pour désigner ce dernier polynome.

e Lorsque QQ = Ogpx], on a Po@Q = P(Ogpx]) = ao et si P = Ogpx], alors P o Q = Ogx1(Q) = Ok[x]-

+o0 +0
Exemple 5.4.1 Pour@Q = X+1, ona PoQ = > a, (X +1)", pour Q = X3, on a PoQ = Y a,X>".
n=0 n=0
Plus concrétement, si on a

P=3X*>-2X+1etQ=X—1.

on obtient
Po@Q=3(X-17-2(X-1)+1=3X?—-8X +6.

Sion a Q =2, alors
Po@Q=3(2°"-2(2)+1=0.

Les propriétés de la composition sont rassemblées dans la proposition suivante.

Proposition 5.4.1 La composition des polynomes vérifie les propriétés suivantes :
1. Pour tous a, f € K, et P,Q,Re K[X], on a

(aP+BQ)oR=a(PoR)+3(QoR).
En particulier, elle est distributive a droite par rapport a l'addition (mais pas d gauche)
VP,Q,ReK[X]: (P+Q)oR=PoR+QoR.
2. Elle est distributive a droite par rapport a la multiplication :
VP,Q,ReK[X]:(P-Q)oR=(PoR)-(QoR).

3. Elle est associative
VP,Q,ReK[X]:(PoQ)oR=Po(QoR).

4. X est neutre pour o,

VPeK[X]: PoX=XoP=P.

Preuve.
1. On note
P = ZanX" e K[X],Q Zb X" e K[X],R chX” e K[X].
n=0 n=0 n=0

Alors

+ +0
(aP +BQ) o (Z aa, + Bby,) ") oR = E(aan + Bb,)R

=0 n=0

170



ANNEAU DES POLYNOMES

+00 +00
= o) a,R" + ) b, R"
n=0 n=0

(S ] o] (S e

=a(PoR)+B(QoR).

2. On a .
(P-QoR=>d,R"
n=0

avec pour tout n € N,

dn = iakbn_k.
k=0

Par suite
to n +00 +00
(P-Q)oR= Z Eakbn—kRn = ZakRkan_kR”_k
n=0k=0 k=0 n=k
+00 +
"E N R bR
k=0 1=0
~(PoR)-(QoR).
3.0n a

peoyon (Snar) o
n=0

En appliquant le résultat 1, on obtient
+o0 +©
(ZanQ”> oR = Zan (Q"oR).
n=0 n=0
En appliquant le résultat 2, on obtient
+00 +00
2, Q"o R) = Y a, (Q(R))"
n=0 n=0

=Po(QoR).

4. 1l est clair que dans le cas ou ) = X, le polyndéme composé Po () = Po X = P(X) est égal a P.
De méme pour X o P = P. ]

Remarque 5.4.2
1. La composition de polynomes n’est pas commutative, a savoir P o Q) + Q) o P en général. Par
exemple

lo(X+1)=1,

alors que
(X+1)ol=2.

On a aussi
lo(X+1)=0et(X+1)o0=1.

2. La composition de polynomes n’est pas distributive a gauche par rapport a l’addition. Par exemple

lo(X +1)=1,
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alors que
lol+1o0X =2.

On a aussi
X?o0(X+1)=(X+1) et X?oX +X?01l=X>+1.

3. La composition de polynomes n’est pas distributive a gauche par rapport a la multiplication. Par
exemple
(1+X)o(X -X)=(1+X)oX*=1+ X,

alors que
(1+X)oX)- (14+X)oX)=(1+X)-(1+X)=(1+X)*.

Proposition 5.4.2 Etant donné P et Q) dans K[X], si P et Q sont non nuls ou si P est nul mais
Q n’est pas constant, alors on a

deg(P o Q) = deg(P). deg(Q).

Preuve.
e Si P est nul et ) non constant, alors P o @ est nul et deg(Q)) > 1, donc

deg(P o Q) = —o0 = —0deg(Q) = deg(P) deg(Q) (car deg(Q) # 0).

En effet, on étend la multiplication a N* U {—c0} en posant, si n € N* alors

nx (—w) =—wet (—00) x n = —0ow.

e Si P et () sont non nuls, on écrit P = Zaka avec n = deg(P). Ainsi, a,, + Ok. Par produit
=
deg(Q™) = mdeg(Q) pour tout m € {0, 1, .. n} alors

Po Q = Zakau
k=0

et comme la suite (deg(Q™)), .. (0.1,.ny €st croissante, alors P o @ est la somme de (n + 1) polynémes
de degrés 2 a 2 différents. Finalement, par somme et (5.2)), on obtient

n

deg (P o Q) = deg (Za Q’“) "2 deg(a,Q") = deg(Q") = n. deg(Q) = deg(P). deg(Q).

5.5 Dérivation des polynomes

Une autre opération intéressante que l'on peut effectuer sur les polynomes est la dérivation des
polyndémes. La dérivation des polyndémes est une opération algébrique qui consiste a calculer la
dérivée d'un polynome par rapport a sa variable principale. Cette dérivation est une application
directe des regles de dérivation classiques utilisées en analyse, mais elle peut étre effectuée dans un
cadre purement algébrique.
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Définition 5.%.1
1. Soit P = Y. ap X" un polynéme de K[X], on appelle polynéme dérivé de P, et on note P', le
k=0

polynome déﬁn_i par

P = Zkakxkfl.
k=1

Autrement dit, chaque coefficient ay du polynome original P est multiplié par ’exposant k de la
variable X* dans ce terme, puis on réduit cet exposant de 1 pour obtenir le terme correspondant dans
P

2. On a également, apres changement d’indice

n—1

DUk + 1) apa X"

k=0

P/

Exemple 5.5.1 Soit P = 4X3 —5X% + 3X — 2 de R[X], alors le polynome dérivé P’ est
P =12X% - 10X + 3.
Définition 5.5.2 (Polynémes dérivés successifs)

Soit P un polynome de K[X]. On définit les polynomes dérivés successifs de P en posant

PO — p
{ Vk e N* : PO = (pt-1)",

On dit que P%) est le polynéme dérivé k — iéme de P. On note bien sir P' et P" plutét que P et
P®@,

Exemple 5.5.2

e Pour P=8X?—-5X?+3X +1eR[X], ona

PY =24X% — 10X + 3, P® = 48X — 10, P®) = 48, et pour tout n = 4, P™ = Opx).

e Pour 0 < k < n entiers,

n! ek

(n—k)!

(XY™ =nn—1)(n—2)..(n—k+1)X""* = (5.5)

En particulier (X™)™ = n! et (X)) = Ogyx.

Remarque 5.5.1 Soient P € K[X] et n € N, si deg(P) = m, alors
deg(P™) = m —n,¥n < m,
pn — Ox[x], Vn > m.
Cette relation montre que chaque dérivation diminue le degré du polynome de 1, jusqu’a ce que le

degré atteigne zéro. Aprés m dérivées, le polynome devient constant, et toute dérivée ultérieure est
nulle.
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Proposition 5.5.1 Soient P € K[X] et n € N, alors

1.
n | deg(P)—1, si deg(P) > 1,
deg(F") = { —0, si deg(P) < 0. (5:6)
2.
deg(P) < n <= P = Og(x).
Preuve. .
1. Soit P € K[X], alors si deg(P) = 1, on note P = > a;, X* avec deg(P) = n > 1 donc a, # O,
k=0
alors »
= Y kapXF =Y (5 + 1) a1 X7, na, + O,
k=1 7=0
donc
deg(P') =n—1.
Sinon, P est un polynoéme constant, P = ay avec ao € K et P' = Ogx), donc deg(P') = —0.

2. e Supposons que deg( ) < n, alors d’apres , pour tout k € N* si deg(P) = k alors, on voit
en itérant que deg(P™) = k —k = 0 donc P(k“) est le polynéme nul. Par suite, si deg(P) < n, alors
p+l) — O]K[X]-

e Réciproquement, par contraposée, si deg(P) = n + 1, alors

deg(P"*Y) = deg(P) — (n+1)=n+1—(n+1) = 0.
Donc P™*1) n’est pas le polynéme nul. O

La proposition suivante rassemble les principales propriétés des polyndémes dérivés.

Proposition 5.5.2 Soient P,Q deuz polynomes de K[X] et A e K. On a
1. (P+AQ) =P + Q.

2. (PQ) = P'Q + PQ'.

3. (PoQ) =Q.(PoQ).

Preuve. Soient P = Z X et Q = Z g X" deux polynomes de K[X].

1. Par définition de la Somme et du polynome dérivé, on a pour tout A\ € K,

+00

(P+2Q) = (Z (P + Aax) X’“) = Sk (e + Age) X5 =

k=0 k=1

—+00 +0
= D EpXETN 4 A kg X

k=1 k=1
=P + \Q'.
2. D’apres la définition du produit sur K[X], on a
+o0 400 +00 n
PQ = (Zka’“> (quX’“> = <Zpkan> X",
k=0 k=0 k=0

Ainsi

0 n +00
(PQ) =Y n <2pk;Qn—k> Xt anoan” t+ Z <ank‘%z pX"T 1)
n k=0 n
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+00

N
ngQ’Jerk (Z (n—Fk+Fk)gnipX" 1>

+0 +a0 +00
= po@' + Zpk <2 — k) Qn—an1> + > kpi <an_kX”1>

=1 n=~k k=1 n=~k
+00 400 +00 +00
= @ + > mk <ZZCI1XZ_1+k> + ) ki (quXl+k_1>
k=1 \i=0 k=1 =0
+oo +0
= poQ' + Zka’“ (Zlqul 1) + ) kpp X <quXl>
k=1 =0

=1
+00 +o0
= poQ + D e XFQ + Y kp XFQ
k=1 k=1
= PQ' + P'Q.

+00
3. Comme Po @ = Y p.QF, on déduit de la linéarité de la dérivation que
k=0

+0
Zpk (@) ka QR =Q Y kpQ ! =Q (P 0 Q).
k=1
L]

L’identité de de Leibniz (PQ) = P'Q + PQ' se généralise & un ordre n quelconque de la maniére
suivante.

Corollaire 5.5.1 (Formule de Leibniz)

Soient P, Q) deuz polynomes de K[X| et n € N. Alors l'identité de Leibniz pour la dérivée d’un produit
de ces deux polynomes a ['ordre n est donnée par

(PQ)™ = Z (n—k) (5.7)
La formule de Leibniz s’en déduit par récurrence sur n.

Exemple 5.5.3 On a X?" = X". X" alors en appliquant la formule (5.5)), il s’en suit que

n!

ny\(k) _ _ _ . n—k _ n—k
(X)W =nn—-1)(n—-2)..(n—k+1)X"" = =)
|
n!
Par ailleurs, de (5.7), et de (5.5), on peut déduire que

kl

= n!zn: (ch)?
k=0
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Ceci entraine que
(2n)!

Par consequent,

Ceci prouve que
n

(cH? =y,

k=0

5.6 Fonctions polynomiales

Pour définir la notion de racine d’un polynome, il faut d’abord pouvoir « appliquer » un polynéme
a un élément de K, c’est-a-dire transformer un polynéme formel en une fonction polynomiale.

Définition 5.6.1 (Fonction polynomiale)
La fonction polynomiale ( ou fonction polyn?me) associée a un polynome P = ag + a1 X + a; X% +
o+ a, X" dans K[ X] est la fonction notée P définie de K dans K, associant d tout x € K I’élément

P(z) = ap + a1z + agx® + ... + a,a".

En particulier, la fonction polynomiale associée a un monome est appelée fonction mondome.

Remarque 5.6.1 Dans la pratique, on identifie le plus souvent P et P, c¢’est-d-dire qu’on note P
la fonction polynomiale associée.

Exemple 5.6.1

1. La fonction polynomiale associée au polynome constant A est la fonction constante x — .

2. La fonction polynomiale associée au polynome X est la fonction identité x — x de K dans K.
3. Soit le polynome P = 3X?—2X +4, élément de R[X], la fonction polynomiale associée au polynome
P est P(z) = 3% — 2z + 4.

4.8t P=(1,0,0,5+1,0,0,...) € C[X], alors

VeeC:P(z) =1+ (5+i)z®
5. 51t P=(0,0,12¢,20,1,0,...) € C[X], alors
Vo e C: P(x) = 12iz? + 202° + 2*.

6. La fonction mondme associée a P = (0,0,5,0,...) est P : x —> 5z

Proposition 5.6.1 Pour tous a de K et P, Q) de K[X], la fonction polynomiale vérifie les propriétés
suivantes : 3 3
1. (P—l—aQ) =P+ aQ.

2 (PQ) - cg

3. (PoQ)=Po

176



ANNEAU DES POLYNOMES

Preuve. On note P = Z a, X" e K[X],Q Z b, X" € K[X].

1. Pour la linéarité est clalre En effet, pour tout x e K,
+ ~
(P+aQ Z (an + aby) Zanx —I—aZb "= P(z)+ aQ(z) = (P + aQ) ().

2. Pour le produit, pour tout x € K,

+00
x) = Zdnx",
n=0
avec pour tout n € N,

n
= Z akbn—ka
k=0

+00 n +00 n +00 +00
=S (St ) = S St = St St
n=0 k=0 n=k

n=0k=0

= ioakxkicbl:cl — P(x)Q(x).
k=0 1=0

Enfin, pour tout x € K, on a

O (zan@n> ) = S (@) = B (0(a)) = (P 0) ()

d’apres les deux premiers points. O

5.7 Arithmétique dans K[ X]|

Dans I'anneau des polynémes K[ X, ou K est un corps, 'arithmétique est un ensemble de regles et
de procédures qui permettent de manipuler, de diviser et de factoriser les polynémes. Ces opérations
sont analogues a celles effectuées avec les entiers, mais adaptées aux polyndémes. Voici une vue
d’ensemble des principales opérations arithmétiques dans K[X].

5.7.1 Divisibilité dans ’anneau K|X]

Dans I'anneau des polynomes K[X], ou K est un corps (comme R, C, ou Q), la divisibilité et
la division euclidienne sont des concepts fondamentaux qui jouent un role crucial dans la structure
algébrique de cet anneau. Tout comme Z qui est un anneau commutatif, on peut définir dans ’anneau
K[X] la notion de diviseur et multiple ainsi que de division euclidienne.

Définition 5.7.1 (Divisibilité, diviseur, multiple)

Soient A, B € K| X]. On dit que B divise A, ou que B est un diviseur de A, ou que A est divisible
par B, ou que A est un multiple de B, s’il existe Q) € K[ X] tel que A = QB. Cette relation se note
BJA.
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Notation 5.7.1
1. L’ensemble des multiples d’un polynome P € K[X] est noté
PK[X] = {PQ : Q e K[X]}.
Donc
B|A — AK[X] < BK[X].

2. L’ensemble des diviseurs d’un polynome P est noté D(P).

Exemple 5.7.1

1. Cas particuliers des polynomes Og[x] et 1kx].

a). Pour tout polynome B, on a Ogix] = QB avec @ = Og[x]. Le polynome nul Og[x) est donc un

multiple de tout polynéme B (ou encore : tout polynome B de K[X| divise le polynome nul). Ainsi
VB e K[X] . B‘OK[X]

En revanche le polynome nul ne divise que lui-méme (car A = QOgx) = A = Og[x), donc
Ok K[X] = {Ogpxy} et
VAe K[X] . OK[X]’A — A= O]K[X]'
b). L’égalité évidente A = lgix)A dit que le polynome constant lg[x) divise tout polynome A, ou
encore que tout polynome de K[X] est multiple du polynome lxxy. Ainsi lgpxK[X] = K[X].
2. Dans R[X], le polynome A = X? + 3X + 2 est divisible par B =X + 1 car
X2 43X +2=(X+1)(X +2).

3. Dans R[X], le polynome A = X* + X est divisible par By = X et By = X3 + 1 mais également
par le polynome Bs = X + 1 puisque
X'+ X=(X+1)(X°-X*+X).
4. Dans C[X] (mais pas dans R[X]), on a (X — 1) divise (X? + 1).
5. Dans R[X], le polynome (1 — X) divise 1 — X" En effet,
1- X" =(1+X+X+..+X")(1-X).

Remarque 5.7.1
1. Si B = Og[x) dans la définition alors A = Og(x] et Q est quelconque. Si B + Ogx); le
polynome Q est unique. En effet si BQ, = BQs, alors B(Qy — Q2) = Og[x]. Par intégrité de K[X],
on a Q1 = Qa.
2. Soient A, B € K[X], si B|A avec B non nul, alors

deg(A) > deg(B).
En effet, il existe un polynome QQ non nul tel que A = BQ), et donc

deg(A) = deg(B) + deg(C) = deg(B).

3. La relation de la divisibilité dans K[ X] est réflexive et transitive mais elle n’est pas ni symétrique,
ni antisymétrique. En effet,

i) Réflexivité : Pour tout A€ K[X], on a A= lgxjA = A, donc A|A.

it) Transitivité : Soient A, B,C € K[X]. Si A|B et B|C, alors il existe D € K[X] tel que B = AD
et il existe E € K[X] tel que C = BE. D’ou

C = BE = (AD)E = A(DE).

Alors A|C.
iii) Non symétrie : X divise X? tandis que X* ne divise pas X.
i11i) Non antisymétrie : X et 2X se divisent l'un ['autre mais ne sont pas égauz.
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Définition 5.7.2 (Polynémes Associés)
Soient A, B € K[ X] deuz polynomes. On dit que les polynomes A et B sont associés si A divise B et
B divise A,

A|B et B|A.

Exemple 5.7.2 Considérons les polynémes suivants A = 2X? — 4, B = —6X? + 12 de R[X]. Alors
A et B sont associés, car

A|B et B|A.
En effet,
B=—6X"+12=-3(2X*-4) = —=3A.Q; = -3 e R[X],
“ 1 1 1
A=2X>—4= = (—6X*+12) = 5 B,Q = — eR[X].

Définition 5.7.3 (Normalisé d’un polyndéme non nul)
Soit P un polynome non nul, et soit ag son coefficient de plus haut degré. Le polynome unitaire
Q = a;' P est appelé le normalisé du polynéme P.

Exemple 5.7.3 Si P = 3X3 — 6X + 9, on peut normaliser ce polynéme en le divisant par son
coefficient dominant (dans ce cas, 3) pour obtenir une forme plus simple, alors le polynéme normalisé
est

Q=X>—2X+3.

Proposition 5.7.1 (Caractérisation des couples de polynémes associés)

Soient A, B € K[X] deux polynomes. Alors les polynomes A et B sont associés si et seulement s’il
existe A € K* vérifiant A = AB. Cette relation se traduit par le fait qu’ils sont proportionnels l'un a
lautre par un facteur constant.

Preuve.

e Supposons que A et B sont associés, alors le résultat est évident si A ou B est nul (et dans ce cas
A = B = Og[x])- Soient donc A et B deux polynémes non nuls tels que A|B et B|A, donc il existe
des polyndmes non nuls Q1, Qs € K[X]* tels que

AZQlB et B:QQA

Ainsi
A= Q1Q:A4,
ou encore

A(1 = Q1Q2) = Ok[xy,

puisque K[ X] est integre, on a Q1Q2 = 1k[x]. Par conséquent, @; et Q2 sont des polynomes inversibles
inverses I'un de I'autre. Appliquant la proposition [5.3.3}, il existe A € K* tel que Q; = A et Qy = A1
On a alors A = \B.

e Réciproquement, on suppose qu'il existe A € K* vérifiant A = AB. Alors d’une part B|A. D’autre
part, A est non nul donc B = A\"'A et A|B. Donc A et B sont bien associés. O

Corollaire 5.7.1
1. Tout polynéme P € K[X], non nul est associé a un unique polynome unitaire : Q = ¢ P, ou
c € K est le coefficient dominant de P.
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2. La relation d’association dans K[X] est une relation d’équivalence.

3. La relation de divisibilité restreinte a [’ensemble des polynomes unitaires est une relation d’ordre.
En effet, comme deux polynomes unitaires associés sont égaux, l’antisymétrie, réflexivité et transitivité
étant tmmeédiates.

Revenons a des propriétés classiques générales sur la divisibilité. L’ensemble des regles de calcul
sur la divisibilité dans K[X] est consigné dans la proposition suivante dont la preuve, laissée au
lecteur, est en tout point analogue au cas des entiers relatifs.

Proposition 5.7.2 Soient A, B,C, D € K[X] et «, 8 € K. Alors

1. Stabilité par combinaison linéaire :
Si D|A et D|B alors D|(aA + BB).

2. Compatibilité avec produit :
Si B|A et D|C alors BD|AC.

3. En particulier, on a la stabilité par produit :
Si B|A alors BD|AD.

et pour tout n € N*,

Si B|A alors B"|A".

5.7.2 Division euclidienne dans K|X|

Les polynomes forment une structure d’anneau, ce qui signifie qu’on peut les additionner et
les multiplier en suivant les régles usuelles de calcul. Cependant, ils ne forment pas un corps, car la
plupart des polynémes n’ont pas d’inverse pour la multiplication. En ce sens, la structure de K[ .X] est
assez similaire a celle de ’ensemble Z des entiers. Nous allons maintenant montrer que de nombreuses
notions et résultats de I'arithmétique des entiers se transposent bien dans le cas des polynémes.

Dans 'anneau K[ X7, il existe une division euclidienne analogue a celle de (Z, +,.). Cette division
est fondamentale pour 'arithmétique des polyndémes. Effectuer la division d’un polynéme A par un
autre polyndme B non nul revient a écrire A sous la forme A = BQ + R avec (Q, R) € K[X]?. et
deg(R) < deg(B).

Cette division euclidienne permet de généraliser de nombreux résultats de I'arithmétique aux
polynomes, tels que le calcul du pged (plus grand commun diviseur) et la factorisation des polynémes.
Le théoréeme suivant établit I'existence et 'unicité de ce couple (@, R).

Théoréme 5.7.1 (Définition) (Division euclidienne)
1. Soient A et B deuz polynomes de K[X| avec B + Ogixj. Il existe un unique couple (Q,R) de
polynomes de K[ X] tel que

A= BQ@Q + R,

deg(R) < deg(B).

e (ette opération s’appelle division euclidienne de A par B.
e On appelle A le dividende, B le diviseur, () le quotient et R le reste de cette division.
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Preuve. Principe de démonstration.
e Pour l'unicité : Elle s’effectue en utilisant un mode de raisonnement par ’absurde. On suppose
qu’il existe deux couples (Q1, Ry) et (Q2, Ry) de (K[X])” vérifiant

{AZBQ1+R1, {A:BQ2+R2,

deg(R1) < deg(B). deg(Ry) < deg(B). (5.8)

Alors
Ry — Ry = B(Q2 — @Q1).

Si Q1 F Q- , alors on a, d'une part
deg(Ry — Rp) = deg(B(Q2 — Q1)) = deg(B) + deg(Q2 — Q1) = deg(B).

et, d’autre part
deg(Ry — R2) < max {deg(R,),deg(R2)} < deg(B).

Cette dernieére inégalité (stricte) est en contradiction avec I'inégalité (large) deg(Ry — Ry) = deg(B).
On en déduit alors que nécessairement ()1 = Q2. Ceci implique d’apres les relations (?7) que Ry = Rs.
e Pour 'existence : la démonstration se fait par récurrence sur n = deg(A). Fixons pour toute la
suite B = by + 11X + ... + b, X, avec by, £+ Ok (deg(B) = m) et pour tout n € N, notons P (n)
I’hypothese de récurrence suivante :

P (n):YAe K[X]:deg(A) <n,3(Q,R) e K[X]*: A= BQ + Retdeg(R) < deg(B).
O

Remarque 5.7.2

1. Pour effectuer la division euclidienne de A par B lorsque deg(A) = deg(B), il a été impératif
d’écrire les deux polynomes A et B dans le sens des puissances décroissantes. La division euclidienne
est d’ailleurs aussi appelée division suivant les puissances décroissantes.

2. Si deg(A) < deg(B), alors la division euclidienne de A par B s’écrit A = Ogx1B + A.

3. 1l ne faut jamais oublier de mentionner la condition deg(R) < deg(B) (Cette division s’arréte
lorsque le degré de R est strictement inférieur au degré de B).

Lemme 5.7.1 Soient A, B,Q et R des polynomes de K[X] tels que A = BQ + R. Alors
D(A) nD(B) = D(B) n D(R).

Preuve. En effet, la relation A = B@ + R montre que tout diviseur commun a B et R est aussi
un diviseur de A (et aussi de B évidemment). L’inclusion inverse provient de méme de la relation

R=(-Q)B + A. O

Algorithme de la division euclidienne :
e On pose la division euclidienne comme la division des entiers, en disposant A & gauche et B a
droite, les monomes étant écrits dans 'ordre décroissant des degrés (donc en marquant d’abord les
monomes de plus haut degré).
e On trouve le monome aX* tel que aX*B ait méme monéme dominant que A, puis on effectue la
différence A; = A —aX*B , qui a donc un degré strictement plus petit que A.
e On recommence sur A;, et on en déduit A,.
e On recommence ainsi jusqu’a obtenir Ay de degré strictement plus petit que B. Alors A, est le
reste recherché, et le quotient est la somme des mondémes par lesquels on a multiplié B pour obtenir
les A; successifs.
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Exemple 5.7.4
1. Effectuons la division euclidienne de A = X* + X? + X + 2 par B = X? — 3 dans R[X].

Dividende Diviseur

- A ~N /_J%
A =X +4X*+2X3+X?’-X-1 X*-2X+3=28B

A =A—-X?B = 4X4+4X% -2X2 - X —1 X2 44X 4+4=0Q
—_—
Quotient
Ay = A —4XB = 4X3 +6X2-13X -1
Ay =Ay —4B = 6X°-5X—-13=R
R;;te

Nous avons arrété le processus car le degré de reste (6X* —5X — 13) est strictement inférieur au
dégré du diviseur B. Ainsi

A=BQ+ R avec Q = X*+4X +4 et R=6X>—-5X — 13.

2. Effectuons la division euclidienne de A = iX3 — X? + (1 —1i) par B = (1 +4)X? —iX + 3 dans
C[X].

A =i X3 - X2+ (1—4) (1+i)X?—-iX+3=8
A= A-UAXE = ()X (B 5) X+ (1) () x4 =iz
A2=A1—(#)B= —(3—1—22'))(—1—(%—4@’)

Ainst

A= BQ + R avec QQ = (1;Z>X+_12+22 etR=—(2+2i)X+<Z—4i>.

oooooo

Soient A et B deux polynomes de K[X| avec B + Og[x). Alors B|A si et si le reste de la division
euclidienne de A par B est nul.

Cela signifie que la divisibilité entre deux polynomes est étroitement liée au reste de leur division
euclidienne.

Preuve.

e Supposons que B|A, alors il existe @ € K[X] tel que A = BQ = BQ + Og[x]. Comme deg(Ogx]) <
deg(B), par unicité du reste de la division euclidienne pour les polynémes, on en déduit que ce reste
est nul (et le quotient vaut Q).

e Réciproquement, on suppose que le reste de la division euclidienne de A par B est nul. Notons @)
le quotient de cette division. Alors A = BQ + Og[x] = B(Q, donc on a bien B|A. O

Remarque 5.7.3 Ce résultat sert souvent pour démontrer qu’un polynome B non nul divise un
polynome A.
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5.7.3 Division suivant les puissances croissantes

La division selon les puissances croissantes est une méthode semblable a la division classique,
mais elle inverse 'ordre des termes. Bien que les deux approches visent a obtenir un quotient et un
reste, elles different dans la maniére dont elles manipulent les termes des polynomes. Cette méthode
est moins couramment utilisée que la division par les puissances décroissantes, mais elle peut s’avérer
utile dans certains contextes mathématiques ou informatiques. Le théoréme suivant est admis.

Théoréme 5.7.2 (Définition) Soientn € N, et A, B € K[X] tel que B(0x) + Ok (le terme constant
de B n'est pas nul). I eziste un couple unique (Q, R) de (K[X])* tels que

A=BQ+ X""R

deg(Q) < n.

Le polynome Q (resp. X" R) s’appelle le quotient (resp : reste) de la division de A par B suivant
les puissances croissantes jusqu’a [’ordre n.

Exemple 5.7.5
1. Soient A=4+ X? et B=1+ X + X? deux polynémes de R[X]. Effectuons la division de A par
B selon les puissances croissantes a ['ordre 2. Alors

A=4+X* 1+X+X°=2B
A =A—-4B = —4X — 3X? 44X +X*=Q

Ay = Ay +4XB = X? +4X3

Ay = Ay — X?2B=X3R=3X%—-X*
——————
Reste

Nous avons arrété le processus car le degré du quotient est inférieur ou égal a 2 (ici 2 est l'ordre de
la division). Ainsi,

A=BQ+ X""'R,

avec
Q=4—4X + X2 =,
deg(Q) =2 < 2.

Donc on a l’égalité
A=4+X"=(1+X+X?) (4—-4X + X*) + (3X° - X*).

2. Soient A = X + X* et B =1+ X deuz polynomes de R[X|. Effectuons la division de A par B
selon les puissances croissantes aux ordres n = 1,2,3,4,5.
o A lordre 0, on a

QO = OR[X] et XR(] =X +X4.

e Pour l'ordren > 1, on a

A=X+ X4 1+X =8B
A =A—XB=-X?+ X1 X-X2+X3=0Q

Ay = A+ X?B = X%+ X!
Ag = AQ —XgB = OR[X]~
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On obtient ainsi,
e A lordre 1, on a
Q=X et X’Ry = —X*>+ X"

o A lordre 2, on a
@y =X —X? et X°Ry = X? + X,

et on en déduit
Vn=3:Q,=X—-X"+ X% et X""'R, = Opx]-

Remarque 5.7.4 La division suivant les puissances croissantes est surtout utilisée pour :
1. L’obtention de la décomposition en éléments simples d’une fraction rationnelle.
2. Le calcul de développement limité d’un quotient.

5.7.4 Plus grand commun diviseur

Dans cette section, pour tout polynéme A € K[X], nous notons D(A) I'ensemble des diviseurs de
A, et pour tout couple (A, B) € K[X]?, nous notons D(A, B) I'ensemble des diviseurs communs a A
et B. Il est important de noter que D(A, B) = D(A) n D(B). Rappelons également que 1'ensemble
des diviseurs du polynéme nul est D(0Oxx]) = K[X]. En revanche, si A # Og[xj, tous les polyndmes
de D(A) sont de degré inférieur ou égal a deg(A). Dans la suite, nous considérons deux polynémes
A et B de K[X], dont au moins I'un est non nul.

e L’ensemble des diviseurs communs a A et B est non vide (puisqu’il contient lg[x]) et ne
comprend pas le polynéme nul (étant donné que AA ou B est non nul).

e [’ensemble des degrés des polynomes diviseurs communs de A et de B constitue donc une partie
non vide de N, qui est majorée par deg(A) si A 4 Og[x] ou par deg(B) sinon. Par conséquent, cet
ensemble possede un plus grand élément r dans N. Ainsi, il existe un polynéme D de degré r tel que
D soit un diviseur commun & A et B. Cela nous conduit aux définitions suivantes.

Définition 5.7.4 (Plus grand commun diviseur) Soient A et B deux polyndmes non tous les
deuzr nuls de K[X]. Alors il existe un unique polynome unitaire non nul D dans K[X], diviseur
commun de A, B et de plus haut degré parmi les diviseurs communs de A et B. Le polynome D est
appelé le plus grand commun diviseur de A et B (en abrégé : pged) et est noté pged(A, B).

Remarque 5.7.5

e Un pgcd de deux polynome non tous les deux nuls est toujours non nul par définition, puisque son
degré n’est pas —oo.

e Par convention le pged de Ogpx) et Ogpx) est Og[x] (pour des raisons pratiques et pour garder une
certaine cohérence dans les calculs algébriques, on considere souvent que le pged de deux polynomes
nuls est également le polynome nul).

e On a évidemment pgcd(A, B) = pged(B, A).

e Si A et B sont des polynomes non nuls, alors comme un polynome non nul admet le méme ensemble
de diviseurs qu’un de ces associés, chercher pged(A, B) revient d chercher le pged des polyndmes
unitaires associés a A et B.

e Soient A et B des polyndmes unitaires. Le polynome pgcd(A, B) est le plus grand élément de
I’ensemble des diviseurs de A et B au sens de la relation de divisibilité dans l’ensemble des polynomes
unitaires.
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Proposition 5.7.3 (Quelques propriétés du pgcd)
Soient A, B, C' trois polynomes non nuls de K[ X]. Alors
1. Tout D = pgcd(A, B) vérifie

VPeK[X]: P|AetP|B<— P|D.
2. Multiplicativité : pour tout Q € K[X], unitaire,
pged(Q - A, Q- B) = Q - pged(A, B).

3. Pour les puissances,
Vn e N* : pged(A", B") = (pgcd(A, B))".

4. Pour tous o, 5 € K*, on a

pged(a - A, B - B) = pged(A, B).
5. Associativité de pgcd,

pgcd(A, pged(B,C')) = pged(pged(A, B), C).

5.7.4.1 Calcul du pgcd (Algorithme d’Euclide)

L’algorithme d’Euclide est une méthode efficace permettant de calculer le pged de deux poly-
nomes. L’outil de base est la division euclidienne. Cet algorithme repose sur I'idée que le pged de
deux polynomes ne change pas si on remplace I'un des polynomes par son reste lorsqu’on le divise
par 'autre.

Lemme 5.7.2 Soit B un polynéme non nul de K[ X1*, et A un polynéme quelconque. Notons Q et
R le quotient et le reste de la division euclidienne de A par B. Alors on a

pgcd(A, B) = pged(B, R).
Preuve. Soit D un diviseur commun aux polynéomes A et B. Puisque R = A — BQ, D est un
diviseur aussi de R. Donc D divise pged(B, R). En choisissant D = pgcd(A, B), on conclut que
pgcd(A, B) | pged(B, R).

Soit maintenant D un polynéme divisant B et R. Comme A = BQ + R, on a aussi D | A. Donc
D | pged(A, B). On a donc finalement

pgcd(B, R) | pged(A, B).

Les deux polynomes pgcd(A, B) et pged(B, R) sont unitaires et associés. Ils sont donc égaux. ]
Algorithme d’Euclide

Pour calculer explicitement le pged de deux polynémes A et B non nuls, on utilise 'algorithme
d’Euclide. Comme pour les entiers, I'existence du pged est donc fondée sur le lemme [5.7.1] précédent
et la division euclidienne : si B est non nul, le pged de A et B est le méme que celui de B et du
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reste R de la division euclidienne de A par B. Il suffit donc de remplacer (A, B) par (B, R) et de
recommencer. Si [T + Og[x], on peut alors utiliser le résultat suivant,

Soient A, B deux polynoémes non nuls tels que deg(A) > deg(B). Posons Ry = A et Ry = B et
définissons par récurrence le polynéme Rj,; comme reste de la division euclidienne de R;_; par Ry

Rk,1 = Rka + Rk+1 avec deg(RkJrl) < deg(Rk)

Alors le pged de A et B est le dernier reste non nul normalisé de cet algorithme.
Mise en ceuvre de ’algorithme d’Euclide
Sans perte de généralité, on peut supposer que B =+ Og[x].
1. On pose Ry = A et Ry = B. Le polynéme R; est le premier “reste” et il est non nul.

2. On effectue la division euclidienne de Ry par R,

Ro = QlRl + RQ, deg(Rg) < deg(Rl)

e Si Ry = Og[x], alors le processus s’arréte, et I; est le dernier reste non nul obtenu.

3. Sinon on effectue la division de R; par Rs,

Ry = Q2R + R, deg([t3) < deg(R2).

e Si R3 = Og[x], alors le processus s’arréte et Ry est le dernier reste non nul obtenu.

4. Sinon on effectue la division de Ry par R,

Ry = Q313 + Ry, deg(Rs) < deg(R3).

A la k — iéme étape de cet algorithme, on effectue une division de la forme

est une division

Ri_1 = QrRi + Ry1.

A ce stade on a
deg(Ry) > deg(Ry) > ... > deg(Ry) > deg(Ry+1).

Ce processus est fini car la suite des deg(Ry) est strictement décroissante dans N. II existe donc
une n —ieme étape ou R,,_1 = Q,R,, c’est-a-dire R, 1 = 0. Une fois ces calculs effectués, on observe

pgcd(A, B) = pged(B, Ry) = pged(Ry, Ry) = ... = pged(Ry—1, Ry).
Le polyndéme R, est le dernier reste non nul obtenu dans cette méthode. En divisant par le coefficient

dominant de R,, on obtient le normalisé R} du dernier reste non nul, qui est bien le pged de A et
de B (c’est-a-dire qui satisfait aux conditions de la définition).

Exemple 5.7.6 Soient A= X+ X +1 et B=X*-2X3— X +2 de R[X]. On utilise l’algorithme
d’Euclide pour déterminer le pged de A et B. Posons

Ry=A,R, = B.
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E‘tape 1 : Divisons Ry par R;.

A = X°+X+1 X*—2X3-X+2=18H
A =A—XB= 2X4+ X2 - X +1 X+2=0
Ay = A1 —2B = 4X3+ X?2 + X — 3.

Donc
Ry =4X% + X% + X — 3.

Etape 2 : Divisons Ry par R,.

R =X*-2X3-X+2 4X3 + X2+ X -3 =R,

A =R —1XRy = —9X3 —1X?—1X +2 X -2 =Q
A2=A1+1%R2= %XQ—FI%X—F%.
Donc . . -
R3=1—6X2+1—6X+E.

E’tape 3 : Divisons Ry par Rj.

Ry, =4X*+X?*+X -3 Ry=1X’+32X+32

Ay =Ry — % XRs = —3X%?-3X -3 Ux -2 =0,

A2:A1+45*8R3: 0
R, = 0.

Donc R3 est le dernier reste non nul, on le normalise, c¢’est a dire qu’on le divise par son coefficient
dominant % pour le rendre unitaire, et on obtient

pgcd(A,B) = X* + X + 1.

L’identité de Bézout est un résultat fondamental en algebre, qui affirme qu’il est possible d’ex-
primer le plus grand commun diviseur de deux polynomes comme une combinaison linéaire de ces
polynémes.

Proposition 5.7.4 (Relation de Bézout)
Soient A et B deux polynomes de K[X]| et D un pged de A et B. Alors il existe deux polynomes U
et V' appelés coefficients de Bézout de A et B tels que D = AU + BV.

Preuve. Principe de démonstration. La preuve repose sur 'algorithme d’Euclide appliqué aux
polynomes. Cette méthode est pratique, car elle permet non seulement de trouver le pged, mais aussi
de déterminer les coefficients de Bézout, qui sont les polynémes U et V. ]

Remarque 5.7.6 Dans la proposition précédente, il n’y a pas unicité du couple (U,V'), puisque
si (Up, Vo) est un couple de coefficients de Bézout de A et B, alors il en est de méme du couple
(Uo + @B, Vo — QA) pour tout polynome Q.
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Exemple 5.7.7 Prenons deuz polynémes A= X>+ X +1 et B=X?+ X + 1 de R[X]. On utilise
lalgorithme d’Euclide pour déterminer le pged de A et B : Ry = A, Ry = B. Alors

A= X34+ X+1 B=X?24+X+1
Al =A—-X’B=-X2+1 X—-1=0

Ay =A+B=X+2=R,
Donc Ry = X + 2. Par suite

Ri= X?4+X+4+1 Ry=X+2
Dy =Ry — X?Ry = —2X + 1 X-1=0Q
Dy =D;+ Ry =3

Donc Rs = 3 est le dernier reste non nul, on le normalise, c’est a dire qu’on le divise par son
coefficient dominant pour le rendre unitaire, et on obtient

pgcd(A, B) = 1.
Par conséquent
A=Ry=BQ,+ Ry = RiQ; + Ry,
B=R1 =R2Q2+R3=R2Q2+3.
On obtient

1 1

L= 3 (B RaQe) = 3B 5 (A B0 Qe = 4 FQ) 4 8 (545002

Le couple U = 5H (X —1) et V =

pour ces polynomes.

% (1 + (X — 1)2) convient. Ce qui vérifie la relation de Bézout

La caractérisation du plus grand commun diviseur de deux polynémes A et B dans un anneau
de polynémes K| X] repose sur trois conditions essentielles.

Corollaire 5.7.3 (Caractérisation de pgcd)

Soient A et B deux polyndmes non tous les deur nuls de K[X], et D un polynéme unitaire, alors
D = pgcd(A, B) si et seulement si D | A et D | B et il existe deuz polynomes U et V tels que
D = AU + BV.

5.7.5 Plus petit commun multiple

Soient A et B deux polynomes non nuls. L’ensemble des multiples communs non nuls a A et B est
une partie non vide de K[X], car il contient notamment le produit AB. Les degrés de ces multiples
forment donc un sous-ensemble non vide de N, qui possede un plus petit élément d. Par conséquent,
il existe un polynome M de degré d, qui est un multiple commun a A et B. Cela nous ameéne aux
définitions suivantes.
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Définition 5.7.5 (Plus petit commun multiple) Soient A et B deux polynomes non tous les
deuzr nuls de K[X]. Alors il existe un unique polynéome unitaire non nul M dans K[X], multiple
commun de A, B et de plus bas degré parmi les multiples communs de A et B. Le polynome M est
appelé le plus petit commun multiple de A et B (en abrégé : ppcm) et est noté ppcm(A, B).

Remarque 5.7.7

e On a évidemment ppcm(A, B) = ppecm(B, A).

e Par définition, un ppcm de deux polynomes non nuls est toujours non nul.

e Un polynome admet les mémes multiples que ses polynomes associés. Donc, si A et B sont des

polynomes non nuls, chercher ppcm(A, B) revient a chercher le ppcm des polyndmes unitaires associés
a A et B.
e Soient A et B des polynomes unitaires. Alors ppecm(A, B) est le plus petit élément de ’ensemble
des multiples communs a A et B au sens de la relation de divisibilité dans [’ensemble des polynomes
unitaires.

Le plus petit commun multiple de deux polynémes possede plusieurs propriétés intéressantes qui
sont analogues a celles du ppcm des entiers. Voici quelques-unes des propriétés principales.

Proposition 5.7.5 (Quelques propriétés du ppcm)
Soient A, B, C' trois polynomes non nuls de K[ X]. Alors
1. Tout M = ppcm(A, B) vérifie

VPeK[X]:A|P etB|P <« M|P.

2. Multiplicativité : pour tout Q € K[X], unitaire,
ppem(Q - A,Q - B) = Q - ppem (A, B).
3. Pour les puissances,
Vn e N* : ppem(A™, B") = (ppem(A, B))" .
4. Pour tous o, B € K*, on a
ppem(a - A, 5 - B) = ppecm(A, B).
5. Associativité de ppcm,
ppem(A, ppem(B, C)) = ppem(ppem(A, B), C).

6. La relation fondamentale entre le produit des polynomes, leur plus grand commun diviseur, et leur
plus petit commun multiple peut étre exprimée comme,

A - B = pgcd(A, B) - ppcm(A, B).

Ou A et B sont deux polynomes unitaires.

Remarque 5.7.8 Si A et B sont deux polynomes quelconques, alors

AAB = pged(A, B) - ppem(A, B), A € K*.
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Exemple 5.7.8 Considérons deuz polynomes unitaires A = X?>—1 et B = X?— X de R[X]. Alors
e Le produit de A et B est

AB=(X*-1)(X*-X)=X - X*—- X+ X",

et nous trouvons que le pged de A et B est (X — 1) car c’est le polynome unitaire de plus haut degré
qui divise les deu.
e Pour trouver le ppcm, nous utilisons la relation

AB

AB) = ———
ppem(A, B) (A B)’

on obtient

ppem (A, B) = X — X,

Corollaire 5.7.4 Comme dans le cas de l’arithmétique des entiers, on peut généraliser les notions
de pgcd et ppem de deux polyndomes a un nombre fini de polynomes.

5.7.6 PolynGmes premiers entre eux

Définition 5.7.6 (Couple de polynémes premiers entre eur)

Soient A et B deux polynomes non tous les deux nuls de K[ X], on dit que A et B sont premiers entre
euz (ou copremiers) si et seulement si les seuls diviseurs communs sont les polynémes constants non
nuls. En d’autres termes, A et B sont premiers entre euz si et seulement si pged(A, B) = 1.

Exemple 5.7.9

o Les polynomes (X — a) et (X —b) de R[ X |sont premiers entre euz si et seulement si a est différent
de b.

o Soient A= X3—2X+1 et B=X?*+X+1 dans R[X], pour déterminer le pged de A et B, on peut
utiliser l'algorithme d’Euclide ou observer directement que A et B n’ont pas de facteurs communs
autres que des constantes. Puisque le pged est 1, ces polynomes sont premiers entre eu.

Le théoreme de Bézout est un résultat important en algebre, qui traite de la relation entre les
coefficients des polynomes et leurs combinaisons linéaires. Pour les polynomes, ce théoreme peut étre
énoncé comme suit.

Théoréme 5.7.3 (de Bézout) Soient A, B deuz polynomes non nuls de K[X]. Pour que A, B
soient premiers entre eux, il faut et il suffit qu’il existe deuz polynomes U et V de K[X] tel que

AU + BV = 1.

Preuve.

e Si A et B sont premiers entre eux, alors pged(A, B) = 1 et, d’apres la proposition , il existe
(U, V) e K[X]? tel que AU + BV = 1.

e Réciproquement, s’il existe deux polynémes U et V tels que AU + BV = 1, alors tout diviseur
commun a A et B divisant AU + BV divise 1, il est donc de degré 0. On en déduit que A et B sont
premiers entre eux. L]
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Exemple 5.7.10 Soient A = X*+1 et B= X3 —1 de R[X]. Montrons que A et B sont premiers
entre eux.
On effectue les divisions euclidiennes successives.

Al=A—-XB=X+1=R; X = Q.
Ou
A= BQl + R17deg(R1) < deg(B),
et
B= X3-1 X+1=R,
Di=B—-X?’R,=-X?-1 X2 - X+1=0Q
Dy=D,—XB=X-1
Ds =Dy — B=-2=R,.
Ou
B = R1Qs + Ry, deg(Rs) < deg(Ry).
On obtient
Ry=B—-RiQy=DB—(A—-BQ1)Q:
Par suite

—2=(X’-1) - ((X*"+1) - X (X’ -1)) (X* - X +1)
=(XP-X+X+1)(X°-1) - (X*-X+1) (X' +1).

Un couple (U, V') convenant est

_ 2 _ __1 3 _ y2
U=-(X*-X+1),V= 2(X X’+X+1).

DO | —

Proposition 5.7.6 (Théoréme de Gauss)
A| BC

VA, B,C e K[X]* : et — A|C.
pgced(A, B) =1

Preuve. Supposons pgcd(A, B) = 1 et A | BC, d’aprés la proposition [5.7.4] il existe des polynomes
U et V tels que AU + BV =1, ce qui implique ACU + BCV = C. Comme A divise ACU et BCV,
onaA|ACU + BCV et donc A | C. O

5.8 Racines des polynémes

5.8.1 Généralités

La notion de racine d’un polynéme sera particulierement importante dans ’étude des polynémes
a coefficients dans un corps.
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Définition 5.8.1 Soit P un polynome de K[X]. On dit que I’élément o € K est une racine (ou
encore un zéro) du polynome P si P(a) = Ogx. Ou P désigne la fonction polynomiale associée au
polynome formel P de K[X].

Parmi les exemples fondamentaux de division euclidienne, on retiendra I’exemple de la division
d’un polynéme P par (X — «a), ot a € K. La proposition suivante donne une condition nécessaire et
suffisante pour qu’un scalaire soit racine d’un polynome.

Proposition 5.8.1 (Caractérisation des racines avec la divisibilité)
Soient P € K[X] et o € K. Alors « est racine de P si et seulement si P est divisible par (X — a).
En d’autre termes

Pla) = 0 = (X —a)|P.

Preuve. Soit o une racine de P. Alors P(a) = Og. Effectuons la division euclidienne de P par
(X —a). On obtient P = (X —a)@ + R avec deg(R) < deg(X —«) = 1. On a alors deux possibilités,
soit deg(R) = 0, soit deg(R) = —oo, c’est a dire R = Og[x]. Montrons que la premiere n’est pas
possible :

Si on avait deg(R) = 0, alors il existerait ¢ € K* tel que R = ¢ et on aurait

P=(X-a)Q+c,
En prenant les valeurs des fonctions polynomes associées au point «, il vient
Ok = P(a) = R(a) = ¢ + 0Ok,

ce qui est une contradiction. On a donc bien R = Ogpx] et P = (X — a)Q. Donc P est divisible par
(X — ).

Réciproquement, supposons que (X — a)|P. Alors il existe @) € K[X] tel que P = (X — «a)Q. Par
conséquent 15(04) = Ok, ce qui prouve que « est une racine de P. ]

Exemple 5.8.1
1. Le polynéme P = 5X?% — 25X + 30 € R[X] admet la factorisation suivante

P=5(X—-2)(X—3).

On en déduit que P admet deux racines oy = 2 et ay = 3 puisque

P(2) = P(3) = 0.

2. Soit le polynéme P = (X —3)* (X + 1) de R[X]. En utilisant l'une ou Uautre des conditions de
la proposition précédente, il est immédiat que les réels 3 et —1 sont les racines de P.

3. Soit le polynéme P = X* — X3 + X? — X de R[X]. Visiblement, on peut mettre X en facteur dans
le polynome P, et par conséquent le réel 0 est une racine de P. D’autre part, un simple calcul prouve
que P(1) = 0. Donc 1 est une racine de P. Le polynéme P est donc divisible par (X — 1).

Ce résultat se généralise au cas de m > 1 racines par des arguments d’arithmétique.

Proposition 5.8.2 Si oy, s, ..., a,, sont des racines deux a deux distinctes de P € K[X], alors

(X —ag) = (X —a1) (X —ag) ... (X —apm)|P.
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Preuve. La démonstration se fait par récurrence sur le nombre m de racines distinctes de P consi-
dérées. Pour tout m e N*, soit la propriété P(m) : " Si P e K[X] admet m racines distinctes

ay, g, ..., iy de K alors P est divisible parl_[ (X —ay)".

» La propriété vient d’étre prouvée au rang 1 dans la proposition (5.8.1)) précédente.

» On suppose que la propriété est vraie au rang m et prouvons-la au rang m+1 Soient oy, g, ...y Ay At
des racines distinctes de P. Alors aq, as, ..., a;, sont m racines distinctes de P, donc par application
de 'hypothése de récurrence, il existe @) € K[X] tel que

P = Qﬁ X — )

k=1

Comme «;,,;1 est une racine de P, on a

m
Ok = Plami1) = Q(mia H Q1 — Q)
k=1

Comme pour tout k € {1,...,m}, o; + a1, Vélément (1 — 1) (a1 — @2) ... (Qmy1 — up) est
non nul et donc nécessairement

Q(Oéerl) = 0K7
c’est-a-dire oy, 41 est une racine de Q). Appliquant la proposition (5.8.1) précédente, il existe Q1 €
K[X] tel que
Q = (X — 1) Q1.

Par suite
m m m+1
P=Q[(X—ar) = (X —am )] [(X —ax) = Q[ [ (X —aw).
k=1 k=1 k=1
m+1
Donc ]_[ (X — ay) divise P, et P (m + 1) est vraie. La proposition est alors prouvée par application
du pr1n01pe de récurrence. O

Corollaire 5.8.1 Si un polynome P de K[X] s’annule en une infinité d’éléments de K, alors P =
Ok[x]-

5.8.2 Ordre de multiplicité des racines d’un polynéme

Sur les trois exemples précédents, il est possible de faire la remarque suivante : on sait d’avance
que si « est une racine dans K d’un polynéme P de K[X], alors le polynéme P est divisible par
(X — «), mais il peut étre divisible par une puissance de strictement supérieure a 1. Cela nous conduit
a 'introduction de la notion d’ordre de multiplicité d’une racine d’un polynome.

Définition 5.8.2 (Ordre de multiplicité des racines d’un polynéme)

Soient P € K[X] (non nul),a € K et m € N*.

1. On dit que «v est une racine de multiplicité m (ou racine d’ordre m) de P si et si (X — «)™ divise
P et (X —a)™" ne divise P.

» Sim =1, on parle de racine simple.

» Sim = 2, on dit que a est racine double.

» Sim =3, on dit que a est racine triple, et ainsi de suite.

2. On dit que « est une racine d’ordre au moins m de P si et si (X —«)™ divise P.
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Remarque 5.8.1 Par convention, on dira que « est racine de multiplicité 0 si o n’est pas racine de
P. Lorsque la multiplicité est supérieure ou égale a 2, on parlera de racine multiple.

Soit P un polyndéme non nul et o € K. Si a est une racine de P, alors ’ensemble
{keN* ; (X—a)k]P},

est une partie de N non vide (elle contient 1), et cet ensemble est fini car majoré par le degré de
P d’apres la remarque Donc il admet un plus grand élément. Par conséquent, la multiplicité
est toujours bien définie et majorée par le degré du polynéme. Ce qui nous conduit a la définition
équivalente de multiplicité suivante.

Définition 5.8.3 Soient P € K[X]*,a € K et m € N*. L’ordre de multiplicité de « est le plus grand
entier m tel que (X —a)™ divise P,i.e,

mzmax{k‘eN*:(X—a)k]P}.

Remarque 5.8.2 Soit P un polynome non nul.

e L’ordre de multiplicité d’une racine de P est inférieur ou égal d deg (P).

e Puisqu’a chaque fois que o est une racine de multiplicité m d’un polynome, on peut diviser celui-ci
par (X — )™, il en découle que le nombre de racines (comptées avec leur multiplicité) d’un polynome
de degré n est toujours inférieur ou égal a n.

Exemple 5.8.2

1. Prenons P = X3 — 4X? + 5X — 2 de R[X]. On observe que a = 1 est racine de P puisque
P(1) = 0. Si on divise P par (X — 1) on obtient (X? —3X + 2) et on observe que 1 est aussi racine
de ce polynome. Si on divise a nouveau par (X — 1) on obtient (X — 2), dont 1 n’est pas racine. Ainsi
1 est racine double de P (et on observe aussi que 2 est racine simple).

2. Soit P = X° —9X* 4+ 25X3 —9X? — 54X + 54 de R[X], alors a = 3 est une racine d’ordre 3 du
polynome P. En effet :

On a
P=(X-3)(X*"-6X*+7X?+12X —18), (X —3)|P.
Puis
P=(X-3)°(X?-3X*-2X +6), (X -3)°|P.
et
P=(X-3"(X?-2), (X -3)°|P.
mais

P=(X-3)"(X+3)+ (189X — 63X* + 7X* —189), (X —3)"|P.

Proposition 5.8.3 (Caractérisation de l’ordre d’une racine)
Soient P € K[ X|*,a € K et m € N*. Alors on dit que « est une racine de multiplicité m de P si el
seulement s’il existe un polynome @ € K[ X] (qui n’admet pas de racine dans K) tel que

P=(X-a)"Q
et

Q(a) * Ok.
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Preuve.
e Supposons que « est une racine de P d’ordre m. Comme (X — «)™ divise P, il existe @ € K[X]
tel que

P=(X-a)"Q.
Montrons que Q(c) + Og. Si ¢’était le cas, alors a serait une racine de Q et il existerait Q; € K[X]
tel que

Q= (X —a)Qr.
Par suite, on aurait

P=(X—-a)""Q,

et (X — )™ diviserait P, ce qui n’est, par hypothése, pas possible. Donc Q(a) + 0.
e Maintenant supposons qu'il existe @) € K[X] tel que

P=(X-a)"Q
et

Q(a) + Ok.

Pour montrer que « est une racine de multiplicité m de P, il faut montrer que (X — )™
pas P. Par division Euclidienne de @ par (X — «), il existe A, B € K[X] tels que

Q=(X—-a)A+B
et
deg(B) < deg (X —a) = 1.

+1 .
ne divise

Par conséquent deg(B) = 0 et comme « n’est pas une racine de ), B est un polyndéme constant non
nul. On a alors

P=(X-a)"Q=X-a)"(X-a)A+B)=(X-—a)"""A4+ (X -—a)"B.

Par unicité du couple quotient-reste dans la division Euclidienne de P par (X — )™, ona (X —«a)™ B
est le reste de cette division et comme B # Og[x, ce reste est non nul. Par conséquent, (X — a)m+1
ne divise pas P. O]

Exemple 5.8.3 Le polynome P = X° — X3 — X? +1 € R[X] admet une racine simple qui est —1 et
une racine double qui est 1. En effet

P=(X+1)(X"—X*—X+1) avec Q (—1) %0,

hf
et B
P=(X—-1)7°(X?+2X%+2X +1) avec Q5 (1) + 0.
Qs

Corollaire 5.8.2 « € K est une racine d’ordre au moins m de P € K[X] si et seulement s’il existe
un polynome @Q € K[X] tel que
P=(X-a)"Q.

Proposition 5.8.4 Soit P un polynome non nul de K[X]. Si aq,as, ..., de K sont des racines
distinctes de P de multiplicités respectives r1,7a, ..., Tm, alors il existe un polynome Q € K[X] tel que

P=(X-a)" (X =) . (X —an)™ Q=][(X —a)™Q
k=1

avec Q (o) + Og pour tout i e {1,...,m}.
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Preuve. Elle s’effectue par récurrence sur le nombre m de racines distinctes considérées. ]

Exemple 5.8.4 Reprenons 'ezemple du polynome P = X° — X3 — X? + 1 € R[X]. Ce polynome
admet —1 pour racine simple et 1 pour racine double et

IQeR[X]:P=(X+1)(X-1)°(X*+X +1),

—_——
Q

avec Q (—1) + 0 et Q (1) £ 0.

Remarque 5.8.3 Il y a deux manieres de compter les racines d’un polynome :

e Soit on dénombre les racines distinctes.

e Soit on compte chaque racine avec son ordre de multiplicité, c’est-a-dire qu’une racine o d’ordre
m compte comme m racines.

Exemple 5.8.5

1. Le polynome P = (X —1) (X +1)* (X —2)® de R[X] posséde :

e 3 racines distinctes : —1,1,2.

e 6 racines comptées avec leur ordre de multiplicité : —1,—1,1,2,2,2.

2. Le polynome (X —1)*(X +1)° admet deuz racines distinctes mais cinque racines si on compte
chaque racine avec son ordre de multiplicité, car alors 1 compte comme 2 racines et —1 compte
comme trois racines.

5.8.3 Utilisation des dérivées successives pour le calcul d’une multipli-
cité

L’utilisation des dérivées successives est une méthode efficace pour déterminer la multiplicité
d’une racine d’un polynome. Elle consiste a calculer les dérivées successives du polynome et a les
évaluer en la racine considérée. La multiplicité de la racine correspond au plus grand entier pour
lequel les dérivées successives de 'ordre inférieur sont nulles, tandis que la dérivée d’ordre supérieur
est non nulle.

Lemme 5.8.1 Soient P € K[ X],a € K,m € N*. Si « est une racine d’ordre m de P alors « est une
racine d’ordre (m — 1) du polynéme dérivé P'.

e Cette propriété est utile pour déterminer la multiplicité des racines d’un polynome en utilisant
les dérivées successives.

e Le résultat est valable méme si m = 1, puisqu’on a convenu qu’un élément de K, qui n’est pas
racine d'un polynoéme, est racine d’ordre 0 de ce polynome.

Preuve. Soit a une racine d’ordre m de P € K[X]. On peut écrire
P=(X-a)"Q,Qa) + 0.
Alors, en dérivant la relation précédente, on obtient
Pl=(X—-a)" (mQ+ (X -a)Q) = (X -—a)" 'R,

avec

R (a) = mQ(a) # Ox,
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puisque m > 1 et Q(a) + Ox. On a ainsi exhibé un polynéme R € K[X] tel que P/ = (X —a)" 'R
avec R (a) % Ok, autrement dit on a montré que « est une racine d’ordre (m —1) du polynéme dérivé
P ]

La proposition suivante donne une condition nécessaire et suffisante pourqu’un scalaire « soit une
racine de multiplicité » d’un polynéme.

Proposition 5.8.5 (Caractérisation de l’ordre de multiplicité d’une racine a Uaide des
polynémes dérivés)
Soient P € K[X],a € K, m € N*, alors

1. Pour que « soit racine de P d’ordre exactement m de P il faut et il suffit que

15(04) = 15(1)(04) — P@(a) = ... = PV (q) = 0k,
et
p(m) (Oz) =+: OK.

Ceci est équivalent a
Vk e {0,...,m —1} : P®(a) = O,
et

La multiplicité d’une racine de P est donc l'ordre de la premiére dérivée non nulle en «.
2. Pour que a soit racine de P d’ordre au moins m de P il faut et il suffit que

P(a) = PY(a) = PP(a) = ... = P™Y(a) = Ok.

Ceci est équivalent a

Vk e {0,....,m —1} : P®(a) = 0k.

Exemple 5.8.6
1. La multiplicité de « = 1 € R dans P = X* +3X3 —3X%2 —7X + 6 € R[X] est égale d 2. En effet :
On a

P(1) =0.

En suite
P =4X?+9X% - 6X — 7,

donc P'(1) = 0. Enfin
P’ =12X? 4+ 18X — 6,

donc P"(1) = 24 + 0.
2. Considérons le polynome P = X® —3X +2€e R[X]. On a

P'=3X*-3 et P" =6X.

P admet 1 pour racine double car P(1) = P'(1) =0 et P"(1) = 6 + 0.
3. Soit P = X%+ X°+3X*4+2X3+3X2+ X +1 un élément de C[X]. On peut montrer que o =i € C
est racine de P et déterminer son ordre de multiplicité. En effet, on obtient les résultats suivants

P(i) = 0.

P =6X° +5X" +12X° + 6X2 +6X + 1 et P'(i) = 0.
P’ = 30X* 4+ 20X? + 34X? + 12X 4+ 6 et P"(i) = —8i + 0,

donc © racine de P d’ordre 2.
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Remarque 5.8.4

1.
o est une racine simple de P <= P(a) = Og, P'(a) + Ok.
2. 3 ) 3
o est une racine double de P < P(a) = P'(a) = O, P (o) + Ok.
3.

o est une racine triple de P < P(a) = P'(a) = P"(a) = 0g, P (a) + Ok.

5.8.4 Polynoéme conjugué et racines complexes

Le concept de polynéme conjugué se réfere a un polynéme obtenu en prenant le conjugué complexe
des coefficients d’'un polyndme a coefficients complexes. Nous confondons ici polynéme P de R[X]
et fonction polynomiale P.

Définition 5.8.4 (Polynéme conjugué)
+00

Soit P = > apX* € C[X] un polynéme a coefficients complexes. On appelle polynéme conjugué de
k=0

P, le polynéme noté P et donné par

+00
P =Y aX"eC[X].
k=0

Le conjugué de ce polynome est obtenu en prenant le conjugué complexe de chacun de ses coefficients.

Remarque 5.8.5
1. 11 est clair que tout polynome a coefficients réels est égal a son conjugué.
2. On vérifie facilement que si P et Q sont des éléments de C[X] et si Ae C, on a

P+Q=P+Q,P-Q=P-Q,\P=X\-P

ces propriétés sont des conséquences immédiates des propriétés de la conjugaison.
8. Le polynome B divise le polynome A dans C[X] si, et seulement si B divise A. En effet, I’égalité
A= B-Q est équivalente & A = B - Q.

Exemple 5.8.7 57
P=(3+2)X*+(1—-4)X +4eC[X],

alors le polynome conjugué est

P=(3-2)X*+(1+9)X +4.

Le concept de polynome conjugué et de racines conjuguées est étroitement lié au contexte des
polyndémes a coefficients complexes, et parfois a coefficients réels, lorsque les racines du polynéme ne
sont pas toutes réelles.

Proposition 5.8.6 Soient P et ) deuz polynomes de C[X], a € C,reN, on a

1. P(a) = P(a)

2. P = (P)"”

3. PeR[X] <= VzeC: P(z) = P(%).
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Preuve. Démontrons par exemple les points 1 et 3.
1. Soient « e C et P = Y a, X¥ e C[X]. On a
k=0

m
= ) ot
k=0

I MS

3. On a pour tout z € C

NU
M
=
N
|
??‘

I
7=
o
el
|
S
N

k=0 k=0
on obtient .
(PG - P(3) = (ax— @)
k=0
d’ou

NgE

(VzeC:P(z)=P(z)><:><VzeC: (ak—ak)zk=0>

(:)VkE{O,l,...,m}Iak—akZO

Bl
Il
=}

— VL e {0, 1, ,m} D ap = ag
< P e R[X].
]
Proposition 5.8.7 Soient P € R[X], r € N* et a € C, alors

1. « est racine de P d’ordre exactement v si et seulement si & est racine de P d’ordre exactement r.
2. « est racine de P d’ordre au moins r st et seulement si & est racine de P d’ordre au moins r.

Preuve.
1. (i) Supposons que « soit racine de P d’ordre 7, alors
P(a) = PY(a) = ... = P" Y(a) = Ogx) et P () + Ogx
Comme P, P ... Pr=Y P sont dans R[X], alors d’aprés la proposition on a

Vk e {0,....,r — 1} : P®(a) = P®)(a) = Ogx,
et

PO)(a) = P (a) + Ogpx

et donc « est racine de P d’ordre 7.
(ii) La réciproque se déduit de la partie directe en remplagant a par a.
2. Un raisonnement analogue permet de conclure dans le cas de 'ordre au moins r. O

Exemple 5.8.8 Considérons le polynome
P=X?+1eR[X].
Les racines de P sont ay = 1,9 = —i € C. Il est clair que oy, an sont d’ordre 1. En effet,
P(ay) =0, P'(oq) = 2i + 0,
p(Oéz) = O,P/(CYQ) = —21 =+: 0.

Cet exemple montre que si i est une racine de P d’ordre 1, alors son conjugué (—i) est également
une racine de P d’ordre 1, confirmant ainsi la propriété.
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Exemple 5.8.9 Déterminer les racines du polynome
P=X04+ X% 43X +2X3+3X%+ X +1eR[X],

sachant que 1 en est une racine multiple.
On a P(i) = P'(i) = 0 mais P"(i) = —8i £ 0. Le nombre i est donc une racine de P de multiplicité
deuz. Puisque P est a coefficients réels, (—i) est également une racine de P de multiplicité deux. P
est donc divisible par

(X—z')2(X—i—z')2 = (X+1)2.
En posant la division euclidienne, on trouve

P=(X+17°(X2+X+1).

Comme
X2+ X+1=(X—-7)(X-75)

ol \f
271 —1 3 1
3) 74‘276@]

Les racine de P sont i,—i (racines doubles) et j, j* (racines simples).

J = exp(

Corollaire 5.8.3 Soient P € C[X],r € N* et a € C, alors a est racine de P d’ordrer si et seulement
si & est racine de P d’ordre r.

Preuve.
e Supposons que « soit racine de P d’ordre r, alors par définition on a
P(a) = PY(a) = ... = P" Y(a) = Ogx et P () + O¢x

Considérons maintenant le polynome conjugué P. En prenant le conjugué complexe de chaque équa-
tion, nous obtenons

PrY(@) = PU=D(a) = Ocpy]
P(T)(@) = P(T)(O./) + O(C[X]~

Cela prouve que a est une racine de P d’ordre 7.
e Réciproquement. Supposons que « soit racine de P d’ordre r. Par un raisonnement analogue, on a

P(@) = PO(@) = . = PU(@) = Ocpx et P7(@) + Ocpx
En prenant le conjugué complexe de ces équations, nous obtenons
P(a) = P(a) = Ocpx

PY(a) = PW(a) = Ocpx

PUD(a) = Pe-D(a) = O¢px)
P(T)(Oé) = P(T)(O_é) =+: O(C[X]-

Cela prouve que « est une racine de P d’ordre 7. O
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Exemple 5.8.10 Considérons le polynome suivant
P=X?—(2+42i) X +2ieC[X].
Le conjugué de P est P avec les coefficients conjugués complexes
P=X?—(2-2i)X — 2.

Maintenant, considérons la racine o« = 1 + i € C et vérifions que o est une racine de P d’ordre 2.
Alors
Pla) = (1410)° = (2+2i) (1 +1) + 2 = 0.

D’autre part, on a
P = 2X —(2+2i).
P’ = 2
On obtient
P'(a)=0 et P"(a) =2 0.

Par conséquent o est une racine de P d’ordre 2. B
Maintenant, vérifions que a« =1 — 1 € C est une racine de P d’ordre 2. Alors

P(a)=(1—-i)—(2—2i) (1 —i)—2 = 0.

D’autre part, on a

=/

P = 2X—(2-2i).
P = 2
On obtient B B
P'(a)=0cet P"(a) =2%+0.

Par conséquent o est une racine de P d’ordre 2.

Remarque 5.8.6 Si P € C[X] et o une racine complexe de P, alors & n’est pas nécessairement une
racine de P.

Exemple 5.8.11 Prenons par exemple
P(r) = X* - (1+i)X +ieC[X].

Les racines sont donc

(1+1d) — V=21 (1414) + /=21

Q) = 2 , g = 2

Pour simplifier, notons que

V% = I Ti = \@(1\;5> T

Ainsi, les racines sont
a1 = 1, Qg = 1.

Le conjugué de ay = 1 est toujours 1, qui est une racine de P. Le conjugué de ag = i est g = —1i
avec o n’est pas une racine de P.

Cet exemple montre que pour un polynome da coefficients complexes, une racine o n’implique pas
nécessairement que son conjugué & soit aussi une racine de ce polynome.
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5.9 Polynémes Irréductibles et Factorisation

5.9.1 Polynoémes Irréductibles

La notion de polynoéme irréductible dépend du corps de coefficients dans lequel on travaille. Un
polyndéme peut étre irréductible dans un corps donné, mais devenir réductible lorsqu’on change de
corps. Il est donc crucial de préciser le contexte (par exemple, R[X] ou C[X]) pour déterminer
I'irréductibilité d’un polynome.

Le théoreme fondamental de 1'algebre, également connu sous le nom de théoreme de d’Alembert-
Gauss, joue un role central dans 1'étude de l'irréductibilité des polynomes. Ce théoreme affirme
que tout polyndme non constant & coefficients complexes posséde au moins une racine complexe. A
partir de ce théoreme, on peut déduire plusieurs propriétés essentielles concernant la factorisation
des polynomes a coefficients réels ou complexes. Le théoreme suivant est admis.

Théoréme 5.9.1 (de d’Alembert-Gauss).
Tout polynome de C[X] de degré n = 1 admet au moins une racine dans C.

Preuve. Admise. Il existe de nombreuses démonstrations. Aucune n’est assez élémentaire pour étre
exposée ici. L]

Remarque 5.9.1 Attention ce théoréme est fauz dans R. Par ezemple P = X2+ 1 est non constant
mais ne possede aucune racine dans R.

Une formulation équivalente du théoreme fondamental de I’algebre est la suivante.

Corollaire 5.9.1 Un polynome P € C[X] de degré n posséde n racines (comptées avec leur multi-
plicité) dans C.

Définition 5.9.1 (Polynéme irréductible).

Soit P un polynéome non constant (de degré = 1) de K[X].

1. On dit que P est irréductible dans K[X] si ses seuls diviseurs dans K[X] sont :
e Les polynomes constants non nuls (les éléments de K*).

e Les polynomes associés a P, c’est-a-dire les AP, avec \ € K*.

2. Un polynome qui n’est pas irréductible est dit réductible.

Remarque 5.9.2

1. La notion de polynome irréductible pour l’arithmétique de K[ X] correspond a la notion de nombre
premier pour [’arithmétique de 7.

2. Un polynome irréductible est un polynome P € K[X| non constant et tels que

VA,BeK[X]: P = AB = deg(A) =0 ou deg(B) = 0.

Un polynéme irréductible sur K est donc incassable par division dans K[X].

2. Un polynéme P est réductible (non irréductible) :

e S’il est constant.

o Ou s’il peut s’écrire P = AB, avec deg(A) > 1 et deg(B) = 1 ou encore avec 1 < deg(A) <
deg(P) — 1.
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Le lemme d’Euclide pour les polyndomes est une version du lemme d’Euclide pour les entiers,
adaptée au cadre des polynomes. Il affirme que si un polynoéme irréductible divise le produit de deux
polyndmes, alors il divise I'un des deux polynémes.

Proposition 5.9.1 (Lemme d’Euclide)
Soit P € K[X] un polynome irréductible et soient A, B deuz polynomes de K[X]. Si P | AB alors
P|AouP|B.

Preuve. Supposons que P soit irréductible et que P divise AB. Alors

e Si P divise A, dans ce cas, il n’y a rien a prouver, car I’énoncé du lemme est vérifié.

e Si P ne divise pas A, alors cela signifie que le plus grand commun diviseur pged(P, A) est un
polynéme constant. Plus précisément, comme P est irréductible, pged(P, A) = 1. D’apres le théoreme
de Bézout, il existe deux polynéomes U et V' dans K[X] tels que

UP+VA=1
En multipliant cette égalité par B, on obtient

UPB +VAB = B.

Puisque P divise AB, il divise aussi VAB. Il en résulte que P divise UPB, et donc P divise aussi la
somme

UPB+ VAB = B.
Par conséquent, si P | AB alors P | Aou P | B. 0

Dans l'anneau des polynémes a coefficients complexes C[X], les polynémes irréductibles sont
tres simples a décrire grace au théoreme fondamental de ’algebre. Cela implique que les polynomes
irréductibles dans C[ X ] sont de degré 1. La situation dans R[X ], 'anneau des polynomes a coefficients
réels, est plus complexe. Un polynome réel irréductible peut avoir un degré supérieur a 1.

Les polyndmes irréductibles jouent un role central dans 1’étude de K[ X | puisque tout polynéme se
décompose de maniere unique (a un facteur inversible pres) en un produit de polynémes irréductibles

Proposition 5.9.2 [?/(Polynémes irréductibles de C[X]| et R[X])

1. Les polynomes irréductibles de C[X]| sont les polynomes de degré 1, c’est-a-dire les polyndomes
aX + b avec a £ 0.

2. Les polynomes irréductibles de R[X] sont les polynomes de degré 1 et les polynomes de degré 2
(les trinomes aX? + bX + ¢ avec a % 0) de discriminant strictement négatif (A <0).

Exemple 5.9.1

e Le polynome Py = X — 3 de degré 1 est irréductible dans R[X].

e Le polynome Py = X?+1 de degré 2 avec discriminant négatif A = —4 est irréductible dans R[X].
o Le polynome Py = X? — 4 de degré 2 avec discriminant positif A = —4 est réductible dans R[X].
e Le polynome Py = X — 4 de degré 1 est irréductible dans C[X].

e Le polynome Ps = X2 + 1 de degré 2 réductible dans C[X].

e Le polynome Py = X% —2 = (X — v/2)(X + /2) est réductible dans R[X] mais est irréductible
dans Q[ X].

Remarque 5.9.3 La notion de polynéme irréductible dépend du corps K. Ainsi P = X? — 2 est
irréductible dans Q[X], mais il ne 'est pas dans R[X]. De méme P = X? + 1 est irréductible dans
R[X], mais il ne l’est pas dans C[X].
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5.9.2 Factorisation dans C[X]

La décomposition des polynomes en produits de facteurs irréductibles est une opération fondamen-
tale en algebre. Elle consiste a exprimer un polynéme comme le produit de polynoémes irréductibles,
c’est-a-dire des polyndémes qui ne peuvent pas étre factorisés davantage dans un corps ou un an-
neau donné. Cette décomposition est analogue a la factorisation d’'un nombre entier en produits de
nombres premiers.

Dans ’ensemble des polyndmes & coefficients complexes, noté C[X], la décomposition en facteurs
irréductibles est garantie par le théoreme fondamental de l'algebre. Ce théoreme stipule que tout
polyndéme non constant a coefficients complexes posséde au moins une racine complexe, permettant
ainsi sa factorisation en un produit de polyndémes de degré 1 (linéaires).

Proposition 5.9.3 (Factorisation dans C[X] )
1. Soit P € C[X] un polynome non nul a coefficients complexes. Soit vy, s, ..., o, les racines com-
plezes deux a deux distinctes de P et r1,79,...,75 leurs ordres de multiplicité respectifs. On a alors

P=XX—-a)" (X —a)™ . (X —ag) —)\H — o)

ou A € C* est le coefficient dominant de P, s € N,r; € N*.

2. Cette écriture est unique a l'ordre pres des facteurs.

3. Tout polynome non constant peut étre décomposé de maniére unique, a [’ordre prés des facteurs,
en produit de polynomes irréductibles dans C[X]

Exemple 5.9.2
1. Exemple avec racines complezxes conjuguées. Considérons le polynome

P=X*+1.

Pour décomposer P dans C[X|, on cherche z € C qui vérifie z* = —1. On pose z = 1€, et on obtient
r=1 et 40 = m + 2km avec k € Z. Les racines de X* + 1 sont donc

37r i 3r

Zozez%,éoze b o =€"4 Zz1=¢e "1,
Ainsi P se factorise dans C[X]
P=X"+1=(X—¢%) (X —e) (X —e¥) (X —e ).

Les facteurs irréductibles sont donc (X — e’%) , (X — e_i%) , (X — 63i%> , et (X — e‘gi%).
2. Exemple avec racines multiples. Considérons le polynome

P=X"-2X*+1.
Les racines sont 1, —1 (chaque racine a une multiplicité de 2). On obtient
P=(X-1*X+1)7>.

Les facteurs irréductibles sont donc (X — 1) et (X + 1) avec leur multiplicité respective.
3. Fxemple avec racines complexes. Considérons le polynome

P(X)=X°—1.
Les racines sont
2T _1+Z\/§ — _%T 1+’l\/§
ap = 1,09 =e7'3 :#,%:e 3 =5

Ainsi P se factorise dans C[X],
P=X—1=(X-1)(X-e"5) (X —e™5).
Les facteurs irréductibles sont donc (X — 1), (X 62175) et (X _ e—%g)'
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5.9.3 Factorisation dans R[X]

Dans R[X], 'anneau des polynomes a coefficients réels, la décomposition en facteurs irréductibles
est plus complexe que dans C[X] en raison des propriétés des racines réelles et complexes.

Proposition 5.9.4 (Factorisation dans R[X] )
Tout polynéme non nul P de R[X], peut s’écrire sous la forme

s t
P = )\H (X —a;)" Bl (X2 + b X + i)™,

o A € R* est le coefficient dominant de P, s,t € N*et, pour tout j € {1,2,...,s} et pour tout
ke{1,2,..,t}, r; et s, des entiers naturels non nuls et a;, by, et ¢ des réels vérifiant by — 4cx < 0.
En outre cette écriture est unique a 'ordre des facteurs pres.

e Ainsi, dans R[X] tout polynéme peut se décomposer en produits de facteurs de degré 1 (pour
les racines réelles) et de degré 2 (pour les polynémes irréductibles n’ayant pas de racines réelles).

Remarque 5.9.4 Si un polynome P € R[X] posséde les racines réelles oy, ..., a5 de multiplicités
r1,72,...,Ts et les racines complexes de partie imaginaire > 0, By, Ba, ..., By de multiplicités sy, So, ..., S¢,
il a pour racines de partie imaginaire < 0 les complexes 1, B, ..., B de mémes multiplicités sy, s, ..., St,
et il se factorise ainsi dans C[X],

P=A (X =a)” ][ (X =8 (X = B)™
j=1

k=1

D’ot la factorisation sur R[X],

P = )\H —a;)"” 1_[ — 2Re(Br) X + | Bl )
j=1

k=1

Exemple 5.9.3
1. Exemple avec des racines réelles. Considérons le polynome

P=X°-6X"+11X —6.
Les racines réelles sont 1,2, et 3. Ainsi P se factorise dans R[X],
P=X'"+1=(X-1)(X-2)(X-3).

Les facteurs irréductibles sont donc (X —1),(X —2), et (X — 3).
2. Exemple avec des racines complexes. Considérons le polynome

P=X-1.

Pour décomposer P = X? — 1 dans R[X], on commence par le décomposer dans C[X], donc on peut
utiliser les racines troisiémes de 'unité 1,

P=X3—1=(X—1)(X—ei%") (X—e—i%”).
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Puis on regroupe les facteurs ayant des racines conjuguées, cela conduit a un polynome a coefficients
réels,

2
P=(X-1) (X2—2Xcos<§) +1) (X —1) (X2 + X +1).
qui est la factorisation de P dans R[X]. Les facteurs irréductibles sont donc (X — 1), et (X? + X + 1).

3. Exemple avec racines complexes conjuguées. Pour P = X* + 1, ce polynéme n’a pas de racines
réelles. On rappelle sa factorisation dans C[X] vue dans 'exemple précédent

P=X*'11-= (X—e’%) (X—e—%) (X_ezsig) (X_e_gi%).

Dans la décomposition ci-dessus, on regroupe les facteurs ayant des racines conjuguées, cela conduit
a un polynome a coefficients réels

3
P=X4+1=(X2—2Xcos<%>+1> (X2—2XCOS(47T)+1)

=<X2—\@X+1) (X2+ \/§X+1>,

qui est la factorisation de P dans R[X]. Les facteurs irréductibles sont donc (X2 — V22X + 1) , et
(X2 + V2X +1).

e Une autre méthode consiste plus simplement a écrire
P=Xx'+1=(Xx2+1)"-2x2
qui est une identité remarquable que l’on sait factoriser. Ainsi, on obtient une nouvelle fois,
P=(X241)" —2X% = (X* = V2X +1) (X2 4+ VaX + 1),

Comme X* +1 n’a pas de racines réelles, ces deux polynomes du second degré n'ont pas de racines
réelles, et donc leur discriminant est strictement négatif.

Remarque 5.9.5

1. La factorisation des polynomes dans R[X| implique de trouver et d’extraire les racines réelles et
complexes, puis de décomposer le polynome en produits de facteurs linéaires et quadratiques irréduc-
tibles. Les polynomes de degré supérieur a 2 peuvent étre irréductibles ou factorisables en produit de
polynomes de degré 1 ou 2.

2. Comment passer de C a R ? Pour trouver la factorisation de P € R[X] en produit de polynome ir-
réductibles sur R a partir de sa factorisation en produit de polynomes irréductibles sur C, on regroupe
les racines non réelles du polynome P par paires de conjugués (o, &) afin d’obtenir un polynome a
coefficients réels

(X —a) (X —a) = (X? = 2Re(a)X + |af’).

3. En conclusion, la factorisation des polynomes dépend des coefficients :

e Pour C[X], les polynomes se factorisent en produits de polyndomes linéaires.

e Pour R[X], les polyndmes se factorisent en produits de polynomes linéaires et quadratiques irré-
ductibles.
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