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RESUME

Dans ce mémoire, nous avons étudié le systeme de Chen, I'un des systemes dy-
namiques chaotiques continus. Nous avons commencé par mentionner son historique
et son équation caractéristique, ainsi que ses propriétés mathématiques. Ensuite, nous
avons examiné les points fixes et leur stabilité en utilisant des méthodes théoriques et
numériques, et nous avons mené une analyse et une discussion des résultats obtenus.

Enfin, nous avons étudié en détail le comportement du systéme.

Les mots clés :

Systeme dynamique, chaos, stabilité, comportement du systeme, systeme de Chen.



ABSTRACT

In this paper, we studied the Chen System, one of the continuous chaotic dynamical
Systems. We began by mentioning its history and characteristic equation, as well as its
mathematical properties. Then, we examined the fixed points and their stability using
theoretical and numerical methods, and conducted an analysis and discussion of the

obtained results. Finally, we conducted a detailed study of the system’s behavior.

Keywords :

Dynamical system, chaos, stability, system behavior, Chen system.
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INTRODUCTION GENERALE

Dans le domaine de la physique et des mathématiques, la théorie du chaos étudie le
comportement des systémes dynamiques non linéaires qui, sous certaines conditions,
présentent un phénomene appelé chaos. Ce dernier se caractérise par sa sensibilité aux
conditions initiales, ol de petites variations dans ces conditions peuvent entrainer des
résultats totalement différents a long terme. Cette théorie a été étudiée dans plusieurs

domaines, notamment 1'ingénierie et les mathématiques.

Au fil des décennies, de nombreux chercheurs et scientifiques se sont penchés sur
I'étude des systemes naturels et artificiels, fascinés par les comportements complexes
qui semblent simples. Le mathématicien francais Henri Poincaré a introduit le concept
de la théorie du chaos au XIXe siecle en observant que certains systémes, comme le

mouvement des planetes ou le pendule double, sont sensibles aux conditions initiales.

Cependant, c’est au XXe siecle que la théorie du chaos a pris son envol, grace a
des scientifiques tels qu’"Edward Lorenz, Mitchell Feigenbaum et Benoit Mandelbrot,
qui ont contribué a sa compréhension et a son application. Ainsi, la compréhension du
comportement chaotique des systémes et leur prédiction ont des implications impor-

tantes tant sur le plan scientifique que pratique.

La théorie du chaos est utilisée dans de nombreux domaines tels que la météoro-
logie (prévision météorologique), la dynamique des populations (croissance démogra-
phique), la biologie (rythmes cardiaques), la chimie (réactions chimiques), 'économie
(marchés financiers), 1’astronomie (mouvement des planetes), I'ingénierie (systémes

électroniques), la médecine (étude des maladies) et la psychologie (comportement hu-



main), entre autres.

La compréhension du comportement des systemes chaotiques et leur prédiction
ont un impact significatif a la fois sur le plan scientifique et pratique, en nous aidant a
prendre des décisions éclairées dans un monde complexe et imprévisible.

Dans ce mémoire, nous avons étudié trois chapitres principaux :
e Dansle premier chapitre, nous avons présenté les concepts de base des systéemes
dynamiques.
e Dans le deuxieme chapitre, nous avons abordé la théorie du chaos et ses pro-
priétés.
e Dans le troisiéme chapitre, nous avons étudié les propriétés mathématiques du
systeme de Chen, la recherche des points fixes et leur stabilité, ainsi que ’analyse

et la discussion des résultats relatifs au comportement du systeme.



CHAPITRE 1

PRELIMINAIRES SUR LES SYSTEMES
DYNAMIQUE

1.1 Définition générale

1.1.1 Définition du systéme dynamique

Systeme des équations différentielles de la forme [4] (cas continu) :

dx

a-dc:f(x,t,v), xelUCR", veVCR. (1.1)

Ou des applications (cas discret) :
Xes1 = f(xe,v), % €UCR", veVCR; k=1,2.... (1.2)

Les systemes (1.1) et (1.2) s’appellent des systemes dynamiques. R" est 'espace des

phases, IR" est 'espace des parametres.
Exemple 1.1.1. L'oscillateur de Duffing :

i _
TR

d—y:x—x3—6y+)/cosa)t
dt ’

(1.3)

oiL 5, y et w sont des parametres physiques réels. L'espace des phases est R* et 'espace des

parametres est IR>.



Préliminaires sur les systémes dynamique

Exemple 1.1.2. L'application de Hénon :

Xev1 = Y + 1- axi, (1 4)
Yik+1 = bxy.

Oiv a et b sont des parametres réels. Lespace des phases est R? et 'espace des parametres est R?.

1.1.2 Systemes autonomes et non autonomes

a- Systémes autonomes

Définition 1.1.1. [7]
On dit que le systéme différentiel est autonome, si sa loi d’évolution ne dépend pas du temps
(la loi est alors dite stationnaire) :

2O - st (15)

Exemple 1.1.3. Soit le systéme autonome suivante :

dx _ y
a7’
dy B
— =
x(to) = 1, y(to) = 0.

_x,

b- Systémes non autonomes

Définition 1.1.2. [7]

On dit que le systéme différentiel est non autonome; sa loi d’évolution dépend alors du temps :

dx(t)
= o), . (16)

Exemple 1.1.4. Soit le systéme non autonome suivante :

Hoy

a7

4y _ +t
ar - b
x(to) =1, y(to) = 0.

1.1.3 Flot

Considérons un ensemble E et un groupe additif F.(comme R ou Z). Supposons

qu'il existe des applications f* (ot t appartient a F) qui prennent des éléments de E et

4



Préliminaires sur les systémes dynamique

les renvoient dans E. On appelle le couple couple (E, f*) (ou1 t appartient a F) un "flot"
ou un "systeme dynamique".
L’ensemble E constitue 1’espace des phases de ce flot. Chaque point x dans cet espace

représente un état du systeme dynamique [16].

1.1.4 Systémes conservatifs et dissipatifs

Un systéme conservatif est celui qui conserve la somme d’énergie et posséde une
constante de mouvement, tandis qu’un systeme dissipatif est celui qui perd de I’énergie

et est influencé par la vitesse [16].

Théoreéme 1.1.1. (Théoreme de divergence) [16]
soit @y un flot, et soit V un volume dans I'espace des phases au tempst = 0, ot V(t) = @4(V)

est l'image de V par ¢;. Nous avons la relation suivante :

av
it

n 8ﬁ
= | divfdx,...dx, etdivf = E -
‘fl; f ! f P 8xi

t=0

Le systeme est dissipatif si : LZ—Y <0.

. dv
Le systéme est conservatif si : Fri 0.

1.1.5 Espace des phases

Ftant donnée la possibilité d’implémenter un modele décrivant 1’évolution tempo-
relle d"un systeme a partir des équations caractéristiques, nous pouvons ainsi construire
un ensemble de variables d’état associées a ce systeme. Un espace mathématique, ap-
pelé espace des phases, est assigné a 'ensemble des variables d’état précédemment
introduites. Cet espace mathématique est donc multidimensionnel et représente toutes
les valeurs possibles que peut prendre la sortie d'un systéme en fonction de ses para-

metres.

1.1.6 Portrait de phase

Il s’agit d"une représentation géométrique de la dynamique d'un systeme. Elle peut
étre unidimensionnelle, bidimensionnelle, tridimensionnelle, voire méme multidimen-
sionnelle. Chaque axe dans le portrait de phase correspond a une variable d’état a
un instant donné. L'ensemble des points représentant 1’évolution du systéme génere
des trajectoires caractéristiques du systémes. En utilisant le portrait de phase, nous

pouvons identifier I’attracteur correspondant a un systéme.
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1.2 Propriétés des systémes dynamiques

1.2.1 Point d’équilibre

Définition 1.2.1. Le point x* est appelé un point critique ou point d'équilibre du systeme (1.1)

s'il vérifie :

f(x,t,0)=0.

1.2.2 Point périodique et P-cycles

La notion de périodicité est 1'une des notions les plus importantes dans le domaine
des systémes dynamiques. Son importance découle du fait que de nombreux phé-
nomenes physiques présentent des schémas qui se répetent. Ces schémas produisent
des cycles (ou des cycles périodiques), ott un cycle est compris comme 'orbite dun
point périodique. Dans cette section, nous abordons les questions de 1’existence et de

la stabilité des points périodiques [9].
Définition 1.2.2. S'il existe k > 1, tel que f*(x) = x, on dit que x est un point périodique, la

période d’un point périodique x est le plus petit entier k > 1 tel que :

) =x.

Un ensemble (xo; X1; ....; Xp-1) forme un cycle d’ordre p (ou une orbite périodique d’ordre p, ou

encore un P-cycle), si :

f(xj) =xjs1, pour j=0,1,2.p-1
f(xp) = xo.

Remarque 1.2.1. Il n’est pas possible d’avoir un comportement périodique dans les systémes a

une dimension en temps continu [28].

1.2.3 Solution périodique

Une solution périodique est définie comme toute solution x = (t) de I'équation

x = f(x,t,0v), pour laquelle il existe un nombre T > 0 tel que Y(t + T) = ¢ (¢).

Remarque 1.2.2. Si la fonction Y(t) a une période T, alors la solution aura également une
période kT, en supposant que T est la plus petite période. De plus, les points d’équilibre sont

considérés comme des solutions périodiques avec une période arbitraire T € R*.

6



Préliminaires sur les systémes dynamique

Théoreme 1.2.1. [14]
Soit Y(t) une solution du systeme x = f(x,t,v), supposons qu’il existe deux instants t; et
ty (t1 < tp) tels que Y(t1) = Y(ty) (c’est a dire que I'orbite de Y(t) se recoupe). Alors, Y(t) est

une solution périodique définie pour tout t € R.

1.2.4 Trajectoires, orbites et cycles limites

Définition 1.2.3. [20]
Soit {¢p:, t € R} un systeme dynamique a temps continu sur un espace des phases Q, parametre
par L'ensemble des réels R. Pour tout t € R, on note U, la partie de () sur laquelle I'application
@y est définie. Pour tout point x de (3, on note I, I'ensemble des t € R tels que x € Uy, c’est-a-dire
tels que @(x) soit défini.
1. On appelle trajectoire d’un point x de Q) I'application, définie sur I, et a valeurs dans
Q, t = @x).
2. On appelle orbite d’un point x de Q) la partie {@:(x),t € I, } de I'espace des phases Q).
3. Un élément x de Q) est dit point fixe, ou point d’équilibre du systéme dynamique si son
orbite est {x}.
4. L'orbite d'un point x de Q est dite périodique si x n’est pas un point d’équilibre et s'il
existe un élément T de I, vérifiant T > 0 et pr(x) = x. On dit alors que T est une

période de I’orbite périodigue considérée.

Proposition 1.2.1. [20]
Les hypothéses et notations sont celles des définitions précédentes.

1. L'orbite d'un point x de ) contient toujours le point x.

2. Si Les orbites d'un point x et d’un point y de Q) ont une intersection non vide, elles sont
confondues.

3. La propriété "deux points x et y de Q) appartiennent a la méme orbite” est une relation
d’équivalence sur (). La partition de I'espace des phases ) en classes d’équivalence (pour
cette relation) est appelée portrait de phases du systéme dynamique.

4. Soit x un point de Q) dont l'orbite est périodique de période T > 0. Alors I, = R, et

'orbite de x est aussi périodique de période kT, pour tout entier k > 1.

Définition 1.2.4. (Cycle limite) [23] :
Un systeme x = f(x) possedent un cycle limite C s'il existe Un intervalle de temps [to; to + T
et un point de départ xo € C, tel que en désignant par ®(t) la solution de systéme avec pour
condition initiale x(to) = xo = D(ty) on ait :

o O(t) € C,Vt € [ty; to+ TI.

o O(T) = xo.
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Un cycle limite est une trajectoire fermée solution du systeme.

1.2.5 Classification des cycles limites

Définition 1.2.5. [23]

Soit C un cycle limite :
e Stable : toutes les trajectoires dans un voisinage du cycle— C.
o Instable : toutes les trajectoires divergent de C.

e Semi stable : certaines trajectoires convergent vers C.

Remarque 1.2.3. Les cycles limites apparaissent seulement dans les systémes différentiels non

linéaires.

B @

CTE'E stable CYE|E instable C‘fclE semi-stable

Ficure 1.1 - Classification des cycles limites.
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Exemple 1.2.1. Soit le systeme différentiel

x=x—y—x(x*+1?), an

y=x+y—y@*+y>.

En coordonnées polaires x = rcos(0) et y = rsin(0) avec r > 0, le systéme (1.7) devient

r=r(l-1r%,

0=1.

r=0=r=0o0ur==+1.

Comme r > 0, on n’accepte que la racine positive r = 1. Donc, pour r = 1 on a la solution
périodique
(x(), y(t)) = (cos(t + 0)), sin(t + Oy)), avecO(0) = Oy.

Dans le plan de phase il y a un seul cycle limite d’équation x> + y* = 1 et d'amplitude r = 1.
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— T T, v i ;:I ﬁ: H'\-\. -"'\-.. ‘H -
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R Nl i RS I IR IR B BN

FiGure 1.2 — Cycles limite du systeme (1.7).
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1.2.6 Existence et non-existence des cycles limites

Théoréme 1.2.2. (Poincaré-Bendixon) [8]

Soit le systeme

5C=P(x/]/)r (1.8)

y = QY.

Supposons que P, Q sont des fonctions de classe C' sur E, oit E est un sous ensemble ouvert de
IR?, le systeme (1.8) a une orbite w telle que I'orbite positive w.(p) = {Y(p, t),t > 0} passant par
le point p est contenue dans un sous ensemble compact A de E. Alors on est dans 'un des trois
cas suivants :

o Soit w,(p) tend vers un point d’équilibre.

e Soit w.(p) tend vers une orbite périodique.

e Soit w.(p) est une orbite périodique.

Si A contient de points critiques, alors il existe une orbite périodique du systeme (1.8).

Théoréme 1.2.3. (Critére de Bendixon) [19] :
Considérons le systeme (1.8) et supposons que D soit un domaine simplement connexe (pas de
trous dans D).

JdP 00

vmg:mm@=$+@¢a

Dans D. Alors il n'y a pas de cycles limites entierement contenus dans D.
Exemple 1.2.2. Considérons le systéme suivant

x = 2xy — 2y,
3

y=x -y =xy

Soit F = (2xy — 2y*, x> — y* — x*y°)". On calcule la divergence du champ de vecteur F, on

obtient

dioF) = V) = S (xy=24") + 5o~y =)

= 2y -2y —3x?y>
= =3x%y% <0.

D’oii, d’apres le critére de Bendixon ce systéme n’a aucun cycle limite dans R?.

Théoréme 1.2.4. (Critére de Dulac) [19] :

Considérez une région annulaire, appelée A, contenue dans un ensemble ouvert E. Si :

P J
vm@:mm@=§+£.

10
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Si la fonction ne change pas de signe dans A, alors il y a au plus un cycle limite entierement

contenu dans A.

1.3 Classification des systémes dynamiques

Les systemes dynamiques peuvent étre classés en fonction de leur évolution tem-
porelle. Ainsi, on distingue trois types de systemes dynamiques :
Les systemes stochastiques, évoluent de maniére aléatoire dans tout ’espace, sans étre
régis par des équations spécifiques. Il n’est pas possible de faire des prévisions exactes
sur leur évolution dans le temps.
Les systemes déterministes, sont régis par des lois mathématiques bien connues, ce
qui permet de prévoir exactement leur évolution dans le temps.
Les systémes chaotiques, présentent un comportement complexe. Ils sont attirés de
maniére irrésistible par une structure géométrique également complexe, sur laquelle ils
se comportent de maniere erratique et aléatoire, sans jamais la quitter ni repasser deux
fois par le méme point. Ces systemes semblent suivre a la fois des lois déterministes
et des lois aléatoires, ce qui rend toute prévision a long terme impossible. Parmi ces
systemes, on peut retrouver une grande partie des systemes physiques courants tels
que le (calcul des trajectoires, d’'un mobile & n éléments, d'une planete, etc...). Mais
on y trouve également I’évolution des populations, la météorologie et bien d’autres

domaines.

1.4 Stabilité de systemes dynamique a temps continue

La stabilité d"un systeme dynamique se réfere au comportement de ses trajectoires
autour des points d’équilibre. L’analyse de la stabilité d"un systéme dynamique permet
donc d’étudier comment sa trajectoire d’état évolue lorsque 1’état initial est proche
d’un point d’équilibre. Il existe plusieurs concepts pour décrire la stabilité des systemes

dynamiques, tels que la stabilité au sens de Lyapounov.

1.4.1 Linéarisation des systémes dynamique

Considérons le systeme dynamique non linéaire défini par [11] :

x(t) = f (x(t)), (1.9)

11
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ol X = (X1,X2,...., Xn), €t f = (x1,X2,...., X,) et soit x* un point d’équilibre de ce systeme.
Supposons qu'une petite perturbation &(t) soit appliquée au voisinage du point d’équi-
libre x*. La fonction f peut étre développée en série de Taylor au voisinage du point x*

comme suit :

E(f) +x° = FO) +e(t) = f(x7) + Je(x7).e(t). (1.10)
Ot J¢(x") est la matrice Jacobienne de la fonction f définie par :
M) ) )

8x1 8x2 axn
Ip() AHE) A
Jix) =| ox dxy ox, |. (1.11)

Ih) ) )
ox; Jxy ox,,

Comme f(x*) = x*, alors I'équation (1.10) devient :
e(t) = Jr(x").e(t). (1.12)

L’écriture (1.12) veut dire que le systéme (1.9) est linéarisé.

1.4.2 Stabilité au sens de Lyapounov a tempe continu

Les équations d’un systemes non linéaires sont définies par la forme suivante :

X = f(x, t)/

x(ty) = xo, condition initiales.

(1.13)

OuxeR"et f: R" x R* — R" continue. Nous désignons par x* un point d’équilibre
de (1.13) f(x*;t) = O;Vt > ty, et par x(t; ty; xo) la solution a l'instant t > f; du systeme

(1.13) initialisée en x( a l'instant t,, et f une fonction non linéaire.

Définition 1.4.1. (La stabilité au sens de Lyapounov) [27]
Le point d’équilibre x* = 0 est appelé point d’équilibre stable de (1.13) si pour tout ty > 0 et tout

e > 0, il existe O(ty, €) tel que
[xol < &(fo, €) = |x(£; to; x0)| < €, Yt > 1o,

ot x(t) est la solution de (1.13) a partir de x, a to.

Définition 1.4.2. (La stabilité uniforme) [27]

12
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Le point d’équilibre x* = 0 est appelé point d’équilibre uniformément stable de (1.13) si dans la

définition précédente.

Définition 1.4.3. (Attractif) [7]
Le point d’équilibre x* du systéme (1.13) est attractif si :

Yty € R : J6(ty), tel que ||x(ty) — x*|I< 6(tp) = tli{rn f(t, to, x(ty)) = x".
lorsque; 6(tg) = +o0 on dit que le point d’équilibre x* est globalement attractif.

Définition 1.4.4. (Stabilité asymptotique) [27]
Le point d’équilibre x* = 0 est un point d’équilibre asymptotiquement stable de (1.13) si
o x* = 0 est un point d’équilibre stable de (1.13), et si

o x* = ( est attractif, c’est-a-dire que pour tout ty > 0 il existe un O(ty) tel que :
|XO| <H6=> thm |X(t,‘ to; Xo)l =0.
—+400

Une caractéristique intéressante de cette définition est qu’elle nécessite deux condi-
tions distinctes : premiérement, que le point d’équilibre soit stable, et deuxiemement
que les trajectoires convergent vers le point d’équilibre lorsque ¢ — +oco. Bien que
cela puisse sembler étre le cas de maniere superficielle, I’exigence que les trajectoires

convergent vers l'origine n'implique pas la stabilité du point d’équilibre.

Définition 1.4.5. (Instabilité) [27]

Le point d’équilibre x* = 0 est appelé point d’équilibre instable s’il n’est pas stable au sens de
Lyapounoo.

1l y a deux méthodes différentes pour Lyapounov : directe et indirecte. Nous fournirons une

définition de chacune avec un exemple pour la compréhension.

a- Premiére méthode de Lyapounov (méthode indirecte)

La méthode indirecte, aussi appelée premiére méthode de Lyapounov, considere
a linéariser le systeme dynamique autour d'un point fixe x* et 4 tester la stabilité du

systeme.

Théoréme 1.4.1. [7]
Soit le systeme non linaire (1.13), et soient A;,i = 0,1,...,n, les valeur propres de la matrice
jacobienne de f(x) au point d’équilibre x* du systeme (1.13) est :

1. Asymptotiquement stable si et seulement si toutes les valeurs propres de la matrice

jacobienne sont de partie réelle strictement négative.

13
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2. Instable (ou répulsif ) si la matrice jacobienne admet au moins une valeur propre au
moins une valeur propre de partie réelle strictement positive.
3. On ne peut pas conclure la stabilité locale du point fixe si certaines valeurs propres de la

matrice jacobienne sont nuls.
Exemple 1.4.1. Soit le systeme

x=1y*—x,

y=x>-2y—xz

z=-z+xy.

L'origine (0,0, 0) est un point fixe; et son linéarisation est :

x -1 0 O0]|[«x
Df(©0,0,0) =|y|={0 -2 0 ||ly]-
z 0 0 -1)\z
Les valeurs propre Ay = =1, Ay = =2, A3 = =1, tout les valeurs négatives d’oui le point

d’équilibre(0, 0, 0) est asymptotiquement stable.

b- Seconde méthode de Lyapounov (méthode directe)

Dans la méthode directe de Lyapounov, on cherche une fonction scalaire (de type
énergétique), que admet une différence négative. Cette fonction est appelée fonction de

Lyapounov [7].

Définition 1.4.6. Soit le systeme (1.13), la fonction de Lyapounov est une fonction scalaire
V :R" — R, continue en x(t); tel que :

1. V(0) = 0.

2. V(x(t)) > 0,Vx(t) # 0.

3. V(x(t)) — 400,51, ||x(t)||—> +oo0.

Théoreme 1.4.2. [7] Le principe de la deuxieme méthode de Lyapounov consiste a rempla-
cer I'étude de convergence de x(t) vers x* = 0, c’est-a-dire le point d’équilibre x* = 0 est

asymptotiquement stable s’il existe une fonction de Lyapounov V : R" — R, telle que :
V(x(t), y(t)) < 0, Vx(t) # 0.

C’est-a-dire la fonction de Lyapounov est strictement décroissante.

14
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Exemple 1.4.2. soit le systeme :

x=—-x3—x2%,
y=xy-y

Nous étudions la stabilité en point d’équilibre (0, 0) avec une fonction de Lyapounov, supposons

Vix,y)=x*+17,

alors .
Vix,y) = 2xx+2yy,
= 2x(—=x% — x%) + 2y(xy — 1°).
donc
V(x,y) = —2x* — 2x12 + 2xy? - 2y,
Alors :
V(x,y) = —2x* — 21 = 2(x* + 1*).
Ona
e V(ix,y) =x*+y*>>0,Y(x, y) % (0,0).
e V(0,0) = 0.

o V(x,y) = —2(x* + y*) < 0,Y(x,y) # (0,0).

L4 1im||(x,y)||_>+oo V(x, y) = +o00.
Alors (0, 0) est asymptotiquement stable.

1.4.3 Classification des points d’équilibres

a. cas des systémes linéaires

Considérons le systéeme linéaire [11] :
x(t) = Mx, (1.14)

ol x = (xq,x2, ...., X;) et M une matrice constante inversible. Soient A1, A,, ..., A, les

valeurs propres de M.

Définition 1.4.7. 1. Si les valeurs propres Ay, Ay, ..., A, sont réelles et de méme signe,
la solution x = O est appelée nceud.

2. Si les valeurs propres Ay, Ay, ..., A, sont réelles, non nulles et de signes différents, la
solution x = 0 est appelée selle.

3. Si les valeurs propres Ay, Ay, ..., Ay sont complexes avec Re(A;) # 0, i=1,...,n,la
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solution x = 0 est appelée foyer.
4. Si les valeurs propres Ay, Ay, ..., A, sont complexes avec Re(A;) =0, i=1,...,n,la

solution x = 0 est appelée centre.

Exemple 1.4.3. [14]

Un systeme linéaire a deux dimensions est un systeme de la forme :

X =ax + by,

y=cx+dy.

L)

] est une matrice constante inversible, et X = (x,y) € R? Soient Ay etA, les

qu’on écrit plus généralement :

MX =

. a
OuM =

c d

valeurs propres de la matrice M qui sont les racines du polyndme caractéristique suivant.

p(A) = A* = (@ +d)A +a.d—b.c.

1. Cas réel :
(i) Si les valeurs propres Ay et A, sont réelles, non nulles et de signes différents, la solution
X" = xg est appelée un selle est toujours instable.
(ii) Si les valeurs propres Ay et A, sont réelles, non nulles et de méme signe, la solution
X" = xg est appelée un nceud. Si de plus :
o A <Ay <0 est un neeud impropre stable.
e 0 < Ay < A, est un neeud impropre instable.
e SiA=A =A,onadeuxcas:
- Si A est diagonalisable, la singularité est un nceud propre, il est stable si A < 0
et instable si A > 0.
- Si A est non diagonalisable, la singularité est un nceud exceptionnel, il est stable
siA < OQetinstablesi A > 0.
Remarque :
o Nceud impropre si les valeurs propres sont réelles distinctes mais de méme signe
(nceud attractif si négatives ; nceud résulsif si positives) .
o Neeud propre s'il y a une seule valeur propre semi-simple et réelle non-nulle (nceud
attractif si négative; noeud résulsif si positive).

e donne un nceud dit exceptionnel, attractif ou répulsif selon le signe la valeur propre
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réelle non semi-simple A. Si P est une matrice de passage a une base de Jordan :

e/\t te/\t

0 e)\t

NG J_ |

point selle (AL<0<A2) neeud impropre instable (0 <Al <A2) neeud impropre stable (A2<A1<0)

pletp =

y

Neeud propre instable (A >0} Neeud propre stable (A <0) Noeud exceptionnel instable (A >0) Neeud exceptionnel stable (A < 0)

Ficure 1.3 — portrait de phases dans cas réel.

2. Cas complexes :

Si les valeurs propres Ay et A, sont complexes conjuguées
M=a+ 1‘8,
Az =a— Zﬁ

(i) Sia#0ona:
o a > (0 est un foyer instable.
o a < 0 est un foyer stable.

(ii) Si o = 0: le point critique est un centre. Il est stable mais pas asymptotiquement stable.

@ ©® @

o == () o < () v = ()

Foyer instable Foyer stable Centre

FiGure 1.4 — portrait de phases dans cas complexes.

17



Préliminaires sur les systémes dynamique

b. cas des systémes non linéaires

Considérons maintenant le systéme non linéaire [11] :

x(t) = f(x). (1.15)

Définition 1.4.8. Un point critique de x* de (1.15) est appelé puits si toutes les valeurs propres
de la matrice M = Df(x*) ont des parties réelles négatives, il est appelé sources si toutes les
valeurs propres de la matrice M = D f(x*) ont des parties réelles positives, il est appelé selle s’il
est hyperbolique et si M = D f(x") a au moins une valeur propre avec une partie réelle positive

ou au moins une valeur propre avec une partie réelle négative.

Théoréme 1.4.3. Soit x(t) = f(x), x € R", f € C, un systeme dynamique a temps continu. Si
x* un point fixe (f(x*) = 0), alors si les valeurs propres de D f(x*) sont de partie réelle négative

x* est stable, et instable si I'une de ces valeurs propres de D f(x*) est de partie réelle positive.

1.5 Critére de Routh-Hurwitz

Pour démontrer que le point d’équilibre est asymptotiquement stable, il est donc
nécessaire de calculer les k valeurs propres A; de la matrice M et de vérifier que toutes les
parties réelles de ces valeurs propres sont inférieures a zéro. Une méthode algébrique
a été développée par Roth-Hurwitz, basée sur le calcul de déterminants particuliers
appelés déterminants de Routh-Hurwitz.

Supposons le systeme :

x = @(x).
Son linéarisé si écrit :

x = Mx.

avec det(M) # 0, I’équation caractéristique si écrit :
P(A) =detM — Al) = 0 & AgA" + AA" + ApA" 2+ + ApsiA + A, = 0.

Les déterminants Hurwitz sont donnés par :

A A A, As As

1 3

Hl:‘Al’HZZA A , H3 =1Ay Ay Ay
o 0 A, As

18
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A1 As As
Ay Ay A4
0 A A;
0 Ay A

0 0 - A

Proposition 1.5.1. le point d'équilibre x est asymptotiquement stable & ¥ Re(A;) < 0 <
¥ Re(H;) > 0.

Théoréme 1.5.1. (critére de Routh-Hurwitz) [16]
soit P un polynome tel que Ay > 0. Pour que P soit uniformément asymptotiquement stable

(u. a. s), il faut que les déterminants principaux de la matrice de Hurwitz soient strictement

positifs.

1.6 Théorie de bifurcation

La bifurcation, en termes simples, désigne un changement structurel dans la trajec-
toire d’un systeme. C’est le mathématicien frangais Henri Poincaré qui a signalé pour
la premiére fois ce phénomene dans ses travaux. L'étude des bifurcations se concentre
sur la maniere dont les changements structurels se produisent lorsque les parametres
du systéme varient. Le point ot1 se produit la bifurcation est appelé point de bifurca-
tion. A ces points de bifurcation, le comportement du point fixe ainsi que la nature des
trajectoires peuvent subir des changements significatifs. Les caractéristiques de l'at-
traction et de la répulsion sont généralement altérées lorsqu’une bifurcation se produit.
Le diagramme des valeurs des parameétres par rapport aux points fixes du systeme est
appelé diagramme de bifurcation. Dans cette section, nous examinerons des systemes
a un degré de liberté et étudierons successivement trois bifurcations principales [17] :

- Bifurcation de noeud-col (saddle-node) : un point fixe unique <= un point fixe
nul.

- Bifurcation de fourche (pitchfork) : un point fixe unique <= deux points fixes.

- Bifurcation de Hopf (Hopf) : un point fixe unique &= un cycle limite.

Dans chaque cas, on va chercher a :

- identifier les points d’équilibre x* du systeme, c’est-a-dire les états tels que le
systeme est invariant (% =0enx=x").

- étudier leur stabilité : comment le systeme évolue-t-il a partir d"un point fixe si

on lui applique une perturbation? [3].
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1.6.1 Bifurcation de noeud-col

La bifurcation de type selle de cheval est le mécanisme de base par lequel les points
fixes sont créés et détruits. Lorsqu'un parametre est varié, deux points fixes se déplacent
I'un vers l’autre, entrent en collision et s’annihilent mutuellement.

L'exemple prototype d"une bifurcation de type selle de cheval est donné par un systeme

du premier ordre.

x=g(x,r)=r+x%5 xeR

Ou 7 est un parametre. Lorsque r est négatif, il existe deux points fixes, I'un stable et

l’autre instable.

i b i

stable instable

: | 1
semi-stable

r<( r=( r>0

Ficure 1.5 - Les portraits de phase pour: (a) r <0, (b) r = 0; et (c) r > 0.

A mesure que r approche de 0 par en dessous, la parabole monte et les deux points
tixes se rapprochent I'un de l'autre. Lorsque r = 0, les points fixes fusionnent en un
point fixe demi-stable a x* = 0 (Figure 1.5(b)). Ce type de point fixe est extrémement
délicat-il disparait des que r # 0, et maintenant il n'y a plus de points fixes du tout
(Figure 1.5(c)). Dans cet exemple, nous disons qu’une bifurcation s’est produite a r = 0,

car les champs vectoriels pour 7 > 0 et r < 0 sont qualitativement différents[30].

Remarque 1.6.1. Méme étude faite lorsque g(x,r) = —r—x?, g(x,7) = r+x%, g(x,7) = —r + x?
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Mais dans tous les cas, il y a une transition a r = 0 entre existence d’aucun point fixe et de deux
points fixes dont un est stable et I'autre instable.
La Figure (1.6) représente le diagramme de bifurcation du nceud-col (la variation du point

d’équilibre en fonction du parametre pour le cas g(x,r) = r + x?).

instable

\

point de bifurcation

? stable

Ficure 1.6 — Diagramme de Bifurcation nceud-col.

1.6.2 Bifurcation de fourche

Si on peut réduire g(x, 7) a un polyndome cubique x* ces quatre cas :

g, 1) = rx—x°, (1.16)
glx,r)= rx+x°, (1.17)
g(x,7) = —rx + x°, (1.18)
glx, 1) = —rx — x°. (1.19)

L’équation (1.16) s’appelle la forme normale d"une bifurcation fourche super critique.

Nous calculons les points fixes :

5 x* = 0 pour tout r,
x(r-x)=0=
x* = £+/rpour r > 0.
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Nous étudions la stabilité de ces points fixes :

rpour x* =0,
gy =r-3pR =]
r—3r==2rpour x* = £ .

Le point fixe x* = 0 est donc stable pour r < 0, et devient instable a r = 0 quand les
branches de nouveaux points fixes x* = + +/r sont crées. Ces nouveaux points fixes sont
toujours stables quand ils existent. Faisons le méme calcul pour (1.17) qui est la forme

normale d"une bifurcation fourche sous critique.

) x* = 0 pour tout r,
x(r+x)=0=

x'=x+v-rpourr <0,

) rpour x* =0,
) =r+3x)" =

r+3(—r) = =2r pour x* = £ /.
Comme pour le cas super critique, le point fixe x* = 0 est stable pour r < 0 et devient
instable a r = 0. Mais contrairement au cas super critique, les autres points fixes + /r

existent dans la région ot + \r = 0 est stable, et sont toujours instables Fig(1.7) [11].

X
-
- -
A S SRR R R R
Py 3
g r

Ficure 1.7 — Diagramme de Bifurcation fourche.
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1.6.3 Bifurcation de Hopf

La bifurcation de Hopf survient lorsque le parametre de bifurcation atteint une
valeur critique 7y, a laquelle la matrice jacobienne du systeme a une paire de valeurs
propres complexes conjuguées qui traversent I’axe imaginaire. Cela signifie qu'au point
de bifurcation de Hopf, la partie réelle des valeurs propres s’annule, entrainant un
changement dans le type de stabilité de 1’équilibre existant. De plus, a ce stade, un
cycle limite se forme (voir la Figure 1.8 ) avec une fréquence angulaire correspondant a
la partie imaginaire des valeurs propres. Le déterminant de la matrice jacobienne reste
de méme signe apres la bifurcation. Alors que toutes les bifurcations que nous avons
décrites sont stationnaires, la bifurcation de Hopf donne naissance a des solutions
oscillantes. L'espace des phases a désormais deux composantes, et la forme normale

est exprimée dans le plan complexe
z=(r+i0)z - |zl z, (1.20)

l’est remarquable que cette forme normale est 1’équivalent complexe des bifurcations
en fourche. Pour mettre en évidence ses solutions, il est pratique de passer en variables
réelles en utilisant un repére soit cartésien, soit polaire. En posant par exemple z = x+iy,

la forme normale peut étre réécrite comme suit :

e (w2 2\ v
x=[r—x*+y?)]x -0y, 1.21)
y=0x+[r—*+1)]y.

Outre la solution stationnaire z = 0 (soit x = y = 0) il existe une autre solution telle que

|z|* soit indépendant du temps, soit :
lzP=x*+ > =1

Cette condition définit I'équation d’un cercle dans le plan (x, y), de rayon égale égale a
\r (voir La Figurel.9).
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Ficure 1.8 — Diagramme de Bifurcation Hopf. Ce diagramme comporte une dimension
supplémentaire 0. Les fleches représente quelques lignes de force du champs de vec-
teurs.

s =] —a.5 o [ 1 15 ) — —0.5 o os 1 5.5

(<) (d)

A= - —as o [ 1 15 =i.s -1 —0.5 o os 1 15

(e) (f)

Ficure 1.9 — Les diagrammes de plan phase des composantes (x, y) : un foyer devient
un cycle limite stable pour O =let(a@):r=0;(b):r=0;(c):r=0.2;(d) : r=0.5; (e) :
r=1,0):r=2.
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1.7 Diagramme de bifurcations

Le diagramme de bifurcation est un outil utilisé pour analyser un systéme et présen-
ter une gamme de solutions possibles en fonction des variations d"un de ses parametres.
Ce diagramme affiche les différentes valeurs du parameétre sur 1’axe horizontal et des
valeurs spécifiques des variables sur I’axe vertical. Le diagramme de bifurcation peut
aider a identifier les valeurs qui entrainent des changements significatifs dans le com-

portement final du systeme, y compris la transition vers des états chaotiques.

20 | 1 1 | 1 | 1}

16

14}

12

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 1l

Ficure 1.10 — Diagramme de bifurcation de Rossler .
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CHAPITRE 2

THEORIE DU CHAOS

2.1 Histoire de chaos

- 1890 Le Roi Oscar II de Suede octroie un prix au premier chercheur qui pourrait
déterminer et résoudre le probleme des n-corps des orbites des corps célestes et
ainsi prouver la stabilité du systeme solaire. Jusqu’'a ce jour, le probleme n’a pas
été résolu.

- 1890 Henri Poincaré gagne le premier prix du Roi Oscar II. Etant le plus proche
a résoudre le probleme de n-corps, il a découvert que l'orbite de trois corps
célestes agissantes 1'une sur 1’autre peut engendrer un comportement instable et
imprévisible. Ainsi, le chaos est nait (mais pas encore mentionné!).

- 1963 Edward Lorenz découvre le premier systéme chaotique dans la météo ou
encore appelé attracteur étrange.

- 1975 Tien-Yien Li et James A. Yorke ont présenté pour la premiere fois le terme
"chaos" dans un article intitulé "Period three implies chaos".

- 1978 Mitchell Feigenbaum introduit un nombre universel associé au chaos.

- 1990 Edward Ott, Celso Grebogi et James A. Yorke. Introduisent la notion de
controdle du chaos.

- 1990 Lou Pecora. Synchronisation des systemes chaotiques.

2.2 Définition du chaos

Un systeme chaotique est un systéme déterministe non linéaire possédant un at-

tracteur sensible aux conditions initiales. L'attracteur d’un systeme est défini comme
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le sous-ensemble de points vers lequel convergent toutes les trajectoires de ce systeme.
Les attracteurs les plus connus sont le point fixe, le cycle limite et le tore. Ces attracteurs
sont décrits périodiquement par les trajectoires représentatives du systeme étudié. Le
comportement de ces systemes est prévisible : connaissant 1’état initial, il est possible
de prédire les états futurs. Méme si cette connaissance comporte une marge d’erreur,
celle-ci reste du méme ordre de grandeur pour toute détermination future. En d’autres
termes, deux trajectoires initialement voisines le resteront toujours au cours du temps.
Cette propriété a pour conséquence que de tels attracteurs ne peuvent correspondre

aux attracteurs de systemes chaotiques [22].

Définition [22] :

Une application f est dite chaotique sur un ensemble invariant A, appelé attracteur,
Si:
e f esttransitive sur A, c’est-a-dire si l’orbite {x, f(x), ..., f'(x)} est dense dans A. En
d’autres termes, l’attracteur n’est pas décomposable.
e Les points périodiques, s’il en existe, sont denses sur A.

e f exhibe de la sensibilité aux conditions initiales sur A.

2.3 Définition mathématique du chaos

Il existe plusieurs définitions possibles du chaos, allant de la théorie ergodique, a
I"approche topologique. Nous choisirons cette derniere car elle a le mérite de mettre en
exergue trois concepts véritablement clés dans un comportement chaotique : imprédic-
tibilité, irréductibilité et un élément de régularité. L'évolution de systéme dynamique
est imprédictible en ce sens qu’elle est sensible aux conditions initiales. Il est en particu-
lier clair que la moindre erreur ou simple imprécision sur la condition initiale interdit
de décider a tout temps quelle sera la trajectoire effectivement suivie et, en conséquence,
de faire une prédiction autre que statistique sur le devenir a long terme du systeme.
Ainsi, bien que l'on traite de systemes déterministes, il est impossible de prévoir a
long terme leurs comportements s’ils sont chaotiques. La seule maniere est d’opérer
effectivement 1’évolution du systeme. Si cette simulation se fait numériquement, un
probléme de précision sur les conditions initiales se pose alors de petites erreurs d’ar-
rondis dues a la précision du type de la variable codant ces conditions initiales peuvent
exponentiellement s’amplifier de telle sorte que la trajectoire de phases obtenue n’est

pas représentative de la réalité [7].
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24 Systeme dynamique chaotiques

Définition 2.4.1. Le chaos est couramment défini comme un comportement spécifique d'un

systeme dynamique déterministe et non linéaire.

2.5 Transitions vers le chaos

Plusieurs scénarios existent pour décrire 1’évolution vers le chaos. Dans tous les
cas, I’évolution du point fixe vers le chaos n’est pas continue, mais caractérisée par
des changements brusques appelés bifurcations. Trois scénarios de transition d'une
dynamique réguliere a une dynamique chaotique peuvent étre identifiés lors de la

modification d"un parameétre.

2.5.1 Doublement de période

Dans les années 60, R. May a observé ce scénario en dynamique des populations
en utilisant I'application logistique. Ce schéma est marqué par une série de bifurca-
tions en fourche. a mesure que la contrainte augmente, la période d"un systéme sous
contrainte est doublée, puis quadruplée, et ainsi de suite. Ces doublages de périodes
se rapprochent de plus en plus les uns des autres. Lorsque la période devient infinie,

le systeme devient chaotique [15] [13].

2.5.2 Intermittence

L'intermittence vers la chaos se manifeste par un mouvement régulier ponctué de
périodes chaotiques, avant que le régime ne redevienne régulier a nouveau, et ainsi
de suite. L'apparition de ces périodes chaotiques se fait de maniére aléatoire dans le
temps. L'augmentation d"un parametre entraine une augmentation de la fréquence des
perturbations, puis les périodes chaotiques deviennent rares et distantes, jusqu’a ce

que finalement le chaos prédomine dans le comportement du systeme.

2.5.3 Quasi périodicité

Cemodele de quasi-périodicité a été identifié grace aux travaux théoriques de Ruelle
et Takens. Dans un systeme dynamique qui présente un comportement périodique a
une fréquence unique, une modification d"un parametre entraine l'apparition d"une se-
conde fréquence. Si le rapport entre ces deux fréquences est rationnel, le comportement

demeure périodique [25].
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2.6 Propriétés des systémes chaotiques

2.6.1 Non-linéarité

Un systéme chaotique est un systeme dynamique qui n’est pas linéaire. Un systéme

linéaire ne peut pas étre chaotique.

2.6.2 Déterminisme

Le déterminisme implique la capacité de "prédire" le futur d"un phénomene a par-
tir d’'un événement passé ou présent. L'évolution irréguliere du comportement d'un
systeéme chaotique est causée par ses non-linéarités. Dans les phénomenes aléatoires,
il est absolument impossible de prédire la trajectoire d’'une quelconque particule. En
revanche, un systéme chaotique obéit a des regles fondamentalement déterministes et

non probabilistes.

2.6.3 Sensibilité aux conditions initiales

Les systémes chaotiques se caractérisent par une sensibilité extréme aux perturba-
tions. Cette sensibilité a été observée pour la premiere fois par Edward Lorenz, qui la

illustrée par ce qu’on appelle l'effet papillon.

2.6.4 Aspect aléatoire

Chaque état d'un systéme chaotique présente des caractéristiques aléatoires. La

tigure suivante met en évidence 1’aspect aléatoire du systéme de Rossler.

(0] 100 200 300 400 500 600 700 800

Ficure 2.1 — Aspect aléatoire du systeme de Rossler.
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2.6.5 Les attracteurs étrange

une "définition" d"un attracteur étrange peut étre formulée ainsi : un sous-ensemble
borné A de 'espace est un attracteur étrange pour une transformation T de 1'espace s’il
existe un voisinage R de A vérifiant les propriétés suivantes :
e Attraction
R est une zone de capture, ce qui signifie que toute orbite par T dont le point
initial est dans R est entierement contenue dans IR. De plus, toute orbite devient
et rest aussi proche de A que I'on veut.
e Sensibilité
Les orbites dont le point initiales est dans R sont extrémement sensible aux
conditions initiales.
e Fractal
A est un objet fractal.
e Mélange
pour tout point de A, il existe des orbites démarrées dans R qui passent aussi

pres que l'on veut de ce point [5].

2.7 Détection du chaos

Plusieurs méthodes sont disponibles pour déterminer si des systemes non linéaires
sont chaotiques ou non. Ces méthodes ne sont généralement pas trées nombreuses
et ne couvrent pas une période suffisamment longue a 1’échelle du systeme étudié.
Nous avons choisi d'utiliser deux des méthodes les plus couramment employées : la

dimension fractale et les exposants de Lyapounov.

2.7.1 Les exposants de Lyapounov

Comprendre l'évolution chaotique est complexe, car la divergence des trajectoires
sur l'attracteur est rapide. Lorsque cette divergence augmente de maniere exponentielle
avec le temps pour la plupart des conditions initiales proches d"un point donné, on
observe le phénomene de sensibilité aux conditions initiales. C’est une idée a laquelle
sont associés les exposants de Lyapounov, qui offrent une mesure quantitative de cette
divergence exponentielle locale et évaluent le degré de sensibilité d"un systeme dyna-

mique. Commengons par rappeler cette formule et examinons comment Lyapounov a
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pu en déduire une telle expression.

Prenons un systéme dynamique donné avec une condition initiale x, par une erreur

infinitésimale E. Apres m itérations, 1’erreur initiale E, sera multipliée par un facteur
Eu

Ey’
Sile facteur E est inférieur a 1, ’erreur diminue; s’il est supérieur a 1, elle augmente.

En utilisant la relation

En|_
Eo|

En
Em—l

Em—l
. Em_z .

Em—Z
Em—3

E
E

E
Eg

7

il suffit de calculer ce produit pour déterminer comment I'erreur initiale E, s’amplifie.

Lorsqu’on prend le logarithme d'un produit, cela équivaut a la somme des loga-
rithmes des facteurs. Utilisons cette propriété du logarithme du produit pour appro-

fondir cette étude.

In & _ ln( Em Em—l Em—Z é é)
EO Bl Em—l . Em—Z . Em—3 El . EO
Em Em—l Em—Z EZ El
=1 +1 +1 +--+In|=—|+ |
MEwal T MEwl ™ T Ens ME|T I
m Ek
= In|—].
; Er—

Avant de laisser cette quantité tendre vers 'infini, on détermine d’abord la moyenne

de la somme obtenue, ce qui nous permet d’obtenir I'exposant de Lyapounov.

Si Ey et Ex_q sont des valeurs tres petites, le rapport correspond a la dérivée de la fonction
associée a 1’équation utilisée, a condition que la fonction soit naturellement dérivable.

En effet, L(t;) soit cette fonction :

Ey = L(tg-1 + Ex-1) — L (tk-1),
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et
Ex _L (te=1 + Ex=1) — L (tx-1)
Er— Ei— ’
puisque :
i LEFAD L)

Ax—0 Ax

alors, si L est dérivable on a :

Ex _ L (t—1 + Ex-1) — L (t-1))
Ex Ei1

= L' (ty-1) lorsque Ex_1 — 0,

par conséquent :

1 m
A= lim —ZlnlL’ (1)
k=1

m—+oo 11

Lorsque I'exposant de Lyapounov est positif :

En

E_0>0’

In

et par conséquent :
En

Eml o1,
E |~

Remarque 2.7.1. - Les exposants de Lyapounov sont une extension des valeurs propres pour
le point fixe et des coefficients caractéristiques pour les solutions périodique.

- Dans le cas d"un attracteur non chaotique, les exposants de Lyapounov sont tous inférieurs ou
égaux a zéro, avec une somme globalement négative. Un attracteur étrange posséde toujours au

moins trois exposants de Lyapounov, dont au moins un est positif (Voir le tableau 2.1).

A. Classification des orbites suivant le signe de 1’exposant de Lyapou-

nov

En général, on peut classer les orbites en trois catégories selon le signe de I'exposant

de Lyapounov :

1- SiA < 0, 'orbite est attirée vers un point fixe ou vers une orbite périodique stable,
ce qui caractérise les systemes dissipatifs. Ce genre de systéme présente une
stabilité asymptotique : plus I'exposant est négatif, plus la stabilité est forte. Les
points fixe et les points périodiques tres stables ont un exposant de Lyapounov
qui tend vers —oo.

2- Si A = 0, I'orbite correspond a un point fixe neutre. Un systéme physique avec
un tel exposant est qualifié de conserva-tif. Dans ce cas, les orbites maintiennent

une distance constante entre elles.

32



Théorie Du Chaos

3- si A > 0, l'orbite est instable et chaotique. Tous les points adjacents doivent étre

visités; ces points sont qualifiés d’instables. Dans un systeme discret, on obtient

un ensemble de points sans aucune relation liée. Dans un systeme continu,

I'espace de phase est constitué d’un ensemble de lignes entrecroisées.

Etat stable Flot Dimension de Lya- | Exposants de Lya-
pounov pounov

Point d’équilibre | point 0 Ap <o <A1 <0
Périodique cercle 1 A=0

A < e <A <0
Période d’ordre 2 | tore 2 AM=A=0

Ap <. < A3 <0
Période d’ordre j | j-tore j M=A=..=A;=0

Am <o <Aj1 <0
Chaotique Non entier A >0

i A <0

k=1
Hyperchaotique Non entier A >0,A,>0

Zm:/\k <0
k=1

TasLE 2.1 — Classification des régimes permanents selon les exposants de Lyapounov.

B. Caractérisation d'un attracteur par le signe des exposants de Lya-

pounov

Un exposant de Lyapounov positif signifie que dans la direction qu’il représente, la

divergence entre deux trajectoires voisines augmente de maniere exponentielle avec le

temps. Cela indique clairement qu’il s’agit d"un attracteur étrange.

Pour une application bidimensionnelle, la relation entre le type de I'attracteur et le

signe des exposants de Lyapounov (qui sont ici au nombre de deux) peut étre résumée

dans le tableau (2.2)
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Type d’attracteur Signe des exposants de Lyapounov
Point fixe —, =
Cycle limite périodique 0,—,-
Cycle limite quasi périodique 0,0,-
Attracteur étrange +,0, -

TasLE 2.2 — Caractérisation des attracteurs par le signe des exposants de Lyapounov.

C. Exposant de Lyapounov pour un systeme a temps continu

Il existe divers algorithmes permettant d’estimer le plus grand exposant de Lya-
pounov a partir de I'observation d’une série temporelle : Eckmann et al. [1986], Sano
et Sawda [1985], Wolf, Swift, Swinney et Vastano [1985]. Nous avons ici choisi d"appli-
quer l'algorithme élaboré par Wolf et al. [1985] dont une représentation schématique
est reproduite sur la Figure (2.2) :

On choisit tout d’abord un point initial (a la date ¢;) sur une orbite quelconque de

FiGure 2.2 — Méthode de Wolf pour estimer le plus grand exposant de Lyapounov.

l’attracteur . On localise ensuite le plus proche voisin de ce point initial et on note la
distance entre ces deux points L (tp). A une date t; ultérieure, la distance initiale L(ty)
entre ces deux points aura évolué en une distance L’ (t;). On cherche alors une nouvelle
trajectoire (remplagant la précédente) qui doit satisfaire les deux criteres suivants :

- sa distance L (t;) par rapport a la trajectoire de référence doit étre faible.
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- la séparation angulaire 0, entre L (t;) et L (t;) doit étre petite.
On répete cette procédure jusqu’a ce que la trajectoire de référence ait "traversé" 1'en-

semble des données. On estime alors le plus grand exposant de Lyapounov A par :

1 v L’ (t)
A= In ,
tm — to ;‘ L (tx-1)

ou m est le nombre total de remplacements de trajectoires [22].

2.7.2 Dimension fractale

La dimension fractale est une caractéristique distinctive d’un attracteur étrange.
Dans cette section, nous allons définir ce qu’est exactement une dimension fractale .
Un ensemble A est considéré comme fractal lorsque sa dimension de Hausdorff n’est
pas un nombre entier. Il existe également d’autres dimensions non entieres ou fractales
telles que la dimension de Kolmogorov ou de capacité, la dimension de corrélation, la
dimension de Lyapounov, etc ... ..

Ces dimensions sont toutes étroitement liées et partagent les propriétés suivantes :

1. Ac B= d(A) <d(B).

22 A=0=dA) =0,

3. d(A X B) =d(A) +d(B).

4. Si g est une application différentiable sur A, alors d (g(A)) = d(A).

A. Dimension de Hausdorff

Si V est un ensemble de IR”, le diameétre de V est défini par :
V| =sup{|X-Y|, X, Y e V}.
Soit A C R" recouvert par des ensembles V; de diametre plus petit qu'un ¢ donné

c’est-a-dire :
AcuUz, V,0<|Vi]<e.

Soit d un nombre réel, d > 0; on pose :

ni(A,e) =inf ) VI, Vi <e,
i=1
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on définit alors la d-mesure de Hausdorff par :
na(A) = limna (A4, ).

Hausdorf a démontré qu'’il existe une valeur unique dy pour laquelle

0 quandd > dy,
n4(A) =
oo quand d < dy,

dy appelé la dimension de Hausdorff de I’ensemble A.

B. Dimension de Kolmogorov ou de Capacité

Soit A un ensemble non vide équipé d’une métrique, et M (¢, A) le nombre minimum
4 : N . o z b 2 . .
d’ensembles ayant un diameétre inférieur ou égal a ¢ nécessaires pour recouvrir A. La

dimension de capacité d. est définie comme suit :

logM (e, A
dc:hmog—(s')
e}

g &

De manieére intuitive, cette dimension mesure comment le nombre d’ensembles néces-

saires pour recouvrir A augmente lorsque le diameétre ¢ tend vers 0.

C. Dimension de corrélation

Appelons C(R) le nombre de cellules requises pour chaque dimension M. On peut
définir la dimension de corrélation en utilisant une fonction appropriée, qui peut étre

exprimée comme suit :
C(R) = hm —¢.

avec ¢ représente le nombre de paires i, j dont la distance |X; — X;| < R : on peut récrire

la fonction C(R) comme :

C(R) = lim_ W ZH - 1Xi - X{l),
L]

a dimension de corrélation est alors définie par :

log(C(R)

H= RirPoo log(R)
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D. Dimension de Lyapounov

Une autre méthode pour évaluer 'aspect fractal des attracteurs est la dimension de
Lyapounov.
si Ay > ... > A, sont les exposants de Lyapounov du systéme dynamique, classés dans
I'ordre décroissant, et k est un entier tel que A; + ... + A, > 0, alors, pour les espaces de
phase de dimension supérieure a 2, la dimension de Lyapounov telle que proposée par

Fredrickson et al. sera définie comme suit :

A+ .+ A

d=k+
: A

Une dimension fractionnaire est considérée comme un indicateur de l'existence d"un
comportement chaotique. Ainsi, les attracteurs chaotiques sont considérés comme des

fractales en raison de leur dimension non entiére.

2.8 Quelques modeles des systéme chaotique a tempe

continu

2.8.1 Systéeme de Lorenz

Le modéle de Lorenz a eu un rdle historique majeur car son évolution temporelle
révele un comportement chaotique. De plus, il a été le premier systeme différentiel dis-
sipatif célebre a permettre I'observation d'un attracteur étrange pour certaines valeurs

des parametres.

Les équation du modéle [1] :

x=a(y—-x),
y=yx—y-xz,
z=xy — pz.

Les variables qui participent au modele sont :
e les variations de température horizontale et verticale (y,z).
e le taux d’échauffement par convection (x).

accompagné des parametres (tous les trois positifs) :

e Le nombre de Prandtl («).
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e le nombre de Rayleigh (p).
e la taille physique du systeme (y).

. e 8
Les valeurs des parametres utilisées par Lorenz étaient : « = 10, f =~ et y =28

3
comme illustré sur la FIGURE 2 4.
50 -
40 -
30 -
N
20 -
10 -
0-
40 T |
20 T~ 2
0 }\\\\ 4 10
20 ~__ 10
y -40 20 X
Ficure 2.3 — 'attracteur de lorenz.
2.8.2 Systéme de Rossler
Les équation du modéle [2] :
x=—-(y+2z),
y =x+ay, (2.1)

z=b-cz+xz.

Avec a, b et ¢ des constantes.
le systeme (2.1) avec a = 0.398, b = 2, c = 4, présent un attracteur chaotique comme

montré dans la Figure suivante :

38



Théorie Du Chaos

FiGure 2.4 — 'attracteur de Rossler.

2.9 Domaines d’application du chaos

Dans le passé, le concept du chaos a trouvé des applications dés les premieres
étapes en mathématiques et en physique. Par la suite, ces applications se sont étendues
al’ingénierie, de maniére plus contemporaine, ainsi qu’aux sciences de l'information et
sociales. Ces dernieres années, un intérét croissant s’est manifesté pour les applications
commerciales et industrielles des systémes chaotiques. Divers types d’applications
commerciales et industrielles potentielles sont basés sur différents aspects des sys-

temes chaotiques, lesquels sont les suivants :

e Controler : Contrdle des comportements irréguliers dans les appareils et les
systemes.

e Synthese : Contrdle potentiel de 1'épilepsie, amélioration des systémes hési-
tants, tels que les gyroscopes laser en anneau. Commutation de paquets dans les
réseaux informatiques.

e Synchronisation : Communications sécurisées, radio large bande chaotique et

cryptage.
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e Traitement d’informations : Codage, décodage et stockage d’informations dans
des systémes chaotiques, tels que des éléments de mémoire et des circuits,
Meilleure performance des réseaux de neurones, La reconnaissance de formes.

e Ingénierie : Contrdle des vibrations, stabilisation des circuits, réactions chi-
miques, turbines, réseaux électriques, asers, lits fluidisés, combustion, et bien
d’autres.

e Ordinateurs : Commutation de paquets dans les réseaux informatiques, Chifre-
ment, Contrdle du chaos dans les systemes robotiques.

e Communications : Compression et stockage des informations Réseau informa-
tique conception et gestion.

e Médecine et Biologie : Cardiologie, analyse du rythme cardiaque (EEG), Prédic-

tion et controle de 'activité cardiaque réguliere (défibrillateur sensible au chaos)

e nucléaire : emballement d"un réacteur de fission ou extinction d"un plasma conné
(réacteur de fusion).

e chimie : emballement d'un réacteur homogene (Bhopal) ou hétérogene (torré-
faction bois).

e mécanique des fluides : instabilités variées (Saman-Taylor, Rayleigh-Bénard,

Marangoni, Taylor-Couette, Kelvin-Helmholtz, . . .).
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ETUDE DU SYSTEME DE CHEN

3.1 Systeme de Chen

3.1.1 Historique

Le systeme de Chen a été découvert par le mathématicien chinois Chen Guanrong
en 1999. Chen Guanrong était un pionnier dans le domaine de la théorie du chaos
et de la bifurcation, et c’est dans ce contexte qu'il a développé le systeme de Chen.
Ce systéeme a été congu pour étre similaire au de Lorenz, mais avec des variations
spécifiques. Ses recherches ont démontré que ce systeme présente des dynamiques
chaotiques intéressantes, ce qui en fait un sujet de recherche et d’étude important dans
le domaine de la théorie du chaos et de ses applications [26].

Le systeme de Chen est défini par les équations tridimensionnelles suivantes.

x=a(y-x),
y=(—-a)x—xz+cy, (3.1)
z=xy — bz

Avec (a,b,¢) € R® est le vecteur de parametres.
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3.2 Propriétés dynamiques du systéme de Chen

3.2.1 Quelques propriétés mathématiques

Il est facile de remarquer que ce systéme (3.1) posséde une propriété de symétrie

simple : elle reste inchangée sous la transformation suivante [31] :

(¢, y,2) — (=x,~y,2). (32)

Ensuite, récrivons le systeme (3.1) sous la forme vectorielle suivante :

dX

= = f0. (3.3)

Ou X = (v, y,z) € R® et f(X) est le coté droit de 'équation (3.1). La transformation (3.2)

peut maintenant étre désignée comme

0 -10
P:R— R X—PX; P=|-1 0 o0l (3.4)
0 0 1
Qui satisfait
f(PX) = Pf(X). (3.5)

3.2.2 Dissipation et existence de ’attracteur

Pour le systeme de Chen, la divergence du champ de vitesse est donnée par [2] :

fx Loy 9f:

div f = ay T

ce qui donne :
divf=-a-b+c.

Pour que le systeme soit dissipatif, il faut que :
div f < 0.

Pour les parametres (a,b,c) = (35,3,28), le systeme de Chen est dissipatif. Ainsi, le

volume de n’importe quel attracteur du systéme doit étre nul, quand ¢ tend vers co.
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3.3 Les points fixes du systeme de chen

Les points d’équilibre dans le systéeme (3.1) sont les solutions des équations sui-

vantes :
x=0 a(y—x)=0, (1)

y=0 = J(c-a)x—xz+cy=0, (2)

z=0 xy—bz=0. (3)
De I'équation (1), nous trouvons :
xX=1y.
En remplagant x = y dans I'équation (3), nous trouvons :

2

P -bz=0 = z:%.

En remplagant x et z dans "équation (2), nous trouvons :

x=0,
2 2

(c—a)x—xx—+cx:O = x[(c—a)—x—+c =0 = ou

b b

2

(c—a)—%+c=0.

Donc:

2
%:c—a+c = x> = (2c —a)b donc x = ++/b(2c —a).

eSix=0= y=0 et z=0.

e Six=+4b(2c-a) = y=++b(2c—a) et z=(2C;a)b=ZC—a.

Donc les trois point fixe sont :

Pl = (0/ O/ O)

Py = (yb(2c—a), \b@c—a), (2c-a)).

Py = (= b2 —a), —+b(2c—a), (2c - a)).
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3.3.1 Stabilité des points fixes

Pour examiner la stabilité des points d’équilibre, nous utiliserons la méthode de
Lyapounov. Il suffit alors d’analyser les signes des valeurs propres de la matrice jaco-
bienne correspondante a chaque point d’équilibre.

a. A l'origine (le point fixe P;)

La matrice Jacobienne associée est :

—a a 0
Jen=|c=a ¢ 0 |;
0 0 -b

et det(] — AI) est donnée par :

det(] — AI)

Il
)
|
Q
)
|
N
(@]

Il
T
>

|
~
N

(b= ((-a-A)(c—-A) = (c—a)a).

Apres simplification et analyse, nous trouvons :
PN =A+@+b-c)A*>+[b(a—c)—a@c—a)]A +baa—2c). (3.6)

Pour analyser la nature des valeurs propres qui détermineront la stabilité asympto-
tique en P;, nous utiliserons le critere de Routh-Hurwitz. Ainsi, la matrice de Hurwitz

associée au polyndme (3.6) pour :
Ap=1, Ay =b+a—-c, Ay =bla—c)—a2c—a)et Az = ba(a — 2c),

est donnée par :
B b+a-c ba (a — 2c¢)
- 1 b(a—c)—a@c—a) .

Maintenant, en appliquant le théoreme de Routh-Hurwitz, nous concluons que le po-

lynéme (3.6) est Hurwitz, s’il satisfait a la condition suivante :

A =lb+a-c|>0.
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et
b+a-c ba (a — 2c)

Azz
1 b(a—c)—a2c—a)

Nous pouvons constater /; est positif lorsque b +a — ¢ > 0, c’est-a-dire, sic < b +a.

Maintenant, nous avons besoin que /\, soit positif, c’est-a-dire :
(@+b-c)[b(a-=c)—aRc—a)]-ba(a—2c) >0,
ce qui est maintenu pour,
(@—o)|p* +b@-c)+a(a—20)]>0.

. <1 a
Par conséquent,a —c > 0eta—2c >0, c'est-a-dire: c <aetc < >

.. n . . . a
Ainsi, le polyndme P(A) est Hurwitz si et seulement sic < b +a, ¢ < > et en effet le

systeme est asymptotiquement stable en pour les conditions ci-dessus.

b. Stabilité des points fixes P,, P3

pour b(2c —a) > 0, nous avons les points d’équilibre :

P, = (\/b(Zc—a), \/b(Zc—a),Zc—a),
P; = (— \/b(Zc—a),—\/b(ZC—a),Zc—a).

En linéarisant le flux dans P, ou P3, nous avons que :

—a a 0
Jp,,p5) = —C c +4bQ2c—-a)|;
++b2c—a) £+bQ2c—a) -b
Alors,
—a—-A a 0
det(] — AI) = c—A ++/b(2c — a)

—c
++/b(2c—a) ++b(2c—a) -b-A

c—A ++/b(2c —a)

—C ++/b(2c —a)
++bQ2c—a) -b-A '

ai\/b(Zc—a) -b-A

(-a—-2)
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Son polyndme caractéristique est donné par :

PA) = A3+ U+a—c)A%+bcA +2ba(2c —a). (3.7)

Comme dans le cas précédent, pour analyser la nature des valeurs propres du polynéme
(3.7) qui déterminera la stabilité dans P, et Ps, nous utilisons le critere de Routh pour
Ap=1, Ay =b+a—c, Ay =bcet A3 =2ba(2c —a),

et I’agencement de Routh est donné par :

1 bc
b+a-c 2baRc—a)|, (3.8)
By
et
2ba (2c —a)
By = bc — ———.
0 =be b+a-c

Ensuite, selon le théoreme de Routh, nous devons analyser les signes de la premieére
colonne de (3.8). Comme A est positif, nous devons alors analyser le signe de A; et By.
A, est positif si b +a —c > 0, ou ce qui revient au méme, si ¢ < b + a. Notons que si
By est positif, alors le polynome (3.7) est de type Hurwitz et en effet nous aurions une
stabilité de type asymptotique aux points d’équilibre P, et P3. Par conséquent, voyons

pour quelles valeurs By est positif, c’est-a-dire :

2ba (2c — a) S

By = bc -
0 ¢ b+a-c

0,

ce qui est satisfait lorsque
2a
bec(b+a—c)>2ba(Qc—a) & b+a—c> ?(ZC—a)

612
= b>c—2?+3a.

2
PN . a

Avec ce qui précede, nous concluons que By est positif lorsquec < b+aetb > c—2—+3a,
c

et en effet, selon le théoreme de Routh, comme dans la premiere colonne de (3.8), les
valeurs de Ay, A; et By sont positives pour la restriction ci-dessus, cela signifie que
le polyndme (3.7) est de type Hurwitz. Par conséquent, nous avons que P, et P3 sont

asymptotiquement stables si les conditions ci-dessus sont satisfaites [26].
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3.3.2 Résultats et discussion

Nous analyserons les résultats de stabilité obtenus précédemment en utilisant les
criteres de Routh-Hurwitz. De plus, nous effectuerons une simulation dans MATLAB
pour résoudre le systeme chaotique de Chen. Dans la simulation suivante, nous utili-

serons les valeurs a = 35 et b = 3, tout en considérant ¢ comme variable [26].

a- Stabilité a P;

. a N . . .
Sic<b+a, c< 5 alors le systéme de Chen reste approximativement stable au point
zéro P;. De plus, le point zéro est stable globalement, ce qui signifie que la trajectoire

converge vers le point zéro, comme illustré dans la Figure (3.1).

(b) c =17.

Ficure 3.1 — Analyse de la stabilité du systéme de Chen au point d’origine P; selon les
conditions c.
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b- Stabilité a P2,3

2
. -, . . a

Si les conditions suivantes sont remplies:c <b+a, b >c—-2— +3aetb(2c—a) >0
c

Alors, nous remarquons que le point vert représente le point d’équilibre P,, tandis que
le point rouge représente le point d’équilibre P;. La stabilité du systeme de Chen aux
points d’équilibre P, et P; dépend des valeurs des conditions initiales. Par exemple,
pour la valeur c = 18 :
e Dansla (3.2)(a), le systeme est asymptotiquement stable pour la condition initiale
(-10,0,37).
e Dansla (3.2)(b), le systeme est asymptotiquement stable pour la condition initiale
(10,0,37).
Cela montre qu'un léger changement dans les conditions initiales peut entrainer une

modification de la stabilité entre les points d’équilibre P, et Ps;.

40

35 [ 7
st 1]
25 L |

20 - T .

10 8 6 4 -2 0 2 4 6 8
X
(a)c=18
6
s ]
oL ]
or * A
2+ K il
>
4+ 4
s ]
s 1
A0 -
12 L L L L L L L L
-8 6 4 2 0 2 4 6 8 10
X
(b) ¢ = 18.

Ficure 3.2 — Stabilité des points d’équilibre P, 5 en fonction des conditions initiales.
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sic > 20, la stabilité du systeme de Chen commence a se détériorer sous les condi-
2
. Lo 2 a . ‘s
tions dérivées de c < b+aetb > c —2— + 34, ainsi que la condition b(2c —a) > 0, comme
c

illustré dans la Figure(3.3).

40

-10 -5 0 5 10 15 20 25

(c)c=28

Ficure 3.3 — perte de stabilité du systeme de Chen pour ¢ > 20

49



Etude de Systeme de Chen

50 T T T T T T

40

30 -

-10 *
-15 -10 -5 0 5 10 15 20

140 T T T T T T T

100 -

80 *

40 - 1

20 - 1

-40 -30 -20 -10 0 10 20 30 40

(b) ¢ = 33.

Ficure 3.4 — Trajectoires pour ¢ > 28

3.4 FEtude numérique

3.41 Comportement du systeme

En examinant le systéme de Chen sous deux conditions initiales distinctes C;(1, 0.5, 1)

et C,(-10,0,37), avec des parametres constants a,b et ¢ est une discrétisation tempo-
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relle de 0,001 sur 500 itérations, nous obtenons les résultats affichés dans les deux

graphiques représentés dans la figures (3.5).

60 T T

100

60

40

20

50

401

30 r

(b) Comportement a la condition initiale C,.

Ficure 3.5 — Comportement du systeme de Chen.
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3.4.2 L’attracteur étrange
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(b) pour condition initiale Cj.

Ficure 3.6 — La projection de l'attracteur de Chen sur les axes (x, y, z)
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CONCLUSION

Le but de cette recherche est de comprendre la dynamique chaotique du systeme
de Chen. Nous avons présenté tous les points essentiels concernant ces systemes (dé-
finitions et caractéristiques, et nous avons conclu que l'étude et I'analyse ne sont pas
impossibles malgré leur complexité.

Dans le premier chapitre, nous avons présenté des concepts fondamentaux sur les
systemes dynamiques, y compris les définitions et les différentes classifications. Nous
avons discuté des points fixes et de la stabilité des systemes, ainsi que des définitions
des bifurcations et de leurs différents types.

Dans le deuxieme chapitre, nous avons examiné les systemes dynamiques continus
(Lorenz et Rossler) et avons également parlé des caractéristiques des systemes chao-
tiques, telles que la non-linéarité, la déterminisme, la sensibilité aux conditions initiales,
les aspects aléatoires, ainsi que des attracteurs étranges.

Quant au troisieme chapitre, nous avons présenté le modele de Chen avec une étude
de ses propriétés mathématiques. Nous avons analysé son comportement chaotique en
utilisant son attracteur particulier et recherché les points fixes et leur stabilité, ce qui
contribue a une meilleure compréhension de ce phénomene complexe.

En conclusion, nous espérons que ce travail a ajouté une valeur modeste a la biblio-
theque de notre université et a aidé nos collegues étudiants a mieux comprendre le

sujet.
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