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 ةـــــمقدم



 مقدمة
 

  أ

علم من العلوم الرȄاضǽة وفرع من فروع الرȄاضǽات التطبǽقǽة لأنّ أسسه وقوانينه مستمدة  الإحصاءǽعتبر 
في الأساس من القوانين الرȄاضǽة الǼحتة، إلاّ أنه يتميز ȞǼونه علما تطبǽقǽا يتناول Ǽالدراسة الناحǽة الكمǽة 

  . لاتصالات والطب وغيرها من العلوملمختلف العلوم التطبǽقǽة مثل الطبǽعة والكǽمǽاء وتكنولوجǽا المعلومات وا
على الخصوص أداة لا غنى عنها ǼالنسǼة لطلǼة جمǽع ) 2 الإحصاء(وǽعتبر الإحصاء ونظرȄة الاحتمالات 

التخصصات وȃدون استثناء، خاصة وأنّ استخدامها أصǼح يتزايد في التجارب الميدانǽة وفي جمǽع الǼحوث 
إنّ تطور البرامج المعلوماتǽة أǽضا . صادǽة والتجارȄة وعلوم التسييرالعلمǽة وǼالأخص في ميدان العلوم الاقت

، وأصǼح المسؤولون وأصحاب القرار ǽستخدمون سهّل Ȟثيرا تحليل وتفسير وفهم المواضǽع المتعلقة Ǽالاحتمالات
  .دالقرارات التي يرونها مناسǼة وخاصة عندما يواجهون حالات وظروف عدم التأك اتخاذنتائجها Ȟثيرا في 

، ارتأيت تقدǽم هذه )2الإحصاء ( ونظرȄة الاحتمالات خصوصاواǽٕمانا مني Ǽأهمǽة الإحصاء عموما 
 من تجرȃتي الخاصة التي اكتسبتها مع طلǼةو  استقيتها من Ǽعض الكتب والمطبوعاتالمطبوعة العلمǽة التي 

Ǽة السنة الأولى علوم اقتصادǽة، ، وهي موجهة Ǽالدرجة الأولى لطلالعلوم الاقتصادǽة والتجارȄة وعلوم التسيير
، وقد راعيت فيها التǼسȌǽ في حدود الممȞن واستعملت الرموز اللاتينǽة الأكثر تداولا في تجارȄة وعلوم التسيير

المراجع سواء Ǽاللغة العرǽȃة أو الأجنبǽة، Ǽالإضافة إلى مجموعة من الأمثلة والتمارȄن المحلولة في Ȟل فصل 
  .2ل فهم مادة الإحصاء لغرض تǼسȌǽ وتسهي وهذا

لمطبوعة العلمǽة قد تم تبوȄبها وترتيبها وفȘ ما جاء في المقرر الوزارȑ وهي إنّ الدروس الموجودة في هذه ا
  :Ȟالتالي
  .توعلاقتها Ǽمفهوم الاحتمالا نظرȄة المجموعات: الفصل الأول - 
  .التحليل التوفǽقي: الفصل الثاني - 
  .الاحتمالاتنظرȄة : الفصل الثالث - 
  .المتغيرات العشوائǽة المتقطعة والمستمرة: الفصل الراǼع - 
  .التوزȄعات الاحتمالات: الفصل الخامس - 

  



  
  
  
  
  
  
  
  
  

  :الفصل الأول
وعلاقتها Ǻمفهوم  نظرȂة المجموعات

 الاحتمالات
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 تمهيد
 Set(تعتبر المجموعة من أهم المفاهǽم الأساسǽة في العلوم الرȄاضǽة، إذ بنيت على أساسها نظرȄة المجموعات 

Theory(  ات العالم الألمانيǽاضȄوأسس لها ولأول مرة في الرGeorge Cantor  ثير 1845عامȞ عدهǼ وواصل ،
مختلفة من الرȄاضǽات ومنها الجبر والمنطȘ الرȄاضي من العلماء الرȄاضيين، وتناول هذا الموضوع في فروع 

  .ومن ثم في نظرȄة الاحتمالات... والتبولوجي
ارتǼاطا وثǽقا بنظرȄة الاحتمالات، فالعلاقة بين الحوادث والمجموعات Ǽالإضافة إلى ترتȌǼ نظرȄة المجموعات و 

لذلك، من الضرورȑ التطرق  .تǼعض القوانين الخاصة Ǽالمجموعات تستخدم ǼشȞل واسع في حساب الاحتمالا
ǽن محلولةإلى المفاهȄأمثلة وتمارǼ ل مرةȞ م فيǽالجبر على المجموعات، مدعمين هذه المفاهǼ م المتعلقة.  

  
  مفهوم المجموعة، التجرȁة العشوائǻة والحادث: أولا

  تعرȂف المجموعة -1 -1
من الأشǽاء تشترك في خاصǽة أو عدة خصائص محددة وهي بذلك معرّفة تماما، Ȟعدد شهور  عǼارة عن قائمة

، وȞل عنصر ينتمي إلى المجموعة ǽسمى ...السنة، مجموعة من الطلǼة، مجموعة من المصابǽح الكهرȃائǽة
  ...cأو  bأو  aعنصر ونرمز له Ǽالرمز 

 :التجرȁة العشوائǻة -2 -1
، وإن Ȟنا لا نستطǽع الاحتمالات، Ȟل عملǽة تعطينا مجموعة من النتائج المعروفة مسǼقاالمقصود بها في نظرȄة 

Ȍفي محاولة معينة، وهي تخضع لعامل المصادفة فق Șهذه النتائج سيتحق ȑأن نحدّد أ.  
  1 - 1(مثال:(  
 ع اǽقا جمǼنتيجة سوف تظهر، ومن الواضح أننا نعلم مس ȑلنتائج إلقاء قطعة نقود في الهواء وملاحظة أ

 .)P(وȞتاǼة  )F(صورة : الممȞنة وهي
  عǽقا جمǼنا نعلم مسȞ ظهر، وإنǽ ȑإلقاء زهرة نرد مرة واحدة في الهواء، وملاحظة العدد على الوجه الذ

ولكن لا ǽمȞن تحديد أȑ هذه الأرقام سǽظهر Ǽالفعل من خلال  6و 5و 4و 3و 2و 1النتائج الممȞنة وهي 
 .رمǽة واحدة، وǼالتالي فهي تجرȃة عشوائǽة

  نة وهيȞع النتائج الممǽقا جمǼفصيلة الدم عند شخص ما، نحن نعلم مس ABା، Bି، Bା، Oି، Oା، ، Aା 
  .لا ǽمȞن تحديد أȑ فصيلة ǽمتلكها هذا الشخص قبل إجراء عملǽة تحليل الدم ولكن  Aି ،ିܤܣ  
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 :فضاء العينة  -3 -1
وȄرمز لها غالǼا لهذه التجرȃة،  ǽعرّف فضاء العينة المرتǼ ȌǼالتجرȃة العشوائǽة Ǽأنه مجموعة جمǽع النتائج الممȞنة

   .℧أو  ࡿأو  Ǽષالرمز 
  :ملاحظة* 
أصلي "أو أȑ حادث آخر أو مجموعة يدعى بـ  Bأو  Aأو الحادث  ષإنّ عدد عناصر فضاء العينة  

  ". Card"، وȄرمز له Ǽالرمز "المجموعة
  2 - 1(مثال(:   

 "رمي قطعة نقود في الهواء"التجرȃة العشوائǽة   - أ
 فضاء العينة   :Ω = (P, F) 
 عدد عناصر فضاء العينة :Card(Ω) = 2 

 "رمي قعة نقود مرتين في الهواء" التجرȃة العشوائǽة    -  ب
 فضاء العينة :Ω = (PP, PF, FP, FF) 
 عدد عناصر فضاء العينة :Card(Ω) = 4 

 "عة نقود وزهرة نرد معاطرمي ق" التجرȃة العشوائǽة    -  ت
 فضاء العينة :Ω  = (P 1, P 2, P 3, P 4, P 5, P 6, F 1, F 2, F 3, F 4, F 5, F 6) 
 عدد عناصر فضاء العينة :Card(Ω) =12  

 "مراقǼة جنس المولود" التجرȃة العشوائǽة    -  ث
 ر، أنثى(: فضاء العينةȞذ (Ω =  
 عدد عناصر فضاء العينة :Card(Ω) = 2  

  3 -1(مثال:(  
  :أوجد فضاء العينة وعدد عناصره للتجارب التالǽة 

  .قطعة النقود مرة واحدة وتسجيل الرمز الظاهر على الوجه العلوȑ  ميتجرȃة ر  .1
  .تجرȃة قذف قطعتي نقود معا وتسجيل الرمز الظاهر على الوجه العلوȑ لكل قطعة .2
 الحل:  

  :تجرȃة قذف قطعة النقود مرة واحدة -1
  : PوللكتاǼة Ǽالرمز  Fلنرمز للصورة Ǽالرمز 

  .ǽ  :Card(Ω) = 2ساوȑ وعدد عناصره   Ω = {F , P} :فضاء العينة هوولذلك فإن  Pأو Fالنتائج الممȞنة هيإن 
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  :تجرȃة قذف قطعتي النقود معا -2
  .يوضح النتائج الممȞنة للتجرȃة والذǽ ȑسمى ǼمخطȌ الشجرة، )1-1( الشȞل التالي*

  :النتائج الممȞنة هيإن   
(F,F), (F,P), (P,F), (P,P)  فضاء العينة هوولذلك فإن:  

Ω = {(F,F), (F,P), (P,F), (P,P)}  وعدد عناصره ȑساوǽ  : Card(Ω) = 4 
وتسمى أǽضا  توجد طرȄقة أخرȐ لإيجاد النتائج الممȞنة لعناصر التجرȃة العشوائǽة، تعتمد على الجدول* 

في ، النتائج الممȞنة في الرمǽة الأولى تكون في السطر الأفقي والنتائج الممȞنة في الرمǽة الثانǽة تكون ǼالشȞǼة
  :السطر العمودȑ، والتقاطع بين السطرȄن ǽعطينا عناصر النتائج الممȞنة للتجرȃة ȞȞل، Ȟما يلي

 نتائج الرمǻة الأولى  
P F 

 F PF FF نتائج الرمǻة الثانǻة
P PP FP 

  :النتائج الممȞنة هيإن 
(F,F), (F,P), (P,F), (P,P)  فضاء العينة هوولذلك فإن:  

Ω = {(F,F), (F,P), (P,F), (P,P)}  وعدد عناصره ȑساوǽ  : Card(Ω) = 4 
وتقوم هذه ، تشǼه إلى حد Ȟبير طرȄقة الجدول، )الضرب الدȞǽارتي( توجد طرȄقة أخرȐ وهي طرȄقة الجداء* 

  :الطرȄقة على ضرب نتائج الرمǽة الأولى في نتائج الرمǽة الثانǽة
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Ω  =  {F,P}  {F,P} =  {(F,F), (F,P), (P,F), (P,P)}  
  ǽ  : Card(Ω) = 4ساوȑ  فضاء العينة عناصر وعدد
  4 -1(مثال:(  

  :أوجد فضاء العينة وعدد عناصره للتجارب العشوائǽة التالǽة
   .وتسجيل الرقم الظاهرمرة واحدة حجر النرد تجرȃة رمي  -1
  .الرقم الظاهرمرتين متتاليتين وتسجيل النرد تجرȃة رمي حجر  -2
 الحل:  
   :مرة واحدة حجر النرد تجرȁة رمي -1

   6أو  5أو  4أو  3أو  2أو  1         : النتائج الممȞنة هيإن 
  :فضاء العينة هوولذلك فإن 

Ω= {1, 2, 3, 4, 5, 6}   وعدد عناصره ȑساوǽ :                              Card(Ω) = 6.  
  
  :مرتينالنرد تجرȁة رمي حجر  -2

طرȄقـة حاصـل ) 1: (نـذȞر مـن هـذه الطـرق . Ǽعـدة طـرق  مـرتينالنـرد رمـي حجـر لتجرȃة  فضاء العينةǽمȞن إيجاد 
  ):أو الجدول(طرȄقة الشȞǼة ) 3(طرȄقة الشجرة و) 2(الضرب الدȞǽارتي و

  :Ǽاستخدام حاصل الضرب الدȞǽارتي فضاء العينةإيجاد  :أولا
Ω = {1,2,3,4,5,6}{1,2,3,4,5,6} 
   = {(1,1),(1,2),(1,3),(1,4),(1,5),(1,6), 
        (2,1), (2,2), (2,3), (2,4), (2,5), (2,6), 
        (3,1),(3,2),(3,3),(3,4),(3,5),(3,6), 
        (4,1), (4,2), (4,3), (4,4), (4,5), (4,6), 
        (5,1),(5,2),(5,3),(5,4),(5,5),(5,6), 
        (6,1), (6,2), (6,3), (6,4), (6,5), (6,6)} 

  ǽ :Card(Ω) = 66 = 36ساوǼ ( ȑاستخدام قاعدة الضرب(العينة وعدد عناصر فضاء 
  

  :Ǽاستخدام طرȄقة الشجرة فضاء العينةإيجاد  :ثانǻا
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  ):أو الجدول(تخدام طرȄقة الشȞǼة Ǽاس فضاء العينةإيجاد  :ثالثا 

ثانǻة
مǻة ال

ة الر
نتيج

  

6 (1,6) (2,6) (3,6) (4,6) (5,6) (6,6) 
5 (1,5) (2,5) (3,5) (4,5) (5,5) (6,5) 
4 (1,4) (2,4) (3,4) (4,4) (5,4) (6,4) 
3 (1,3) (2,3) (3,3) (4,3) (5,3) (6,3) 
2 (1,2) (2,2) (3,2) (4,2) (5,2) (6,2) 
1 (1,1) (2,1) (3,1) (4,1) (5,1) (6,1) 

  نتيجة الرمǻة الأولى   6 5 4 3 2 1  
  
 

 :)Event( الحادث - 4 -1
، A ،BوȄرمز عادة للحوادث Ǽالأحرف اللاتينǽة الكبيرة . Ωالحادث عǼارة عن مجموعة جزئǽة من فضاء العينة 

C ،D...  
  
  5 -1(مثال:(  
  

  :هو الحصول على رقم فردȑ عند رمي قطعة نرد فإن A إذا Ȟان الحادث  - أ
ܣ =  {1 , 3 , 5} 

 :هو الحصول على صورة ورقم زوجي عند رمي قطعة نقود وزهرة نرد معا Bإذا Ȟان الحادث    -  ب
ܤ = ,2 ܨ}  ,4 ܨ  {6 ܨ

 
 

  ):المجموعات(أنواع الحوادث  - ثانǻا
  :إلى أن الحوادث تنقسم إلى الأنواع التالǽة من الضرورȑ الإشارة

 ȊǻسǺعلى عنصر واحد من عناصر فضاء العينة  :الحادث ال ȑحتوǽ ȑوهو الحادث الذΩ. 



 وعلاقتها Ǻمفهوم الاحتمالات المجموعاتنظرȂة : الفصل الأول
 

7  

 بȜن أو أكثر من عناصر فضاء العينة  :الحادث المرȄعلى عنصر ȑحتوǽ ȑوهو الحادث الذΩ. 
 ة :الحادث الأكيدȃظهر دائما عند إجراء التجرǽ ȑوهو الحادث الذ. 
 الحادث المستحيل:  ȑالرمز وهو الحادث الذǼ رمز لهȄظهر أبدا، وǽ ن أنȞمǽ ة( ∅لاǽمجموعة خال.( 
 وهو : الحادث العشوائيȑه الحادث الذǽد حدوثه أو نفȞع أن نؤǽلا نستط. 
 ةǻالحادثة الجزئ:  Ȑع عناصرها محتواة في عناصر حادثة أخرǽونعبّر عن  .وهي الحادثة التي تكون جم

ܣǼالشȞل  Bأنه ǽحتوȑ في الحادث  Aالحادث  ⊂  .ܤ
  6 - 1(مثال:(   

  Ω = (1, 2, 3, 4, 5, 6): ، فتكون النتائج الممȞنة هينقوم برمي زهرة نرد في الهواء
࡭ =  {૛}      (Ȍعنصر واحد فق) ȌǽسǼ حادث  
࡭ = {૚, ૛, ૜. .   حادث  مرȞب (عنصرȄن  فأكثر)   {
࡭ =  {૚, ૛, ૜, ૝, ૞, ૟}  حادثة ظهور رقم  أقل  من (7) عند  رمي حجر النرد هي حادثة  أكيدة 
࡭ =  حادثة  الحصول  على  الرقم  7 عند  رمي  زهرة   النرد    ∅ 
࡭ = {૚ , ૜} , ࡮ =  {૚ , ૛, ૜, ૝, ૞}   ⇒ ࡭   ⊂   (الحادثة ܣ حادثة جزئǽة )  ࡮

  
 :العملǻات على المجموعات -ثالثا

  ):التكافؤ(تساوȏ مجموعتين  - 1 -3
   :مجموعتين أنهما متساوȄتان، إذا تحققت العلاقة التالǽة نقول عن

ܣ =  ܤ
ܣǼمعنى                                         ⊂ ܤ    و   ܤ ⊂   ܣ

  :تقاطع مجموعتين - 2 -3
  :مجموعتينالعناصر مشترȞة بين أنهما متقاطعتان، إذا Ȟان هناك  Bو Aنقول عن المجموعتين 

ܣ ∩ ܤ = ݔ/ݔ}  ∈ ∧ ܣ ݔ ∈  {ܤ
  :وتقرأ ǼالشȞل التالي

حيث هذه العناصر المشترȞة تنتمي إلى  xتساوȑ العناصر المشترȞة  Bتقاطع المجموعة  Aالمجموعة 
  .Bوتنتمي إلى المجموعة  Aالمجموعة 

  7 - 1(مثال:(  
  :، وعرّفنا الحوادث التالǽةإحدȐ الجامعات الجزائرȄةبتجرȃة اختǽار طالب من طلǼة  قمنا
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A: ةǼة والمحاسǽون الطالب من قسم المالȞǽ أن.  
B: ةǽة السنة الثانǼون الطالب من طلȞǽ أن.  

ܣ)وǼالتالي الحادث  ∩ من طلǼة قسم المالǽة والمحاسǼة وȄدرس  اختǽارهسوف ǽحدث إذا Ȟان الطالب الذȑ تم  (ܤ
  .Ǽالسنة الثانǽة

  .)المنطقة المضللة( Bو Aمنطقة التقاطع بين الحادثين  )Venn(من أشȞال فن  )2 -1(وȄوضح الشȞل 

    
  ):Union(إتحاد حادثين  -3 -3

ܣ)أو إتحادهما Ǽالرمز  Bو Aلاجتماع حادثين  يرمز ∪  Bأو  Aوهو الحادث الذȑ يتحقȘ إذا تحقȘ الحادث  (ܤ
  .أو Ȟلاهما معا

  8 - 1(مثال:(  
  :تم اختǽار طالب من معهد العلوم الاقتصادǽة، نعرّف الحوادث الآتǽة

A :ةǼة والمحاسǽة العلوم المالǼاره من طلǽتم اخت ȑون الطالب الذȞǽ أن  
B : ȑون الطالب الذȞǽ ةأنǽة السنة الثانǼاره من طلǽتم اخت.  

ܣ)إذن الحادث  ∪ ǽقع إذا Ȟان الطالب الذȑ تم اختǽاره من طلǼة العلوم المالǽة والمحاسǼة أو من طلǼة السنة  (ܤ
  .الثانǽة، أو من طلǼة العلوم المالǽة والمحاسǼة وȄدرس في السنة الثانǽة

  ).نطقة المضللةالم( :منطقة الاتحاد بين الحادثين )3 -1(وȄوضح الشȞل 
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  :الفرق بين حادثين - 4 -3
 Bولم يتحقA  Șوهو الحادث الذȑ يتحقȘ إذا تحقA / B(  Ș(أو  )Ǽ)A - Bالرمز  Bو Aللفرق بين حادثين  يرمز

  :التالي) )4 -1(الشȞل (Ȟما هو مبيّن في مخطȌ فن 

  :حيث  
ܣ ⁄ܤ = ܣ − ܣ) ∩ (ܤ = ܣ ∩ തܤ  
ܤ ⁄ܣ = ܤ − ܤ) ∩ (ܣ = ܤ ∩  ܣ̅

  9 - 1(مثال:(  
  :الحوادث التالǽة إذا عرّفنا

ܤ =  {5 , 6 , 2} 
ܣفإن الحادث    : ⁄ܤ

ܣ ⁄ܤ = ܣ − ܣ) ∩ (ܤ = ܣ ∩ തܤ =  {1 , 3 , 9} 
  

ܤوالحادث    :⁄ܣ
ܤ ⁄ܣ = ܤ − ܤ) ∩ (ܣ = ܤ ∩ ܣ̅ =  {6 , 2} 

 10 - 1( مثال:(  
  :لطالب من طلǼة الجامعة اختǽارناعند  التالǽةإذا عرفنا الحوادث 

ܣ =  ቄةǼة والمحاسǽاره من قسم المالǽتم اخت ȑالطالب الذቅ 
ܤ =  ቄراȞاره  ذǽتم اخت ȑون   الطالب الذȞǽ أن ቅ 

ܣفإن الحادث    .يتحقȘ إذا Ȟان الطالب الذȑ تم اختǽاره من قسم المالǽة والمحاسǼة وأنثى ⁄ܤ
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  :الحادث المتمم أو المȜمل - 5 -3
والتي  )Ω(هو الحادث الذȑ يتكون من عناصر المجموعة الكلǽة  AالمȞمل للحادث  أو الحادث المتمم

المعرّفة على  ǼAعǼارة أخرȐ هو حادث عدم وقوع . Aሗأو  ୡܣأو   ܣ̅، ونرمز لها Ǽالرمز Aلا تنتمي إلى 
  :)Ω(المجموعة الكلǽة 

ܣ ∪ ܣ̅ = Ω 
ܣ ∩ ܣ̅ = ∅ 

  :التالي )1- 5(Ȟما في الشȞل  )venn(في مخطȌ فن  AوǽمȞن توضǽح متممة الحادث 

  
  11 - 1(مثال:(  

هي العناصر التي  ܣ̅فإن  3هو العناصر التي تفوق أو تساوA  ȑفي تجرȃة رمي زهرة النرد إذا Ȟان الحادث 
  :ǼعǼارة أخرȐ . 3تقل عن 

࡭ = {ܺ ∶ ܺ ≥ 3} = {3, 4, 5, 6} 
ഥ࡭ = {ܺ ∶ ܺ < 3} = {1 , 2}  

  :الأحداث المتنافǻة - 6 -3
لا (يؤدȑ إلى استحالة وقوع الآخر أنهما متنافǽان، إذا Ȟان احتمال وقوع أحدهما  Bو Aالحادثين نقول عن 
  ):ǽقعان معا

ܣ ∩ ܤ = ∅ 
 12 - 1( مثال(:  

 Bهو الحصول على الصورة والحادث  Aلمرة واحدة، فإذا Ȟان الحادث  في تجرȃة رمي قطعة نقود في الهواء
  :الحصول على الكتاǼة فإن ظهور الصورة يؤدȑ إلى استحالة ظهور الكتاǼة في رمǽة واحدة

ܣ ∩ ܤ = ∅ 
  :التالي )1- 6(Ȟما في الشȞل  )venn(في مخطȌ فن  Bو Aتنافي الحادثين وǽمȞن توضǽح 
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  :الأحداث الشاملة - 7 -3

علـى الأقـل عنـد ) واحـده منهـا(إذا Ȟـان لابـد مـن وقـوع إحـداها  أنهـا أحـداث شـاملة  Cو A ،Bنقـول عـن الأحـداث 
  .إجراء التجرȃة

  13 -1(مثال(:  
  :في تجرȃة رمي زهرة النرد مرة واحدة فإن

  :حادثتان B = {1, 3, 5}و   A = {2, 4, 6}الحادثتان  .1
 .AB  = :   متنافيتان لأن  -أ 
  .AB = {1, 2, 3, 4, 5, 6} = Ω:   شاملتان لأن  -ب 

شــاملة ولكنهــا غيــر متنافǽــة، لأنّ  أحــداث C = {3,4,5,6}و  B = {2,3,4}و  A = {1,2,3}الحــوادث  .2
   .Ωإتحادها ǽشȞّل المجموعة الكلǽة 

  :الفرص) أو متكافئة( بين الأحداث متساوǻةال حالاتال -8 -3
 Ȑنتيجـة أخـر ȑة لفرصـة ظهـور أǽة مسـاوǽة العشـوائȃنتيجة من نتائج التجر ȑانت فرصة ظهور أȞ فإننـا نقـول إذا

  .الفرصة) أو متكافئة(Ǽأن نتائج هذه التجرȃة متساوǽة 
  14 -1(مثال(:  

  ة تكون مرة واحدة فإن فرصة ظهور الصورة  رمي قطعة نقودعندǼة لفرصة ظهور الكتاǽمساو .  
 ة لفرصة ظهور الرقم  1النرد مرة واحدة فإن فرصة ظهور الرقم  زهرةرمي  عندǽة  2مساوǽوهذه مساو

وهذه  5وهذه مساوǽة لفرصة ظهور الرقم  4وهذه مساوǽة لفرصة ظهور الرقم  3لفرصة ظهور الرقم 
  .وعلǽه فإن Ȟلا التجرȃتين المذȞرتين متساوǽة الفرص. 6مساوǽة لفرصة ظهور الرقم 

  :حداثالمواتǻة للأ حالاتال -9 -3
هـذه الحادثـة وǼالتـالي فـإن الحـالات ) أو وقـوع(ȑ إلى تحقـȘ الحالات المواتǽة لحادثة معينة هي الحالات التي تؤد

  .المواتǽة لحادثة معينة هي نتائج التجرȃة الممȞنة التي تؤدȑ إلى وقوع هذه الحادثة
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  :قوانين وخواص -راǺعا
 :فإنهي المجموعة الشاملة  Sثلاث مجموعات، والمجموعة  Cو BوA إذا Ȟانت 

  Ȑالقو ȑقانون الجمود أو تساو )Idempotent law:( 
 ۯ ∪ ۯ =  ۯ
 ۯ ∩ ۯ =  ۯ

 عǽقانون التجم )Associative law:( 
 (ۯ ∪ ۰) ∪ ۱ = ۯ ∪ (۰ ∪ ۱) 
 (ۯ ∩ ۰) ∩ ۱ = ۯ ∩ (۰ ∩ ۱) 

 قانون التبديل )Commutative law:( 
 ۯ ∪ ۰ = ۰ ∪  ۯ
 ۯ ∩ ۰ = ۰ ∩  ۯ

 عȄقانون التوز )Distributive Law:( 
 ۯ ∪ (۰ ∩ ۱) = ۯ) ∪ ۰) ∩ ۯ) ∪ ۱) 
 ۯ ∩ (۰ ∪ ۱) = ۯ) ∩ ۰) ∪ ࡭) ∩ ۱) 

  قانون Șالمحايد والماص - التطاب - )Identity Law:( 
 ۯ ∩ ષ =  ۯ
 ۯ ∪ ૖ =   ۯ
 ۯ ∪ ષ = ષ 
 ۯ ∩ ૖ = ૖ 

 ملȞقانون الم )Complement Law:( 
 ۯ ∪ ഥۯ = ષ 
 ۯ ∪ ഥۯ = ૖ 
 ષഥ = ૖ 
 ૖ഥ = ષ 

 قانون الارتداد )Involution Law:( 
 ۯഥഥ =   ۯ
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 قانون دومورغان )De Morgan's Laws:( 
 (ۯ ∪ ۰)തതതതതതതതതത = ഥۯ ∩ ۰ഥ 
 (ۯ ∩ ۰)തതതതതതതതതത = ഥۯ ∪ ۰ഥ 
 ⋂ ଍ୀ૚തതതതതതതതതܖ଍ۯ = ⋃ ୀ૚ܖ଍തതതܑۯ  
 ⋃ ଍ୀ૚തതതതതതതതതܖ଍ۯ = ⋂ ୀ૚ܖ଍തതതܑۯ  

 انت نتيجة اتحاد المجموعتينȞ إذا A وB  هو المجموعةA وتقاطع المجموعتينA  معB  هو
  .Bهي مجموعة جزئǽة مساوǽة للمجموعة  Aفهذا ǽعني Ǽأن المجموعة  Aالمجموعة 

ۯ ∪ ۰ = ,     ۯ ۯ ∩ ۰ = ⇒ ۯ ۯ  ⊆ ۰  
 

  جدول الرموز ومعانيها
 Symbol Symbol Name  الرمزمعنى 

 set { ..…} مجموعة
 A اتحادB   A ∪ B A union B 
A  تقاطع B A ∩ B A intersection B 
A ة منǽهي مجموعة جزئ B A ⊆ B A is subset of B 
A ة منǽست مجموعة جزئǽهي ل B A ⊄ B A is not subset B 
A مجموعة محتواة تماما في هي B A ⊂ B proper subset / strict subset 
B  ȑتماما )تشمل(مجموعة تحتوA  A ⊃ B proper superset / strict superset 
B  ȑتشمل( مجموعة تحتو(A  A ⊇ B superset 
B  ȑلا تشمل( مجموعة لا تحتو( A A ⊅ B not superset 

 Ø empty set مجموعة خالǽة
 A = B Equal set  مجموعة متساوǽة

 Ac Complement of A ,ۯ A مȞمل
a عنصر من B  a ∈ B a element of B 
x س عنصرًا منǽل A x∉A x not element of A 
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  تمارȂن محلولة
  

  :1التمرȂن 
  :، عبّر عن الأحداث التالǽة مع تحديد عدد عناصرهاالنرد مرة واحدة زهرةفي تجرȃة رمي 

 A :ظهور عدد زوجي 
 B :ȑظهور عدد فرد 
 C : 6ظهور عدد أقل من. 
 D:  6ظهور العدد. 
 ∅: ظهور عدد سالب. 
 S :ظهور عدد موجب. 

  
  :الحل

  :ǽمȞن التعبير عن الأحداث وعدد عناصرها في الجدول التالي
  الحادث  الرمز  عدد العناصر

(࡭)ࢊ࢘ࢇ࡯ =  ૜ A  S ࡭ ∶  ቄظهور عدد زوجيቅ  =  {૛, ૝, ૟} 
(࡮)ࢊ࢘ࢇ࡯ =  ૜ B  S ࡮ ∶  ቄȑظهور عدد فردቅ  =  {૚, ૜, ૞} 
(࡯)ࢊ࢘ࢇ࡯ =  ૞ C  S ࡯ ∶  ቄ૟ ظهور عدد أقل منቅ  =  {૚, ૛, ૜, ૝, ૞} 
(ࡰ)ࢊ࢘ࢇ࡯ =  ૚ D  S ࡰ ∶  ቄ૟  ظهور العددቅ  =  {૟} 
(∅)ࢊ࢘ࢇ࡯ =  ૙   S ∅ ∶  ቄظهور عدد سالبቅ  =  { } 
(ࡿ)ࢊ࢘ࢇ࡯ =  ૟ S  S ࡿ ∶  ൛ظهور عدد موجبൟ  =  {૚, ૛, ૜, ૝, ૞, ૟} 

  
  

  :2التمرȂن 
  ).venn(على مخطȌ فن  Dو A ،B ،C، مثّل الأحداث Ǽ1أخذ معطǽات التمرȄن 
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  :الحل
  :Dو  Cو  Bو  AفالشȞل التالي ǽمثل الحوادث . )ǽ )vennمȞن أن نمثل الحوادث ǼأشȞال فن تمرȄنفي هذا ال

Ω 

    
 2وقعـت إذا Ȟانـت نتيجـة التجرȃـة هـي أحـد الأعـداد الزوجǽـة  A = {2,4,6} نقول Ǽأن حادثة ظهور العدد الزوجـي 

  .، وهȞذا6العدد وقعت إذا Ȟانت نتيجة التجرȃة هي  D = {6}ونقول Ǽأن الحادثة . 6أو  4أو 
  

  :3التمرȂن 
  :في تجرȃة رمي قطعة نقود مرتين متتاليتين

  .أوجد الحوادث التالǽة مع تحديد عدد عناصرها -
A = { ة الأولى الحصول على صورةǻفي الرم  } 
B = { ة الأولىǻة في الرمǺتاȜ الحصول على } 
C = { الحصول على صورة واحدة على الأقل } 

  .مثّل هذه الحوادث على مخطȌ فن -
  

  :الحل
  :العينة والحوادث والعدد العناصر فضاء

  .PوللكتاǼة بـ  Fنرمز لظهور الصورة بـ 
Ω = ,ࡼ)}  ,(ࡼ ,ࡼ) ,(ࡲ ,ࡲ) ,(ࡼ ,ࡲ) {(ࡲ         ⇒ (Ω)ࢊ࢘ࢇ࡯     =  ૝ 
࡭ = ,ࡲ)}  ,(ࡼ ,ࡲ) {(ࡲ                                   ⇒ (࡭)ࢊ࢘ࢇ࡯     =  ૛ 
࡮ = ,ࡼ)}  ,(ࡼ ,ࡼ) {(ࡲ                                  ⇒ (࡮)ࢊ࢘ࢇ࡯     =  ૛ 
࡯ = ,ࡼ) }  ,(ࡲ ,ࡲ) ,(ࡼ ,ࡲ) {(ࡲ                     ⇒ (࡯)ࢊ࢘ࢇ࡯     =  ૜ 
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  :فن الذǽ ȑمثل هذه الحوادث فهو مخطȌوأما 

    
  :4التمرȂن 

أوجــد الحــوادث  .نتيجــة الرمǽــة الثانǽــة yنتيجــة الرمǽــة الأولــى و xنقــوم برمــي زهــرة نــرد مــرتين فــي الهــواء، ولــȞǽن 
  :التالǽة

ܣ = ,ݔ)}  :(ݕ ݔ + > ݕ 4} 
ܤ = ,ݔ)}  :(ݕ ݔ =  {ݕ
ܥ = ,ݔ)}  :(ݕ ݔ = 5} 

ܦ = ,ݔ)}  :(ݕ ݔ + ݕ = 1} 
  :الحل
  ن تحديدȞمǽة  فضاء العينةȞǼقـة الشـȄاستخدام طرǼ)ارتي، )أو الجـدولȞǽالجـداء الـدǼ ـن تحديـدهاȞمǽ مـاȞ ،

  . وأǽضا ǽمȞن تحديدها ǼطرȄقة الشجرة
  ل التاليȞالشǼ قة الجدول(فضاء العينة والحوادث تم تمثيلهاȄطر:(  

ثانǻة
ǻة ال

 الرم
تيجة

ن
(y) 

 (1,6) (2,6) (3,6) (4,6) (5,6) (6,6) 
 (1,5) (2,5) (3,5) (4,5) (5,5) (6,5) 
 (1,4) (2,4) (3,4) (4,4) (5,4) (6,4) 
 (1,3) (2,3) (3,3) (4,3) (5,3) (6,3) 
 (1,2) (2,2) (3,2) (4,2) (5,2) (6,2) 
 (1,1) (2,1) (3,1) (4,1) (5,1) (6,1) 

  ⇑ 
A 

  ⇑ 
C 

 
  )x( نتيجة الرمǻة الأولى  

  
  :عناصرها Ȟمايليومن خلال هذا الجدول نوجد الحوادث وعدد 
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࡭ = ,ݔ)}  :(ݕ ݔ + > ݕ 4}  =  {(૚. ૚), (૚. ૛), (૛. ૚)}  ⇒ (࡭)ࢊ࢘ࢇ࡯  =  ૜ 
࡮ = ,ݔ)}  :(ݕ ݔ = {ݕ = {(૚. ૚), (૛. ૛), (૜. ૜), (૝. ૝), (૞. ૞), (૟. ૟)}  ⇒ (࡮)ࢊ࢘ࢇ࡯  =  ૟  
࡯ = ,ݔ)}  :(ݕ ݔ = 5} =  {(૞. ૚), (૞. ૛), (૞. ૜), (૞. ૝), (૞. ૞), (૞. ૟)}  ⟹ (࡯)ࢊ࢘ࢇ࡯ =  ૟ 
ࡰ = ,ݔ)}  :(ݕ ݔ + ݕ = 1} =  { }  =  Φ ⇒ (ࡰ)ࢊ࢘ࢇ࡯ =  ૙ 

  
  



  
  
  
  
  
  
  
  
  

  :الثانيالفصل 
 التحليل التوفǻقي
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  :تمهيد
 Ȑان أخرǽح غير ذلك في أحǼصǽ ان، وقدǽعض الأحǼ ون سهلا فيȞǽ إن إيجاد عدد عناصر فضاء العينة قد .

لذا سنستعرض في هذا الفصل Ǽعض القواعد الرȄاضǽة . إذ أنّ فضاء العينة قد ǽحوȑ عددا Ȟبيرا من العناصر
  .حساب عدد عناصر فضاء العينة، وǼالتالي في حساب احتمال حادث ماالمساعدة والمفيدة في 

  
  
 

  :)Fundamental principle of counting( دالمبدأ الأساسي للع -أولا
  :(࢔ ࢞ ࢓) الـ قاعدة - 1-1 

طرȄقة، فȞǽون عدد  nطرȄقة والثانǽة تتم بـ  mإذا Ȟان لدينا عمل ǽحتاج إلى مرحلتين، المرحلة الأولى تتم بـ 
  .m x nالطرق لإتمام هذا العمل هو 

  1 - 2(مثال:(  
ȞǼم طرȄقة مختلفة ǽمȞن الدخول للمرȞز والخروج منه دون أن . أبواب أرȁعةمدخل المرȞز الجامعي لميلة Ǽه  -1

  نستخدم نفس الǼاب؟
ومن Ǽعد ذلك ǽمȞن أن شخص ǽعمل في بلد معين، ǽمȞن أن ǽصل إلى بلده الأصلي برا أو جوا أو Ǽحرا،  -2

  ȞǼم طرȄقة مختلفة ǽمȞن أن ǽصل إلى أهله؟. Ȟǽمل سفره لأهله برا أو جوا
 الحل:  
   :طرق  3طرق والخروج عندئذ Ȟǽون بـ  4الدخول بـ : عدد الطرق المختلفة هو -1

m x n = 4 x 3 = 12 طريقة 
  :عدد الطرق المختلفة لهذا الشخص لكي ǽصل إلى أهله هو -2

m x n = 3 x 2 = 06 طرق 
  :(࢔ ࢞ ࢓) الـ تعمǻم قاعدة - 2 -1

૚طرȄقة Ǽحيث  ܑ࢔مرحلة وȞل مرحلة تحتاج إلى  ࢑وإذا Ȟان لدينا عمل ǽحتاج إلى  ≤ ࢏ ≤ فȞǽون عدد الطرق  ࢑
૜࢔  ܠ ૛࢔  ܠ ૚࢔لإتمام هذا العمل هو المختلفة  … … … …  .࢑࢔ ܠ
  2 - 2(مثال:(  

,Ȟሼ૚م عددا مȞونا من ثلاثة أرقام ǽمȞن تشȞيلها من الأرقام  ૛, ૜, ૝, ૞ሽ  عدد أكثر ȑعلى ألا يتكرر الرقم في أ
  من مرة؟



  التحليل التوفǻقي: الفصل الثاني
 

20  

 الحل: 
فȞǽون عدد الطرق الكلǽة . طرق  3ورقم المئات يتم بـ  طرق  4طرق، رقم العشرات يتم بـ  5رقم الآحاد يتم بـ 

  :لاختǽار عدد مȞون من ثلاثة أرقام هو
૜࢔  ܠ ૛࢔  ܠ ૚࢔ … … … … ࢑࢔ ܠ = 5 x 4 x 3 = 60  

  3 - 2(مثال:( 
وحسب وظǽفتهم ) ȞǼ)4م طرȄقة ǽمȞن تصنيف مجموعة من الأشخاص وذلك حسب حالتهم العائلǽة وعددهم 

  ).2(وحسب الجنس وعددهم ) 5(وحسب مؤهلهم العلمي وعددهم ) 10(وعددهم 
 الحل: 

  :هذه الأشخاص هو إنّ عدد الطرق المختلفة لتصنيف مجموعة
૜࢔  ܠ ૛࢔  ܠ ૚࢔ … … … … ࢑࢔ ܠ = 4 x 10 x 5x 2 = 400 

  
  :حالة خاصة* 

مرة وǼشȞل مستقل في Ȟل  n، وȞررنا هذه التجرȃة Nوعدد عناصر  Ωإذا Ȟان لدينا تجرȃة، مجموعة نتائجها 
 Ȑون . عن المرات الأخرȞǽ عندئذ:  

ܖ ܠ ܕ =  |ષ|࢔ =  ࢔ࡺ
  4 -2(مثال:( 

  .توزع الذȞور لدȐ أسرة تملك ثلاثة أطفال في تجرȃة لدراسة
ܖ ܠ ܕ: لدينا هنا =  |ષ|࢔ = ࢔ࡺ  =  ૛૜ = ૡون فضاء العينة هوȞǽو ،:  

ષ =  ሼ࡮࡮࡮, ,ࡳ࡮࡮ ,࡮ࡳ࡮ ,࡮࡮ࡳ ,࡮ࡳࡳ ,ࡳ࡮ࡳ ,ࡳࡳ࡮   ሽࡳࡳࡳ
  :ملاحظة** 

 Ȍة لها ناتجان فقȃة(في تجرǽة ثنائȃة ) تجرȃل مستقل هذه التجرȞشǼ ررناȞوn  ّمرة، ولنفرض أنΩ  فضاء العينة
ܖ ܠ ܕ :عندئذ Ȟǽون عدد عناصر فضاء العينة هو. لكل النتائج الممȞنة = |ષ| =   ૛࢔  

  5 - 2(مثال:( 
  :مرات، Ȟǽون لدينا 5في تجرȃة رمي قطعة نقود في الهواء 

|ષ| =   ૛࢔ =  ૛૞ = ૜૛ 
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  :)Permutations(التبدǻلات  - ثانǻا
شيئا منها  rشيء متمايز ونرȄد اختǽار  nإذ نفرض أنه لدينا ). متǼادلة(من الأشǽاء المتمايزة  rيدعى ترتيب 

ݎ) ≤ ، يجب أن نميز بين عدد الطرق المختلفة للقǽام بهذا الترتيب لإيجادم ترتيبها في متǼادلة فعندئذ ث (݊
   :)حالة خاصة تعرف Ǽالتبديلة الدائرȄة(+  حالتين

࢘)العناصر تبديلة بتكرار - 2-1 ≤  :(࢔
࢘࢔ࡼ = !࢔ 

!૛ܚ !૚ܚ …  !ܓܚ
  6 - 2(مثال:( 

 statistique, probabilité: من الكلمات) لا ǽشترȋ أن Ȟǽون لها معنى(ȞǼم طرȄقة تكوȄن Ȟلمات 
 الحل: 

 statistique: 
  :أحرف مȞررة هي Ȟ ،3ما توجد حرفا 11تحتوȑ على  statistiqueلاحȎ أنّ Ȟلمة 

࢙: :࢚           ،          مȞرر 2 مرة :࢏           ،          مȞرر 3 مرات  مȞرر 2 مرة
࢘࢔ࡼ = ૚૚૛,૜,૛۾   = ૚૚!

૛! ૜! ૛! = 1663200 
 
 probabilité: 

  :مȞرر مرتين iوأǽضا حرف  مȞرر مرتين bوجد حرف Ȅ، و حرفا 11تحتوȑ على  probabilitéلاحȎ أن Ȟلمة 
࢘࢔ࡼ = ૚૚૛,૛۾   = ૚૚!

૛! ૛! = 9979200 
࢘) العناصر تبديلة بدون تكرار - 2-2 =  :(࢔

࢘࢔ࡼ = ࢔ࡼ =  !ܖ 
  7 - 2(مثال(: 

  Ȟتب وأردنا ترتيبها في خزانة، ȞǼم طرȄقة ǽمȞن ترتيبها؟ 4لنفرض أنه لدينا  -1
  مقعد، ȞǼم طرȄقة ǽمȞن لهم الجلوس؟ 25شخص لحافلة بها  25صعد  -2

 الحل: 
  :عدد الطرق هو، وȃذلك Ȟǽون  n = 4لدينا  -1

૝૝ࡼ = ૝ࡼ =  ૝! = ૝ × 3 × 2 × 1 = 24 
  :مقعد هو 25شخص في حافلة بـ  25عدد الطرق لجلوس   -2  
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 :التبديلة الدائرȂة 
مجموعة لكن ضمن وضعǽة دائرȄة، فإن عدد الطرق الممȞنة Ȟǽون وفȘ العلاقة  nإذا قمنا بتبديل عناصر 

  :التالǽة
࢔ࡼ = ࢔) − ૚)! 

  8 -2(مثال(: 
  Ȟراسي؟ 6أشخاص حول طاولة مستديرة تحتوȑ على  ȞǼ6م طرȄقة ǽمȞن أن يجلس 

 الحل: 
  :Ȟراسي هو 6أشخاص حول طاولة مستديرة تحتوȑ على  6عدد الطرق لجلوس 

  ):Arrangements(التراتيب  -ثالثا
، فهي تسمح لنا Ǽحساب عدد النتائج توجد قاعدة أخرȐ للعد تكون مفيدة أحǽانا وهي طرȄقة حساب عدد الترتيǼات

مع الأخذ Ǽعين الاعتǼار ترتيب العناصر المسحوǼة، ) k < n(عنصر  nعنصر من بين  kالممȞنة عند اختǽار 
  .Aوقد اخترنا فيها Ǽعض ولǽس Ȟل العناصر، ونرمز لها Ǽالرمز 

  :يجب أن نميز بين حالتين
  :ترتيǺة بدون تكرار - 1 -3

A୬୩)عنصر  nعنصر مأخوذة من  kعدد الترتيǼات لـ  )  ȑساوǽ دون تكرارȃو:  
ܓܖۯ = ࢔)࢔ − ૚)(࢔ − ૛) … … ࢔) − ࢑ − ૚) = !࢔

࢔) − ࢑)! 
 9 -2( مثال:( 

وȃدون تكرار الحروف والتي ǽمȞن تشȞيلها من ) Ȟ)2م عدد الكلمات المختلفة والمȞونة من حرفين 
 .A. B. C. Dالحروف 

 الحل: 
  :عǼارة عن ترتيǼة) 4(مأخوذتين من أرȃعة حروف ) Ȟ)2ل Ȟلمة تتكون من حرفين 

૝૛࡭ = ૝!
(૝ − ૛)! = ૚૛ 
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 10 -2( مثال:( 
، فماهي عدد )3(حسب النقاȋ المحصل عليها في المساǼقة من بين ثلاثة مترشحين  )2(نرȄد أن نأخذ مرشحين 

 التراتيب الممȞنة؟
 الحل: 

إن عدد الحالات الممȞنة لاختǽار مرشحين من بين ثلاثة مترشحين، مع الأخذ Ǽعين الاعتǼار الترتيب حسب 
  :النقاȋ المحصل عليها هو

୬୩ܣ = n!
(n − k)! ⟹ Aଷଶ = 3!

(3 − 2)! = 6 
  
  :ترتيǺة Ǻالتكرار - 2 -3

  :مع التكرار ǽساوȑ  (௡௞ܣ)عنصر  nعنصر مأخوذة من  kعدد الترتيǼات لـ 
  11 -2(مثال(: 

عددًا  kلنفترض أن . )و؟ - (، تتم ȞتاǼة الكلمات Ǽأبجدǽة من رمزȄن  )نظام ترميز للأحرف( في شفرة مورس
 ȑا غير صفرǽًعǽحًا طبǽونة من . صحȞالكلمة الم k  حرف هيk  لذلك }،؟  -{ترتيب مع تكرار المجموعة ،

 .حرف Ȟ kلمة من  k2هناك 
 

  ):Combinations(التوافيȖ  -راǺعا
عنصر،  nتحتوȑ على  Aفإذا Ȟانت . في الكثير من الحالات في طرق العد لا نأخذ الترتيب Ǽعين الاعتǼار

݇)حيث  kونرȄد سحب مجموعة جزئǽة حجمها  ≤ مأخوذة  k، فنقول عندئذ أنّ ذلك يدعى متوافقة حجمها (݊
  :وȄجب أن نميز بين حالتين. ୬୩ܥونرمز لها Ǽالرمز  Aمن 

  :التوفǻقة بدون تكرار - 4-1
  :المجموعات الممȞن سحبها هو، وȞǽون عدد تعني سحب عنصر دون إرجاعه

ܓܖ۱ = !࢔
࢔) − ࢑(࢑! 

  12 -2(مثال:( 
لشغل منصب عمل، ولم نأخذ Ǽعين الاعتǼار الترتيب ) 3(من بين ثلاثة مرشحين ) 2(إذا أخذنا مرشحين إثنين 

 حسب معدلاتهم، فما هي عدد النتائج الممȞنة؟
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 الحل: 
  :عدد النتائج الممȞنة هو

۱૜૛ = ૜!
(૜ − ૛)૛! = ૜ 

 13 -2( مثال:( 
ȞرȄات دفعة واحدة، ماهو عدد طرق  Ȟ3رȄات سوداء، نقوم Ǽسحب  Ȟ4رȄات بǽضاء و 6صندوق ǽحتوȑ على 

  :سحب
  ȞرȄات؟ 3 -أ

  ȞرȄات بǽضاء؟ 3 -ب
 سوداء؟ 2بǽضاء و 1 -ت
 الحل: 

Ȟ: ۱૚૙૜رȄات هو 3عدد الطرق لسحب  -أ = ૚૙!
(૚૙ି૜)! ૜! = ૚૙×ૢ×ૡ×ૠ!

ૠ!૜! = ૚૛૙  
  :ȞرȄات بǽضاء، أȞ6 ȑرȄات بǽضاء من بين  3سحب  :ȞرȄات بǽضاء هو 3عدد الطرق لسحب  -ب

଺ଷܥ = 6!
(6 − 3)! 3! = 20 

  :Ȟرة سوداء هو Ȟ2رة بǽضاء و 1عدد طرق سحب  -ت
଺ଵܥ × Cସଶ = 6!

(6 − 1)! 1! × 4!
(4 − 2)2! = 6 × 6 = 36 

  :التوفǻقة Ǻالتكرار -2 -4
أǽ ȑمȞن أن ...(ثالثة  إذا Ȟان السحب Ǽالإرجاع، فمن المحتمل أن ǽظهر العنصر المسحوب مرة ثانǽة ومرة

، في هذه الحالة نȞون أمام توفǽقة مع التكرار، وǼالتالي فإن عدد طرق سحب المجموعات الجزئǽة )يتكرر سحǼه
  :هو

ܓ૚ିܓାܖ࡯ = ܖ) + ܓ − ૚)!
ܖ) − ૚)! !ܓ  

 14-2( مثال:( 
عدد الطرق التي  طلǼة، مع العلم أنّ طرȄقة السحب Ǽالإرجاع، Ȟم 6طلǼة من بين  3نرȄد سحب عينة مȞونة من 
 ǽمȞن بها سحب هذه العينة؟

 الحل: 
଺ାଷିଵଷܥ = (଺ାଷିଵ)!

(଺ିଵ)!ଷ! = ଼!
ହ!ଷ! = 5 :                                 عدد الطرق هو
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  تمارȂن محلولة
  :01التمرȂن 

لاعب، فما هو عدد الفرق التي  12لاعبين، يتم اختǽارهم من بين  7أراد مدرب فرȞ ȘȄيد اليد تشȞيل فرȘȄ من 
  ǽمȞن تشȞيلها؟

  :الحل
لاعب، فȞل فرȘȄ يختلف عن الآخر Ǽاختلاف اللاعبين، لذلك لا ǽأخذ  12لاعبين من بين  7إن المدرب يختار 

  :لاعب 12لاعبين من بين  7إذن عدد الفرق ǽساوȑ إلى عدد توفǽقات . الترتيب Ǽعين الاعتǼار

  .لتشȞيل الفرȘȄ) له خǽارات عديدة(إمȞانǽة  10560إذن المدرب له 
  :02التمرȂن 

  .نساء 5ورجال  7نساء من بين  2ورجال  3ن التي ǽمȞن تكوȄنها من Ȟم عدد اللجا
  :الحل

وȞǽون عدد إمȞانǽات اختǽار الرجال  7رجال من بين  3نساء، نختار  2ورجال  3أفراد،  5إن اللجنة تتكون من 
 5وعدد امȞانǽات اختǽار امرأتان من بين  (଻ଷܥ)عناصر  7عناصر مختارة من بين  ǽ3ساوȑ عدد توفǽقات 

  :ومنه فإن عدد اللجان الممȞنة ǽساوȑ  (Cହଶ)عناصر  ǽ5ساوȑ عدد توفǽقات عنصرȄن مختارȄن من بين 
C଻ଷCହଶ = 35 × 10 = 350 

  :03التمرȂن 
، Ȟم ثنائǽة مرتǼة ǽمȞن تشȞيلها من هذه العناصر مع عدم تكرار العنصر A. B. C. Dعناصر  4لȞǽن لدينا 

  .الواحد في الثنائǽة الواحدة؟ ثم حدّدها
  :الحل

نستعمل الترتيǼة، وǼما أنّه لا  A. B. C. Dعدد الثنائǽات المرتǼة التي ǽمȞن تشȞيلها من العناصر لتحديد  - 
  :ǽسمح بتكرار العنصر أكثر من مرة فإنه سوف نستخدم الترتيǼة بدون تكرار

ସଶܣ = 4!
(4 − 2)! = 12 

  :الثنائǽات هي - 
(A, B). ,ܣ) .(ܥ ,ܣ) .(ܦ ,ܤ) .(ܣ ,ܤ) .(ܥ ,ܤ) .(ܦ ,ܥ) .(ܣ ,ܥ) .(ܤ ,ܥ) .(ܦ ,ܦ) .(ܣ ,ܦ) .(ܤ ,ܦ)  .(ܥ
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  :04التمرȂن 
طلǼة لمساǼقة ما من أجل شغل منصب معين، فأحسب عدد التبدǽلات الممȞنة لهؤلاء الطلǼة إذا  3إذا ترشح 

  رتبناهم حسب علامات الامتحانات ؟
  :الحل

  :الواحد أن ǽشغل أكثر من منصبنستعمل التبديلة بدون تكرار، فلا ǽمȞن للطالب  - 
୬ܲ = P଺ = 3 × 2 × 1 = 6 

  :05التمرȂن 
أوجد عدد الطرق الممȞنة التي ǽمȞن بها وضع خمس Ȟرات في صندوقين Ǽحيث أن Ȟل صندوق ǽحتوȑ على 

Ȍرة واحدة فقȞ.  
  :الحل

ହܲଶ = 5!
(5 − 2)! = 5!

3! = 20 
  :تحسب من العلاقة الآتǽة أما في حالة وجود تكرارات في ظهور الكرات فإن عدد الطرق الممȞنة ǽمȞن أن

P୬୩భ,୩మ,୩య… = ݊!
kଵ! kଶ! kଷ! … 

  :06تمرȂن 
  .Ȟرة لون آخر 1ومنها حمراء  2ومنها بǽضاء  Ȟ4رات  7أوجد عدد الطرق الممȞنة لترتيب 

  :الحل
Ǽما أنّ هناك تكرارات في المجموعة أثناء عملǽة ترتيب الكرات فإننا نستخدم العلاقة التالǽة لايجاد عدد العينات 

  :الممȞنة
଻ܲସ,ଶ,ଵ = 7!

4! 2! 1! = 105 
  :07التمرȂن 

  ؟"سمسار"Ȟم Ȟلمة ǽمȞن تكوȄنها من Ȟلمة 
  :الحل

  :يتكرر مرتين، وعلǽه فإنّ عدد التبدǽلات ǽساوȑ " س"إن حرق 
ହܲଶ,ଵ,ଵ,ଵ = 5!

2! × 1! × 1! × 1! = 60 
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  :08 التمرȂن
فȞǼم . أماكن 4 لا يتوفر لنا سوȐ أجزاء نرȄد ترتيǼه على أحد رفوف مȞتǼة لدينا، ولكن  6 لدينا مرجع مؤلف من

  طرȄقة مختلفة ǽمȞننا شغل هذه الأماكن الأرȃعة المتوفرة Ǽأرȃعة أجزاء من الأجزاء الستة؟
  :الحل

ȑعة منها في وقت واحد أȃاء مأخوذ أرǽات لستة أشǼعة هو عدد ترتيȃإن عدد الطرق المختلفة لشغل الأماكن الأر 
  :଺ସܣ

A଺ସ = 6!
(6 − 4)! = 360 

  :09 التمرȂن
شهادات للمǽلاد من بين المجموع الكلي، فما هو  3 شهادات للمǽلاد، تم سحب ǽ 10حتوȑ حافȎ للأرشيف على

  :عدد العينات التي ǽمȞن تشȞيلها إذا Ȟان
 الإرجاعǼ السحب. 
 السحب بدون إرجاع. 

  :الحل
  ȑساوǽ الإرجاعǼ عدد العينات في حالة السحب: 

୬୩ܣ = n୩  ⇒  Aଵ଴ଷ = 10ଷ = 1000 
  عدد العينات في ȑساوǽ حالة السحب بدون إرجاع: 

Aଶ଴ଷ = 10 × 9 × 8 = 720 
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  تمارȂن مقترحة
  :أجب عن مايلي :01التمرȂن 

 Ȟ: finance, économétrie, actuariatم Ȟلمة ǽمȞن تشȞيلها من جمǽع أحرف Ȟلمة - 
 :أشخاص حول طاولة مستديرة حيث Ȟ5م عدد الطرق التي ǽمȞن أن يجلس بها  - 

  شاؤونǽ ماȞ يجلسون. 
 أحمد لا يجلس بجانب محمد. 

  : 02التمرȂن 
) حرف 28(ما هو عدد لوحات السǽارات التي ǽمȞن الحصول عليها من استعمال حرفين من الأحرف الهجائǽة 

  : الأساسي للعد في الحالات التالǽة أوثلاثة أرقام إلى ǽسار الأحرف وذلك Ǽاستعمال المبد
 عدم تكرار الحرف والرقم.  
  تكرار الرقمتكرار الحرف وعدم. 
 تكرار الحرف والرقم. 
  الرقم الأخير يختلف عن ȋشرǼ 0بدون تكرار الحرف وتكرار الرقم. 

  :ماهو عدد الإمȞانǽات :03التمرȂن 
  .أسئلة 5أسئلة من بين  3لاختǽار  - 
  .أماكن 3أشخاص على مقعد ǽضم  6لجلوس  - 
  .حروف مع العلم بوجود حرفين متشابهين 4لترȞيب Ȟلمة من  - 
  .حروف مع العلم أن Ȟل الحروف مختلفة 4لترȞيب Ȟلمة من  - 

  :04التمرȂن 
  6، 5، 4، 3، 1لȞǽن لدينا الأرقام 

  .ما هو عدد الأعداد التي ǽمȞن تكوȄنها من ثلاثة أرقام بدون تكرار - 
  .200ما هو عدد الأعداد التي ǽمȞن تكوȄنها من ثلاثة أرقام وتكون أصغر من  - 
  .الزوجǽةما هو عدد الأعداد  - 
  .2ما هو عدد الأعداد المضاعفة لـ  - 

  :05التمرȂن 
  9 ،8 ،7 ،5 ،4 ،2 ،1 ،0لȞǽن لدينا الأرقام 

  .ما هي الأعداد المختلفة التي ǽمȞن تكوȄنها من ثلاثة أرقام بدون تكرار - 
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  .300ما هي الأعداد التي ǽمȞن تكوȄنها من ثلاثة أرقام وتكون أصغر من  - 
  .الزوجǽةما هو عدد الأعداد  - 
  .2ما هو عدد الأعداد المضاعفة لـ  - 

  :06التمرȂن 
Ȟم عدد اللجان التي ǽمȞن تشȞيلها من ممثلي العمال المهنيين في الجامعة إذا تم اختǽارهم عشوائǽا حسب 

عمال من المستوȐ الثاني من  2وعامل  15عمال من المستوȐ الأول من بين  3درجاتهم، Ǽحيث يتم اختǽار 
  .عمال 8عامل و عامل واحد من المستوȐ الثالث من بين  12بين 

  :07التمرȂن 
   .ȞǼم طرȄقة ǽمȞن أن نرتب هذه العرȃات خلف القاطرة. عرȃات وقاطرة 10قطار مؤلف من 

  
  



  
  
  
  
  
  
  
  
  

  :الثالثالفصل 
 الاحتمالاتنظرȂة 
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  :تمهيد
الرȄاضǽة المهمة التي تتخصص في  من النظرȄات )Law of chances(تعد نظرȄة الاحتمال أو قوانين المصادفة 

  .دراسة الحوادث، أو الظواهر التي تتميز Ǽعدم تأكد حدوثها
ولا تبرز أهمǽة نظرȄة الاحتمال لتطبǽقاتها المهمة في شتى المجالات فحسب، بل إنّ هناك علوما ونظرȄات 

 Decision(ونظرȄة القرار  )Statistics( الإحصاءأصǼحت ترتكز أساسا على نظرȄة الاحتمال، ومنها علم 
theory(  ة الطوابيرȄونظر)Queuing theory(  ة المعلوماتȄونظر)Information theory( . ةȄولقد دخلت نظر

  .، والعسȞرȄةالاحتمال بتطبǽقاتها المختلفة في شتى المجالات التقنǽة، والهندسǽة، والاجتماعǽة، والاقتصادǽة
  مفهوم الاحتمال وطرق قǻاسه: أولا
  :التعرȂف الكلاسȜǻي أو التقليدȏ للاحتمال - 1- 1

  :، فإنّ فضاء العينة هو)مرة واحدة قطع نقدǽة 3رمي أو (عند رمي قطعة نقود ثلاث مرات 
Ω = ሼܲܲܲ, ,ܲܨܲ ,ܲܲܨ ,ܲܨܨ ,ܨܲܲ ,ܨܨܲ ,ܨܲܨ  ሽ ܨܨܨ

  :نلاحȎ من خلال رمي قطعة النقود لثلاث مرات مايلي
  .نتائج مختلفة الواحدة عن الأخرȐ  8هو منته ومعروف مسǼقا، وǽساوȑ إلى إنّ فضاء العينة  -أ

ଵإنّ احتمال تحقȘ أȑ نتيجة أو حالة هو متساو ǼالنسǼة لجمǽع الحالات وǽساوȑ   -ب
، أȑ أنّ Ȟل عنصر من  ଼

  .عناصر فضاء العينة نفس احتمال الحدوث
الحالة المرغوǼة أو الحالة (Ǽأنه حادثة حصولنا على وجه في الرمǽات الثلاث  Aإذا عرّفنا الحادث  -ت

حسب التعرȄف الكلاسȞǽي أو التقليدǽ ȑساوȑ إلى النسǼة  (ܣ)ܲونرمز له بـ  A، فإن إحتمال حدوث )الملائمة
وعدد  Aبين عدد الحالات الملائمة أو المرغوǼة إلى عدد الحالات الممȞنة، أو النسǼة بين عدد عناصر الحادث 

  :محققين، أȑ) ب(و) أ(Ǽشرȋ أن Ȟǽون  Ωعناصر فضاء العينة 
(ܣ)ܲ = عدد الحالات المرغوǼة أو الملائمة 

عدد الحالات الممȞنة =  1
8 

 يȜǻأو الكلاس ȏخواص الاحتمال النظر: 
 ૙ ≤ (ܣ)ܲ ≤ 1 
  الحادث Șاحتمال تحقA  احتمال النجاح ونرمز له بـǼ سمىǽP(A). 
  الحادث المرغوب Șاحتمال عدم تحقA  احتمال الفشل ونرمز له بـǼ سمىǽܲ(̅ܣ)  ّوأن: 

(ܣ̅)ܲ  = 1 −  (ܣ)ܲ
(ܣ)ܲ = 1 − ഥ ܣ)ܲ ) 
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(ܣ)ܲ + ഥ ܣ)ܲ ) = ܲ(Ω) = 1 
 يȜǻف الكلاسȂعيوب التعر: 

 اǽون فضاء العينة منتهȞǽ ي للاحتمال أنȞǽف الكلاسȄالتعر Șتطبي ȋشترǽ. 
 ع عناصر فضاء العينة احتمال الحدوث نفسهǽون لجمȞǽ أن ȋشترǽ. 

وقد ǽصادف أن لا يتحقȘ أحد هذين الشرطين أو Ȟلاهما، فقد Ȟǽون فضاء العينة غير منته، Ȟما في تجرȃة 
  .قǽاس عمر جهاز إلكتروني، أو لا Ȟǽون لجمǽع عناصر فضاء العينة احتمال الحدوث نفسه

  :التعرȂف الإحصائي أو التكرار النسبي للاحتمال - 2 - 1
، أو أنّ حجم المتعلȘ بتجرȃة عشوائǽة لمجتمع إحصائي فضاء عينة غير منته Ωحادثة معرفة على  Aإذا Ȟانت 

المجتمع Ȟبير، أو إذا Ȟانت عناصر فضاء العينة غير متساوǽة الاحتمال في الحدوث، ولحساب الاحتمال 
 ݊قد وقعت  Aولنفرض أنّ الحادثة المرغوǼة . من المرات Ǽܰحسب التعرȄف الإحصائي نقوم بإجراء التجرȃة 

منسوǼا  ǽAعرّف Ǽأنه عدد مرات حدوث الحادثة  Aمرة، فإن الاحتمال التجرȄبي أو الإحصائي لحدوث الحادثة 
  :إلى العدد الكلي من المرات التي أعيدت فيها التجرȃة، أȑ أنّ 

(ܣ)ܲ = عدد الحالات التي تحققت فǽه الحادثة المرغوǼة 
عدد مرات إجراء التجرȃة =  ݊

ܰ 
  ف الإحصائيȂالتكرار النسبي(عيوب التعر:( 

 Nلـ ، وأنه لا توجد قǽمة Nهي قǽمة تقرȄبǽة ومتغيرة ومرتǼطة Ǽعدد مرات إجراء التجرȃة  (ܣ)ܲإنّ قǽمة 
௡تكون النسǼة   ǼNحيث عندما تصلها  (଴ܰ  مثلا)

୒  مǽع قǽثابتة لجمN  التي هي أكبر من଴ܰ وتجدر ،
  .التجرȃةالإشارة إلى أنه لا ǽمȞننا معرفة قǽمة الاحتمال حسب هذا التعرȄف إلا Ǽعد إجراء 

  ):Kolmogorov(الاحتمال حسب مسلمات Ȝولموغوروف   - 3 - 1
، وهي تنص على أنه ǽقابل Ȟل حادثة أصالة ورصانة Ȟولموغوروف من أكثر تعارȄف الاحتمالتعتبر مسلمات 

A  في فضاء العينةΩ  قيǽعدد حقR  سمى إحتمال حدوثǽA  رمز له بـȄالمسلمات  (ܣ)ܲو Șحقǽ حيثǼ
  :التالǽة
 المسلمة الأولى                    :ܲ(Ω) = 1 

ܲ(߶) = 0 
 ةǽل حادث : المسلمة الثانȞ من أجلA  ينتمي إلىΩ ون لديناȞǽ: 

0 ≤ (ܣ)ܲ ≤ 1 
 حادثين : المسلمة الثالثة ȑلأA وB المتنافيين فإن: 
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ܣ)ܲ ∪ (ܤ = (ܣ)ܲ +  (ܤ)ܲ 
,Aଵ :المتنافǽةوǽمȞن تعمǽم المسلمة الثالثة لأكثر من حادثين، فإذا Ȟانت لدينا الحوادث  ,ଶܣ … … ௞ܣ … 

  :فإن
ଵܣ)ܲ ∪ ଶܣ ∪ … … .∪ ௞ܣ ∪ … . = (ଵܣ)ܲ + (ଶܣ)ܲ  + ⋯ + (௞ܣ)ܲ + ⋯ 

  القوانين الأساسǻة في الاحتمالات: ثانǻا
 احتمال الحادثة المستحيلة:  

  ):0(إن احتمال الحادثة المستحيلة هو الصفر 
ܲ(∅) = 0 

  :أنّ  نحن نعلم
Ω =  Ω ∪  ߶ 

  :الثالثة فإنّ حادثان متنافǽان، وحسب مسلمة Ȟولموغوروف  Ω و ߶ حيث
ܲ(Ω) = ܲ(Ω)  +  ܲ(߶) 

ܲ(ϕ) = ܲ(Ω) −  ܲ(Ω) = 0 
 ة حادثةماحتمال متم:  

  :هو Aاحتمال متممة الحادثة 
(ܣ̅)ܲ = 1 −  (ܣ)ܲ

  :مخطȌ فن، حيث  وǽمȞن البرهان على ذلك من خلال
  

  
  :حادثان متنافǽان، وǼحسب مسلمة Ȟولموغوروف الثالثة نجد ܣ̅و  Aوحيث أنّ 

ܲ(Ω) = (ܣ)ܲ  +  (ܣ̅)ܲ 
(ܣ̅)ܲ = 1 −  (ܣ)ܲ
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  حادثين ȏلأA وB  ّفإن: 
(ܣ)ܲ ≤  (ܤ)ܲ

ܣإذا Ȟانت  ⊂   ܤ
  

  
  
  
  
  
  
  

  :البرهان
  :من الشȞل السابȘ نجد أنّ 

ܤ = ܣ ∪ ܤ) −  (ܣ
  :المسلمة الثالثة لكولموغوروف فإنّ حادثان متنافǽان، وحسب  )B - A(و  A وǼما أنّ 

(ܤ)ܲ = (ܣ)ܲ + ܤ)ܲ  −  (ܣ
  :وǼما أن

ܤ)ܲ − (ܣ ≠ ∅ 
  :إذن

  حادثين ȏة لأǻقانون الجمع للحوادث غير المتنافA وB فإن: 
ܣ)ܲ ∪ (ܤ = (ܣ)ܲ + (ܤ)ܲ  − ܣ)ܲ  ∩  (ܤ

  
 

  :فإنحادثتان متنافيتان، وحسب المسلمة الثالثة لكولموغوروف ) B - A(و  AوǼما أن 

 

A 

B
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ܣ)ܲ ∪ (ܤ = (ܣ)ܲ + ܤ)ܲ  −  (ܣ
  :Ȟذلك فإنّ 

(ܤ)ܲ = ܣ)ڿܲ ∩ (ܤ ∪ ܤ) −  ۀ(ܣ
ܣو) B - A(وǼما أن  ∩   :حادثتان متنافيتان، وحسب المسلمة الثالثة فإن ܤ

(ܤ)ܲ = ܣ)ܲ ∩ (ܤ + ܤ)ܲ  − (ܣ … … (1) 
ܤ)ܲ − (ܣ = (ܤ)ܲ − ܣ)ܲ ∩ (ܤ … … (2) 

  :نجد) 1(في ) 2(وȃتعوǽض 
ܣ)ܲ ∪ (ܤ = (ܣ)ܲ + (ܤ)ܲ  − ܣ)ܲ ∩  (ܤ

  :حيث A ،B ،Cمع لثلاث حوادث وǽمȞن تعمǽم قانون الج
ܣ)ܲ ∪ ܤ ∪ (ܥ = (ܣ)ܲ + (ܤ)ܲ + – (ܥ)ܲ  ܣ)ܲ ∩ – (ܤ ܣ)ܲ ∩ – (ܥ ܤ)ܲ ∩ (ܥ + 

ܣ)ܲ ∩ ܤ ∩  (ܥ
  
 1 -3( مثال:( 

  :قطع نقدǽة ثلاث مرات متتالǽة، ولȞǽن 3في تجرȃة رمي 
  .جمǽع الأوجه صور Aالحادث  - 
  .جمǽع الأوجه متشابهة Bالحادث  - 
  .ظهور صورة واحدة فقC Ȍالحادث  - 

  :أوجد مايلي: والمطلوب
ܣ) ∩ ,(ܤ ܣ) ∩ ,(ܥ ܤ) ∩ ,(ܥ ܣ) ∩ ܤ ∩ ,(ܥ ܣ) ∪ ,(ܤ ܤ) ∪ ,(ܥ ܣ) ∪ ܤ ∪ ,(ܥ ܣ) ∪   ܥ

 الحل: 
ષ =  ሼࡼࡼࡼ, ,ࡲࡼࡼ ,ࡼࡲࡼ ,ࡲࡲࡼ ,ࡼࡼࡲ ,ࡲࡼࡲ ,ࡼࡲࡲ  ሽࡲࡲࡲ

࡭ =  ሼܨܨܨሽ 
࡮ =  ሼܨܨܨ, ܲܲܲሽ 
࡯ =  ሼܲܲܨ, ,ܲܨܲ  ሽܨܲܲ

 (࡭ ∩ (࡮ = ࡭)                                ࡭ ∩ (࡯ = ࡮)                              ∅  ∩ (࡯ =  ∅ 
 (࡭ ∩ ࡮ ∩ (࡯ = ࡭ )                       ∅  ∪ (࡯ = ࡭)                             ࡮  ∪ (࡯ = ࡭  +  ࡯
 (࡮ ∪ (࡯ = ࡮ + ࡭)                        ࡯ ∪ ࡮ ∪ (࡯ = ࡮ +  ࡯

  :الآتيين، يجب أن تحقȘ التجرȃة العشوائǽة الشرطين ولحساب الاحتمالات للأحداث الساǼقة
  .في مثالنا هذا 8عدد النتائج الممȞنة للتجرȃة محدود أو منته وهو مساو لـ  -1
2- Șنة لها نفس الفرصة أو الاحتمال في التحقȞل نتيجة ممȞ.  
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لهذه  Ωمعرفة على فضاء العينة  Aوفي ظل تحقȘ هذين الشرطين، ǽمȞن عندها حساب احتمال أǽه حادثة 
  :التجرȃة من العلاقة

(ܣ)ܲ = عدد الحالات الملائمة أو المرغوǼة  
عدد الحالات الممȞنة   

  .وذلك حسب التعرȄف الكلاسȞǽي للاحتمال
  :ولحساب الاحتمالات

 ܲ(ܣ ∩ (ܤ = (ܣ)ܲ =  ଵ
଼ ܣ                                      ⊂  وذلك لأن   ܤ

 ܲ(ܣ ∩ (ܥ =  وذلك لأنّ  ܣ و ܥ حوادث متنافǽة                                                  0 
 ܲ(ܤ ∩ (ܥ =  وذلك لأنّ  الحوادث متنافǽة                                                     0
 ܲ(ܣ ∩ ܤ ∩ (ܥ =  وذلك لأنّ  الحوادث متنافǽة                                               0
 ܲ(ܣ ∪ (ܤ = (ܣ)ܲ + (ܤ)ܲ  − ܣ)ܲ  ∩ (ܤ =  ଵ

଼ +  ଶ
଼ −  ଵ

଼ =  ଶ
଼ = ܣ   (ܤ)ܲ ⊂  لأنّ  ܤ

 ܲ(ܣ ∪ (ܥ = (ܣ)ܲ + (ܥ)ܲ  =  ଵ
଼ + ଷ

଼ =  ଵ
ଶ  الحوادث متنافǽة       

 ܲ(ܤ ∪ (ܥ = (ܤ)ܲ + (ܥ)ܲ  =  ଶ
଼ + ଷ

଼ = ହ
଼  الحوادث متنافǽة       

 ܲ(ܣ ∪ ܤ ∪ (ܥ = (ܣ)ܲ + (ܤ)ܲ  + (ܥ)ܲ  − ܣ)ܲ ∩ (ܤ − ܣ)ܲ ∩ (ܥ − ܤ)ܲ ∩ (ܥ +
ܣ)ܲ ∩ ܤ ∩ (ܥ =  ଵ

଼ + ଶ
଼ + ଷ

଼ − ଵ
଼ − 0 − 0 + 0 =  ହ

଼ 
 2 -3( مثال:( 

تعمل Ǽالشاحن  1منها تعمل ǼالǼطارȄة و 3و) chargeur(منها تعمل Ǽالشاحن  6عشرة ماكينات للحلاقة، 
ترمز إلى أن الماكنة تعمل  Cفإذا اختيرت إحدȐ هذه الماكينات Ǽصورة عشوائǽة وȞانت الحادثة . والǼطارȄة

  :أحسب الاحتمالات التالǽة: ترمز إلى أن الماكنة تعمل ǼالǼطارȄة، المطلوب ǼPالشاحن والحادثة 
,(ܥ)ܲ ܲ(ܲ), ܥ)ܲ ∩ തܲ), P(C ∩ P), P(Cത ∩ P),

ܥ)ڿܲ ∩ തܲ) ∪ ܥ) ∩ ,ۀ(ܲ ܥ)ڿܲ ∩ തܲ) ∪ ܥ) ∩ ,ۀ(ܲ ܥ)ܲ ∪ ܲ) 
 
 الحل: 

Ω =  ሼ ܥܥܥܥܥܥ,   ܲܲܲ, ܥ ∩ ܲ ሽ 
 ܥ =  ቄ الشاحنǼ الماكنة تعملቅ 
 ܲ =  ቄةȄطارǼالǼ الماكنة تعملቅ 
 ܲ(ܥ) =  ଻

ଵ଴  الماكنة تعمل Ǽالشاحن                 
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 ܲ(ܲ) =  ସ
ଵ଴  الماكنة تعمل ǼالǼطارȄة                  

 ܲ(ܥ ∩ ܲ)തതത =  ଺
ଵ଴   الماكنة Ǽالشاحن ولا تعمل ǼالǼطارȄة           

 ܲ(ܥ ∩ ܲ) = ଵ
ଵ଴  الماكنة تعمل Ǽالشاحن وتعمل ǼالǼطارȄة            

 ܲ(̅ܥ ∩ ܲ) =  ଷ
ଵ଴  الماكنة تعمل ǼالǼطارȄة ولا تعمل Ǽالشاحن          

 ܲܥ)ڿ ∩ തܲ) ∪ ܥ) ∩  ۀܲ
  :ومن خواص مورغان الآتǽة

ܥ) ∩ തܲ) ∪ ܥ) ∩ ܲ) = ܥ ∩ (ܲ ∪ തܲ) = ܥ ∩ Ω =  ܥ
  :أȑ أنّ 

ܥ)ڿܲ ∩ തܲ) ∪ ܥ) ∩ ۀ(ܲ = (ܥ)ܲ = 7
10  ومعناه أنّ  الماكنة تعمل Ǽالشاحن       

 ܲܥ)ڿ ∩ തܲ) ∪ ̅ܥ) ∩ ۀ(ܲ = ܥ)ܲ ∩ തܲ) + ̅ܥ)ܲ ∩ ܲ) = ଺
ଵ଴ + ଷ

ଵ଴ = ଽ
ଵ଴    

Ȍة فقȄطارǼالǼ أو Ȍالشاحن فقǼ ومعناه أنّ الماكنة إما تعمل.  
 ܲ(ܥ ∪ ܲ) = (ܥ)ܲ + ܲ(ܲ) − ܥ)ܲ ∩ ܲ) =  ଻

ଵ଴ + ସ
ଵ଴ − ଵ

ଵ଴ = 1 
  .ȞǼلتيهماومعناه أنّ الماكنة تعمل Ǽالشاحن أو ǼالǼطارȄة أو 

 3 -3( مثال:( 
طالب لاجتǽاز امتحان في مادتي الرȄاضǽات  180في قسم العلوم الاقتصادǽة والتجارȄة وعلوم التسيير، تقدم 

  :والإحصاء، فȞانت النتائج Ȟالتالي
  .طالب رسبوا في الرȄاضǽات 18
  .طالب رسبوا في الإحصاء 24
  .طالب رسبوا في المادتين معا 12

  :عشوائي من هذا القسم، والمطلوب أحسب الاحتمالات التالǽةتمّ اختǽار طالب 
  .رسوب الطالب في الرȄاضǽات -1
  .رسوب الطالب في الإحصاء -2
  .رسوب الطالب في المادتين معا -3
  .رسوب الطالب في مادة واحدة على الأقل -4
  .نجاح الطالب في الرȄاضǽات -5
  .نجاح الطالب في الإحصاء -6
  .الرȄاضǽات ونجاحه في الإحصاء رسوب الطالب في -7
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 .رسوب الطالب في الإحصاء ونجاحه في الرȄاضǽات -8
 الحل: 

  :التعرȄف Ǽالحوادث
A :اتǽاضȄرسوب الطالب في الر.  
B: رسوب الطالب في الإحصاء.  
C: لتا المادتينȞ رسوب الطالب في.  

1 − (ܣ)ܲ     =  18
180 

2 − (ܤ)ܲ    =  24
180 

3 − ܣ)ܲ   ∩ (ܤ =  12
180 

4 − ܣ)ܲ   ∪ (ܤ = (ܣ)ܲ + (ܤ)ܲ  − ܣ)ܲ  ∩ (ܤ =  18
180 + 24

180 − 12
180 = 30

180 
ومن تعرȄف العلاقات بين الحوادث ǽمȞن التعبير عن الحوادث التي نرȄد إيجاد احتمالاتها Ǽاستخدام الرموز 

  :Ȟمايلي
5 − (ܣ̅)ܲ   = 1 − (ܣ)ܲ = 1 − 18

180 = 162
180 

6 − (തܤ)ܲ   = 1 − (ܤ)ܲ = 1 − 24
180 = 156

180 
7 − ܣ)ܲ  ∩ (തܤ = (ܣ)ܲ − ܣ)ܲ  ∩ (ܤ =  18

180 − 12
180 = 6

180 
وهذه العلاقة الأخيرة تعني رسوب الطالب في الرȄاضǽات ونجاحه في الإحصاء، أȑ أن المطلوب هو 

ܣ)حساب احتمال  ∩   .(തܤ
ܤ)ܲ -8 ∩ (ܣ̅ = (ܤ)ܲ − ܤ)ܲ  ∩ (ܣ =  ଶସ

ଵ଼଴ − ଵଶ
ଵ଼଴ = ଵଶ

ଵ଼଴ ة: ثالثاǻقانون الضرب للحوادث المستقلة والشرط  
  ):Independents Events( الحوادث المستقلة -أ

، فالنتائج التي عن حدوث الآخر حدوث أحدهما مستقلا إذا Ȟان، أنهما مستقلان B و A نقول عن حادثين
نحصل عليها عند رمي حجرȑ نرد معا، تمثل حوادث مستقلة عن Ǽعضها الǼعض، لأنّ حدوث أحدهما مستقل 

العȞس تمثل حوادث مستقلة، وعلى ) مع الإعادة(عن حدوث الآخر، وȞذلك الأمر في سحب Ȟرات من صندوق 
  .إذا Ȟان السحب بدون إعادة
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لا يتأثر Ǽحدوث أو عدم حدوث  Aحادثين، وȞان حدوث أو عدم حدوث  Bو  Aوللتوضǽح أكثر، نقول إذا Ȟان 
B  ّنقول عندها أنA  وB حادثتان مستقلتان.  

  :إذا تحقȘ الشرȋ التالي Bأنها مستقلة عن الحادثة  Aونقول عن الحادثة 
ܣ)ܲ ⁄ܤ ) = ܤ)ܲ             و         (ܣ)ܲ ⁄ܣ ) =  (ܤ)ܲ

ܣ)ܲإنّ الرمز  ⁄ܤ غير مستقلين إذا  Bو Aقد حدثت، وȞǽون الحادثان  Bعلما أنّ  Aتعني احتمال حدوث  (
  :Ȟان

ܣ)ܲ ⁄ܤ ) ≠   (ܣ)ܲ
ܤ)ܲ ⁄ܣ ) ≠  (ܤ)ܲ

  :وأنّ قانون الضرب للحوادث المستقلة ǽعطى Ǽالعلاقة
࡭)ࡼ ∩ (࡮ =  (࡮)ࡼ  . (࡭)ࡼ

، وأنّ الحوادث Bلا ǽمنع وقوع  Aونشير هنا إلى أنّ الحوادث المستقلة هي لǽست حوادث متنافǽة، وأنّ وقوع 
  .غير المتنافǽة قد تكون مستقلة أو غير مستقلة

  : وǼالنسǼة للحوادث المتنافǽة، فإنّ 
⁄࡮  ࡭)ࡼ ) =  ∅ 

  4 -3(مثال:( 
ǼطرȄقة ) Bالحادثة (ونجاح سعيد في حل المشȞلة نفسها ) Aالحادث (نجاح محمد في حل مشȞلة اقتصادǽة  -1

أخرȐ، هي حوادث مستقلة وغير متنافǽة، إذ من الممȞن أن يتوصل محمد وسعيد إلى حل المشȞلة الاقتصادǽة في 
  .الوقت نفسه

ر هما حادثان غي) Bالحادث (وسفره للدراسة Ǽالخارج ) Aالحادث (إنّ نجاج محمد في شهادة الȞǼالورȄا  -2
  .متنافǽان وفي الوقت نفسه غير مستقلين

 5 -3( مثال(: 
Ȟرة من هذا الصندوق الواحدة  2تم سحب . Ȟرات حمراء Ȟ8رة بǽضاء و Ȟ12رة منها  ǽ20حتوȑ صندوق على 

والمطلوب حساب . تلو الأخرȐ، علما Ǽأن الكرة المسحوǼة الأولى قد أعيدت إلى الصندوق قبل سحب الكرة الثانǽة
  :التالǽةالاحتمالات 

  .أن تكون الكرتان المسحوȃتان بǽضاوȄتان -1
  .أن تكون الكرتان المسحوȃتان حمراوȄتان -2
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  .أن تكون الكرة المسحوǼة الأولى حمراء والثانǽة بǽضاء -3
 الحل: 
(ܤ)ܲ:   وǼالتالي)   Ȟ :Bرة بǽضاء( Bنرمز إلى سحب Ȟرة بǽضاء Ǽالرمز  -  =  ଵଶ

ଶ଴  
(ܴ)ܲ:   وǼالتالي)   Ȟ :Rرة بǽضاء( Rنرمز إلى سحب Ȟرة حمراء Ǽالرمز  -  =  ଼

ଶ଴  
السحب مع (وعلينا هنا أن نميز بين طرق السحب، فإذا أعيدت الكرة المسحوǼة الأولى قبل سحب الكرة الثانǽة 

  .فإن الحوادث هنا مستقلة) الإعادة
ܤ)ܲ  -1 ∩ (ܤ = .(ܤ)ܲ (ܤ)ܲ =  ଵଶ

ଶ଴  . ଵଶ
ଶ଴ = ଽ

ଶହ 2- ܲ(ܴ ∩ ܴ) = ܲ(ܴ). ܲ(ܴ) =  ଼
ଶ଴  . ଼

ଶ଴ = ସ
ଶହ 3- ܲ(ܴ ∩ (ܤ = ܲ(ܴ). (ܤ)ܲ + .(ܤ)ܲ  ܲ(ܴ) =  ଼

ଶ଴  . ଵଶ
ଶ଴ +  ଵଶ

ଶ଴ . ଼
ଶ଴ = ଵଶ

ଶହ  
  ):الاحتمال الشرطي(الحوادث غير المستقلة  -ب

  :Ǽالعلاقة Ωغير مستقلين ومعرفتين على فضاء العينة  Bو  ǽ Aعطى قانون الاحتمال الشرطي لحادثين
࡭)ࡼ ⁄࡮ ) = ࡭)ࡼ  ∩ (࡮

(࡮)ࡼ (࡮)ࡼ   حيث            > 0  
࡮)ࡼ ⁄࡭ ) = ࡮)ࡼ  ∩ (࡭

(࡭)ࡼ (࡭)ࡼ   حيث            > 0 
 6 -3( مثال:( 

  :عرّفنا الحوادث الآتǽة Ωفي تجرȃة رمي حجر نرد متوازن، وعلى فضاء العينة 
 حادثة الحصول على الوجه الذǽ ȑحمل العدد ଵ:  2ܣ
 حادثة الحصول على الوجه الذǽ ȑحمل الرقم أقل من ଶ:  4ܣ
 حادثة الحصول على الوجه الذǽ ȑحمل الرقم أقل من ଷ:  5ܣ
B:  حادثة الحصول على عدد زوجي 

  :حساب الاحتمالات التالǽة: والمطلوب
1 − 2                                         (ଵܣ)ܲ    − 3                        (ଶܣ)ܲ     −     (ଷܣ)ܲ      
4 − 5                                           (ܤ)ܲ    − ଵܣ)ܲ     ∩ 6                (ܤ − ଶܣ)ܲ       ∩     (ܤ
7 − ଷܣ)ܲ    ∩ 8                                 (ܤ − 9                   (ܤ/ଵܣ)ܲ     −     (ܤ/ଶܣ)ܲ      
10 −                                            (ଷܣ/ܤ)ܲ   

 لالح: 
૚ − (૚࡭)ࡼ   =  1

6                                   ૛ − (૛࡭)ࡼ  =  3
6 = 1

2                          ૜ − (૜࡭)ࡼ  =  4
6 = 2

3 
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૝ − (࡮)ࡼ   =  3
6 = 1

2                              ૞ − ૚࡭)ࡼ  ∩ (࡮ =  1
6                        ૟ − ૛࡭)ࡼ  ∩ (࡮ =  1

6 
ૠ − ૜࡭)ࡼ   ∩ (࡮ =  2

6                             ૡ − (࡮/૚࡭)ࡼ  = ૚࡭)ࡼ ∩ (࡮
(࡮)ࡼ =  1 6ൗ

1 2ൗ = 1
3                

ૢ − (࡮/૛࡭)ࡼ   = ૛࡭)ࡼ ∩ (࡮
(࡮)ࡼ =  1 6ൗ

1 2ൗ = 1
3                   ૚૙ − ࡮)ࡼ   ⁄૜࡭ ) = ࡮)ࡼ ∩ (૜࡭

(૜࡭)ࡼ = 2 6ൗ
2 3ൗ = 1

2      
૚૚ − ࡮)ࡼ   ∩ (૜࡭ = 2

6 
  
 ملاحظات:  
قد (قد وقع  B، إذا علم أنّ الحادث ǼAصورة عامة، فإن الاحتمال الشرطي ǽقǽس احتمال تحقȘ الحادث  - 

Șتحق.(  
، مما Bإلاّ Ǽالفضاء المختزل للحادثة  Ωعند التعامل مع الاحتمال الشرطي، فإننا لا نهتم من فضاء العينة  - 

ففي تجرȃة رمي حجرة نرد فإن فضاء . فقB Ȍدثة إلى الجزء الممثل للحا ǽΩعني أنه قد تم اختزال فضاء العينة 
  :العينة هو

Ω =  ሼ1, 2, 3, 4, 5, 6ሽ 
  :Ǽأنه ظهور رقم زوجي، أB ȑفإذا عرّفنا على فضاء العينة الحادث 

ܤ =  ሼ2, 4, 6ሽ 
  :، أǼ2ȑأنه ظهور الوجه الذǽ ȑحمل الرقم  Aوعرّفنا أǽضا على فراغ العينة الحادث 

ܣ =  ሼ2ሽ 
  :قد وقع فإنّ  Bوعلمنا أن الحادث 

ܣ)ܲ ⁄ܤ ) = ܣ)ܲ  ∩ (ܤ
P(B) = 1

3 
  .Bإلى  ΩأدȐ إلى اختزال فضاء العينة  BوǼالتالي وقوع الحادث 

  7 -3(مثال(: 
الحصول على المجموع  A، الحادث Ωفي تجرȃة إلقاء حجرȑ نرد، عرّفنا الحوادث التالǽة على فضاء العينة 

  :أحسب الاحتمالات التالǽة: والمطلوب .الحصول على مجموع زوجي Bمن النردين، والحادث  )8(
,     (ܣ)ܲ ,      (ܤ)ܲ ܣ)ܲ ∩ ,  (ܤ ܣ)ܲ ⁄ܤ )       − 1 

ܣ)ܲ   ⁄ܤ ) ≠ −  تحقȘ من أن        (ܣ)ܲ 2 
 الحل: 

  :Ȟǽون على النحو التالي Ωإنّ فراغ العينة 



  نظرȂة الاحتمالات : الثالثالفصل 
 

43  

  6  5  4  3  2  1  
1  )6.1( )5.1( )4.1( )3.1( )2.1( )1.1( 
2  )6.2(  )5.2(  )4.2(  )3.2(  )2.2(  )1.2(  
3  )6.3(  )5.3(  )4.3(  )3.3(  )2.3(  )1.3(  
4  )6.4(  )5.4(  )4.4(  )3.4(  )2.4(  )1.4(  
5  )6.5(  )5.5(  )4.5(  )3.5(  )2.5(  )1.5(  
6  )6.6(  )5.6(  )4.6(  )3.6(  )2.6(  )1.6(  

  
  الحادثA  من النردين )8(الحصول على المجموع: 

ܣ =  ൛൫6.2൯, ൫5.3൯, (4.4), (3.5), (2.6) ൟ      ⇒ (࡭)ࡼ =  ૞
૜૟ 

  الحادثB الحصول على مجموع زوجي: 
ܤ =  ൜(1.1), (1.3), (1.5), (2.2), (2.4), (2.6), (3.1), (3.3), (3.5), (4.2), (4.4), (4.6), (5.1),(5.3), (5.5), (6.2), (6.4), (6.6) ൠ       

⇒ (࡮)ࡼ =  ૚ૡ
૜૟ 

ܣ)ܲ ∩ (ܤ =  5
36 

ܣ)ܲ ∪ (ܤ = (ܣ)ܲ + (ܤ)ܲ  − ܣ)ܲ  ∩ (ܤ =  18
36 = ܣ            (ܤ)ܲ ⊂  لأنّ  ܤ

ܣ)ܲ ⁄ܤ ) = ܣ)ܲ  ∩ (ܤ
(ܤ)ܲ =  5

18   ≠  (ܣ)ܲ 
 نتائج: 
  :فإنّ  Ωغير متنافيتين ومعرفتين على فضاء العينة  Bو Aإذا Ȟانت الحادثتان  :1نتيجة  -
  

  :متنافيتان فإنّ  Bو Aوإذا Ȟانت الحادثتان 
  

  
ܣوعندما تكون  ⊂   :، تصǼح العلاقة على النحو التاليܤ

  

ഥۯ)۾ ∩ ۰ഥ) = ૚ −  ሾ(ۯ)۾ + (۰)۾  − ۯ)۾  ∩ ۰)ሿ 

ഥۯ)۾ ∩ ۰ഥ) = ૚ −  ሾ(ۯ)۾ +  ሿ(۰)۾ 

ഥۯ)۾ ∩ ۰ഥ) = ૚ −  (۰)۾ 
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  :فإنّ  Ωغير متنافǽة ومعرفة على فضاء العينة  Bو A لتكن لدينا الحوادث :2نتيجة  -
  
  

,AଵوǽمȞن التعمǽم على مجموعة حوادث  ଶܣ …   :௡ܣ
ଵതതതܣ)ܲ ∪ ଶതതതܣ ∪ … … A୬തതതത) = 1 − ଵܣ)ܲ ∩ ଶܣ … … ∩  (௡ܣ

  :متنافǽة فإنّ  Bو Aوإذا Ȟانت الحوادث 
ܣ̅)ܲ ∪ (തܤ = 1 

⊃ ܣوإذا Ȟانت    :فإنّ  ܤ
ܣ̅)ܲ ∪ (തܤ = 1 −  (ܣ)ܲ

 8 -3( مثال:( 
ܣ)ܲ: Ǽحيث Ωحادثين في المجموعة الكلǽة  Bو Aإذا Ȟان  ∪ (ܤ = (ܣ)ܲ  و 0.8 = (ܤ)ܲ  و 0.5 = 0.6 

  مستقلان؟ Bو Aفهل الحادثان 
 الحل: 

  :إنّ شرȋ الاستقلال الثاني هو
ܣ)ܲ ∩ (ܤ = .(ܣ)ܲ  (ܤ)ܲ

                       = (0.5). (0.6) = 0.3 
Șما أنّ . وللتحقǼA وB  ّهما حادثان غير متنافيين فإن:  

ܣ)ܲ ∪ (ܤ = (ܣ)ܲ + (ܤ)ܲ  − ܣ)ܲ  ∩  (ܤ
  :وǼالتالي

ܣ)ܲ ∩ (ܤ = (ܣ)ܲ + (ܤ)ܲ  − ܣ)ܲ  ∪  (ܤ
ܣ)ܲ ∩ (ܤ  =  0.5 +  0.6 −  0.8 =  0.3 

  .حادثان مستقلان Bو A: إذن
  :فقB Ȍو ǽAمȞن تصنيف عملǽات الضرب على الحوادث وفȘ المخطȌ التالي، علما أنّ المخطȌ وضع لحادثين 

  
  
  

ഥۯ)۾ ∪ ۰ഥ) = ૚ −  ሾۯ)۾ ∩ ۰)ሿ 
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  :)Law of total probability( قانون الاحتمال الكلي: راǺعا
,Aଵنتيجة أحد الحوادث المتنافǽة  A إذا Ȟان الحادث ଶܣ … …   :هو Aفإن احتمال الحادث  ௞ܣ

(ܣ)ܲ = .(ଵܣ)ܲ ܣ)ܲ ⁄ଵܣ ) + .(ଶܣ)ܲ  ܣ)ܲ ⁄ଶܣ ) + ⋯ + .(௞ܣ)ܲ ܣ)ܲ ⁄௞ܣ ) 
= ෍ ࢏࡭)ࡼ ∩  (࡭

࢑

ୀ૚࢏
 

= ෍ .  (࢏࡭)ࡼ ࡭)ࡼ ⁄࢏࡭ )
࢑

ୀ૚࢏
 

 
  

  
  
  
  
  
 
  
  
  

 
࡭)ࡼ ∪ (࡮ = (࡭)ࡼ + (࡮)ࡼ  − ࡭)ࡼ  ∩  (࡮

ܣ)ܲ      ܣ و ܤ متنافيان ∩ (ܤ = ܣ)ܲ   ܣ و ܤ غير متنافيان  0 ∩ (ܤ ≠ 0 

ܣ)ܲ ܣ و ܤ حوادث غير مستقلة  ∩ (ܤ = ܣ)ܲ ⁄ܤ =                    (ܤ)ܲ( ܤ)ܲ ⁄ܣ  (ܣ)ܲ(
ܣ)ܲ ܣ و ܤ حوادث مستقلة ∩ (ܤ = .(ܣ)ܲ  (ܤ)ܲ
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  9 -3(مثال(: 
 %10و% 20، %30، %40، تنتج Ȟل منهم )04(المصابǽح الكهرȃائǽة على أرȃعة آلات  لإنتاجǽحتوȑ مصنع 

% 1، %4، %2: للآلات الأرȃعة هي على التوالي، حيث أنّ النسب المئوǽة للوحدات الفاسدة الإنتاجمن مجموع 
المطلوب حساب الاحتمالات . نقوم عشوائǽا Ǽاختǽار مصǼاحا واحدا من مجموع المصابǽح المنتجة. %5و

  :التالǽة
  .أن Ȟǽون المصǼاح فاسدا - 
 .أن Ȟǽون المصǼاح صالحا - 
 الحل:  

  :لكي نجد الاحتمال المطلوب، نعرّف الحوادث أولا
المصǼاح الذȑ تم إختǽاره تم إنتاجه من طرف الآلة التي تنتج %40 ∶  ૚࡭
المصǼاح الذȑ تم إختǽاره تم إنتاجه من طرف الآلة التي تنتج %30 ∶  ૛࡭
المصǼاح الذȑ تم إختǽاره تم إنتاجه من طرف الآلة التي تنتج %20 ∶  ૜࡭
المصǼاح الذȑ تم إختǽاره تم إنتاجه من طرف الآلة التي تنتج %10 ∶  ૝࡭

المصǼاح الذȑ تم إختǽاره  فاسد ∶ ۲ 
المصǼاح الذȑ تم إختǽاره  صالح ∶ ۱ 

 اح المختار فاسداǺون المصȜǻ ون قد أختير من طرف : إيجاد إحتمال أنȞǽ ن أنȞمǽ اح الفاسدǼالمص
 :ǽساوȑ إلى DوǼالتالي الحادث . ૝࡭أو من الآلة  ૜࡭أو من الآلة  ૛࡭أو من الآلة  ૚࡭الآلة 

 
  
  

  
  

(ࡰ)ࡼ = .(૚࡭)ࡼ  ࡰ)ࡼ ⁄૚࡭ ) + .(૛࡭)ࡼ  ࡰ)ࡼ ⁄૛࡭ ) + .(૜࡭)ࡼ  ࡰ)ࡼ ⁄૜࡭ ) + .(૝࡭)ࡼ  ࡰ)ࡼ ⁄૝࡭ ) 
(ࡰ)ࡼ =  (0.4). (0.02) +  (0.3). (0.04) +  (0.2). (0.01) +  (0.1). (0.05) = ૙. ૙૛ૠ 

  حاǻاح صحǺون المصȜǻ قة): صالحا(احتمال أنȄبنفس الطر 
(࡯)ࡼ = .(૚࡭)ࡼ  ࡯)ࡼ ⁄૚࡭ ) + .(૛࡭)ࡼ  ࡯)ࡼ ⁄૛࡭ ) + .(૜࡭)ࡼ  ࡯)ࡼ ⁄૜࡭ ) + .(૝࡭)ࡼ  ࡯)ࡼ ⁄૝࡭ ) 
(࡯)ࡼ =  (0.4). (0.98) +  (0.3). (0.96) +  (0.2). (0.99) +  (0.1). (0.95) = ૙. ૢૠ૜ 

ࡰ = ࡰ) ∩ (૚࡭ ∪ ࡰ) ∩ (૛࡭ ∪ ࡰ) ∩ (૜࡭ ∪ (۲ ∩   (૜࡭
فاسد ومن المصباح 

  .1إنتاج الآلة 

فاسد ومن المصباح 
  2إنتاج الآلة 

  
فاسد ومن المصباح  أو

  3إنتاج الآلة 

فاسد ومن المصباح 
  4إنتاج الآلة 

   أو
 أو
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 Ȏقة أخرȂطرǺ:  
 :احتمال أن Ȟǽون المصǼاح صحǽحا ǽساوȑ إلى الاحتمال الكلي ناقصا منه احتمال أن Ȟǽون المصǼاح فاسد

(࡯)ࡼ =  1 − (ࡰ)ܲ = ૙. ૢૠ૜ 
  9 -3(مثال:( 

  :ثلاثة صناديȘ متشابهة تحتوȑ الكرات الآتǽة
  .سوداء 3بǽضاء و Ȟ7رات، منها  10: الصندوق الأول - 
  .سوداء 1بǽضاء و Ȟ4رات، منها  5: الثانيالصندوق  - 
  .سوداء 3بǽضاء و Ȟ2رات، منها  5: الصندوق الثالث - 

  .نختار صندوق من الصناديȘ الثلاثة ǼشȞل عشوائي، ثم نسحب منه Ȟرة ǼشȞل عشوائي
  .أحسب احتمال سحب Ȟرة بǽضاء: المطلوب

 الحل: 
  :نعرّف الحوادث أولا

الكرة المسحوǼة من الصندوق  الأول ∶  ૚࡭
الكرة المسحوǼة من الصندوق  الثاني ∶  ૛࡭
الكرة المسحوǼة من الصندوق  الثالث ∶  ૜࡭

الكرة المسحوǼة بǽضاء ∶  ࡮
࡮ = ࡮) ∩ (૚࡭ ∪ ࡮) ∩ (૛࡭ ∪ ࡮) ∩  (૜࡭
(࡮)ࡼ = .(૚࡭)ࡼ  ࡮)ࡼ ⁄૚࡭ ) + .(૛࡭)ࡼ  ࡮)ࡼ ⁄૛࡭ ) + .(૜࡭)ࡼ  ࡮)ࡼ ⁄૜࡭ ) 
(࡮)ࡼ = ൬1

3൰ . ൬ 7
10൰ +  ൬1

3൰ . ൬4
5൰ +  ൬1

3൰ . ൬2
5൰ =  ૚ૢ

૜૙ 
  

  ):Bayes نظرȂة Ǻايز( النسبيقانون الاحتمال : خامسا
,Aଵ لتكن ଶܣ … … حدث ما  A و، ષأحداث متنافǽة فǽما بينها، حيث إتحادها ǽشȞل المجموعة الكلǽة  ௡ܣ

تحقȘ، نحسب احتمال تحققه عن طرA  ȘȄ إذا علمنا أنّ ،  (࢑࡭) يتحقȘ عن طرȘȄ واحد أو أكثر من الأحداث
  :Ȟما يلي (௞ܣ) الحدث

࢑࡭)ࡼ ⁄࡭ ) = .(࡭)ࡼ  ࡭)ࡼ ⁄࢑࡭ )
∑ .(࢑࡭)ࡼ ࡭)ࡼ ⁄࢑࡭ ࢑ୀ૚࢔(
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  :حيث
࡭)ࡼ ∩ (࢑࡭ = .(࡭)ࡼ  ࡭)ࡼ ⁄(࢑࡭  
(࡭)ࡼ = ෍ .(࢑࡭)ࡼ ࡭)ࡼ ⁄(࢑࡭   

هو  (௞ܣ) سميت هذه النظرȄة بنظرȄة الاحتمال النسبي لأنها تمȞننا من حساب احتمال أن Ȟǽون حدث ما
  .A المسبب لوقوع حدث آخر

 10 -3( مثال:( 
  :نوع معين من المصبرات نجد أن لإنتاجمصنع   في
  .من إنتاجها معيب %1.5من الإنتاج الكلي علما أنّ  %40الآلة الأولى تنتج  - 
  .من إنتاجها معيب %1.2من الإنتاج الكلي علما أنّ  %25الآلة الثانǽة تنتج  - 
  .من إنتاجها معيب %2من الإنتاج الكلي علما أنّ  %35الآلة الثالثة تنتج  - 

  :وحدة واحدة من المصبرات ǼشȞل عشوائي، أحسب مايلي إذا اخترنا
  .احتمال أن تكون معيǼة -1
  .احتمال أن تكون معيǼة ومن إنتاج الآلة الأولى -2
  .احتمال أن تكون معيǼة ومن إنتاج الآلة الثانǽة -3
  .احتمال أن تكون معيǼة ومن إنتاج الآلة الثالثة -4
 نعين الأحداث أولا  :الحل:  

. الوحدة معيǼة ∶  ࡰ
. الوحدة المختارة من انتاج الآلة الأولى ∶  ૚࡭
. الوحدة المختارة من انتاج الآلة الثانǽة ∶  ૛࡭
. الوحدة المختارة من انتاج الآلة الثالثة ∶  ૜࡭

(ଵܣ)ܲ = (ଶܣ)ܲ          ,          0.4 = (ଷܣ)ܲ            ,           0.25 =  0.35 
ܦ)ܲ ⁄ଵܣ ) = ܦ)ܲ     ,     0.015 ⁄ଶܣ ) = ܦ)ܲ     ,    0.012 ⁄ଷܣ ) =  0.02 
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  :حساب احتمال أن تكون الوحدة المختارة معيǺة - 1
(ࡰ)ࡼ =  ෍ . (࢏࡭)ࡼ ࡰ)ࡼ ⁄࢏࡭ ) 
(ࡰ)ࡼ = (0.4). (0.015) +  (0.25). (0.012) +  (0.35). (0.02) =  ૙. ૙૚૟ 

  :حساب احتمال أن تكون هذه الوحدة معيǺة ومن إنتاج الآلة الأولى -2
૚࡭)ࡼ ⁄ࡰ ) = .(ଵܣ)ܲ  ܦ)ܲ ⁄(ଵܣ

(ܦ)ܲ =  (0.4)(0.015)
0.016 = ૙. ૜ૠ૞ 

  :الثانǻةحساب احتمال أن تكون هذه الوحدة معيǺة ومن إنتاج الآلة  -3
૛࡭)ࡼ ⁄ࡰ ) = .(ଶܣ)ܲ  ܦ)ܲ ⁄(ଶܣ

(ܦ)ܲ =  (0.25)(0.012)
0.016 = ૙. ૚ૡૠ૞ 

  :الثالثةحساب احتمال أن تكون هذه الوحدة معيǺة ومن إنتاج الآلة  -4
૜࡭)ࡼ ⁄ࡰ ) = .(ଷܣ)ܲ  ܦ)ܲ ⁄(ଷܣ

(ܦ)ܲ =  (0.35)(0.02)
0.016 = ૙. ૝૜ૠ૞ 

  11 -3(مثال:( 
من الإناث يدرسون مادة الإحصاء، نقوم Ǽاختǽار أحد  %12من الذȞور و %20يوجد في مؤسسة تعلǽمǽة 

فإذا علمت أن نسǼة الذȞور في . الإحصاءمن هذه المؤسسة ǼطرȄقة عشوائǽة فنجده يدرس مادة  التلاميذ
  :، فأوجد مايلي%50وتساوȑ  الإناثالمؤسسة هي نفسها نسǼة 

  .ذȞرااحتمال أن Ȟǽون التلميذ  -1
  .، علما أنّ Ǽعد الاختǽار تبين أن التلميذ لا يدرس مادة الإحصاء1نفس السؤال  -2
  .نفس الأسئلة الساǼقة Ǽاستعمال طرȄقة الأشجار البǽانǽة -3
 نعرف الأحداث أولا :الحل: 

اختǽار تلميذ يدرس مادة الاحصاء ∶  ࡭
∶ ألا يدرس مادة الاحصاء  ഥ࡭ 

التلميذ ذȞرا ∶  ࡹ
التلميذ أنثى ∶  ࡲ

  :ولدينا من معطǽات هذا المثال
(ܯ)ܲ = (ܨ)ܲ       ,       0.5 = ܣ)ܲ       ,       0.5 ⁄ܯ ) = ܣ)ܲ       ,       0.2 ⁄ܨ ) =  0.12 
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  :احتمال أن Ȟǽون ذȞرا -1
ܯ)ܲ ⁄ܣ ) = ܯ)ܲ  ∩ (ܣ

(ܣ)ܲ  
               = .(ܯ)ܲ  ܣ)ܲ ⁄ܯ )

.(ܯ)ܲ ܣ)ܲ ⁄ܯ ) + .(ܨ)ܲ  ܣ)ܲ ⁄ܨ ) =  (0.5)(0.2)
(0.5)(0.2) +  (0.5)(0.12) = 0.625  

  :بنفس الطرȄقة الساǼقة ):احتمال أن Ȟǽون ذȞرا(Ǽعد الاختǽار تبين أن التلميذ لا يدرس الإحصاء  -2
ܯ)ܲ ⁄ܣ̅ ) = ܯ)ܲ  ∩ (ܣ̅

(ܣ̅)ܲ  

               = .(ܯ)ܲ  ܣ̅)ܲ ⁄ܯ )
.(ܯ)ܲ ܣ̅)ܲ ⁄ܯ ) + .(ܨ)ܲ  ܣ̅)ܲ ⁄ܨ ) =  (0.5)(0.8)

(0.5)(0.8) +  (0.5)(0.88) = 0.476 
  :طرȄقة الأشجار البǽانǽة -3
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  

 

M 

F 

A 

 ഥ࡭

 ࡭

 ഥ࡭

   P(M) = 0.5 

P(F) = 0.5 

ܣ)ܲ ⁄ܯ ) 
  

ܣ̅)ܲ ⁄ܯ ) 

ܣ)ܲ ⁄ܨ ) 

ܣ̅)ܲ ⁄ܨ ) 

࡭)ࡼ ∩  (ࡹ

ഥ࡭)ࡼ ⁄ࡹ ) 

࡭)ࡼ ∩  (ࡲ

ഥ࡭)ࡼ ⁄ࡲ ) 
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  تمارȂن محلولة
  :01التمرȂن 

  .قطعة نرد في الهواء نقوم برمي
  ؟4هو احتمال الحصول على عدد أكبر أو ǽساوȑ  ما - 
  علما أنّ النتيجة المتحصل عليها عدد زوجي؟ 4هو احتمال الحصول على عدد أكبر أو ǽساوȑ  ما - 

  :نعرّف الحوادث أولا :الحل
A : ȑع النتائج التي تكون أكبر من أو تساوǽ4جم.  
B :ةǽتشمل الأعداد الزوج.  
  :هي Ωمجموعة النتائج الكلǽة * 

ષ =  ሼ૚, ૛, ૜, ૝, ૞, ૟ሽ 
1-  ȑساوǽ حساب  4احتمال الحصول على عدد أكبر أو ȑ((ܣ)ܲ): أ:  

ۯ =  ሼ4, 5, 6ሽ      ⇒ (࡭)ࡼ =  3
6 =  ૚

૛ 
2-  ȑساوǽ ࡭)ࡼ علما أنّ النتيجة المتحصل عليها عدد زوجي 4احتمال الحصول على عدد أكبر أو   :⁄(࡮

۰ =  ሼ2, 4, 6ሽ      ⇒ (࡮)ࡼ =  3
6 =  ૚

૛ 
ۯ ∩ ۰ =  ሼ૝, ૟ሽ      ⇒ ࡭)ࡼ ∩ (࡮ =  ૛

૟ = ૚
૜ 

  :وǼالتالي
ܣ)ܲ ⁄ܤ ) = ܣ)ܲ  ∩ (ܤ

(ܤ)ܲ =  2
3 

  :02التمرȂن 
  .التي تظهر )Faces(تمثل عدد الأوجه  Ωولتكن المجموعة . مرات 3قطعة نقود  في تجرȃة رمي

  مجموعة احتمالǽة منتهǽة؟ Ωهل المجموعة  - 
  .إذا Ȟان ǽمثل الحصول على الوجه في الرمǽة الأخيرة Aأوجد احتمال الحادث  - 
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  .إذا Ȟان ǽمثل الحصول على ظهرȄن Bأوجد احتمال الحادث  - 
  :الحل

  :قطع نقدǽة ǽحتوȑ على العناصر التالǽة 3عند رمي ) فضاء العينة(إن المجموعة الكلǽة 
ષ =  ሼࡼࡼࡼ, ,ࡲࡼࡼ ,ࡼࡲࡼ ,ࡲࡲࡼ ,ࡼࡼࡲ ,ࡲࡼࡲ ,ࡼࡲࡲ  ሽࡲࡲࡲ

فضاء العينة في هذه الحالة لا ǽمثل النتائج الممȞنة في حد ذاتها وإنما ǽمثل عدد الأوجه التي تظهر، لكن 
  .وجه أو وجه واحد أو وجهين أو ثلاثة أوجه ǽ0حتوȑ على  ΩوǼالتالي فإن 

Ω =  ሼ0, 1, 2, 3ሽ 
  :Ω نحسب احتمالات Ȟل عنصر من عناصر

ܲ(0) = ܲ(ሼܲܲܲሽ) =  1
8 

ܲ(1) = ܲ(ሼܲܲܨ, ,ܲܲܨ (ሽܲܨܲ =  3
8 

ܲ(2) = ܲ(ሼܲܨܨ, ,ܨܲܨ (ሽܨܨܲ =  3
8 

ܲ(3) = ܲ(ሼܨܨܨሽ) =  1
8 

  :تحقȘ الشرطين  Ω  وǼما أن جمǽع الاحتمالات المعرّفة على
1)   ௜ܲ ≥ 0 
2)  ∑ ௜ܲ = 1   ⇔   ܲ(0) + ܲ(1) + ܲ(2) + ܲ(3) = 1 

  .هي مجموعة احتمالǽة منتهǽة Ωإذن المجموعة 
ǽحوȞ ȑل النتائج الممȞنة التي ǽظهر فيها الوجه في الرمǽة  Aإن الحادث : Aإيجاد احتمال الحادث  - 2

  .الأخيرة
ܣ =  ሼܲܲܨ, ,ܨܨܲ ,ܨܲܨ  ሽܨܨܨ

  :ومنه
(ܣ)ܲ =  4

8 = 1
2 
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  :ǽحوȞ ȑل النتائج الممȞنة التي ǽظهر فيها ظهرȄن Bإنّ الحادث : Bإيجاد احتمال الحادث  -3
ܤ =  ሼܲܲܨ, ,ܲܨܲ  ሽܲܲܨ

  :ومنه
(ܤ)ܲ =  3

8 
 

  :03التمرȂن 
أحدهما في ولاǽة سطيف والآخر  للإنتاجوǽȃع الأنابيب الǼلاستǽȞǽة، لهذه الشرȞة فرعين  لإنتاجشرȞة جزائرȄة 

 الإنتاجمن  ǽ60%صنع في سطيف ). المشروعين(تصنع الشرȞة نفس النوع في الفرعين . في ولاǽة بومرداس
وǼعد دراسة موسعة صرّح مدير . من Ȟلا المصدرȄن في مستودع مرȞزȑ  الإنتاجفي بومرداس ثم يجمع  %40و

في بومرداس لا تصلح للاستعمال لوجود مشاكل  %10ومن الأنابيب المنتجة في ولاǽة سطيف  %5الجودة أنّ 
إنما فهي لا تتحمل فقȌ تكاليف استبدالها و ) المعيب(تتعلǼ Șالجودة، وǼالتالي عندما تبǽع الشرȞة الإنتاج الفاسد 

Ǽعد هذا التصرȄح يرȄد مدير الشرȞة المȞلّف Ǽشؤون الإنتاج أن يوزع التكاليف ǼشȞل . تخسر جزءا من سمعتها
أȑ . لفعل ذلك يجب أولا حساب احتمال أن Ȟǽون المنتج المعيب قد أنتج في أحد الفرعين. عادل على الفرعين

  :يجب الإجاǼة عن السؤالين التاليين
ܵ)ǽܲعني حساب  ؟)D( علما أنه معيب )S(منتوج من إنتاج فرع سطيف ما احتمال أن Ȟǽون ال -  ⁄ܦ ).  
ܤ)ǽܲعني حساب  ؟)D( علما أنه معيب )B(ما احتمال أن Ȟǽون المنتوج من إنتاج فرع بومرداس  -  ⁄ܦ ).  

  :الحل
  ):الاحتمال النسبي(الاحتمالين، نستخدم نظرȄة Ǽايز  لحساب

ܲ(ܵ ⁄ܦ ) =  ܲ(ܵ). ܦ)ܲ ܵ⁄ )
(ܦ)ܲ  

ܤ)ܲ ⁄ܦ ) = .(ܤ)ܲ  ܦ)ܲ ⁄ܤ )
(ܦ)ܲ  

  :حيث
(ࡰ)ࡼ = ܲ(ܵ). ܦ)ܲ ܵ⁄ ) + .(ܤ)ܲ  ܦ)ܲ ⁄ܤ ) 

= (0.6). (0.05) + (0.4). (0.10) 
= 0.03 + 0.04 = ૙. ૙ૠ 
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  :، وȃذلك بتطبيȘ قاعدة Ǽايز نجد0.07نسǼة المعيب في Ȟلا الفرعين هو  وǼالتالي
ࡿ)ࡼ ⁄ࡰ ) =  ܲ(ܵ). ܦ)ܲ ܵ⁄ )

(ܦ)ܲ =  (0.6)(0.05)
0.07 = ૙. ૝૛ૡ૟ 

࡮)ࡼ ⁄ࡰ ) = .(ܤ)ܲ  ܦ)ܲ ⁄ܤ )
(ܦ)ܲ = (0.4). (0.10)

0.07 = ૙. ૞ૠ૚૝ 
  :04 التمرȂن

 ȑفي الجر Șأشخاص  3يتسابA, B, C .ان احتمال فوزȞ فإذا C هو ضعف احتمال فوز A، واحتمال فوز A 
  :المطلوب. B ثلاثة أضعاف احتمال فوزهو 

  .عيّن احتمال فوز Ȟل منهم -
  .علما Ǽأنّ هناك فائزا واحدا C أو B عين احتمال فوز -

  :الحل
  .6Kأȑ  (3K)2هو  Cواحتمال فوز  3Kهو  AوǼالتالي احتمال فوز  ǽKمثل  BلȞǽن احتمال فوز 

  :فإنّ  Ωهي مجموعات جزئǽة تشȞل المجموعة الكلǽة  Cو Bو AوǼما أنّ 
(࡭)ࡼ + (࡮)ࡼ + (࡯)ࡼ = (ષ)ࡼ ⇒ ܭ3 + ܭ + ܭ6 = 1 ⇒ ࡷ =  ૚

૚૙ 
  :ومنه

(࡭)ࡼ = ૜ࡷ =  ૜
૚૙     , (࡮)ࡼ = ࡷ  =  ૚

૚૙ (࡯)ࡼ     ,     =  ૟ࡷ =  ૟
૚૙ 

  :Cأو  BوȞǽون احتمال فوز 
ܤ)ܲ ∪ (ܥ = (ܤ)ܲ + (ܥ)ܲ  =  1

10 +  6
10 =  7

10 
  .متنافǽان، لأنه لدينا في الأخير فائز واحد Cو Bلأنّ 

  :05التمرȂن 
المدني، فǼعد أن رفض طلǼه في جمǽع الكلǽات في بلده، لجأ للمراسلة  انيرغب طالب في دراسة تخصص الطير 

مع جامعات خارجǽة، وذلك Ǽمساعدة مؤسستين للمراسلة، Ǽقصد تحصيل قبول في إحدȐ الجامعات من خلالها، 
حتمال أن ǽحصل على قبول ا، و )0.7(هو  Xفإذا Ȟان احتمال أن ǽحصل على قبول عن طرY  ȘȄو  Xوهي 

 ȘȄعن طرY احتمال )0.4(و هǼالمؤسستين سوف لا تحصل له عن القبول، عيّن احتمال  0.75، و Ȑأنّ إحدǼ
  .حصوله على قبول من إحدȐ المؤسستين
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  :الحل
  .xحادثة حصول الطالب على قبول عن طرȘȄ المؤسسة  Aلتكن الحادثة  - 
  .yحادثة حصول الطالب على قبول عن طرȘȄ المؤسسة  Bولتكن الحادثة  - 

  :معطǽات التمرȄن لديناومن 
(࡭)ࡼ = ૙. ૠ      ,       (࡮)ࡼ = ૙. ૝        ,           ࡭)ࡼഥ  ∪ (ഥ࡮  = ૙. ૠ૞ 

ܣ)حادثتين غير متنافيتين، فȞǽون احتمال الحادث المطلوب  Bو  Aوحيث  ∪   :ǽساوȑ إلى (ܤ
ܣ)ܲ ∪ (ܤ = (ܣ)ܲ + (ܤ)ܲ  − ܣ)ܲ  ∩  (ܤ

= (ܣ)ܲ + (ܤ)ܲ  − ሾ1 − ܣ)ܲ ∩   തതതതതതത)ሿܤ
= (ܣ)ܲ + (ܤ)ܲ  − 1 + ܣ̅)ܲ ∪  (തܤ

= (0.7) + (0.4) − 1 + 0.75 = ૙. ૡ૞ 
  :06التمرȂن 

ما هو احتمال . سحبنا عشوائǽا مصǼاحين على التوالي). فاسدة(منها تالفة  5مصǼاح Ȟهرȃائي،  20صندوق Ǽه 
  :إذا Ȟان السحب أن Ȟǽون Ȟلا المصǼاحين تالفين

  .ةبدون إعاد -1
  السحب Ǽالإعادة -2

  :الحل
  .الحادث الذǽ ȑقع إذا وفقȌ إذا Ȟان المصǼاح الأول تالفا Aنفرض أنّ  - 
  .الحادث الذǽ ȑقع إذا وفقȌ إذا Ȟان المصǼاح الثاني تالفا Bنفرض أنّ  - 
  :إذا Ȝان السحب بدون إعادة - 1

  :وȃذلك Ȟǽون 
ܣ)ܲ   ⁄ܤ ) = حادثتان مستقلتان  Bو A(لأنه لا علاقة بين تلف المصǼاح الأول وتلف المصǼاح الثاني (ܣ)ܲ
  ).عن Ǽعضهما الǼعض

ܣ)ܲ: إذن ∩ (ܤ = .(ܣ)ܲ   (ܤ)ܲ
  :ومن معطǽات التمرȄن لدينا

(࡭)ࡼ = 5
20 = ૚

૝ 
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(࡮)ࡼ = ૝
૚ૢ 

࡭)ࡼ    :إذن ∩ (࡮ =  ቀ૚
૝ቁ . ቀ ૝

૚ૢቁ =  ૝
ૠ૟  

  
  :إذا Ȝان السحب Ǻالإعادة - 2

(࡭)ࡼ:      تصǼح = ૚
૝         (࡮)ࡼ            و =  ૚

૝  
  :وǼالتالي

࡭)ࡼ ∩ (࡮ = ൬1
4൰ . ൬1

4൰ =  1
16 = ૙. ૙૟ 

  :07التمرȂن 
أختيرت Ȟرة عشوائǽا من . Ȟرات سوداء Ȟ5رات بǽضاء و 3، وǽȞس آخر Ǽه سوداء Ȟ3رات بǽضاء و ǽȞ4س Ǽه 

ما احتمال أن تكون هذه الكرة . سحبت Ǽعد ذلك Ȟرة من الكǽس الثاني. الكǽس الأول ووضعت في الكǽس الثاني
  المسحوǼة من الكǽس الثاني سوداء؟

  :الحل
  :لنفرض أنّ 

. الحادث الذǽ ȑقع إذا وفقȌ إذا Ȟانت الكرة المسحوǼة من الكǽس الأول سوداء ∶  ૚ࡺ 
. الحادث الذǽ ȑقع إذا وفقȌ إذا Ȟانت الكرة المسحوǼة من الكǽس الثاني سوداء ∶  ૛ࡺ 
. الحادث الذǽ ȑقع إذا وفقȌ إذا Ȟانت الكرة المسحوǼة من الكǽس الأول بǽضاء ∶  ૚࡮ 
. الحادث الذǽ ȑقع إذا وفقȌ إذا Ȟانت الكرة المسحوǼة من الكǽس الثاني بǽضاء ∶  ૛࡮ 

  
  :هو حساب احتمال الحادث إنّ الاحتمال المطلوب

ࡱ = ૛ࡺ   ∩ ૚࡮)  ∪ (૚ࡺ  = ૚ࡺ)  ∩ (૛ࡺ ∪ ૚࡮)  ∩  (૛ࡺ 
ଵܤلكن  ∩ Nଶ  وଵܰ  ∩  Nଶ  انǽستحيل حدوثهما معا(حادثان متنافǽ.(  
  :إذن

(ܧ)ܲ = ܲ( ଵܰ ∩ ଶܰ) + ଵܤ)ܲ  ∩ ଶܰ) 
         = ܲ( ଵܰ). ܲ( ଶܰ ଵܰ) + .(ଵܤ)ܲ ܲ( ଶܰ ⁄ଵܤ )⁄  
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         = ൬3
7൰ . ൬6

9൰ +  ൬4
7൰ . ൬5

9൰ 
         =  38

63 = ૙. ૟ 
  :08التمرȂن 

  :في قرȄة صغيرة تǼعا للجنس والحالة الوظǽفǽة شخص 900معطǽات الجدول التالي تمثل توزع 
  غير موظف  موظف  

  40  460  ذȜر
  260  140  أنثى

  ما احتمال أن Ȟǽون رجلا علما Ǽأنه موظف؟. شخص عشوائǽا من هذه القرȄة اختير
  :الحل

  :نفرض أن
  .الشخص رجلا: A الحادث -
  .الشخص موظفا: B الحادث -

  :وȃذلك Ȟǽون 
(ܤ)ܲ =  460 + 140

900 =  2
3 

ܣ)ܲ ∩ (ܤ =  460
900 =  23

45 
࡭)ࡼ ⁄࡮ ) = ࡭)ࡼ  ∩ (࡮

(࡮)ࡼ = 23
45 ÷  2

3 =  23
30 = ૙. ૠૠ 
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  تمارȂن مقترحة
  :01التمرȂن 

نستخرج Ȟرة عشوائǽا، فما هو احتمال أن تكون الكرة . زرقاء 5بǽضاء،  Ȟ4رات حمراء،  ǽȞ6س ǽحتوȑ على 
  :المستخرجة

  .حمراء أو بǽضاء -ث              .لǽست حمراء - ت             .بǽضاء - ب          .  حمراء -أ
  

  :02التمرȂن 
إلى  1الأحمر، الأزرق، الأبǽض، الأصفر، Ǽحيث Ȟل لون مرقم من : Ǽطاقة ملونة Ǽأرȃعة ألوان 52لȞǽن لدǽك 

  :ولتكن لدǽك الأحداث التالǽة. نستخرج Ǽطاقة ǼشȞل عشوائي من بين هذه الǼطاقات. 13
. الǼطاقة المستخرجة حمراء تحمل رقم 12 ∶  ܣ

. الǼطاقة المستخرجة حمراء ∶  ܤ
. الǼطاقة المستخرجة زرقاء تحمل رقم 1 أو حمراء ∶  ܥ

. الǼطاقة المستخرجة زرقاء أو حمراء ∶  ܦ
  :أوجد احتمال

,  (ܣ)ܲ -أ    (ܦ)ܲ    ,  (ܥ)ܲ    ,   (ܤ)ܲ
ܣ)ܲ -ب ∩ ܣ)ܲ       ,    (ܦ ∩ ܣ)ܲ    ,    (ܥ ∩    (ܤ
ܣ)ܲ -ت ∪ ܣ)ܲ      ,   (ܦ ∪ ܣ)ܲ    ,   (ܥ ∪     (ܤ
  

  :03 التمرȂن
فإننا  " ȜتاǺة" أما إذا Ȟانت . أعدنا إلقاءها مرة ثانǽة" صورة"الهواء، فإذا Ȟان الناتج قمنا بإلقاء قطعة نقود في 

  .نلقي حجر النرد
  : المطلوب

  .Ωأكتب فضاء العينة  -1
  .على الحجر 4الذǽ ȑقع إذا ظهر رقم أقل من  Aأحسب احتمال الحادث  -2
  .الذǽ ȑقع إذا ظهرت الصورة مرتان Bأحسب احتمال الحادث  -3
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  :04التمرȂن 
  .نساء عن رأيهم في الاستمرار في عرض برنامج تلفزȄوني خاص Ǽالمرأة 3سألنا 

  .للدلالة على Ȟلا أو لا Nللدلالة على نعم و  Yأكتب فضاء العينة مستخدما : المطلوب
  

  :05التمرȂن 
عشوائǽا شخص للوظǽفة اختار المدير . ، وقد تم رجلان وامرأتان لشغلهمافي مؤسسة توجد وظǽفتان شاغرتان

  .الأولى وآخر للوظǽفة الثانǽة
  :المطلوب

  .Ωأكتب فضاء العينة  -1
  .الذǽ ȑعني أنّ الوظǽفة الأولى قد شغلها رجلا Aأحسب احتمال الحادث  -2
  .الذǽ ȑعني أنّ وظǽفة واحدة فقȌ شغلها رجل Bأحسب احتمال الحادث  -3
  . الذǽ ȑعني أنّ الوظǽفتان قد شغلتهما امرأتان Cأحسب احتمال الحادث  -4
  

  :06التمرȂن 
  .صفراء 5وخضراء  4وȞرات حمراء  3سحبت عشوائǽا Ȟرة من ǽȞس Ǽه 

  :المطلوب
  .ما احتمال أن لا تكون الكرة المسحوǼة صفراء اللون  -1
  .ما احتمال Ȟون الكرة المسحوǼة صفراء أو حمراء -2
  

  :07التمرȂن 
  :نختار شخصين عشوائǽا). رجل وامرأة(أزواج  6في حالة لنقل المسافرȄن يوجد 

  :المطلوب
  .أوجد احتمال أن Ȟǽون هذين الشخصين متزوجين - 1
  .أوجد احتمال أن تكون إحداهم امرأة والآخر رجل - 2

  :أوجد احتمال. أشخاص 4نختار الآن * 
  .أن نȞون قد اخترنا زوجين من الأشخاص المتزوجين -1
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  .لا يوجد أȑ زوج بين الأرȃعة أشخاص - 2
  .يوجد زوج واحد بين الأرȃعة - 3
  

  :08التمرȂن 
ǽقوم Ȟل منهم وǼشȞل مستقل بدراسة مشȞلة في الاقتصاد Ǽغرض الوصول  A, B, C ثلاثة Ǽاحثين في الاقتصاد

ଶإلى حل هو  Aإلى حل لها، فإذا Ȟان احتمال أن ǽصل الǼاحث 
ଷ  احثǼصل الǽ واحتمال أنB  إلى حل هوଷ

ସ  احثǼصل الǽ واحتمال أنC  إلى حل هوସ
ହ.  

  :احسب احتمال الحوادث التالǽة :المطلوب
  .التوصل إلى حل من قبل Ǽاحث واحد على الأقل - 1
  .عدم التوصل إلى حل - 2
  .توصل Ǽاحث واحد فقȌ للحل - 3
  

  :09التمرȂن 
 Bسوداء والكǽس  Ȟ3رة بǽضاء،  2على  ǽAحتوȑ الكǽس . تحتوȑ على Ȟرات A, B, CلȞǽن لدينا ثلاثة أكǽاس 

نختار ǽȞسا . سوداء 4وȞرات بǽضاء  3فǽحتوȑ على  Cأما الكǽس . سوداء 1وȞرات بǽضاء  ǽ4حتوȑ على 
  . عشوائǽا ونختار منه Ȟرة

  :المطلوب
  .هو المختار مع العلم أنّ الكرة المسحوǼة بǽضاء Aما احتمال أن Ȟǽون  -1
  .هو المختار مع العلم أنّ الكرة المسحوǼة سوداء Cما احتمال أن Ȟǽون  -2
  



  
  
  
  
  
  
  
  
  

  :الراǺعالفصل 
 المتغيرات العشوائǻة المتقطعة والمستمرة
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  :تمهيد
نتائج هذه التجرȃة قد تكون ). البǽانات(وأن ذȞرنا أن التجرȃة العشوائǽة تقودنا إلى مجموعة من النتائج  سبȘ لنا

قطع نقدǽة مرة  3أو رمي (فمثلا عند رمي قطعة نقود في الهواء ثلاث مرات ). نوعǽة(Ȟمǽة وقد تكون ǽȞفǽة 
Ωهو  Ωفإن فضاء العينة ) واحدة =  ሼܲܲܲ, ,ܨܲܲ ,ܲܨܲ ,ܨܨܲ ,ܲܲܨ ,ܨܲܨ ,ܲܨܨ   .ሽܨܨܨ

المعلومات الكǽفǽة إلى ) تحوȄل(يهتم Ǽالبǽانات سواء Ȟانت Ȟمǽة أو ǽȞفǽة، Ȟما أن تغيير  الإحصائيإنّ الǼاحث 
فǽمȞن أن نمثل Ȟل نتيجة Ǽعدد ǽȞفي، . رقمǽة قد ǽساعد الǼاحث أكثر على تسهيل الدراسة ومن ثم استقراء النتائج

أن نرȞ Ȍȃل عنصر من  ، فعلى سبيل المثال ǽمȞنفمثلا ǽمȞن أن نرȞ Ȍȃل عنصر من فضاء العينة Ǽعدد
  .Ǽعدد مرات ظهور الصورة Ωعناصر 

  
  )Random Variable(تعرȂف المتغير العشوائي : أولا

وȄرمز للمتغير العشوائي عادة . إلى مجموعة الأعداد الحقǽقǽة Ωهو تطبيȘ من فضاء العينة  المتغير العشوائي
  .لإحدȐ قǽم هذا التاǼع... zأو  yأو  xبينما ترمز ... Zأو  Yأو  ǼXحرف Ȟبير مثل 

   :ظهور الصورةهي عدد مرات  Xلتكن المتغيرة العشوائǽة ، تينمتتالي مرتينمثلا في تجرȃة رمي قطعة نقود 
Ω =  ሼܲܲ, ,ܨܲ ,ܲܨ  ሽܨܨ

  :إنّ قǽم المتغيرة العشوائǽة تكون Ȟالتالي
ܲܲ →  0      , ܨܲ → ܲܨ      ,     1 → ܨܨ     ,      1 → 2 

  :قǽم المتغيرة العشوائǽة في الجدول الآتي نقوم بتلخǽص
  Ωفضاء العينة  ࡼࡼ ࡲࡼ ࡼࡲ ࡲࡲ
  (X) المتغيرة العشوائǻة   0  1  1  2

  .2و 1، 0: تأخذ ثلاث قǽم هي Ωالتي عرفناها على فضاء العينة  Xإن المتغيرة العشوائǽة 
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  أنواع المتغيرات العشوائǻة: ثانǻا
منتهǽا أو غير منته لكنه قابل للعد، فنقول عن  Ωإذا Ȟان فضاء العينة : المتغيرات العشوائǻة المتقطعة - 2-1

، والمتغير العشوائي المولد عن هذا الفضاء يدعى متغير عشوائي )منفصلا(هذا الفضاء Ǽأنه فضاء منقطعا 
  ).منفصل(متقطع 
  1 -4(مثال(: 
  ان المتغير العشوائيȞ إذاX يدل على الرقم الظاهر على حجر النرد ȑأ:  ܺ = ሼ1, 2, 3, 4, 5, 6ሽ ّفإنX 

  .متغير عشوائي متقطع
  ان المتغير العشوائيȞ إذاX  ظهر الرقمǽ 6يدل على عدد مرات رمي حجر النرد حتى ܺ = ሼ1, 2, 3 … ሽ 

  .متغير عشوائي متقطع Xفإنّ 
  ان المتغيرȞ إذاX  ّد في يوم ما فإنȄز البرȞيدل على عدد الوافدين على مرX متغير عشوائي متقطع.  
  ان المتغيرȞ إذاX  نȞمǽ ات، فإن هذا الشخصǽالدم لأحد المستشفǼ يتبرع ȑيدل على جنس الشخص الذ

سوف تتحول من متغيرة ǽȞفǽة إلى متغيرة رقمǽة وتصǼح  Xالمتغيرة العشوائǽة  كوȃذل أن Ȟǽون ذȞر أو أنثى
 . تمثل أرقام ولǽست صفات، وهي متغيرة متقطعة لأنها قابلة للعد

غير منته وغير قابل للعد، فنقول عن هذا  Ωإذا Ȟان فضاء العينة  :المتغيرات العشوائǻة المستمرة -2 -2
المولد عن هذا الفضاء يدعى متغير عشوائي مستمر  ، والمتغير العشوائي)متصلا(الفضاء Ǽأنه فضاء مستمرا 

  ).متصل(
  2 -4(مثال:(  
  ان المتغيرȞ إذاX عمر الإنسان، فإن المتغير  يدل علىX  لأنّ عمر الإنسان غير (متغير عشوائي مستمر

 .ونفس الشيء مثلا لعمر المصǼاح). قابل للعد
  ان المتغيرȞ إذاX عدد قطرات المطر في فصول السنة، فإن المتغير  يدل علىX  متغير عشوائي مستمر

 ).لأنه غير منته وغير قابل للعد(
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  قانون توزȂع الاحتمالات للمتغيرة العشوائǻة: ثالثا
  : التوزȂعات المتقطعة للاحتمالات - 1- 3

. الاحتمالات بدلالة قǽم المتغيرة العشوائǽة ǽȞفǽة توزȄع يبين لناعشوائǽة إن قانون توزȄع الاحتمالات لمتغيرة 
هو صǽغة ، و  ǽ f(x)عرّف بواسطة دالة الاحتمال التي نرمز لها بـ  والتوزȄع الاحتمالي لمتغير عشوائي متقطع

  . أو جدول ǽعرض القǽم الممȞنة والاحتمال المرافȘ لكل قǽمة
متغيرة  Xلتكن  :للمتغير العشوائي المتقطع )ةأو دالة الكثافة الاحتمالǻ( (ܠ)܎دالة توزȂع الاحتمالات  -أ

,xଵ  عشوائǽة متقطعة ولتكن ,ଶݔ ,ଷݔ … … قǽمها الممȞنة والمرتǼة ترتيǼا تصاعدǽا، ولتكن الدالة المعرّفة  ௡ݔ
  :Ȟالتالي

(ܓܠ)܎ = ܆)۾ = ܓ   ,        (ܓܠ  = ૚, ૛, ૜ … …  ܖ
  :التاليين دالة توزȄع الاحتمالات إذا حققت الشرطين݂  تسمى الدالة 

൝ ૚.         (ܓܠ)܎  ≥ ૙
૛.     ෍ (ܓܠ)܎ = ૚  

  .وǽمثل إما Ǽالأعمدة أو المدرج التكرارȑ  ،ببǻان الاحتمالات fوǽسمى التمثيل البǽاني للدالة 
 3 -4( مثال(: 

، ثم مثّل Xأوجد التوزȄع الاحتمالي لـ . عدد الأوجه التي نحصل عليها Xمرات، ولȞǽن  3نقوم برمي قطعة نقود 
  .التوزȄع بǽانǽا هذا
 الحل: 

  :هو ȞǽΩون فضاء العينة 
Ω =  ሼܲܲܲ, ,ܨܲܲ ,ܲܨܲ ,ܨܨܲ ,ܲܲܨ ,ܨܲܨ ,ܲܨܨ  ሽܨܨܨ

  :هو X إن التوزȄع الاحتمالي للمتغير
 ࢄ  0  1  2  3
૚
ૡ ૜

ૡ ૜
ૡ ૚

ૡ (ܠ)܎ = ܆)۾ =  (ܠ
  :حيث

(૙)܎ = ܆)۾ = ૙) =  ሼ۾۾۾ሽ =  ૚
ૡ 

(૚)܎ = ܆)۾ = ૚) =  ሼ۴۾۾, ,۾۴۾ ሽ۾۾۴ =  ૜
ૡ 
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(૛)܎ = ܆)۾ = ૛) =  ሼ۴۴۾, ,۴۾۴ ሽ۾۴۴ =  ૜
ૡ 

(૜)܎ = ܆)۾ = ૜) =  ሼ۴۴۴ሽ =  ૚
ૡ 

  :هو) بǽان الاحتمالات(وȞǽون التمثيل البǽاني لدالة التوزȄع الاحتمالي 

  
 متغيرة عشوائǽة متقطعة ولتكن Xلتكن  :(ܠ)ࡲالمتقطع للاحتمالات ) التكاملي(دالة التوزȂع التراكمي  - ب

,૚ܠ ,૛ܠ ૜ܠ … .   :قǽمها الممȞنة والمرتǼة ترتيǼا تصاعدǽا، ولتكن الدالة المعرّفة Ȟالتالي ࢔࢞
(ܠ)۴ = ࢄ)۾ ≤ ࢞) 

  .للاحتمالات أو تاǼع الاحتمالات) التكاملي(إنّ الدالة المعرّفة أعلاه تسمى دالة التوزȄع التراكمي 
  4 -4(مثال:( 

  .تمثل عدد الوجوه التي تظهر Xنرمي قطعتي نقد في الهواء، ولتكن المتغيرة العشوائǽة 
  .عين فضاء العينة - 1
  .Xأوجد التوزȄع الاحتمالي لـ  - 2
  .Xللمتغيرة العشوائǽة  F(0)، F(1)، F(2) ،F(2.5)، F(0.5)أوجد قǽم  - 3
  .Xأوجد التوزȄع التكاملي للمتغيرة العشوائǽة  -4
  .بǽان الدالةأرسم  -5
 الحل: 
  :Ωفضاء العينة  - 1

ષ =  ሼࡼࡼ, ,ࡲࡼ ,ࡼࡲ  ሽࡲࡲ
  :التوزيع الاحتمالي - 2

(૙)܎ = ܆)۾ = ૙) = ሽ۾۾ሼ ۾ =  ૚
૝ 
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(૚)܎ = ܆)۾ = ૚) = ,۴۾ሼ۾  ሽ۾۴ =  ૚
૛ 

(૛)܎ = ܆)۾ = ૛) = ሼ۴۴ሽ۾  =  ૚
૝ 

x 0 1 2 
P(x) ૚

૝ ૚
૛ ૚

૝ 
  :F(0)، F(1)، F(2) ،F(2.5) ،F(0.5)إيجاد قǻم  - 3

(૙)ࡲ =  ܲ(ܺ ≤ 0) = ݔ)ܲ = 0) = ૙ 
(૚)ࡲ =  ܲ(ܺ ≤ 1) = ݔ)ܲ = 0) + ࢞)ࡼ  = ૚) = 1

4 + 1
2 = ૜

૝ 
(૛)ࡲ =  ܲ(ܺ ≤ 2) = ܲ(ܺ ≤ 1) + ࢞)ࡼ  = ૛) = 3

4 + 1
4 = ૚ 

.૛)ࡲ ૞) =  ܲ(ܺ ≤ 2.5) = ܲ(ܺ ≤ 2) =  ૚ 
(૙)ࡲ =  ܲ(ܺ ≤ 0.5) = ݔ)ܲ = 0) =  ૚

૝ 
عدد منته من القǽم على الشȞل  Xإذا Ȟان لـ  ǽF(x)مȞن استنتاج دالة التوزȄع التراكمي المتقطع للاحتمالات  -4

  :التالي

(ݔ)ܨ =  

ەۖ
۔ۖ
ۖۖ
ۓ 0                                                         ∞ < ݔ < ଵݔ                                                 (ଵݔ)ଵ݂ݔ ≤ ݔ < (ଵݔ)ଶ݂ݔ + ଶݔ                                 (ଶݔ)݂ ≤ ݔ < (ଵݔ)݂                                                                .                                                                .                                                                .ଷݔ + (ଶݔ)݂ + ⋯ ௡ݔ              (௡ݔ)݂ ≤ ݔ < ∞

  

 

(ܠ)۴ =  
ەۖ
۔
ۓۖ ݔ                                                         0 < 01

4                                                  0 ≤ ݔ < 1
3
4                                                 1 ≤ ݔ < 2
1                                               2 ≤ ݔ < ∞
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  :ن الدالة على الشȞل التاليȞǽون بǽا: بǻان الدالة - 5
  

  
  
  
  
  
  
  
  
  

  
  :التوزȂعات المستمرة للاحتمالات - 3-2

. عشوائǽة مستمرةتشȞل الكمǽات التي تستخدم للحصول على مقاديرها لأجهزة قǽاس، أو أدوات قǽاس متغيرات 
وقǽاسات . ومعدل سقوȋ الأمطار ودرجة حرارة الجسم تعتبر متغيرات عشوائǽة مستمرةفمثلا الوزن والطول والقوة 

مثل هذه المتغيرات هي نقاȋ على خȌ اتخذنا علǽه سلما للقǽاس، أȑ أنها نقاȋ على محور الأعداد الحقǽقǽة أو 
ا Ȟان صغيرا على مجالات من هذا المحور، ولا ǽمȞننا في حالة متغير عشوائي مستمر، تخصǽص احتمال مهم

لأȑ قǽمة من قǽم المتغير نظرا لكثرة القǽم المختلفة، إذ توجد لانهاǽة من النقاȋ وغير قابلة للعدّ في أȑ مجال 
   .مهما Ȟانت صغيرة

  :والسؤال الذǽ ȑطرح نفسه الآن
Ǻحيث Ȝǻون مجموع هذه القǻم على Ȝثرتها  Xمن قǻم المتغير العشوائي  ǻxمȜن تحديد احتمال لكل قǻمة هل 

  مساوǻا تماما للواحد الصحǻح؟
لا ǽمȞن تمثيل التوزȄع الاحتمالي لمتغير عشوائي  واضح أنّ الإجاǼة عن هذا السؤال سوف تكون Ǽالنفي، لأنه

لعشوائي المستمر وǼالتالي لا ǽمȞن تمثيله بǽانǽا Ǽمدرج أو أعمدة بǽانǽة، بل إنه في حالة المتغير ا. مستمر بجدول
ومثل هذه المعادلة يجب . سǽمثل التوزȄع الاحتمالي Ǽمنحنى مستمر، وهذا المنحنى قد ǽمȞن التعبير عنه Ǽمعادلة

أن تكون تاǼعة Ǽالضرورة للقǽم العددǽة التي ǽأخذها المتغير العشوائي المستمر، ولتكن معادلة هذا المنحنى 
f(x).  ّإنf(x)  ع " تسمى بـȂةدالة التوزǻأو دالة الكثافة الاحتمال".  

 

0 1 2 x 

F(x) 

0.25 

0.75 

1 
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متغيرة  X إذا Ȟانت :للمتغير العشوائي المستمر )دالة الكثافة الاحتمالǻة( (ܠ)܎دالة التوزȂع الاحتمالي  -أ
, ሾܽعشوائǽة مستمرة تأخذ قǽما في المجال  ܾሿ ع الاحتمالاتȄا، لذلك فإنّ قانون توزǽون لانهائȞǽ مهاǽفإنّ عدد ق ،

ǽمȞن أن Ȟǽون في جدول Ȟما في المتغيرة العشوائǽة المتقطعة ولكنه ǽعطى في شȞل دالة Ȟما سبȘ وقلنا لا 
  :رȄاضǽة على الشȞل التالي

f(x) = ൜ f(x)               x ϵሾa , bሿ
0                    x ∉  ሾa , bሿ  

  :يجب أن يتحقȘ الشرطان التالǽاندالة احتمال أو دالة الكثافة الاحتمالǽة  (ܠ)܎وحتى تسمى الدالة 
 f(x) ≥ 0 
 ׬ f(x)dx = 1ାஶ

ିஶ  
  :ملاحظة

. لأنّ المتغيرة العشوائǽة Ǽالتأكيد تأخذ قǽمة أو عدة قǽم داخل هذا المجال ∞ +و  ∞ −لقد جعلنا الحدود بين 
, ሾaمحصورة في المجال  Xونعرّف احتمال أن تكون  bሿ الآتيȞ:  

P( a < ܺ < ܾ ) =  න f(x)
ୠ

ୟ
dx 

  5 -4(مثال(: 
  :التاليǼالشȞل معرّفة  f(x)إذا Ȟانت الدالة 

f(x) = ൜c . x             ∶ 0 < > ݔ 4         , ܿ  ϵ R
   بخلاف ذلك                                          0

  .دالة كثافة احتمالية f(x)حتى تكون الدالة  c أوجد -1
> 1)ܲ حتمالالاأوجد  -2 x < 3).  
  
 الحل : 
  :دالة Ȟثافة احتمالǽة لابد التحقȘ من توفر الشرطين الساǼقين f(x)حتى تكون  - 1
f(x)الشرȋ الأول  -  ≥ 0 Șمحق.  
  :الشرȋ الثاني - 

න f(x)dx = 1
ାஶ

ିஶ
⇒  න(c . x)dx

ସ

଴
= 1 ⟹  ቈܿ . xଶ

2 ቉
଴

ସ
= 1 ⟹ 8 ܿ − 0 = 1 ⟹ ܋ =  ૚

ૡ 
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> 1)ܲحساب الاحتمال  - 2 x < 3):  
P(1 < > ݔ 3) =  න f(x)

ଷ

ଵ
dx =  න(1

8  x
ଷ

ଵ
) . dx =  ቎

18 . xଶ
2 ቏

ଵ

ଷ
=  9

16 −  1
16 =  1

2 

  6 -4(مثال(: 
  :معرّفة ǼالشȞل التالي f(x)لتكن الدالة 

f(x) = ቐ
2

27 (1 + x)                           ∶ 2 ≤ x ≤ 5         
0                                          2 > x    أو   x > 5   

  
  .هي دالة Ȟثافة احتمالǽة f(x)من أنّ  تأكد
 الحل: 

  :دالة Ȟثافة احتمالǽة يجب أن تحقȘ الشرطين المذȞورȄن أعلاه f(x)حتى تكون 
f(x) الشرȋ الأول -  ≥ 0 Șمحق.  
  :الشرȋ الثاني - 

න f(x) dx = 1
ାஶ

ିஶ
 ⟺  න ൬ 2

27  (1 +  x)൰  dx
ହ

ଶ
 = 1 ⟺  2

27 ൤x +   12 xଶ൨
ଶ
ହ

= 1  

⟺  2
27 ൤൬5 +  25

2 ൰ −  (2 +  4
2)൨  =  1  

 
دالة التوزȄع التراكمي  نعرّف: (ܠ)ࡲ للمتغيرة العشوائǻة المستمرة )التكاملي(دالة التوزȂع التراكمي  -ب 

   :Ȟما يلي Xلمتغيرة عشوائǽة مستمرة ) تسمى أǽضا بتاǼع الاحتمالات(
F(x) = P(X ≤ x) = P(−∞ < ܺ < (ݔ =  න f(x)

୶

ିஶ
 dx 

 7 -4( مثال(: 
 2محصورة بين  X، ثم أوجد احتمال أن تكون )5 - 4(أوجد تاǼع الاحتمالات للمتغيرة العشوائǽة في المثال  - 1
  .3و
> ܺ)ܲ Ȟل من  ثم أوجد .)6 -4(أوجد تاǼع الاحتمالات للمتغيرة العشوائǽة في المثال  - 2   و (4

ܲ(3 ≤ ܺ < 4) .  
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 الحل: 
  ):5- 4(من المثال  - 1
  : إيجاد تاǼع الاحتمالات للمتغيرة العشوائǽة -أ

  انتȞ إذاx  ل 0أقل منȞون على الشȞǽ ع الاحتمالاتǼفإن تا: 
F(x) = P(X ≤ x) = P(−∞ < ܺ < (ݔ =  න f(x)

୶

ିஶ
 dx =  න 0

୶

ିஶ
 dx = ૙ 

  انتȞ إذاx  ل 4و 0محصورة بينȞون على الشȞǽ ع الاحتمالاتǼفإن تا: 
F(x) = P(X ≤ x) = P(−∞ < ܺ < 0) +  P(0 < ܺ < (ݔ

=   න 0
଴

ିஶ
 dx + න ൬1

8 x൰ dx =
୶

଴
 ૚
૚૟  ૛ܠ

  انتȞ إذاx  ل 4أكبر منȞون على الشȞǽ ع الاحتمالاتǼفإن تا: 
F(x) = P(X ≤ x) = P(−∞ < ܺ < 0) +  P(0 < ܺ < 4) +  ܲ(4 < ܺ < x)

=   න 0
଴

ିஶ
 dx + න ൬1

8 x൰ dx +  න 0 dx
୶

ସ
=

ସ

଴
 ૚ 
  :ǽمȞن تلخǽص النتائج الساǼقة  Ȟالآتي

(ܠ)܎ =  ൞
૙               −∞ < ܠ < ૙૚

૚૟ ૛               ૙ܠ < ܠ < ૝
૚               ૝ < ܠ < +∞

  
 

  :3و 2محصورة بين  x قǽمة احتمال أن تكون  إيجاد - ب
૛)ࡼ ≤ ≥ ࢄ ૜) = ܲ(ܺ ≤ 3) −  ܲ(ܺ ≤ 2) = (3)ܨ − (2)ܨ  =  න ൬1

8 x൰
ଷ

଴
 ݀x −  න ൬1

8 x൰
ଶ

଴
݀x

=  ቎
18 . xଶ

2 ቏
଴

ଷ
−  ቎

18 . xଶ
2 ቏

଴

ଶ
=  9

16 −  4
16 =  ૞

૚૟ 
  
  :)6 -4( من المثال - 2
  :إيجاد تاǼع الاحتمالات للمتغيرة العشوائǽة -أ

F(x) = P(X ≤ x) = P(−∞ < ܺ < (ݔ =  න f(x)
୶

ିஶ
 dx =  
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2
27 න(1 + x)

୶

ଶ
 dx 

= 2
27 ൤x +  1

2 xଶ൨
ଶ
୶

= 
2

27 ൤x +  1
2 xଶ −  4൨ . 

  :وȃذلك Ȟǽون بǽان الاحتمال هو

  
ܺ)ܲإيجاد الاحتمال  - ب ≤ 4):  

P(X ≤ 4) =  න f(x)
୶

ିஶ
 dx 

=  2
27 න(1 + x)

ସ

ଶ
 dx 

=  16
27 

= 0.59 
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≥ 3 )ܲإيجاد الاحتمال  - ت ܺ < 4 ):  
≥ ૜ )۾ > ܆ 4 ) =  න f(x)

ସ

ଷ
 dx =  2

27 ቈx +  xଶ
2 ቉

ଷ

ସ
= ૙. ૜૜ 

  
  :هو القطعة المستقǽمة التي معادلتها) 6 - 4المثال (منحنى تاǼع الاحتمال في مثالنا هذا  إنّ 

y =  2
27 (1 + x)                      2 ≤ x ≤ 5 

> ܺ)ǽܲمȞن حساب الاحتمالات  وǼالتالي 4)  ،ܲ(3 ≤ ܺ < مǼاشرة من حساب المساحات المظللة في  (4
الشȞل، غير أنّ المنحنى البǽاني لتاǼع الاحتمال لǽس دوما عǼارة عن مستقǽم بل هو في الغالب Ȟǽون ذو شȞل 

  .أكثر تعقيدا، ولذلك فالمساحة يجب حسابها Ǽالتكامل المحدد
  والمستمر الرȂاضي، التǺاين والانحراف المعǻارȏ للمتغير العشوائي المتقطعالتوقع : راǺعا

عند تطرقنا لمفهوم المتغيرة العشوائǽة ورأينا Ǽأنها عǼارة عن دالة معرفة على مجموعة الحوادث  Ȟما رأينا ساǼقا
إلى أرقام تعȞس قǽم  ، وȃواسطة هذه الدالة قمنا بتحوȄل جمǽع النتائج الممȞنة لتجرȃة عشوائǽةRولها قǽم في 

لقد Ȟان الهدف من هذا التحوȄل هو تǼسȌǽ التحليل ودراسة خصائص هذه المتغيرة العشوائǽة . المتغيرة العشوائǽة
 Ȍاضي(مثل المتوسȄالتوقع الر( ȑارǽاين، الانحراف المعǼالت ،...  

  ).المنفصل(للمتغير العشوائي المتقطع  )المتوسȊ(التوقع الرȂاضي  - 1 - 4
، هو مقǽاس من مقايǽس النزعة المرȞزȄة، ǽمثل القǽمة التي تترȞز حولها قǽم المتغيرة العشوائǽة الرȄاضيالتوقع 

Ȍأو المتوس Ȍمة المتوسǽالقǼ ولذلك سمي.  
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، فعندئذ μأو  μ௫أو  (ܺ)ܧبـ  Xولنرمز لتوقع . f(x)متغيرة عشوائǽة متقطعة ودالة احتمالها  Xإذا Ȟانت 
  :Ȟǽون 

(ࢄ)ࡱ  =  ෍ . ܠ (ܠ)܎   =  ෍ . ܠ ࢄ)ࡼ =  (ܑܠ 
 

  8 - 4(مثال:( 
  .)3 -4(في المثال  (ܺ)ܧأوجد التوقع الرȄاضي 

 الحل: 
(ࢄ)ࡱ  = ෍ . ܠ ࢄ)ࡼ = (ܑܠ   =  ૙ . ൬૚

ૡ൰ +  ૚ . ൬૜
ૡ൰ +  ૛ . ൬૜

ૡ൰ +  ૜. ൬૚
ૡ൰ = ૚. ૞ 

  :وǽمȞن القول عن هذه القǽمة
  ا لعدد أوجه  1.5المقدارǽاضȄمة المتوقعة رǽهي القP. 
  ع الاحتمالي لعدد أوجه الـȄز التوزȞيتمرP  ولو نظرنا إلى صورة المدرج الاحتمالي . 1.5حول النقطة

هي متوسȌ  1.5فالقǽمة . oxعلى المحو  1.5لوجدنا أنه يتمرȞز حول النقطة  )3 -4(في المثال 
 .التوزȄع الاحتمالي

  مةǽمة المتوسطة لعدد أوجه الـ  1.5القǽضا تمثل القǽأP  ررنا قذف قطعȞ ل، فلوȄالطو Ȑعلى المد
التي حصلنا عليها ثم حسبنا متوسطها  Pالنقود الثلاث عددا Ȟبيرا من المرات وسجلنا عدد أوجه الـ 

  .1.5لحصلنا على القǽمة 
  :التوقع الرȂاضي للمتغير العشوائي المستمر - 2 - 4

  :عطى Ǽالصǽغة التالǽةf(x) ǽلمتغيرة عشوائǽة مستمرة دالة احتمالها  التوقع الرȄاضي
(ࢄ)ࡱ =  න . ܠ ܠ܌ (ܠ)܎

ାஶ

ିஶ
 

  9 -4(مثال(: 
  :المعطاة Ǽالصǽغة التالǽة Xدالة Ȟثافة احتمالǽة للمتغيرة العشوائǽة  (ݔ)݂إذا Ȟانت 

f(x) = ቐ
1
2 . x                          ∶ 0 < x < 2         
    بخلاف ذلك                                          0

  
  ).التوقع الرȄاضي لهذه المتغيرة(المتوسȌ فأوجد 
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 الحل: 
  :إن التوقع الرȄاضي لهذه المتغيرة ǽعطى ǼالشȞل التالي

(ࢄ)ࡱ = න x f(x)dx =  න x ൬1
2 . x൰ dx =  න ൬1

2 xଶ൰ dx =  ቈxଷ
6 ቉

଴

ଶଶ

଴

ଶ

଴

ାஶ

ିஶ
=  ૡ

૟ 
  
  التǺاين والانحراف المعǻارȏ للمتغيرة العشوائǻة المتقطعة -3 -4

التǼاين هو معرفة مدȐ تǼاعد قǽم المتغيرة العشوائǽة عن المتوسȌ الحسابي، فȞلما  إنّ الفائدة من دراسة وحساب
وȄرمز للتǼاين . Ȟان التǼاين صغيرا دلّ ذلك على أنّ قǽم المتغيرة متقارȃة وȞلما Ȟان Ȟبيرا دلّ ذلك على تǼاعدها

  .σ୶ز له Ǽالرمز أما الانحراف فهو الجذر الترǽȃعي للتǼاين وȄرم. ୶ଶߪوأǽضا بـ  (ܺ)Ǽܸالرمز 
  :يلي معرّف Ȟما Xإنّ تǼاين المتغيرة العشوائǽة 

(ࢄ)ࢂ = ૛ܠ࣌ = ࢄ)ሾࡱ − ૛ሿ(ࣆ  = (૛ࢄ)ࡱ −   ૛ࣆ 
 Ȑغة أخرǽصǼ:  

(ࢄ)ࢂ = ૛ܠ࣌ =  ෍(ܑܠ − ૛(ࣆ  . f(x) 
 

  10 -4(مثال(: 
التي تمثل مرȃع عدد الوجوه التي تظهر عند رمي قطعتين  Xوالانحراف المعǽارȑ للمتغيرة العشوائǽة  أوجد التوقع

  .من النقود في الهواء
 الحل: 

  :ǽXمثل الجدول التالي دالة الاحتمالات للمتغيرة العشوائǽة 
 ܠ  0  1  4

1
 (ܠ)۾ 4

  
 ۳(܆) = 0 . P(X = 0) +  1 . P(X = 1) +  4 . P(X = 4) = 0. ቀ1

4ቁ +  1. ቀ2
4ቁ +  4. ቀ1

4ቁ = ૚. ૞ 
 (܆)܄ = ૛ܠ࣌ = ܑܠ)∑ − ૛(ࣆ  . f(x)  = (0 − 1.5)ଶ . ቀ1

4ቁ +  (1 − 1.5)ଶ . ቀ2
4ቁ +  (4 −

1.5)ଶ . ቀ1
4ቁ = ૛. ૛૞   

 ࣌ܠ = ඥ(܆)܄ =  √2.25 = ૚. ૞ 
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  :المستمرةالتǺاين والانحراف المعǻارȏ للمتغيرة العشوائǻة  -4 -4
  :ǽعطى التǼاين في حالة Ȟانت المتغيرة العشوائǽة مستمرة Ǽالصǽغة التالǽة

૛ܠ࣌ = ࢄ)ሾࡱ − ૛ሿ(ࣆ  = න (x − ଶ(ߤ
ାஶ

ିஶ
 f(x)dx  

  11 -4(مثال(: 
  .XالتǼاين والانحراف المعǽارȑ للمتغيرة العشوائǽة  التوقع، ، أوجد)Ǽ)4- 9أخذ المثال 

 الحل: 
 (ࢄ)ࡱ = ׬  x f(x) dx = ׬  ቀଵ ݔ

ଶ ቁݔ ଶݔ݀
଴  ାஶ

ିஶ = ׬  (1
2 2(2ݔ

0 ݔ݀  =  ቂ1
6 3ቃ0ݔ

2 =  8
6 =  ૝

૜ 
 ࣌ܠ૛ = ܺ)ሾܧ − ଶሿ(ߤ  = ׬ (x − ଶାஶ(ߤ

ିஶ  f(x)dx 
=  න ൬x − 4

3൰ .
ଶ

଴
 12 x dx 

=  න(1
2 xଷ −  4

3 xଶ +  8
9 x)ଶ

ଶ

଴
 dx 

=  ൤1
8 xସ −  4

9 xଷ +  8
18 xଶ൨

ଷ
ଶ

=  ૛
ૢ 

 ࣌࢞ =  ඥ࣌૛࢞ =  ට૛
૛ = ૙. ૝ૠ 

  :خواص التوقع والتǺاين - 5 - 4
  انتȞ إذاX ة وǽمتغيرة عشوائc  ّعدد ثابت فإن: 

(ࢄࢉ)ࡱ =  (ࢄ)ࡱ ࢉ 
  انȞ إذاଵܺ ܺوଶ  ّن عشوائيين فإنȄمتغير: 

૚ࢄ)ࡱ + (૛ࢄ  = (૚ࢄ)ࡱ  +  (૛ࢄ)ࡱ 
 اين العدد الثابت هو الصفرǼت: 

(ࢉ)ࢂ = (૛ࢉ) ሾࡱ − ሿ૛ (ࢉ)ࡱ   = ૛ࢉ  − ૛ࢉ  = ૙  
  انȞ إذاX متغير عشوائي وc  ّعدد ثابت فإن: 

(ࢄࢉ)ࢂ =  (ࢄ)ࢂ ૛ࢉ
  انȞ إذاଵܺ ܺوଶ  ن عشوائيينȄفإنّ  مستقلينمتغير: 

૚ࢄ)ࢂ + (૛ࢄ  = (૚ࢄ)ࢂ +  (૛ࢄ)ࢂ 
  :وأǽضا

૚ࢄ)ࢂ − (૛ࢄ  = (૚ࢄ)ࢂ +  (૛ࢄ)ࢂ 
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  تمارȂن محلولة
  :01التمرȂن 

المتغير الذȑ يدل على الحصول على أكبر  X، ولȞǽن المتغير في تجرȃة عشوائǽة، نقوم برمي حجر نرد مرتين
  :المطلوب. المتغير الدال على أصغر الوجهين Zالوجهين والمتغير 

  . Zو Xحتمالǽة لكل من إيجاد دالة الكثافة الا -1
  .Zو Xلكل من ) تاǼع الاحتمالات(إيجاد دالة التوزȄع التراكمي  -2
  

  :الحل
  :الذǽ ȑمثل نتائج رمي حجر النرد مرتين Ωنوجد أولا فضاء العينة 

6  5  4  3  2  1    
)1.6(  )1.5(  )1.4(  )1.3(  )1.2(  )1.1(  1  
)2.6(  )2.5(  )2.4(  )2.3(  )2.2(  )2.1(  2  
)3.6(  )3.5(  )3.4(  )3.3(  )3.2(  )3.1(  3  
)4.6(  )4.5(  )4.4(  )4.3(  )4.2(  )4.1(  4  
)5.6(  )5.5(  )5.4(  )5.3(  )5.2(  )5.1(  5  
)6.6(  )6.5(  )6.4(  )6.3(  )6.2(  )6.1(  6  

  
  ).تكون في شȞل جدول لأنّ المتغيرȄن العشوائيين متقطعين( :Zو  Xالكثافة الاحتمالǻة لـ  دالة -1

 X  1  2  3  4  5  6  المجموع
1  11

36 9
36 7

36 5
36 3

36 1
36 f(x) 

  
 ܼ  1  2  3  4  5  6  المجموع

1  1
36 3

36 5
36 7

36 9
36 11

36 f(z) 
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):تاǺع الاحتمالات(التوزȂع التراكمي دالة  -2  

(ܠ)ࡲ =  

ەۖ
ۖۖ

۔ۖ
ۖۖ
ۖۖ
ۓ 0                    x < 11

36           1 ≤ x < 2
4

36           2 ≤ x < 3
9

36           3 ≤ x < 4
16
36           4 ≤ x < 5
25
36           5 ≤ x < 6
1                   6 ≤ x

  (ࢠ)ࡲ            ,                 =  

ەۖ
ۖۖ

۔ۖ
ۖۖ
ۖۖ
ۓ 0                    z < 111

36           1 ≤ z < 2
20
36           2 ≤ z < 3
27
36           3 ≤ z < 4
32
36           4 ≤ z < 5
35
36           5 ≤ z < 6
1                   6 ≤ z

  

 
  :02 التمرȂن
  :دالة Ȟثافته الاحتمالǽة جاءت Ȟالتالي) منفصلا(متغيرا عشوائǽا منقطعا  XلȞǽن 

(ܠ)܎ =  ൞
ૡ

૚૞ . ൬૚
૛൰

ܠ
                     , ܠ = ૙, ૚, ૛, ૜

૙                                             بخلاف ذلك
  

.૛)ࡲثم أحسب  (ܠ)ࡲ، والدالة التراكمǽة Xالكثافة الاحتمالǽة لـ  جدولعيّن  :والمطلوب ૞).  
  :الحل

  :Xجدول الكثافة لـ 
૝ܠ  المجموع = ૜ ܠ૜ = ૛ ܠ૛ = ૚ ܠ૚ = ૙ ࢄ 

1  ૚
૚૞ ૛

૚૞ ૝
૚૞ ૡ

૚૞ (ܠ)܎ 
  

  :فتكون ǼالشȞل (ܠ)ࡲأما الدالة التراكمǽة 
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(ܠ)۴ =  

ەۖ

۔ۖ
ۖۖ
ۓ ૙                                                                                 x < 0

f(xଵ) = f(0) =  ૡ
૚૞                                         0 ≤ x < 1

f(0) + f(1) = 8
15 +  4

15  =  ૚૛
૚૞                       1 ≤ x < 2

f(0) + f(1) +  f(2)  =  ૚૝
૚૞                             2 ≤ x < 3

f(0) + f(1) +  f(2) +  f(3)  = ૚                          3 ≤ x

  

 
 (2.5)ܨ = ܲ(ܺ ≤ 2) = ܲ(ܺ = 0) +  ܲ(ܺ = 1) +  ܲ(ܺ = 2) 

=  ݂(0) +  ݂(1) +  ݂(2) =  ૚૝
૚૞ 

  :أما بǽان الدالة فȞǽون ǼالشȞل

  :03التمرȂن 
  :متغيرا عشوائǽا له دالة الكثافة التالǽة XلȞǽن 

f(x) =  ቄλeି୶        x ≥ 00              x < 0  
  .ثابت حقǽقي موجب ߣحيث 

  .Xدالة Ȟثافة احتمالǽة فعلǽة لـ  f(x)لكي تكون  ߣعيّن  -1
.૛)۴، ثم أحسب (ܠ)۴عيّن دالة التوزȄع التراكمǽة  -2 ૞).  
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  :الحل
f(x): لدينا الشرȋ الأول محقȘ وهو أنه لدينا فرضا  =  λeି୶  ≥ 0  

 ȋمن توفر الشر Ș׬: الثانينتحق f(x)dx = ׬  (0)dx଴
ିஶ + ׬  λeି୶dxାஶ

଴ = 1ାஶ
ିஶ  

⟹  λሾ−eି୶ሿ଴ାஶ = 1 ⟹ ሾ0 ߣ  − (−1)ሿ = 1 ⇒ (1)ߣ  = 1 ⟹ ߣ  = 1 
  :على الشȞل XتصǼح دالة الكثافة الاحتمالǽة لـ 

f(x) =  ቄ eି୶        x ≥ 00              x < 0  
  :حساب دالة التوزȂع التراكمي -2

F(x) =  න f(x)dx
୶

ିஶ
 

xمن أجل  - < (ݔ)ܨ      :0 = ׬  (0)଴
ିஶ ݔ݀ = 0   

xمن أجل  - ≥ 0     :F(x) = ׬  (0)଴
ିஶ dx + ׬  eି୶୶

଴ = ሾ−eି୶ሿ଴୶  = (−eି୶) −  (−1) = 1 − eି୶  
  :وȃذلك تصǼح دالة التوزȄع التراكمي هي

F(x) =  ቄ1 − eି୶        x ≥ 00              x < 0   
  :F(2.5)حساب  -3

(2.5)ܨ = 1 −  ݁ି ଶ.ହ = 0.92 
   :04التمرȂن 

  :لتكن لدǽك الدالة التالǽة
(ܠ)܎ =  

ەۖ
۔
ܠ                         ૙ۓۖ < ૙                ܠ0 ≤ ܠ < 1૚

૛                ૚ ≤ ܠ < 2
૙                       ૛ ≤ ܠ

  

  .Xدالة Ȟثافة احتمالǽة للمتغير العشوائي  (ܠ)܎ برهن أنّ  - 1
  .(1.5)ܨو (0.2)ܨ، ثم أحسب Xلـ  F(x) أوجد - 2

  :الحل
  :Xدالة Ȝثافة احتمالǻة للمتغير العشوائي  (ܠ)܎إثǺات أنّ  - 1

(ݔ)݂لدينا الشرȋ الأول  ≥ 0 Șمحق.  
  :نتحقȘ من توفر الشرȋ الثاني



  المتغيرات العشوائǻة المتقطعة والمستمرة : الراǺعالفصل 
 

80  

න (ܠ)܎
ାஶ

ିஶ
. ܠ܌ =  න(0)

଴

ିஶ
. dx +  න x.

ଵ

଴
dx + න 1

2
ଶ

ଵ
. dx + න (0).

ାஶ

ଶ
dx = 0 + ቈݔଶ

2 ቉
଴

ଵ
+  ቂݔ

2ቃ
ଵ
ଶ +  0

= 0 + 1
2 +  ൬1 −  1

2൰ + 0 = 1
2 + 1

2 = ૚ 
  .Xدالة Ȟثافة احتمالǽة للمتغير العشوائي  f(x)إذن 

.૙)ࡲ، ثم حساب Xلـ  (ܠ)۴إيجاد  - 2 ૛) ࡲو(૚. ૞).  
F(x) =  න f(x)dx

୶

ିஶ
 

ܠ من أجل - < 0      :F(x) = ׬  (0)଴
ିஶ dx = 0  

૙من أجل  - ≤ ܠ < F(x) :فإنّ  1 = ׬  (0).଴
ିஶ dx + ׬ x.୶

଴ dx = 0 + ቂ୶మ
ଶ ቃ଴

୶ = ୶మ
ଶ  

૚من أجل  - ≤ ܠ < (ܠ)۴  :فإنّ  2 = ׬ ܠ.(ܠ)܎
ିஶ ܠ܌ = ׬ (0).଴

ିஶ dx + ׬ x.ଵ
଴ dx + ׬ ଵ

ଶ
୶

ଵ . dx 
= 0 + ቈxଶ

2 ቉
଴

ଵ
+ ቂx

2ቃ
ଵ
୶ = 1

2 + ൬x
2 − 1

2൰ = ࢞
૛ 

૛من أجل  - ≤ (ܠ)۴  :فإنّ  ܠ = ׬ ܠ.(ܠ)܎
ିஶ ܠ܌ = ׬ (0).଴

ିஶ dx + ׬ x.ଵ
଴ dx + ׬ ଵ

ଶ . ݀xଶ
ଵ + ׬ (0)୶

ଶ . dx 
= 0 + ቈxଶ

2 ቉
଴

ଵ
+ ቈxଶ

2 ቉
ଵ

ଶ
+ 0 = ૚ 

  :تصǼح دالة التوزȄع التراكمي على الشȞل منهو 

(ܠ)۴ =  
ەۖ
۔
ۓۖ ૙                         ܠ < ૛ܠ0

૛                 ૙ ≤ ܠ < 1
ܠ
૛                ૚ ≤ ܠ < 2
૚                       ૛ ≤ ܠ

  

  :ومن خلال هذه الدالة نجد
(0.2)ܨ   = (଴.ଶ଴)మ

ଶ =  ଴.଴ସ
ଶ = 0:   حيث   0.02 ≤ 0.02 ≤ 1  

(1.5)ܨ = ଵ.ହ
ଶ = 0:      حيث       0.75  ≤ 0.75 ≤ 1  
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  :05التمرȂن 
  :متغيرا عشوائǽا، دالة توزȄعه الاحتمالǽة التراكمǽة XلȞǽن 

(ܠ)۴ = ൝
ܠ

૚ + ܠ ܠ               > 0
૙                     ܠ ≤ ૙

  
ܺ)ܲمن أجل  CوتحقȘ من ذلك، ثم عين  Xن دالة الكثافة الاحتمالǽة لـ عيّ  ≤ (ܥ = ଵ

ଶ.  
  :الحل

f(x) = ൫F(x)൯ᇱ = ቀ x
1 + xቁᇱ = (1 + x) − x

(1 + x)ଶ =  1
(1 + x)ଶ  ; x > 0 

  :هي Xومنه تكون دالة الكثافة الاحتمالǽة لـ 
f(x) = ൝

1
(1 + x)ଶ          x > 0
0                       x ≤ 0

  
  :وللتحقȘ من أنها فعلا دالة Ȟثافة احتمالǽة، لدينا

-  Șالأول محق ȋالشرf(x) ≥ 0.  
  :الشرȋ الثاني -

׬  ାஶ.(ܠ)܎
ିஶ ܠ܌ = ׬  (0)଴

ିஶ . dx + ׬ ଵ
(ଵା୶)మ

ାஶ
଴ . dx = 0 + ቂ−( ଵ

ଵା୶ )ቃ଴
ାஶ = ൫0 − (−1)൯ = ૚ 

  مةǻإيجاد قC: 
ܲ(ܺ ≤ (ܥ = 1

2  ⟹ (ܥ)ܨ = 1
2  ⟹ ܥ

1 + ܥ =  1
2  ⟹ ܥ2 = 1 + ܥ ⟹ ࡯ = ૚ 

ܺ)ܲ: أȏ أنّ  ≤ 1) = ଵ
ଶ  

  
  :06التمرȂن 

  :متغيرا عشوائǽا له الكثافة الاحتمالǽة XلȞǽن 
(ܠ)܎ = ቐ

ܠ) − ૛)૛
ૢ ܠ                         = ૙, ૚, ૛, ૜, ૝, ૞

૙                                                    بخلاف ذلك
  

  دالة Ȟثافة احتمالǽة فعلǽة؟ f(x)هل 
  :الحل

  :نتحقȘ من شروȋ دالة الاحتمال
 - Șالأول محق ȋالشر :f(x) ≥ 0  
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∑: الشرȋ الثاني -  (ݔ)݂ =   :نتحقȘ من توفره  1
෍ f(x) = ෍ (x − 2)ଶ

9
ହ

௫ୀ଴
=  (−2)ଶ

9 =  (−1)ଶ
9 + 0 + (1)ଶ

9 + (2)ଶ
9 + (3)ଶ

9 = 19
9 ≠ 1 

  .X لǽست دالة Ȟثافة احتمالǽة لـ f(x): إذن
  :07التمرȂن 

  :متغيرا عشوائǽا له الكثافة الاحتمالǽة XلȞǽن 
(ܠ)܎ = ቊܠࡷ૛                        ܠ ࣕ ሾ૙ , ૜ሿ

૙                                بخلاف ذلك  
  .Xدالة Ȟثافة احتمالǽة فعلǽة لـ  (ܠ)܎حتى تكون  Kعيّن الثابت  -1
1)ܲثم أحسب  Xلـ  التراكمǽة عيّن دالة التوزȄع الاحتمالǽة -2 < ܺ < 2)).  

  :الحل
f(x)  الشرȋ الأول - ≥ ܭمحقȘ من أجل  0 > 0.  
׬  الشرȋ الثاني - .(ܠ)܎ ାஶܠ܌

ିஶ = ૚ من توفره Șنتحق:  
න .(ܠ)܎ ܠ܌
ାஶ

ିஶ
= න(૙). ܠ܌ +  න ૛ܠ۹

૜

૙
. ܠ܌ + න (૙)

ାஶ

૜
ܠ܌ = 0 + K ቈxଷ

3 ቉
଴

ଷ
+ 0 = 1 ⟹ K(9) = 1

૙

ିஶ
⟹ ۹ = ૚

ૢ 
  :هي Xدالة الكثافة الاحتمالǽة الفعلǽة لـ  فتصǼح

f(x) =  ൞
xଶ
9                x ϵ ሾ0, 3ሿ
بخلاف ذلك                 0

  
  :دالة التوزȄع الاحتمالǽة التراكمǽة تعطى Ǽالعلاقة -2

F(x) =  න f(x).
୶

ିஶ
dx  

  :ومنه
x من أجل -  < (x)ܨفإنّ  0 = ׬ (0)଴

ିஶ . dx.  
0 أجل من - ≤ x ≤ F(x): فإنّ  3  = ׬   (0)଴

ିஶ . dx + ׬  ୶మ
ଽ

୶
଴ . dx =  ୶య

ଶ଻ 
x من أجل - <   : فإنّ  3
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F(x) =  න(0). dx
଴

ିஶ
+ න xଶ

9 . dx
ଷ

଴
+ න(0). dx

୶

ଷ
= 0 +  ቈxଷ

27቉
଴

ଷ
+ 0 = (1 − 0) = 1 

  :هي Xـ لـفتصǼح دالة التوزȄع الاحتمالي التراكمǽة 
F(x) = ൞

0                        x < 0xଷ
27                      0 ≤ x
1                       3 ≤ x

  
  :وȞǽون 

P(1 < ܺ < 2) = න f(x). dx
ଶ

ଵ
=  න xଶ

2 . dx
ଶ

ଵ
= ቈxଷ

27቉
ଵ

ଶ
= 7

27 
  :08التمرȂن 

خترنا ا. طلǼة من المرȞز الجامعي ميلة من بينهم طالǼان من معهد العلوم الاقتصادǽة 6مجموعة مȞونة من 
يدل على عدد طلǼة معهد العلوم الاقتصادǽة في  Xالمتغير العشوائي . اثنين من المجموعة Ǽصورة عشوائǽة

  :والمطلوب. المجموعة المختارة
  .Xأكتب جدول التوزȄع الاحتمالي للمتغير العشوائي  -1
  .Xالمتغير العشوائي ) متوسȌ(أحسب توقع  -2
  .Xأحسب التǼاين والانحراف المعǽارȑ للمتغير العشوائي  -3

  :الحل
 :Xجدول التوزȄع الاحتمالي للمتغير العشوائي  -1

 ࢄ  0  1  2
૚

૚૞ ૡ
૚૞ ૛

૞ (܆)۾ 
  
  :Xالتوقع للمتغير العشوائي  -2

(ࢄ)ࡱ = ߤ =  ෍ x . ܲ(ܺ = x) = 0. ൬2
5൰ +  (1). ൬ 8

15൰ +  (2). ൬ 1
15൰ = 10

15 = ૛
૜  

  :XالتǼاين والانحراف المعǽارȑ للمتغير العشوائي  -3
ો܆૛ =  ෍(ܠ − ࢄ)ࡼ  . ૛(ࣆ = (ܠ =  8

45 +  8
135 +  16

135 =  48
135 = 16

45 = ૙. ૜૟  
⟹ ࢄ࣌  = √0.36 = ૙. ૟૙ 
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  :09التمرȂن 
  :ذات الكثافة الاحتمالǽة التالǽة Xوالانحراف المعǽارȑ للمتغيرة العشوائǽة  أوجد التوقع الرȄاضي

(ܠ)܎ = ൜૜ି܍૜ܠ               ܠ > 0૙                        ܠ ≤ ૙  
  :الحل

(܆)۳ =  න .ܠ .(ܠ)܎
ାஶ

ିஶ
ܠ܌  =  න (3x. eିଷ୶)

ஶ

଴
. dx =  ൤−x. eିଷ୶ − 1

3 eିଷ୶൨
଴
ஶ

=  ૚
૜ 

ો܆૛ = ۳ሾ(܆ − ૄ)૛ሿ = (૛܆)۳ − ૄ૛ =  න (ܠ)܎૛ܠ
ାஶ

ିஶ
. ܠ܌ − ૛܆ૄ =  න (3xଶ. eିଷ୶)

ାஶ

ିஶ
. dx − 1

9
=  ൤−xଶ. eିଷ୶ − 2

3 xeିଷ୶ − 2
9 eିଷ୶൨

଴
ஶ

= 2
9 − 1

9 = ૚
ૢ  

⟹  ો܆ = ૚
૜ 
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  تمارȂن مقترحة
  :01التمرȂن 

لنفترض أنّ المتغير العشوائي . نساء 4ورجال  3ثلاثة أشخاص من مجموعة مȞونة من  اخترنا ǼشȞل عشوائي
X يدل على عدد النساء في المجموعة المختارة:  
  .Xأوجد جدول التوزȄع الاحتمالي للمتغير العشوائي  -1
 .ثم أرسم بǽان الاحتمال .Xأوجد دالة التوزȄع التراكمǽة للمتغير العشوائي  -2
  .Xللمتغير العشوائي ) المتوسȌ(أحسب التوقع الرȄاضي  -3
  .Xأوجد التǼاين والانحراف المعǽارȑ للمتغير العشوائي  -4

  :02التمرȂن 
  :فالمطلوب. متغيرا عشوائǽا يدل على عدد البنات في العائلات المȞونة من أرȃع أطفال Xإذا Ȟان 

  .Xأوجد جدول التوزȄع الاحتمالي للمتغير العشوائي  -1
  .Xأوجد دالة التوزȄع التراكمǽة للمتغير العشوائي  - -2
  .والانحراف المعǽارȑ ، ثم التǼاين Xللمتغير العشوائي ) المتوسȌ(أحسب التوقع الرȄاضي  -3

  :03التمرȂن 
  :لتكن لدǽك الدالة التالǽة للمتغير العشوائي المتقطع

f(x) = ቐ
1

55 . x                      x = 1, 2, 3 … . .10
بخلاف ذلك                                         0

  
  .أوجد دالة التوزȄع التراكمǽة -1
  .أرسم بǽان دالة الاحتمال -2
P(2أحسب Ȟل من  -3 ≤ x ≤ 4) ،P(x ≤ 3) ،P(x > 2).  

  :04التمرȂن 
  :ǽمثل متغيرا عشوائǽا متقطعا له الدالة الاحتمالǽة التالǽة Xإذا Ȟان 

(ܠ)܎ = ቐ
૛ܠ                    ܠܓ = ૚, ૛, ૜

૚)ܓ + ૛ܠ         (ܠ = ૝, ૞, ૟, ૠ
૙                           بخلاف ذلك

  
  .݇أوجد قǽمة الثابت  -1
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2)ܲأحسب الاحتمال  -2 < ܺ < ܺ)ܲثم  (5 = 6).  
  :05التمرȂن 

  :لتكن لدǽك الدالة التالǽة
(ܠ)܎ =  ቐ

૚
૛ ൬૚

૜൰
૚ିܠ

ܠ          = ૚, ૛, … …
૙             بخلاف ذلك

  

  .ذات Ȟثافة احتمالǽةأثبت أنّ هذه الدالة 
  :06التمرȂن 

  :متغيرا عشوائǽا متقطعا له دالة الكثافة الاحتمالǽة التالǽة XلȞǽن 
(ܠ)܎ =  ൝

ܠ
૚૙ ܠ                = ૚, ૛, ૜, ૝, ૞
૙                             بخلاف ذلك

  
  .أوجد دالة التوزȄع التراكمǽة - 1
1)ܲ: أحسب الاحتمالات التالǽة -2 ≤ ܺ < 3) ،ܲ(ܺ ≤ 2).  

  :07التمرȂن 
  :متغير عشوائي متقطع، له دالة Ȟثافة احتمالǽة معرفة في الجدول التالي Xإذا Ȟان 
 ࢄ  0  1  2  3  4

4C 3C 2C C 0  ࢄ)ࡼ = ࢞) 
  :المطلوب

  .Cأوجد قǽمة  - 1
  .X، التǼاين والانحراف المعǽارȑ للمتغير العشوائي )المتوسȌ(أوجد التوقع الرȄاضي  - 2

  :08التمرȂن 
  :متغير عشوائي مستمر، دالة Ȟثافته الاحتمالǽة معرفة على الشȞل التالي Xإذا Ȟان 

(ܠ)܎ = ൜૜ ܠ૛                     ૙ ≤ ܠ ≤ ૚          
૙                              بخلاف ذلك    

  :المطلوب
  .، التǼاين والانحراف المعǽارȑ لهذا المتغير)المتوسȌ(أوجد التوقع الرȄاضي 

  
  



  
  
  
  
  
  
  
  
  

  :خامسالفصل ال
 التوزȂعات الاحتمالǻة
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  :تمهيد
وǽمȞن تقسǽم . دورا Ȟبيرا في التطبǽقات الإحصائǽة وǼشȞل خاص في نظرȄة العينات تلعب التوزȄعات الاحتمالǽة

  :التوزȄعات الإحصائǽة إلى مجموعتين
 .التوزȄعات الاحتمالǽة المتقطعة -
 .التوزȄعات الاحتمالǽة المستمرة -

التوزȄعات وخصائصها، وسوف نȞتفي هنا Ǽالإشارة إلى وǽمȞن الرجوع إلى Ȟتب الإحصاء للتعرف على هذه 
التوزȄع : Ǽعض التوزȄعات الهامة التي لها أهمǽة خاصة في نظرȄة الاحتمالات وأǽضا نظرȄات المعاينة وهي

التوزȄع الطبǽعي، توزȄع ستودنت، توزȄع مرȃع التوزȄع الأسي،  ،، التوزȄع البواسونيتوزȄع ذȑ الحدين ، المنتظم
Ȅوتوز ȑاȞشرǽع ف.  

  المتقطعةǺعض التوزȂعات الاحتمالǻة  - أولا
  :)Uniform Distribution(التوزȂع المنتظم  -1-1

، حيث ǽستخدم هذا التوزȄع في التجارب التي تقطعةǽعتبر التوزȄع المنتظم من أǼسȌ التوزȄعات الاحتمالǽة الم
فمثلا عند رمي حجرة نرد مرة واحدة وȞان المتغير . تكون نتائجها لها نفس الفرصة في الظهور أو الحدوث

على وجه حجرة النرد، فإن هذا المتغير العشوائي يتوزع وفȘ التوزȄع ǽمثل عدد النقاȋ التي تظهر  Xالعشوائي 
  ).نفصلالم(المنتظم المتقطع 

  :متغير عشوائي متقطع بدالة احتمال معرفة ǼالشȞل التالي ǼXصفة عامة، إذا Ȟان 
f(x) =  P(X = x) = ቐ

1
N                          x = 1, 2, 3 … N
بخلاف ذلك                                    0

  

  :للتوزȄع المنتظم Ȟمايلي وȞǽون التمثيل البǽاني. ǼNمعلمة   يتوزع وفȘ التوزȄع المتقطع Xفإن المتغير العشوائي 
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  ):1 - 5(نظرȂة 
  :فإنّ  NيتǼع التوزȄع المنتظم المنفصل Ǽمعلمة  Xإذا Ȟان المتغير العشوائي 

௑ߤ = (ܺ)ܧ =  ܰ + 1
2  التوقع الرȄاضي                 

௑ଶߪ = ܸ(ܺ) =  ܰଶ −  1
12   التǼاين                

m୶(t) = e୲(e୒୲ − 1)
N(e୲ − 1)    ; t >  الدالة  المولدة  للعزوم       0

  :البرهان
(܆)۳ =  ෍ x. 1

N
୒

୶ୀଵ
=  1

N . ෍ x
୒

୶ୀଵ
=  1

N . N(N + 1)
2 = ۼ  + ૚

૛  

⟹ (૛܆)۳ =  ෍ xଶ. 1
N

୒

୶ୀଵ
=  1

N . ෍ xଶ
୒

୶ୀଵ
=  1

N . ቈN(N + 1)(2N − 1)
6 ቉ = ۼ)  + ૚)(૛ۼ + ૚)

૟  

(܆)܄ = (૛ࢄ)۳ −  ሾ(ࢄ)ࡱሿ૛ =  (ܰ + 1)(2ܰ + 1)
6 − ൤ܰ + 1

2 ൨
ଶ

= (ܰ + 1)(ܰ − 1)
12

= ૛ࡺ − ૚
૚૛  

(ܜ)ܠܕ = (ܠܜܑ܍)۳ = ෍ e୧୲୶. 1
N

୒

୶ୀଵ
=  1

N ෍ e୧୲୶
୒

୶ୀଵ
 

=  1
N ෍ y୶            ; y = e୧୲

୒

୶ୀଵ
 

= 1
N ሾy + yଶ + ⋯ + y୒ሿ 

= y
N ሾ1 + y + ⋯ + y୒ିଵሿ   

  :وأنّ مجموعها ǽساوȑ  ݕأنّ المجموع داخل القوس ǽمثل حدود متتالǽة هندسǽة منتهǽة، أساسها  وحيث
෍ y୶
୒ିଵ

୶ୀ଴
=  1 − y୒

1 − y  
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m୶(t) =  y
N ቆ1 − y୒

1 − y ቇ = e୲(1 − e୒୲)
N(1 − e୲) = e୲(e୒୲ − 1)

N(e୲ − 1)           ; t > 0 

  1 - 5(مثال(: 
 .طالب، ثم أحسب التوقع الرȄاضي والتǼاين 20طلǼة من بين  3أوجد التوزȄع المنتظم لمجموعة جزئǽة حجمها 

 الحل: 
  :طالب ǼشȞل عشوائي هو 20طلǼة من أصل  3إنّ عدد الطرق لاختǽار 

૛૙૜࡯ = ૛૙!
(૛૙ − ૜)! ૜! = ૛૙!

૚ૠ! ૜! = ૚૚૝૙    قةȄطر 

  :، فإنّ التوزȄع الاحتمالي Ȟǽون على الشȞل التالي1140إلى  1هذه المجموعات الجزئǽة من وȃترقǽم 

P(X = x) = ቐ
1

1140                    ; x = 1,2, … 1140
 بخلاف ذلك                                       0

  

⟹ (ܺ)ܧ  = ܰ + 1
2 = 1140 + 1

2 = 570.5 
     ܸ(ܺ) = ܰଶ − 1

12 = 1299600 
 

 :)Distribution Binomial( توزȂع ذȏ الحدين - 2 -1
. )Bernouli( اكتشاف هذا التوزȄع في نهاǽة القرن الساǼع عشر من طرف العالم الرȄاضي الشهير برنوليتم 

. تقوم فȞرة هذا التوزȄع على ǽȞفǽة حساب الاحتمالات الخاصة Ǽالتجارب التي تكون نتيجتها إما النجاح أو الفشل
أو الفشل أو  P المعين Ǽاحتمال قدره الحادث فإذا قمنا بإجراء تجرȃة معينة وȞانت نتيجتها هي النجاح أو وقوع

وإذا قمنا بتكرار هذه . بتجرȃة أو توزȄع برنولي فإن هذه التجرȃة تسمى، )P = q-1( عدم وقوع الحادث Ǽاحتمال
. )Binomial( تجارب برنولي المتكررة أو توزȄع ذȑ الحدين مرة فإننا نحصل على ما ǽعرف بتوزȄع n التجرȃة

مرة من التجارب فإن المتغير  ǽ nمثل عدد مرات النجاح عند إجراء X إذا Ȟان المتغير العشوائيوفي هذه الحالة 
أما عدد مرات الفشل فǽأخذ ( x = 1, 2, 3…, n تأخذ القǽم x عدد مرات النجاح حيث، ǽ xأخذ القǽمة X العشوائي

  :حيث Ǽ P(X = x)احتمال قدره )x-n القǽم
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(ܠ)܎ = ܆)۾ = (ܠ = ൞
!ܖ

!ܠ ܖ) − !(ܠ ૚)ܠ۾ − ;       ܠିܖ(۾ ܠ = ૚, ૛, ૜ … , ܖ
૙                                                      بخلاف ذلك

   

  :وȞǽون التمثيل البǽاني لتوزȄع ذȑ الحدين عند قǽم مختلفة ǼالشȞل التالي

  
  :وǽظهر من الشȞل مايلي

pإذا Ȟانت  -  = q = ଵ
ଶ ع متماثلȄفإنّ التوز.  

݌إذا Ȟانت  -  <   ).التواء موجب(فإنّ التوزȄع ملتو إلى الǽمين  ݍ
݌إذا Ȟانت  -  >   ).التواء سالب(فإنّ التوزȄع ملتو إلى الǽسار  ݍ

,࢔)࢈~ࢄ وȄرمز لها اختصارا بـ P و n وتعتمد دالة الاحتمال لتوزȄع ذȑ الحدين على معلمتين هما وǽمȞن . (ࡼ
  :لهذا التوزȄع Ǽحيث وأǽضا الدالة المولدة للعزوم حساب القǽمة المتوقعة والتǼاين

(܆)ࡱ = ܠܕ = .࢔   القǽمة المتوقعة                                                                       ࡼ
૛ܠ࣌ = .࢔ .ࡼ (૚ − (ࡼ =  التǼاين                                                                    ࢗ࢖࢔

(࢚)࢞࢓ = ࢗ) +  الدالة  المولدة  للعزوم                                                             ࢔(࢚ࢋࢗ
  :البرهان

(܆)۳ = ෍ x. P(X = x)
୬

୶ୀ଴
= np ෍ (n − 1)!

(x − 1)! (n − x)! . p୶ିଵq୬ି୶
୬

୶ୀ଴
 

= np(p + q)୬ିଵ 
=  ܘܖ
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  :ومن تعرȄف التǼاين نجد
ોܠ૛ = (ࢄ)ࢂ = (૛ࢄ)ࡱ − ሾ(ࢄ)ࡱሿ૛ 

  :على الشȞل التالي (૛ࢄ)ࡱ وǽمȞن ȞتاǼة
(ଶܺ)ܧ = ܺ)ሾܺܧ − 1)ሿ +  (ܺ)ܧ

  :ولكن
EሾX(X − 1)ሿ = ෍ x. (x − 1). C୬୶p୶q୶ି୬

୬

୶ୀ଴
 

= n(n − 1)pଶ ෍ C୬ିଶ୶ିଶp୶ିଶq୬ି୶ 
୬

୶ୀଶ
 

= ݊(݊ − ݌)ଶ݌(1 +  ௡ିଶ(ݍ
= ݊(݊ −  ଶ݌(1

  :إذن
(ଶܺ)ܧ = ܺ)ሾܺܧ − 1)ሿ + (ܺ)ܧ = ݊(݊ − ଶ݌(1 +  ݌݊

  :وȃذلك Ȟǽون 
ોܠ૛ = (ࢄ)ࢂ = ݊(݊ − ଶ݌(1 + ݌݊ − ݊ଶ݌ଶ = 1)݌݊ − (݌ =  ࢗ࢖࢔

  :للعزوم لمتغير عشوائي منفصل نجدوأǽضا من تعرȄف الدالة المولدة 
(ܜ)ܠܕ = (ܠܜ܍)۳ = ෍ e୲୶. P(X = x)

୬

୶ୀ଴
 

= ෍ e୲୶
୬

୶ୀ଴
C୬୶p୶q୬ି୶ 

= ෍ C୬୶
୬

୶ୀ଴
(pe୲)୶q୬ି୶ = ࢗ)  +  ࢔(࢚ࢋ࢖

وتجدر الإشارة إلى أن توزȄع ذȑ الحدين له استخدامات عديدة في الحǽاة العملǽة مما يجعله من أكثر التوزȄعات 
نسǼة الǼطالة في المجتمع، نسǼة  على سبيل المثالالإحصائǽة أهمǽة ومن أكثرها شيوعا، ومن هذه التجارب نجد 
  .الخ...و فشل الطلǼة في الامتحاناتالأمǽة في المجتمع، نسǼة الإنتاج المعيب في مصنع، نجاح أ
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  2 - 5(مثال(:  
  ȑساوǽ ȑرȞان معدل نجاح دواء جديد لمعالجة داء السȞ ه على 0.7إذاǼȄض بداء  20، وقد تم تجرȄشخص مر

  :السȞرȑ، المطلوب حساب احتمال
 .مرȄضا منهم 17شفاء  -
 .مرȄضا منهم على الأقل 17شفاء  -
 الحل:  

مرة،  20نحن أمام تجرȃة ثنائǽة تتمثل في شفاء المرȄض أو عدم شفائه، وتم تكرار هذه التجرȃة تكرارا مستقلا بـ 
 = Ǽnالمعالم ) مرة 20مȞرر بـ  Bernouliأو توزȄع (وǼالتالي الظاهرة المدروسة تتوزع وفȘ توزȄع ثنائي الحدين 

  :أP = 0.7 ȑو 20
 (ࡼ   ,࢔)࢈~ࢄ

.૛૙,   ૙)࢈~ࢄ ૠ) 
  ضا من بين  17احتمال شفاءȄعني 20مرǽ ضȄمر: 

ࢄ)ࡼ = ૚ૠ) = ૛૙!
૚ૠ! ૜! (૙. ૠ)૚ૠ(૙. ૜)૜ = 20.19.18.17!

17! 3! (0.7)ଵ଻(0.3)ଷ = ૙. ૙ૠ૚૟ 
 عني 17شفاء  احتمالǽ ضا منهم على الأقلȄمر: 

ࢄ)ࡼ ≥ ૚ૠ)  = ࢄ)ࡼ  = ૚ૠ) + ࢄ)ࡼ  + ૚ૡ) + ࢄ)ࡼ  = ૚ૢ) + ࢄ)ࡼ  = ૛૙) 
                       =  20!

17! 3! (0.7)ଵ଻(0.3)ଷ  + 20!
18! 2! (0.7)ଵ଼(0.3)ଶ  +  20!

19! 1! (0.7)ଵଽ(0.3)ଵ  
+  20!

20! 0! (0.7)ଶ଴(0.3)଴ = ૙. ૚૙ૠ 
 

  :)Poisson Distribution( توزȂع بواسون  -3 -1

ࣅ) ૃيتǼع توزȄع بواسون ǼالوسX  Ȍǽللمتغير العشوائي  نقول Ǽأنّ  >   :دالة الاحتمال التالǽة Xإذا Ȟان لـ  (0

(ܠ)܎ = ܆)۾ = (ܠ ൞
ࣅିࢋܠࣅ

!ܠ                 ; ܠ = ૙, ૚, ૛ … . .
૙                              بخلاف ذلك

  

܆ بـ يتǼع توزȄع بواسون  Xللمتغير العشوائي  وȄرمز اختصارا ↝ ℘(ૃ).  
  :وȞǽون التمثيل البǽاني لتوزȄع بواسون عند قǽم مختلفة ǼالشȞل التالي

  



  التوزȂعات الاحتمالǻة : الخامسالفصل 
 

94  

  
  :)2 -5(نظرȂة 

  :يتوزع وفȘ توزȄع بواسون فإنّ التوقع الرȄاضي والتǼاين سوف Ȟǽون مساو إلى  Xإذا Ȟان المتغير العشوائي 
܆ૄ = (ࢄ)ࡱ =  ࣅ 
ો܆૛ = (ࢄ)ࢂ =  ࣅ 

  :البرهان
  :من تعرȄف القǽمة المتوقعة نجد

(܆)۳ = ෍ λ. P(X = x)
ஶ

୶ୀ଴

= ෍ x. eି஛. λ୶
x!

ஶ

୶ୀ଴

=  eି஛ ෍ x. λ୶
x(x − 1)! = eି஛ ෍ λ୶

(x − 1)!
ஶ

୶ୀ଴
= eି஛ ෍ λ. λ୶ିଵ

(x − 1)!
ஶ

୶ୀ଴

ஶ

୶ୀ଴

= λeି஛ ෍ λ୷
y!

ஶ

୶ୀ଴
            ; y = (x − 1)  

                  =  ࣅࢋࣅିࢋࣅ
                  =  ࣅ

  :أǽضا
ࢄ)ࢄሾࡱ − ૚)ሿ = ෍ x(x − 1) eି஛λ୶

x!
ஶ

୶ୀଵ
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=  eି஛ ෍ x
x

ஶ

୶ୀଶ
(x − 1)λଶλ୶ୀଶ

(x − 1)(x − 2)! 
= eି஛λ୶ ෍ λ୶ୀଶ

(x − 2)! = eି஛λଶ ෍ λ୶
y!

ஶ

୶ୀଶ

ஶ

୶ୀଶ
=  ૛ࣅ

  :Ǽعض الأمثلة التي Ȟǽون فيها المتغير العشوائي يتǼع توزȄع بواسون  نقدم فǽما يلي
 د خلال ساعة واحدةȄز البرȞصلون لمرǽ العدد العشوائي للأشخاص الذين. 
 ز الشرطة في يوم واحدȞة التي تصل إلى مرǽالمات الهاتفȞالعدد العشوائي للم. 
  ل شهر في مستشفى معينالعدد العشوائي للولادات التي تحصل في الأسبوع الأول منȞ. 
 العدد العشوائي لحوادث المرور في مدينة ما خلال أسبوع.  
  3 -5(مثال(: 

  :المطلوب. ولادات خلال Ȟل ساعة 3معدل عدد الولادات في مستشفى عمومي هو إذا Ȟان 
  ما احتمال أن تكون هناك حالة ولادة واحدة فقȌ خلال ساعة معينة؟ - 
 ولادات على الأكثر خلال ساعة معينة؟ 4ما احتمال أن تكون هناك  - 
 الحل:  
يتوزع وفȘ  في هذه الحالة Xالمتغير العشوائي . متغير عشوائي يدل على عدد الولادات خلال ساعة X لȞǽن

 ȌǽالوسǼ ع البواسونيȄૃالتوز = ૜.  
܆ ↝ ℘(ૃ = ૜)  ⇔ ܆ሾ۾  = ሿܠ = ૃି܍ܠૃ

!ܠ  
  :معينةاحتمال أن تكون هناك حالة ولادة واحدة فقȌ خلال ساعة  -1

܆ሾ۾  = ૚ሿ = 3ଵeିଷ
1! = ૙. ૚૝ૢ 

  :ولادات على الأكثر خلال ساعة معينة 4احتمال أن تكون هناك  -2
܆ሾ۾ ≤ ૝ሿ = ෍ ܲ(ܺ = (ݔ

ସ

௫ୀ଴
= ෍ 3௫݁ିଷ

!ݔ
ସ

௫ୀ଴
= ݁ିଷ ቈ3଴

0! + 3ଵ
1! + 3ଶ

2! + 3ଷ
3!቉ = ૙. ૡ૛ 

  4-5(مثال(: 
أفراد، فما هو  5محددة هو معدل عدد الأفراد الذين ǽستعملون الموزع الآلي البرȄدȑ خلال ساعة واحدة إذا Ȟان 

  أفراد في نفس الساعة وفي اليوم الموالي؟ 3احتمال مجيء 
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 الحل: 
في هذه  Xالمتغير العشوائي . متغير عشوائي يدل على عدد الأفراد الوافدين على الموزع الآلي للبرȄد X لȞǽن

 ȌǽالوسǼ ع البواسونيȄالتوز Șૃالحالة يتوزع وف = ૞.  
܆ ↝ ℘(ૃ = ૞)  ⇔ ܆ሾ۾  = ሿܠ = ૃି܍ܠૃ

!ܠ  
  :هو أفراد في نفس الساعة وفي اليوم الموالي 3احتمال مجيء  ومنه

܆ሾ۾ = ૜ሿ = 5ଷeିହ
3! = ૙. ૚૝૙૝ 

  Ǻعض التوزȂعات الاحتمالǻة المستمرة: ثانǻا
  :)Exponential Distribution(التوزȂع الأسي  -1 -2

حǽاتنا العملǽة، فعلى سبيل المثال ǽستخدم ǽعدّ التوزȄع الأسي نموذج مناسب لكثير من المسائل التي تواجهنا في 
  :التوزȄع الأسي في حساب الأزمان التالǽة

  .الزمن العشوائي لمȞالمة هاتفǽة بين شخصين - 
  .الزمن العشوائي لمȞالمتين هاتفيتين - 
  .الزمن العشوائي لصǽانة موقع إلكتروني - 
  .عمر جهاز Ȟهرȃائي أو إلكتروني - 

حيث  ૃأنه متغير عشوائي يتǼع التوزȄع الأسي ǼالوسX  Ȍǽالعشوائي المستمر  نقول عن المتغيروǼشȞل عام، 
ࣅ) >   :الكثافة الاحتمالǽة التالǽة Xإذا Ȟان لـ  (0

(ܠ)܎ = ܆)۾ = (ܠ = ൜ ;             ܠૃି܍ૃ ܠ > 0૙                       ; ܠ ≤ ૙  
ࢄ :المتغير العشوائي الذȑ يتǼع التوزȄع الأسي بـ Xاختصارا ǽعبّر عن  ↝   .(ࣅ)ࣈ

  :فتكون Ȟمايلي (ܠ)۴أما دالة التوزȄع التراكمǽة 
(ܠ)۴ = ܆)۾  < (ݔ = ൜ ૚ − ;               ܠૃି܍ ܠ > 0૙                               ; ܠ ≤ ૙            

  :ǼالشȞل التالي ૃوȞǽون التمثيل البǽاني لدالة الكثافة الاحتمالǽة للتوزȄع الأسي عند قǽم مختلفة للمعلمة 
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  :Ȟǽون التوقع الرȄاضي والتǼاين Ǽالصǽغ التالǽة بينما

܆ૄ = (ࢄ)ࡱ = ૚
 ࣅ

ો܆૛ = (ࢄ)ࡱ = ૚
 ૛ࣅ

  5 -5(مثال(: 
  :، له دالة الكثافة الاحتمالǽة التالǽة)Ǽالساعات(متغير عشوائي مستمر ǽمثل عمر مصǼاح Ȟهرȃائي  Xإذا Ȟان 

(ܠ)܎ =  ൜૙. ૙૙૙૚ି܍૙.૙૙૙૚ܠ           ; ܠ ≥ ૙૙                                         ; ܠ < ૙  

  :المطلوب
  .Xأوجد دالة التوزȄع التراكمǽة لـ  -1
2-  Ȍاح) المتوقع(أوجد العمر المتوسǼللمص.  
  .ساعة 8000أوجد احتمال أن ǽعمّر المصǼاح على الأقل  -3
 الحل: 
  :F(x)دالة التوزȄع التراكمǽة  -1

(ܠ)۴ = ܆)۾  < (ݔ = ൜ ૚ − ;               ܠૃି܍ ܠ > 0૙                               ; ܠ ≤ ૙       
  ⟺ 

(ܠ)۴  = ܆)۾  < (ݔ = ൜૚ − ;               ܠ૙.૙૙૙૚−܍ ܠ > 0
૙                                    ; ܠ ≤ ૙   
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2-  Ȍاح) المتوقع(العمر المتوسǼللمص:  
܆ૄ = (ࢄ)ࡱ = ૚

ࣅ  ⟹ (ܺ)ܧ = 1
0.0001 =  ساعة 1000 

  :ساعة 15000احتمال أن ǽعمّر المصǼاح على الأقل  حساب -3
ࢄ)ࡼ > ૡ૙૙૙) = 1 − ܲ(ܺ ≤ 8000) = 1 − (8000)ܨ = 1 − ሾ1 − ݁ି଴.଼ሿ = ݁ି଴.଼ = ૙. ૝૞ 

 
 )Normal Distribution( التوزȂع الطبǻعي - 2-2

ǽعتبر من أهم التوزȄعات الاحتمالǽة وأكثرها استخداما، ذلك أن التوزȄع الطبǽعي ǽستخدم ȞǼثرة في وصف 
.  حǽاتنا اليومǽةالتي نصادفها في ...) من أوزان وأطوال( الظواهر الطبǽعǽة والاقتصادǽة والاجتماعǽةالكثير من 

ولو مثلنا بǽانات هذه الظواهر على معلم متعامد ومتجانس لحصلنا على منحنى Ȟثافة، أو منحنى تكرار له تقرǼȄا 
  .الطبǽعي أو شȞل التوزȄع الطبǽعيشȞل الجرس، أو Ȟما نعبر عنه إحصائǽا شȞل منحنى التكرار 

فإن دالة الكثافة الاحتمالǽة له  ો૛ وتǼاين ૄمتغير عشوائي يتǼع التوزȄع الطبǽعي ǼمتوسȌ حسابي  Xفإذا Ȟان 
  :تكون ǼالشȞل التالي

(ܠ)܎ = ૚
ો√૛ૈ ોૄିܠ )૚૛ି܍  )૛            , (−∞ < ݔ < +∞) 

  : ونعبر عن هذه الدالة Ǽالصǽغة التالǽة
,ࣆ)ࡺ~ࢄ ࣌૛) 

  .ો૛وتǼاين ૄ تتǼع التوزȄع الطبǽعي ǼمتوسȌ حسابي X :وتقرأ
  :ǽعرّف Ǽما يلي) تاǼع التوزȄع الطبǽعي(Ȟما أن تاǼع التوزȄع الاحتمالي لهذا المتغير العشوائي 

܆)۾ < (ܠ = (ܠ)۴ = න ܠ܌(ܠ)܎
ܠ

ି∞
 

  :وفي الحساب التكاملي
න ࣌ࣆି࢞ )૚૛ିࢋ  )૛࢞ࢊ =  ࣌√૛࣊ାஶ

ିஶ
 

  .فإن المساحة تحت منحنى تاǼع الكثافة للتوزȄع الطبǽعي ǽساوȑ الواحد تماما وǼالتالي
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 :الرسم التالي يوضح منحنى التوزȄع الطبǽعي
 
  
 
  

  
وأن أكثر المشاهدات  ૄحول الوسȌ الحسابي  )Symétrique(ومن خلال هذا المنحنى يتضح أن التوزȄع متماثل 

  .الوسȌ الحسابي وأقلها في الطرفينتقع حول 
 ો૛و  ૄونظرا لصعوǼة حساب التكامل السابȘ أو عمل جداول لحساب هذا التكامل عند قǽم مختلفة لـ 

توزȄع  إلى، فإنه بإمȞاننا تحوȄل أȑ توزȄع طبǽعي )فائدة بدون وهي مسألة (لاستخدامها في حساب الاحتمال 
 ȑارǽعي معǽطب.  

 :)3 -5(نظرȂة 
,ࣆ)ࡺ~ࢄ :أો૛ ،ȑو تǼاين ૄ يتǼع التوزȄع الطبǽعي ǼمتوسȞ  XȌان المتغير العشوائيإذا   ࣌૛) المتغير  فإن

ૄ ǼمتوسȌ المعǽارȑ  الطبǽعي التوزȄع يتǼع Z يالعشوائ = ૙  اينǼوتો૛ = ૚ ȏࢆ، أ = ࣆିࢄ
࣌ ,૙)ࡺ~ ૚).  

  :Ȟما يلي Z، تكون دالة الكثافة الاحتمالǽة لـ )3-5(حسب النظرȄة 
(ࢠ)ࢌ = ૚

√૛࣊ ૛ࢠିࢋ
૛               , (−∞ < ࢠ < +∞) 

 :دالة التوزȄع تكون وفȘ الصǽغة التالǽة أما

ࢆ)ࡼ < (ࢠ = (ࢠ)ࡲ = ૚
√૛࣊ න ૛ࢠିࢋ

૛
࢞

ି∞
 ࢠࢊ

بدلا  (ܢ)∅ ولدالة التوزȄع بـ f(z) بدلا من (ࢠ)૎لدالة الكثافة الاحتمالǽة في هذه الحالة بـ لتسهيل القراءة سنرمز 
,૙)ࡺ~ࢆ إذا ȞانوǼالتالي  .F(z) من ૚) ثافتهȞ فإن ૎(ࢠ) عهȄ(ܢ)∅ ودالة توز.  

ابتداء من  (ܢ)∅قǽم دالة التوزȄع للمتغير الطبǽعي المعǽارǽ ȑعتمد على جدول ǽعطي قǽم دالة التوزȄع إن حساب 
  -3.4ابتداء من  zوقد وضعت  قǽم  ).1أنظر الملحȘ (بين Ȟل قǽمة والقǽمة التي تليها  0.01وǼفاصل  الصفر

μ



  التوزȂعات الاحتمالǻة : الخامسالفصل 
 

100  

أما قǽم المساحات . في السطر الرأسي zفي العمود الأǽسر، ووضعت القǽم العشرȄة الثانǽة من قǽم  0.1وǼفاصل 
  .فقد وضعت في صلب الجدول )(ܢ)∅أȑ قǽم الدالة (أو القǽم الاحتمالǽة 

  
  

  :التالي المثاللتوضǽح استخدام هذا الجدول نأخذ 
  6 -5(مثال:( 

ૄتتǼع التوزȄع الطبǽعي ǼمتوسX  Ȍإذا Ȟانت المتغيرة العشوائǽة   = ૞  اينǼوتો૛ = ૢ ȑࡺ~ࢄ:  أ(૞, ૢ) 
,૙)ࡺ~ࢆ الطبǽعي المعǽارȑ، أȑ تتǼع التوزȄع Zالمتغيرة و  ૚) ةǽة التالǽم الاحتمالǽࢄ)ࡼ  :أوجد الق < 7)  ،

.૝)ࡼ ૛ < ܺ < ࢆ)ࡼ ، (5.5 < ࢆ)ࡼ، (1.47− < .૚)ࡼ   ،   (1.25 ૚૝ < ܼ < ࢆ)ࡼ ،(2.89 >
1.30) .  
 الحل:  
  المتغير العشوائيǼ م الاحتمال الخاصةǽة لقǼالنسǼXيجب أن نحول المتغير العشوائي ، X لىإ Z  ةȄارǽالمع

  :Ȟما يلي
,ࣆ)ࡺ~ࢄ ࣌૛) ⇒ ࢆ = ࢄ − ࣆ

√࣌૛ = ࢄ − ૞
√ૢ ,૙)ࡺ~ ૚) 

  :وǼالتالي
 ࢄ)ࡼ < 7) = ܲ ቀܼ < ଻ିହ

√ଽ ቁ = ܲ ቀܼ < ଶ
ଷቁ = ∅(0.66) = ૙. ૠ૝૞૜ૠ૜ 
 ȑارǽعي المعǽع الطبȄمة مستخرجة من جدول التوزǽوهذه الق )Șمع العمود 0.6، وتمثل تقاطع السطر )1 الملح 

0.06.  
 ࡼ(૝. ૛ < ܺ < 5.5) = ܲ ቀସ.ଶିହ

√ଽ < ܼ < ହ.ହିହ
√ଽ ቁ = ܲ(−0.26 < ܼ < 0.16) 

                                                                        = ∅(0.16) − ∅(−0.26) 
                                                                        = 0.563559 − 0.397432 = ૙. ૚૟૟૚૛ૠ 

,૙)∅ وتستخرج القǽمة ૚૟) = ૙. ૞૟૜૞૞ૢ  ة وهيǼم الموجǽة للقǼالنسǼ ȑارǽعي المعǽع الطبȄمن جدول التوز
,૙−)∅ أما القǽمة. 0,06 مع العمود 0,10 تمثل تقطع السطر ૛૟) = ૙. ૜ૢૠ૝૜૛  ضا منǽفتم استخراجها  أ

  .- 0,06 مع العمود - 0,2 جدول التوزȄع الطبǽعي المعǽارǼ ȑالنسǼة للقǽم السالǼة وهي تمثل تقاطع السطر

(ࢠ−)∅  :Ǽسبب التماثل، قǽم  :ملاحظة = ૚ −   (ܢ)∅
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  المتغير العشوائيǼ م الاحتمال الخاصةǽة لقǼالنسǼZ اشرǼل مȞشǼ ع ، فتستخرجȄاستخدام جدول التوزǼ
 ȑارǽعي المعǽالطب)Șنجد )1 الملح:  

 ࢆ)ࡼ < −1.47) = ∅(−1.47) =  0.070781 
  .-0.07مع العمود  -1.4وهذه القǽمة هي تقاطع السطر 

  :وȃنفس الطرȄقة نجد
 ܲ(1.14 < ܼ <  2.89)  =   ܲ(ܼ < 2.89)  −   ܲ(ܼ ≤  1.14)  =  ∅(2.89)   −   ∅(1.14)  

                                                                                       = 0.9980 − 0.8728 = ૙. ૚૛૞૛ 
 ܲ(ܼ < 1.25)  = ∅(1.25) = 0.894350 
 ܲ(ܼ > 1.30) = 1 − ܲ(ܼ ≤ 1.30) = 1 − ∅(1.30) = 1 − 0.903199 = 0.096801 

  :Ȟما هو موضح في التمرȄن التالي، ǽمȞن أǽضا استخدام جدول دالة التوزȄع الطبǽعي المعǽارǼ ȑشȞل عȞسي
  7-5(مثال :(  

,૙)ࡺ~ࢆ إذا Ȟان ૚) كǽان لدȞࢆ)ࡼ و < ܽ) =  ૙. ૢૠૡૡ૛૛ ࢆ)ࡼ و > ܾ) = ૙. ૛૞૛૜૝૟ ،  مةǽأوجد ق
  . b و  Ȟ aل من
 الحل:  
  مة الاحتمالǽحث عن قǼن ȑارǽعي المعǽع الطبȄمة تقع عند 0.978822من جدول التوزǽسنجد هذه الق ،

 .a = 2.03وǼالتالي قǽمة  19والسطر  4العمود 
  مةǽحث عن قǼقبل الb نحوّل أولا العلاقة من أكبر إلى أصغر:   

 ܲ(ܼ > ܾ) = 0.252346 ⇒ ܲ(ܼ ≤ ܾ) = 1 − 0.252346 = 0.747654 
 ينالعمودبين ، سنجد هذه القǽمة تقع 0.747654من جدول التوزȄع الطبǽعي المعǽارȑ نǼحث عن قǽمة الاحتمال 

  .)Ǽ0.66 )b = 0.66التقرȄب تساوb  ȑ وǼالتالي قǽمة 7والسطر  8و  7
2-3-  ȏاȜ عȁع مرȂ࣑توز૛ 

إذا Ȟانت دالة Ȟثافته  )૔ )varthetaبدرجة حرȄة  ૛࣑أنه يتǼع توزȄع مرȃع ȞاX  ȑنقول عن المتغير العشوائي 
  :الاحتمالǽة على الشȞل التالي
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(࢞)ࢌ = ૚
ડ ቀ૛ࣖቁ (૛)૛ࣖ

. ࢞૛ࣖି૚. ,           ૛࢞ିࢋ ࢞ ≥ ૙ 

Ǽ : હالمعلمتين) Gamma( جاما توزȄع من خاصة حالةǽعتبر Ȟ Ȟاȑ مرȃع توزȄع = ૔
૛ و ઺ = ૛.  

  ૛(ࣖ)࣑~ࢄ :ونȞتب  تدل على معلمة توزȄع مرȃع Ȟا૔ ،ȑ درجة الحرȄةو 
  .૔ الشȞل البǽاني التالي يوضح دالة التوزȄع لمرȃع Ȟاȑ عند قǽم مختلفة لـ

  
 

. يتضح من التمثيل البǽاني الخاص Ǽمرȃع Ȟاȑ أنّ الالتواء موجب وǽقترب من التماثل Ȟلما Ȟبرت درجة الحرȄة
࢔ǼعǼارة أخرȞ ،Ȑلما Ȟان حجم العينة Ȟبيرا  ≥ ૜૙ عيǽع الطبȄع من التوزȄقترب التوزǽ.  

  .دون برهانب الخاصة بهذا التوزȄع التي سنستخدمها في تطبǽقاتنا ولكن سنذȞر هنا Ǽعض النظرȄات الهامة
  
  
  
  
  
  

ࢆ إذا Ȟان المتغير العشوائي :)4-5(نظرȂة  = ࣆିࢄ
࣌ ,૙)ࡺ~ ૚)  ࢆ  فإن૛ = ࣆିࢄ)

࣌ )૛~࣑(૚)૛. 

,૚ࢄإذا Ȟانت المتغيرات العشوائǽة  :)5-5(نظرȂة  ,૛ࢄ … . ,  مستقلة عن Ǽعضها وȞل  متغيرة تتǼع  ࢔ࢄ
 ȑارǽعي المعǽع الطبȄ1 ,0(التوز(Nفإن ، :  ∑ ୀ૚࢏࢔૛࢏ࢄ ~૏ܖ૛ . 

,૚ࢁإذا Ȟانت  :)6-5(نظرȂة  ,૛ࢁ … . ,  متغيرات عشوائǽة مستقلة تتǼع توزȄع مرȃع Ȟاȑ بدرجات حرȄة ࢔ࢁ
ࣖ૚, ࣖ૛, … . , ∑ :على التوالي، فإن ࢔ࣖ ୀ૚࢏࢔࢏ࢁ ~࣑(ࣖ)૛. 

 ǼمتوسȌ التوزȄع طبǽعي مجتمع من ૛܁ وتǼاين ࢔ Ǽحجمإذا أخذت عينات عشوائǽة Ȟل  :)7-5(نظرȂة 
૛܁(૚ିܖ) :فإن، ો૛و تǼاين ૄ حسابي

ો૛ ~૏(ି࢔૚)૛ .حيث :࢙૛ = ૛(ഥࢄି࢏ࢄ)∑
 .૚ି࢔
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وهي القǽمة التي ǽقع على ǽمينها  ૏(હ,૔)૛ونعبّر عن قǽمة المتغير العشوائي الذȑ يتǼع توزȄع مرȃع ȞاǼ ȑالرمز 
وتحسب قǽم هذا المتغير العشوائي والاحتمالات المرافقة له  ૔عن منحنى مرȃع Ȟاȑ بدرجة حرȄة  α مساحة

 Șالموضح في الملح ȑاȞ عȃاستخدام جدول مرǼ2 ن، وȄة استخدام ذلك الجدول الخاص  التمرǽفǽȞ التالي يوضح
 .ǼالتوزȄع
  م :)8 -5(مثالǽأوجد الق ࣑(૙.૙૛૞,૛૙)૛  ،࣑(૙.૙૚,૞)૛  ،࣑(૙.ૢૠ૞,ૠ)૛  
 مة :الحلǽلإيجاد ق ࣑(૙.૙૛૞,૛૙)૛ ةȄسر الخاص بدرجات الحرǽنختار من العمود الأ ૔ مةǽومن  20 الق

وȃتقاطع العمود مع السطر . 0.025 نختار القǽمة) أȑ الاحتمالات(السطر العلوȑ الخاص Ǽالمساحات 
૛(૙.૙૛૞,૛૙)࣑نحصل على القǽمة المطلوǼة، وǼالتالي Ȟǽون  = ૜૝. ૚ૠ.  

૛(૙.૙૚,૞)࣑بنفس الطرȄقة نحصل على  = ૚૞. ૙ૢ ضاǽوأ ࣑(૙.ૢૠ૞,ૠ)૛ = ૚. ૟ૢ.  
 ࢚توزȂع ستودنت  -4 -2

  : على الصورة tإذا Ȟانت دالة الكثافة الاحتمالǽة للمتغير العشوائي 
(࢚)ࢌ = ડ ቀࣖ + ૚૛ ቁ

ડ ቀ૛ࣖቁ √ࣖ࣊ (૚ + ࢚૛
ࣖ ା૚૛࢔ି(             , −∞ < ݐ < +∞ 

تمثل درجات الحرȄة وهي في نفس الوقت معلمة هذا التوزȄع، وȄلعب  ૔ حيث، t فإن هذا التوزȄع ǽسمى توزȄع
࢔( دورا مهما عند سحب العينات الصغيرة الحجم t توزȄع < ૜૙ (اينǼمن مجتمع مجهول الت.  

مع التوزȄع الطبǽعي القǽاسي من حيث الشȞل الجرسي إلاّ أنه أكثر انخفاضا منه، وعندما تزداد  tوȄتشاǼه توزȄع 
  .والشȞل التالي يوضح ذلك. ǽقترب من التوزȄع الطبǽعي القǽاسي tدرجات الحرȄة فإن توزȄع 
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  .دون برهانب الخاصة بهذا التوزȄع ولكن سنذȞر هنا Ǽعض النظرȄات الهامة
 
 
 
 
 
 
 
  

 α وهي القǽمة التي ǽقع على ǽمينها مساحة (ࣖ,ࢻ)࢚ Ǽالرمز ࢚ ونعبّر عن قǽمة المتغير العشوائي الذȑ يتǼع توزȄع
والاحتمالات المرافقة له Ǽاستخدام وتحسب قǽم هذا المتغير العشوائي . ૔ بدرجة حرȄة ࢚ على منحنى توزȄع

ȘالملحǼ ع ستودنت الموضحȄ3 جدول توز.  
  :ملاحظة

Ǽ: ࢚(હ,૔)سبب التوزȄع المتماثل حول الصفر، Ȟǽون   =  (૚ିહ,૔)ܜ−
 

  م  :)9 -5(مثالǽة ࢚أوجد قǽفي الحالات التال: ࢚(૙.૙૞,૚૞) ،࢚(૙.ૢ૞,ૠ) ،࢚(૙.ૢૢ૞,૚૙)  
 الحل:  

ومن السطر العلوȑ الخاص  15 نختار من العمود الأǽسر الخاص بدرجات الحرȄة القǽمة (૙.૙૞,૚૞)࢚ لإيجاد قǽمة
(૙.૙૞,૚૞)࢚ وȃتقاطع السطر مع العمود نحصل على القǽمة المطلوǼة، وǼالتالي Ȟǽون . Ǽ 0.05الاحتمالات القǽمة =

૚. ૠ૞૜ .  
હ نلاحȎ أن قǽمة (૙.ૢ૞,ૠ)࢚ قǽمة لإيجاد = ૙. ૢ૞  ذلك سوف نستعملȃع ستودنت، وȄغير متوفرة في جدول توز

  :تماثل المنحنى حول الصفر فنحصل على
࢚(૙.ૢ૞,ૠ) = (૚ି૙.ૢ૞,ૠ)ܜ− = (૙.૙૞,ૠ)ܜ− = −૚. ૡૢ૞ 

  :فتكون قǽمته (૙.ૢૢ૞,૚૙)࢚ وǼالمثل نستخرج قǽمة
࢚(૙.ૢૢ૞,૚૙) = (૚ି૙.ૢૢ૞,૚૙)ܜ− = (૙.૙૙૞,૚૙)ܜ− = −૜. ૚૟ૢ 

 
 
  

يتوزع توزȄعا طبǽعǽا قǽاسǽا  ࢅ حيث أن، ࢆ و ࢅ إذا Ȟان المتغيران العشوائǽان المستقلان :)8 -5(نظرȂة 
,૙)ࡺ~ࢅ ૚) ࢆ و ȑاȞ عȃع مرȄࢆ يتوزع توز~࣑૛ࣖ ࢀ فإن المتغير العشوائي = ࢅ

ටࢆൗࣖ
~࢚ࣖ .  

التوزȄع من مجتمع طبǽعي  ૛ࡿ وتǼاين ࢔ Ȟل Ǽحجمصغيرة إذا أخذت عينات عشوائǽة  :)9 -5(نظرȂة 
ࢀ :، فإنો૛ وتǼاين ૄ ǼمتوسȌ حسابي = ࣆഥିࢄ

ට࢙૛ ൗ࢔
࢔)࢚~ − ૚)  
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 (F) فǻشر توزȂع - 2-5
على  ૔૛و ૔૚يتوزعان توزȄع مرȃع Ȟاȑ بدرجتي حرȄة  ૛ࢄو  ૚ࢄ إذا Ȟان المتغيران العشوائǽان المستقلان

૛~ ૏૔૛ࢄ(التوالي 
૛ ૚~ ૏૔૚ࢄ  و 

૛ ࢄ:  المعرف Ǽالصǽغة الآتǽة ࢄفإن المتغير )   = ૚ࢄ ࣖ૚ൗ
૛ࢄ ࣖ૛ൗ  له دالة الكثافة

  :الاحتمالǽة التالǽة
(ࢄ)ࢍ = ડ ቀࣖ૚ + ࣖ૛૛ ቁ

ડ ቀࣖ૚૛ ቁ ડ ቀࣖ૛૛ ቁ (ࣖ૚)ࣖ૚૛ (ࣖ૛)ࣖ૛૛ ቀࣖ૚૛ࢄ  ቁି૚(ࣖ૚ + ࣖ૛ࢄ)ࣖ૚ାࣖ૛૛       , ࢄ > 0 
  :وǽعبّر عنه ǼالشȞل التالي ૔૛و ૔૚ يتوزع توزȄع فǽشر بدرجة حرȄة ࢄوعلǽه نقول Ǽأن المتغير 

 (૚,ࣖ૛ࣖ)ࡲ~ࢄ
  :وǽقترب شȞل توزȄع فǽشر من الشȞل التالي

  
وهي القǽمة التي ǽقع على ǽمينها  (૚,ࣖ૛ࣖ,ࢻ)ࡲونعبّر عن قǽمة المتغير العشوائي الذȑ يتǼع توزȄع فǽشر Ǽالرمز 

  .في المقام ૔૛ في الǼسȌ و ૔૚ بدرجة حرȄة ࡲ على منحنى توزȄع α مساحة
حسب قǽم  (૚,ࣖ૛ࣖ,ࢻ)ࡲالموضح في الملاحȘ خاص Ǽقǽم المتغير العشوائي الذȑ يتǼع توزȄع فǽشر  )4(والجدول 

α  ةǽالتال: ൛૙. ૙૚  ،  ૙. ૙૛૞  ،  ૙. ૙૞  ،  ૙. ૚૙   ،   ૙. ૛૞ൟ.  
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  ة :)10 - 5(مثالǽم التالǽࡲ :أوجد الق(૙.૙૚,૚૙,૚૛)  ،ࡲ(૙.૙૛૞,ૡ,૟)  ،ࡲ(૙.૙૞,૚૛,ૠ)  ،ࡲ(૙.૚૙,૞,૝)  ،ࡲ(૙.૛૞,ૠ,ૢ)  
 الحل:  

હ نستخدم جدول توزȄع فǽشر الخاص Ǽقǽمة (૙.૙૚,૚૙,૚૛)ࡲ لإيجاد قǽمة = ૙. ૙૚ ، ومن السطر في أعلى
 الخاص بدرجات حرȄة المقام نختار القǽمةومن العمود  10 الجدول الخاص بدرجات حرȄة الǼسȌ نختار القǽمة

(૙.૙૚,૚૙,૚૛)ࡲ وȃتقاطع السطر مع العمود نجد أن قǽمة. 12 = ૝. ૡ૞.  
(૙.૙૛૞,ૡ,૟)ࡲ   واستخدام نفس الطرȄقة نحصل على α وȃتغيير قǽم = ૞. ૟૙  ࡲو(૙.૙૞,૚૛,ૠ) = ૜. ૞ૠ  و

(૙.૚૙,૞,૝)ࡲ = ૝. ૙૞  ضاǽࡲ  وأ(૙.૛૞,ૠ,ૢ) = ૚. ૟૙.  
  :هي إحدȐ القǽم التالǽة غير المتوفرة في جداول فǽشر α قد ǽحدث أحǽانا أن تكون قǽم

൛૙. ૙૚  ،  ૙. ૙૛૞  ،  ૙. ૙૞  ،  ૙. ૚૙   ،   ૙. ૛૞ൟ 
 :ǼالنظرȄة التالǽةوحتى نتمȞن من استخراج قǽم المتغير العشوائي الذȑ يتǼع توزȄع فǽشر في هذه الحالة، نستعين 

 
 
 
 

  مة: )11 - 5(مثالǽࡲ أوجد الق(૙.ૢ૙,૞,૝) 
 الحل:  

હلاحȎ أنّ  = ૙. ૢ૙  موǽفي مثالنا هذا غير متوفرة ضمن ق α  شر، لذلك سنستعينǽةفي جداول فȄالنظر Șبتطبي 
)5- 10:(  

(૙.ૢ૙,૞,૝)ࡲ = ૚
.૙)ࡲ ૚૙, ૝, ૞) = ૚

૜. ૞૛ = ૙. ૛ૡ૝ 
 
 

  
  
  
  

૚)ࡲ − ,ࢻ ૚࢔ − ૚, ૛࢔ − ૚) = ૚
,ࢻ)ࡲ ૛࢔ − ૚, ૚࢔ − ૚) 

૛ܖ ،૚ܖ Ǽفرض أن :)10-5(نظرȂة  >   :فإن 0
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  تمارȂن محلولة
  :01التمرȂن 

احتمال أن ǽصيب  في إطار تدرȄب الجنود في ثكنة عسȞرȄة على الرمي نحو الهدف Ǽالرصاص، إذا Ȟان
  :لعدد مرات إصاǼة الهدف Xمرات، ورمزنا بـ  5، فإذا Ȟرّر الجندȑ الرمي نحو الهدف 0.7الجندȑ الهدف 

  .Xلـ ) دالة الكثافة الاحتمالǽة(أكتب دالة الاحتمال  -1
2- Ȍة الهدف مرة واحدة فقǼأحسب احتمال إصا.  
  .أحسب احتمال إصاǼة الهدف مرة واحدة على الأكثر -3
  .أحسب احتمال إصاǼة الهدف -4

  :الحل
  :دالة الاحتمال -1

عدم إصاǼة (وإما الفشل ) إصاǼة الهدف(إنّ الرمي نحو الهدف ǽعتبر تجرȃة برنولǽة لها نتيجتان، إما النجاح 
مرات، وهو ما ǽعني  5مرات ǽعني تكرار تجرȃة برنولي  5، والرمي نحو الهدف P = 0.7ووسǽطها  )الهدف

Pتجرȃة ذȑ الحدين Ǽالوسǽطين  = n  و 0.7 = 5 ȑأنّ دالة الاحتمال هي، أ:  
f(x) = P(X = x) = 5!

(5 − x)! x! (0.8)୶. (0.2)ହି୶           ; x = 0,1,2 … ,5 
  :احتمال إصاǼة الهدف مرة واحدة -2

ࢄ)ࡼ = ૚) = 5!
(5 − 1)! 1! (0.8)ଵ. (0.2)ହିଵ = 5!

4! 1! . (0.8). (0.2)ସ = ૙. ૙૙૟૝ 
  :احتمال إصاǼة الهدف مرة واحدة على الأكثر -3

ࢄ)ࡼ ≤ ૚) = ܲ(ܺ = 0) + ܲ(ܺ = 1) = 5!
5! 0! (0.8)଴. (0.2)ହ + 0.0064 = ૙. ૙૙૟ૠ૛ 

  :احتمال إصاǼة الهدف -4
ࢄ)ࡼ ≥ ૚) = 1 − ܲ(ܺ < 1) = 1 − ܲ(ܺ = 0) = 1 − 0.00032 = ૙. ૢૢૢ૟ૡ 

  :02التمرȂن 
فإذا Ȟان ، 0.6 هو "سبوتنǽك"إذا علمت أنّ احتمال شفاء مرȄض Ǽفيروس Ȟورونا خلال شهر عند أخذه لدواء 

  :شفاء نفس الفيروس، فما هو احتمالمصابين ب ضىمر  10لدينا 
  .مرضى منهم )3(ثلاثة  -1
  .مرضى على الأقل )7(ة Ǽعس -2
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  .مرضى 5إلى  2من  -3
  :الحل

 10( اتمر  10والعملǽة تتكرر لـ  ).Bernoulli(أȑ تجرȃة برنولي ) ǽشفى أو لا ǽشفى(نحن أمام تجرȃة ثنائǽة 
  .)Binomial(وهو ما ǽعني تجرȃة ذȑ الحدين ) صاشخأ

  :يدل على المرضى الذين تم شفاؤهم خلال شهر من فيروس Ȟورونا، فعندئذ Xإذا Ȟان المتغير العشوائي 
X ↝ b(n ; P) 

X ↝ b(10 ; 0.6) 
 

  :مرضى 3 شفاء احتمال -1
܆)۾ = ૜) = Cଵ଴ଷ . pଷ. qଶ଴ି =  10!

7! 3! (0.6)ଷ. (0.4)ଵ଻ = ૙. ૙૝૜૜ 
  :مرضى على الأقل 7احتمال شفاء  -2

܆)۾ ≥ ૠ) = ܲ(ܺ = 7) + ܲ(ܺ = 8) + ܲ(ܺ = 9) + ܲ(ܺ = 10) 
             = Cଵ଴଻ . p଻. qଵ଴ି଻ + Cଵ଴଼ . p଼. qଵ଴ି଼ + Cଵ଴ଽ . pଽ. qଵ଴ିଽ + Cଵ଴ଵ଴. pଵ଴. qଵ଴ିଵ଴ 
            =  ଵ଴!

ଷ!଻! (0.6)଻. (0.4)ଷ  + ଵ଴!
ଶ!଼! (0.6)଼. (0.4)ଶ  + ଵ଴!

ଵ!ଽ! (0.6)ଽ. (0.4)ଵ  + ଵ଴!
଴!ଵ଴! (0.6)ଵ଴. (0.4)଴ 

             = ૙. ૜ૡ૛૚ 
  :مرضى 5إلى  2من احتمال شفاء  -3

૛)۾ ≤ ܆ ≤ ૞) = P(X = 2) + P(X = 3) + P(X = 4) + P(X = 5) 
                         = 0.0106 + 0.0423 + 0.1050 + 0.2007 = ૙. ૜૞ૡ૟ 

  :03 التمرȂن
 50، وتم اختǽار عينة تتكون من )فاسدا(من إنتاج مصنع معين لانتاج مصبرات الطماطم معيǼا  %10إذا Ȟان 

  ما احتمال وجود وحدتين معيبتين؟: المطلوب. وحدة من انتاج ذلك المصنع
  :الحل
 متغير عشوائي ǽمثل عدد الوحدات المعيǼة وهو يتǼع التوزȄع البواسوني، ومن معطǽات التمرȄن لدينا XلȞǽن 

݌ = ݊و 0.10 = λ :وȃذلك Ȟǽون ، 50 = ݌݊ = 5.  
  :وȞǽون الاحتمال المطلوب هو



  التوزȂعات الاحتمالǻة : الخامسالفصل 
 

109  

ࢄ)ࡼ = ૛) =  ૞૛ିࢋ૞
૛! = ૙. ૙ૡ૝૛ 

  :04التمرȂن 
أȑ لا يؤثر وصول أحدهم على وصول (وǼشȞل مستقل  مȞاتب بنك الجزائر ǽصلون للبنك عشوائǽاإنّ زȃائن 

  :فما هو احتمال. شخص في الدقǽقة 15فإذا Ȟان معدل الوصول هو ). الآخر
  .أشخاص في دقǽقة واحدة 4وصول  -1
  .ثانǽة 40وصول أȑ شخص خلال  -2
  .ثانǽة 40وصول شخص واحد على الأقل خلال  -3

  :الحل
المتغير العشوائي في هذه الحالة . ǽصلون إلى مȞتب برȄد الجزائر ǽمثل متوسȌ عدد الأشخاص الذين X لȞǽن

ȌǽالوسǼ ع بواسونȄع توزǼيت λ = 15:  
  :أشخاص في دقǽقة واحدة 4وصول  احتمال -1

ࢄ)ࡼ = ૝) = 15ସ݁ିଵହ
4! = ૙. ૙૙૙૟૞ 

  :ثانǽة 40وصول أȑ شخص خلال  احتمال -2
ثانǽة نحسب متوسȌ الأشخاص الذين ǽصلون لمȞتب البرȄد  40وصول أȑ شخص خلال  قبل حساب احتمال

ثانǽة ૝૙  ∗  شخص ૚૞: ثانǽة 40خلال 
૟૙ قةǽدق  = ૚૙ ومنهأشخاص ،:  

ࢄ)ࡼ = ૙) = 10଴. eିଵ
0! = ૝. ૞૝(૚૙)ି૞ 

  :ثانǽة 40وصول شخص واحد على الأقل خلال  احتمال -3
ࢄ)ࡼ ≥ ૚) = 1 − ܲ(ܺ < 1) = 1 − ܲ(ܺ = 0) = 1 − ૝. ૞૝(૚૙)ି૞ = ૙. ૢૢૢૢ  

  
  :05 التمرȂن

ܠللتوزȄع الأسي إذا Ȟانت ) الدالة التراكمǽة(تاǼع الاحتمالات  أوجد =   .ૄ، ثم بيّن أنّ التوقع الرȄاضي ǽساو૙ ȑܠ
  :الحل

  :0 أقل من ૙ܠ حتمالات للتوزȄع الأسي إذا ȞانتتاǼع الا -
(૙ܠ)ࡲ = ࢄ)ࡼ  ≤ (૙ܠ = ∞−)ࡼ < ܺ < (૙ܠ = න ૙ܠܠ܌(ܠ)܎

ିஶ
= න ૙. ૙ܠܠ܌

ିஶ
= ૙ 

  :فإن تاǼع الاحتمالات Ȟǽون على الشȞل ∞و 0محصورة بين  x଴إذا Ȟانت  -
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(૙ܠ)ࡲ = ࢄ)ࡼ  ≤ (૙ܠ = ܲ(−∞ < ܺ < 0)  +  ܲ(0 < ܺ < x଴)  
                                 = ׬ 0. dx଴

ିஶ + ׬ ൤ ଵஜ eషభ
ಔ ୶ ൨ . dx୶బ

଴ = ൤−eషభ
ಔ ୶൨

଴
୶బ =  −eషభ

ಔ ୶ + 1 = ૚ − ష૚܍
ૄ  ܠ

  :Ȟالتاليومنه فإنّ تاǼع الاحتمالات للتوزȄع الأسي Ȟǽون معرّف 
(࢞)ࡲ = ቐ

૙                                        ; −∞ < ݔ < 0
૚ − ;                             ܠ૚ૄି܍ ૙ < ݔ < ∞૚                                       ; ࢞ ⟶ ∞

  

  :إيجاد التوقع الرȄاضي للتوزȄع الأسي -
(ࢄ)ࡱ = න .ܠ ஶܠ܌(ܠ)܎

૙
= න x. ൤1

μ eିଵஜ ୶൨ ஶݔ݀

଴
= 1

ߤ ൤−x. eିଵஜ ୶ − μ. eିଵஜ ୶൨
଴

ஶ
=  ࣆ

  :6التمرȂن 
ܺ أȑ 16وتǼاين  10متغير عشوائي يتǼع التوزȄع الطبǽعي ǼمتوسX  Ȍإذا Ȟان  ↝ , ߤ)ܰ  x فأوجد قǽمة، (ଶߪ

ܺ)ܲ Ǽحيث Ȟǽون  < x) = 0.9980.  
  :الحل

  :المعǽارȄة Zإلى المتغيرة  Xنقوم بتحوȄل المتغير العشوائي 
ࢆ = ࢄ − ࣆ

√࣌૛  
ࢠ: فهي x الموافقة لـ z أما قǽمة = ࣆ ି ܠ

࣌   
  :Ǽحيث Ȟǽون  z نعيّن قǽمة

ܲ(ܺ < x) = ܲ(ܼ < (ݖ = 0.9980 
ࢠ: هي 0.9980 للقǽمة الموافقة z قǽمة نجد المعǽارȑ  الطبǽعي التوزȄع جدول خلال من = ૛. ૡૡ.  

  :07التمرȂن 
μ متغيرا عشوائǽا يتǼع التوزȄع الطبǽعي ǼمتوسX Ȍإذا Ȟان  = ଶߪ وتǼاين 40 =   :قǽمة Ȟل منأو  36

  .من المساحة تحت منحنى تاǼع الكثافة %45التي ǽقع على ǽسارها  ࢇقǽمة  -1
  .من المساحة تحت منحنى تاǼع الكثافة %14التي ǽقع على ǽمينها  ࢈قǽمة  -2

  :الحل
  :ࢇايجاد قǽمة  -1
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  :تعني أنّ  من المساحة تحت منحنى تاǼع الكثافة %45التي ǽقع على ǽسارها  ࢇقǽمة 
(ܽ)ܨ = ܲ(ܺ < ܽ) = 0.45 

  :المعǽارȄة Zإلى  XوȃتحوȄل 
ܼ = ܺ − ߤ

ଶߪ√ = ܽ − 40
√36  

  :ومنه
ܲ ൬ܺ − ߤ

ଶߪ√ < ܽ − 40
√36 ൰ = ܲ(ܼ < (ݖ = 0.45 

ࢠ)هي  0.45الموافقة لقǽمة الاحتمال  zقǽمة  ومن جدول التوزȄع الطبǽعي المعǽارȑ نجد =  −૙. ૚૜) ذلكȃو ،
  :هي aتكون قǽمة 

ࢇ = (ݖ)6 + 40 = 6(−0.13) + 40 = ૜ૢ. ૛૛ 
  :b إيجاد قǽمة -2

  :تعني أنّ ، من المساحة تحت منحنى تاǼع الكثافة %14التي ǽقع على ǽمينها  ܾقǽمة 
ܲ(ܺ > ܾ) = 0.14 

  :ومنه
ܲ(ܺ < ܾ) = 1 − 0.14 = 0.86 

  :المعǽارȄة نجد Zإلى  X وȃتحوȄل
ܲ ൬ܺ − ߤ

ଶߪ√ < ܾ − 40
√36 ൰ = ܲ(ܼ < (ݖ = 0.86 

  :حيث
ܼ = ܺ − ߤ

ଶߪ√  
  :وǼالتالي، z = 1.08 هي 0.86 الموافقة للقǽمة z ومن جدول التوزȄع الطبǽعي المعǽارȑ نجد قǽمة

ݖ = 1.86 = ܾ − 40
√36 = ܾ − 40

6  ⟹ ࢈ = ૝૟. ૝ૡ 
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  تمارȂن مقترحة
  :01التمرȂن 

૚إذا علمت أن  
૚૙   لاءȞأحد الو Ȑمثل إنتاج معيب، فإذا اشترǽ اراتǽارات،  4من إنتاج مصنع لإنتاج السǽس

  :يلي فأوجد ما
  .التوزȄع الاحتمالي لعدد السǽارات المعيǼة -1
مليون عن Ȟل سǽارة  40مليون عن Ȟل سǽارة سلǽمة وخسارة مقدارها  60لنفرض أن الوȞيل ǽحقȘ رȃحا قدره  -2

  .للرȃح والخسارة معيǼة، فما هي القǽمة المتوقعة
  :02التمرȂن 

ǽمثل عدد الكرات المعيǼة  Xلنفرض أنّ المتغير العشوائي . Ȟرات معيǼة Ȟ4رات، منها  10صندوق ǽحتوȑ على 
أوجد التوزȄع الاحتمالي للمتغير العشوائي . Ȟرات تم سحبها من الصندوق ومع الإرجاع 6في عينة مȞونة من 

X.  
  :03التمرȂن 

دقائȘ، وȞان وقت الشحن يتǼع التوزȄع  10شاحنة من النوع المتوسȌ هو ) ملأ(إذا Ȟان الوقت المستغرق لشحن 
   :المطلوبالأسي، 

  .قانون التوزȄع الأسي ǽحقȘ شروȋ دالة الاحتمال بيّن أن - 
  .دقائȘ 5أوجد احتمال أن تشحن الشاحنة في أقل من  - 
  .دقائȘ 10و 5أوجد احتمال أن تشحن الشاحنة في وقت يتراوح بين  - 

  :04التمرȂن 
فإذا افترضنا أنّ المدة المتوسطة لحǽاة . المعطǽات الميدانǽة تثبت أنّ مدة حǽاة السلع المعمرة تتǼع التوزȄع الأسي

  :المطلوب. سنوات 10الثلاجة هي 
  .سنوات 5ما هو احتمال أن تكون مدة حǽاة الثلاجة  أقل من  -1
  .سنة 14ما هو احتمال أن تكون مدة حǽاة الثلاجة أكبر من  -2
  .سنوات 8و 4ما هو احتمال أن تكون مدة حǽاة الثلاجة محصورة بين  -3

  :05 التمرȂن
,૝)ࡺ~ࢄ إذا Ȟانت ૚૟) ࡺ~ࢆ و(૙, ૚) ،المطلوب:  

  :أوجد القǽم الاحتمالǽة التالǽة - 
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ܲ(ܺ > 6)          ,         ܲ(5 < ܺ < 8)           ,      ܲ(ܼ < 3.42)         ,             ܲ(3 < ܼ < 3.3) 
 :Ǽحيث b و  a أوجد قǽمة  - 

-    ܲ(ܼ < ܽ) =  0.579260                    ,                ܲ(ܼ < −ܾ) = 0.011304 
  :06التمرȂن 

  :التالǽة الجدولǽة أوجد القǽم
߯(଴.ଽଽହ,ହ)ଶ     ,    χ(଴.ଵ,ଵହ)ଶ    ,   t(଴.ଽ଻ହ,ଷ)   , t(଴.଴ଵ,ଵ଴)   ,   ܨ(଴.଴ହ,ଶ,଼)  , F(଴.ଽ଻ହ,ଶ,଼)      
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