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Résumé

Notre objectif principal dans ce mémoire est de résoudre et d’étudier le
comportement asymptotique des solutions d'un systéme des équations aux

différence non linéaire d’ordre supérieure.

Nous présentons dans le premier chapitre quelques définitions et résultats

connu sur la théorie des équations aux différences linéaires et non linéaires .

Nous donnons dans la deuxiéme chapitre quelques définitions et résultats

sur les systémes des équations aux différences linéaires et non linéaires.

Le dernier chapitre est consacré sur la résolution et le comportement
asymptotique des solutions d"un systeme d’équation aux différences d’ordre

supérieure.

Mots-clés : Equations aux différences, systéme d’équations aux diffé-

rences, nombres de Fibonacci, nombres de Lucas, périodicité.
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Abstract

Our main goal in this master thesis is to solve and to study the asymptotic
behavior of solutions of the system of non linear difference equations .

In the first chapter, we present some definitions and results of theory of

linear and non linear difference equations.

In the second chapter, we give some definitions and results of linear and

non linear system of difference equations .

the third chapter is devoted to the resolution and the asymptotic behavior

of the solution of a system of non linear difference equations .

Keywords : Difference equations, system of difference equations, Fibonacci

numbers, Lucas numbers, periodicity.
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INTRODUCTION

Les équations aux différences sont a la base de 1’analyse appliquée
depuis L.Euler, P.L.Tchebycheff et A.A.Markov. Précisément, une équation
aux différences est une équation, dont l'inconnu est une suite x, qui relie

plusieurs termes x;, i < n d’'une méme suite.

Récemment, il y a plusieurs de recherches et d'intérét dans les théories
des équations aux différences par plusieurs auteurs. La plupart de ces théories
sont apparues dans beaucoup de domaines scientifiques comme la biologie,
’économie, la physique, la gestion des ressources. En particulier les équa-
tions aux différences non linéaires d’ordre un ont une grande importance

dans ces applications.

Le but de ce mémoire est de trouver la forme explicite des solutions d"un
systeme des équations aux différences non linéaire. En plus de l'introduction

le mémoire se organiser de trois chapitres :

Dans le premier chapitre nous donnons quelques définitions et résultats
connu sur les équations aux différences linéaires et non linéaires; ensuite,
nous présentons la méthode de linéarisation sur quelques types d’équations

aux différences non linéaires a des équations aux différences linéaires.

Dans le deuxieme chapitre nous donnons quelques définitions sur les

systemes des équations aux différences linéaires autonome et non autonome

3



TABLE DES MATIERES

et aussi les systemes des équations aux différences non linéaires.

Le dernier chapitre, la premiere partie est présenté la forme générale des
solutions du systeme des équations aux différences non linéaire suivant
aXnYn-1 bxXp-1Yn

Xn1 = ———+P, Ypr1=——, +a,
Yn— Xn—p

Oun € Ny, 4, a, f sont des parametres et les valeurs initiales x_1, y_1, Xo, Yo
sont des nombres réels non nuls.
Nous intéressons spécifiquement dans la deuxiéme partie sur le compor-

tement asymptotique et la périodicité des solutions de ce systeme pour a = b.



CHAPITRE 1

EQUATION AUX DIFFERENCES

Dans ce chapitre nous rappelons quelques définitions, théorémes et
résultats généraux sur les équations aux différences qui sont bien détaillés
dans [1], [2], [3], [4], [6], [7]. Précieusement, dans la premiere partie nous in-
téressons a résoudre les équations aux différences linéaires autonomes et non
autonomes. Dans la deuxieme partie nous présentons la méthode de linéari-
sation et quelques types d’équations aux différences non linéaires qui peuvent

étre résolus en la transformant aux équations aux différences linéaires .

1.1 Equation aux différences linéaire

1.1.1 Equation aux différences linéaire non autonome
Définition 1.1.1. On appelle équation aux différences linéaire non homogene

d’ordre k I'équation

Xn+k + P1(0)Xpsk-1 + ... + pr(m)x, = g(n), neN,, (1.1)

oitlespi(n), i =1{1,..., klet g(n) sont des fonctions réelles ou complexes définies sur
IN,,, et pk(n) # 0 et pour tout n € IN,,,

(Ol:anO :{no, no+1, ng+2, Tlo+3,'°'}).
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L’équation (1.1) est dite autonome si les coefficients pi(n), i = {1,..., k}, g(n)
sont des constantes sinon I'équation est dite non autonome.

Définition 1.1.2. L'équation (1.1) est dite homogene si g(n) = 0 pour tout n € IN,,,
alors I'équation (1.1) prend la forme suivante

Xp+k + P1(M)Xpk—1 + - .. + pr(n)x, = 0, n € Ny,, (1.2)

(I'équation (1.2) est I'équation homogene associée a I'équation (1.1)).

Remarque 1.1.1. En générale, on associe k valeurs initiales avec I'équation (1.1)

Xpy = C1, Xngsl = €2, « -+, Xpgrk = Cky (1.3)
oitlesc;, i=1,...,ksont des constantes réelles ou complexes.

Définition 1.1.3. Une suite {x,},>n, est dite solution de I'équation (1.1) si elle
satisfait la relation (1.1) et vérifié les valeurs initiales (1.3) .

Théoréme 1.1.1. L'équation (1.1) avec les valeurs initiales (1.3) admet une seule
solution.

Exemple 1.1.1. Considérons I'équation aux différences d’ordre 3

n
Xp43 — —=Xp42 + NXp41 — 33X, =1,
n+1

ot x1=0,x,=-1¢etxz=1.
Nous calculons les valeurs de x4, X5, Xg et Xy comme suit

D’abord on écrivant I'équation sous la forme suivante

n
+1

Xus3 =~ Xns2 ~ Myt + 32 + 11, (1.4)

remplagons n par 1 dans I"équation (1.4) on obtient

1 5
= X3 — +3x1+1= =,
X4 2X3 X2 X1 >

de méme pour n = 2

2 4
= —X4—2X3+3xp+2=——,
X5 3x4 X3 X2 3
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pourn =3

5
X6:%JC5—3X4+3X3+3:—§,

pour n =4

4
X7 = 5x6 —4xs+ 3x4 +4 =13,13.

Lemme 1.1.1. La forme du solution de I'équation aux différences linéaire non homo-

gene de premier ordre suivante
Xns1 = a(n)xy + g(n), (1.5)

avec X, = X9, 1 > ng > 0 et a(n) # 0 est une fonction réelle définie pour n > ny > 0

n-1 n-1 ( n-1
X, = lH a(i)} Xo + Z ( H a(i)) (k). (1.6)

i=ng k=ng \i=k+1

est donnée par

Preuve. (par récurrence )
Pour n =ny

no—1 no—1 ( nop—1
Xy = [H a(i)} xo+ ) (H a(i)) g(k) = xo (vérifié).

i=ng k=1’lo i=k+1

Maintenant supposons que I’équation (1.6) est vraie pour n et montrons quelle
est vraie pour n + 1.

Nous avons

Xni1 = a(n)x, + g(n),

ainsi n—1 n-1 ( n-1
X1 = a(n) Hf: a(i)} xo+ ) [ |1 a(z‘)) g(k)| +g(m),
i=ng k=ng \i=k+1
alors

n

n ] n—1
- [H a(i) | xo + Z ( H a(i)] (k) + g(n),

i=1’L0 ] k=}’l0 i=k+1
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Xpa1 = []‘[ a(i)] xo+ Y [ |1 a(i)J 3(k),
i=ng k=1’l() i=k+1
donc (1.6) est vraie pour n + 1,
alors (1.6) est vraie pour n > ny > 0.
[

Remarque 1.1.2. *Si l'équation (1.5) autonome (a coefficients constantes) non ho-
mogene

Xpe1 = X, + b, n € N,

alors la solution générale est

n—1
X, =a"xg + Z a" " 1p.
k=0

.Sia=1alors

X, = X + bn.

.Sia #1,

La formule contient la somme de n terme d’une suite géométrique dont la raison est
a et son premier terme est 1.

Donc

-1
xn:a”x0+b(a )
a—1

*Si I'équation (1.5) autonome (a coefficients constantes) homogene
Xpe1 =X, 1€ Ny,

alors la solution générale est

X, = a'xg.

*Si I'équation (1.5) non autonome (a coefficients constantes) homogene

Xp+1 = a(n)xy,, n € Ny,
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alors la solution générale est

Xy = [ﬁ a(i)] X0-

i=1’lo

Théoréme 1.1.2. L'ensemble des solutions S de I"équation aux différences homogene
(1.2) est un espace vectoriel sur K de dimension k.

Définition 1.1.4. {La Gasoration W(n) }

La Gasoration W(n) des solutions {x}}usno, (X2 nsngs - + - 1 435} iz, de I'équation aux

différences linéaire homogene (1.2) est donnée par

1 2 k
xn xn o o xn
1 2 .. k
xn+1 xn+1 xn+1
_ 1 2 . k
W(n) =det| x ., x., X |- (1.7)
1 2 .. k
xn+k—1 xn+k—1 xn+k—1

Lemme 1.1.2. {Lemme d’Abel}
Soient {xL}usno, (X2 sy« - - o 138} umn, sOnt des solutions de I'équation aux diffé-

rences linéaire homogene (1.2), et soit W(n) leur Gasoration alors

W(n) = (=1)kr) [H pk(i)] W(no),  Vn=n.

i=7’lo

Preuve. Nous montrons le résultat seulement pour k =3 (avec la méme
maniére on montre le cas générale).
Nous avons

Xn+3 + P1()Xn42 + p2(n)xp41 + p3(n)x, =0, (1.8)
et soient

1 2
{xn }nZnoz {xn}nZnol {xz}nZnol

sont trois solutions différentes de I'équation (1.8), donc La Gasoration est
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donnée par

1 2 3
X, X5, X,
— 1 2 3
W(Tl) o det xn+1 xn+1 xn+1
1 2 3
xn+2 n+2 xn+2
Ainsi
1 2 3
n+1 xn+1 xn+1
— 1 2 3
W(n + 1) - det xn+2 xn+2 xn+2
1 2 3
n+3 xn+3 xn+3
D’autre part nous avons
1 — 1 1 1
xi’l+3 - _pl(n)xn+2 - pZ(n)xn+1 - p3(n)xn,
2 _ 2 2 )
X3 = _pl(n)xn+2 - pz(n)xn+1 - Pg(ﬂ)xn,
3 _ 3 3 3
X3 = —p1(n)x,,, — p2(n)x, ., — p3(n)x,.

On substitue dans W(n + 1), on trouve

1 2

xn+1 xn+1
1 2
xn+2 xn+2

X
X

3
n+1
3
n+2

—pr(n)xt L, —pa(n)xl = pa(m)xl,, —pr(n)xZ, = pa(n)xc, = pa(m)x, —p1(n)x;, — pa(n)x; — pa(n)x;

On remplace L3 par Lz + p2(n) + Lopi(n) on trouve

1 2
xn+1 xn+1
— 1 2
W(n+1) = Y42 Y42

3

n+1

3

n+2 4

X

X

—p3(n)x, —pa(m)x;; —ps(n)x;

o 2
n+1 n+1

W +1)=—ps(n)| x} , 22,
xl 42

n n

10

3

xn+1

3

n+2 |’

3
Xn
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1 2 3
xn+1 xn+1 xn+1
— 1 2 3
= _(_1)p3(n) Xn X Xno |/
1 2 3
xn+2 xn+2 xn+2
1 2 3
n Xn X
— 3 1 2 3
= (=1)"Ps(n) Y+l Xnr1 Yu
1 2 3

xn+2 xn+2 xn+2

Alors
W(n +1) = (-1)°p3(m)W(n). (1.9)

L’équation (1.9) est une équation linéaire de premier ordre, donc de lemme

(1.1.1), nous avons

n—1
Win) = [H(—D%(n)} W(no),

i=1’lo

[ n—1
= (=120 | T Pa(i) | Wino),
= (1)) [r P (i) | W(no).

Théoréme 1.1.3. Si les pr(n) # 0 pour tout IN,,, alors on a le résultat suivant

W(n) #0; Yn>ny  W(np) # 0.
Définition 1.1.5. On dit que les suites {x}}sny, (X2 sy, - - -, (X5 bnsn,s0nt libres

(linéairement indépendantes) sur Ny, si

m
VajeR; Y aph =0 = a;=0, Vj={1,...Kk,
j=1

et on dit que les suites {x}:}su0, (32 usnos - - o (X5 usn, sOnt liée (linéairement dépen-

dantes) sur Ny, si

11
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m

da; # 0; Z ajxfl =0.

j=1
Théoréme 1.1.4. Soit A = {{x}} sy, 102 usnos - - - (X busn,} un ensemble des solu-
tions de I"équation (1.2) alors

A est libre & W(n) # 0.

(A est libre i.e les solutions {x}},sn, (62 nsngs - - o {X5 }usn, SONE libres ).

Preuve. Soient ay, a,, . .., ax telle que
al(x,lq) + az(xfl) + -+ ak(xl,;) =0 alx,l1 + azxfl + -+ akxﬁ =0.

On a une infinité des équations mais on besoin de k équations seulement

axl +aox? + -+ axk = 0,
1 2 k _
Mmx,  +ax, A = 0,
2 2 . k _
\ WX, HAX X = 0,
1 2 k _
alxn+k—1 + a2xn+k—1 + + akxn—i—k—l =0

Donc la forme matricielle est donnée par

x! X2 xk 1 0
1 2 .. k
n+1 xn+l xn+1 az — 0
1 2 k
xn+k—1 xn+k—1 xn+k—1 A 0
Alors
X,y = 0. (1.10)

Onobserve que W(n) = detX, doncl’équation (1.10) admet une seule solution

si et seulement si

12
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W(n) # 0,

et

(a1, az, ..., ar) =(0,0,...,0).

Alors x., x2,..., xk sont libres.

Théoréme 1.1.5. L'ensemble des solutions {{x}}usno, (X2 usnos - - - 1 135} s, } de I'équa-
tion (1.2) est dite ensemble fondamentale si et seulement si

W(nyp) # 0.

Exemple 1.1.2. Considérons I'équation aux différences linéaire homogene d’ordre 3
suivante
Xpa3 + 33Xy —4x,01 —12x, =0, Vn>0. (1.11)

- Montrons que 2", (=2)", (=3)" forme un ensemble fondamentale de I équation
(1.11).

i/ Vérifié que 2" est une solution de I'équation on substituant 2" dans I'équation
(1.11)

M3 4 3422 4421 _1240" =28+ 12 -8-12] = 0.

De la méme maniere on vérifie que (—2)" et (—3)" sont des solutions de I'équa-
tion (1.11).

ii/ On va montrer que cette ensemble {2", (=2)", (=3)"} est un ensemble fonda-
mentale donc il suffit de montrer que W(ng) # 0.

2 (=2t (=3
W(Vl) = det 271+1 (_2)n+1 (_3)n+1
n+2 (_2)n+2 (_3)n+2

13
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Donc
1 1 1
W) =det| 2 -2 -3 |=-20=#0.
4 4 9

Donc d’apres le théoreme (1.1.5) les solutions 2", (=2)" et (=3)" sont libres (linéai-
rement indépendant) alors elles forment un ensemble fondamentale .

Théoréme 1.1.6. Si {{x1} 5., {32 imngs - - - (XK Vs, } un ensemble fondamentale des
solutions de I'équation (1.2), alors la solution générale est peuvent écrire sous forme
d’une combinaison linéaire qui donnée par

owa; i={1,..., k}sont des constantes réelles ou complexes.

Exemple 1.1.3. De I'exemple précédent (1.1.2) nous avons {2", (=2)",(=3)"} est un
ensemble fondamentale de I'équation (1.11).
Alors la forme générale de solution est donnée par

Xy = 12" + co(=2)" + c3(=3)".

Lemme 1.1.3. La différence entre deux solutions {x,}nsn, €t {Ynlnsn, de I'équation
(1.1) est une solution de I'équation (1.2).

Preuve. Soient {x,},>n,, {Yn}n=n, deux solutions de 1'équation (1.1), alors
Xk + P1(M)Xpak-1 + .-+ pr(M)x, = g(m),  Vn > ny, (1.12)

Ynsk + P10 Ypik—1 + ... + M)y, = gn),  V¥n > ny. (1.13)

La différence entre (1.12) et (1.13) est donnée par

(Xn+k = Ynak) + P1(0) Xk=1 — Ynk—1) + - - - + pr(n)(x, — y,) = 0.

Posons z, = (x, —yn), VYn = ny.

14
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Donc
Znsk + P1(M)Zpgi1 + -+ pr(M)z, =0, Yn 2 no.

Dot {z,}uzn, est une solution de I'équation (1.2).
[

Théoreme 1.1.7. Chaque solution de I'équation (1.1) peuvent écrire sous la forme
suivante

k
Xy = xb + Z ax',  ¥n>ny.
i=1

telleque x!, est une solution particuliere de I'équation (1.1) et {{x1}sn, 132 usnos - -+ 1 i)
q n p q n 0 n 0 n 0

est I'ensemble fondamentale des solutions de I'équation homogene (1.2).

Preuve. Soient {x,},>,, une solution de I’équation (1.1) et {x’fl}nzn0 une solu-
tion particuliere de I’équation (1.1).
D’apres le lemme (1.1.3), {x, — xﬁ}nzno est une solution de I'équation (1.2),

et de théoreme (1.1.6) nous avons

1.1.2 Méthode de la variation de la constante

Dans cette section on présente la résolution des équations aux différences li-

néaire non homogene d’ordre 2 par la méthode de la variation de la constante.

Définition 1.1.6. On définit l'opérateur de différence A par
AX, = X1 — X
Soit I’équation aux différences linéaire non homogene de second ordre
Xn+2 + p1(n)xp41 + p2(n)x, = g(n), (1.14)

oupi(n), i=1, 2 et g(n) sont des fonctions réelles définies sur IN,;,
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et (PZ(”) * O/ 8(”) ¥ 0/ Yn > nO)'

L’équation homogene associé est

Xn+2 + p1(1)xne1 + pa(n)x, =0, (1.15)

1

ol {x,}usn, €t {x%}nZno deux solutions de I’équation (1.15). On a {x,}n>n, la

solution particuliere de I'équation (1.14) donnée par
X, = c1(n)xk + co(n)x?. (1.16)

Alors pour trouver les coefficients non constantes c1(n) et c2(1) on suivre les
étapes suivants
Aci(n) = c1(n + 1) — c1(n),

ainsi
ci(n+1) = Aci(n) + c1(n).

Donc

Xoy1 = c(n+1Dxl  +om+1a3

(Aci(n) + cr(n)x). | + (Aca(n) + c2(n))x2, (1.17)
1 2

1 HAcm)x |+ o), .

= Aci(n)x},, +ci(n)x

Nous avons
Aci(n + 1)x}1+2 +Acy(n+1)x%,, =0,

n+2 —
on trouve
Xnp2 = (n+2)xl , +co(n+2)x2,,
= (Ac(n+1)+cr(n+D)xl , + (Aca(n + 1) + co(n + 1))x2
= c(n)x! , +c(m)x,, + Aci(n)x} , + Acy(n)x .
Alors
Xpio = cl(n)x}l ot cz(n)xfl ot Acl(n)x}1 ot Acz(n)xi Lo (1.18)

On remplace l'équation (1.16) et 1'équation (1.17) et 'équation (1.18) dans
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’équation (1.14), on trouve

cl(n)xn ot co(n)x? o, HAC (n)xn ot Acz(n)xn ot pl(n)(cz(n)xn a7t cl(n)xn a7t
Aci(n)x | + Aca(n)xZ ) + pa(n)(c1(n)x;, + ca(n)xs) = g(n).

Mais nous avons

Acl(n)x a7t Acz(n)xn 1=0, (1.19)
x}l ot pl(n)x}q a7t pz(n)xi =0, (1.20)
X2+ pr(n)xs,, + pa(n)x; = 0. (1.21)
On peut écrire I’équation (1.14) comme suit
Acl(n)x ot Acz(n)xn = 8(n), (1.22)

(c’est une équation aux différences linéaire définie par 'opérateur A).

Soit W(n) la Gasoration des solutions {x1},>,, et {x2},x,

Alors
1 2
x?l xl’l
wen=| T,
n+l “n+l
ainsi
1 2
X4 X
n+1 n+1
Wn+1)= 4
n+2 n+2
B 2 1
= Xp1Xn+2 ~ X1 X2
. . 7, . 2
On multiplie I'équation (1.22) par x;
Aci(n)x), 2 | + Aca(m)x>,,x2 = g(n). (1.23)

Et multiplie 1'équation (1.19) par x2_,

Acl(n)x}l +1x ot Acz(n)xn +1x = 0. (1.24)

n+2 —

17
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La différence entre (1.24) et (1.23) est

AC1(Tl)(x31+2xi+1 - x31+1xi+2) T ACZ(n)(xiﬂxiﬂ - xi+2xi+1) = _g(n)x%wl'
Donc
Aci(m)W(n+1) = —g(n)xflﬂ.
Alors
_g(n)xiﬂ
A = —,
all) = Werr 1
D’ou
n—1 N2
—g(i)x?
Cl(?l) — g() i+1
W(@i+1)

co(n) =

Y. = v _g(i)xzzﬂ ¥l 4 N g(i)x}ﬂ 2
" — Wi+1) " — W@iE+1) "
c’est la solution de 'équation aux différence linéaire (1.14).

1.1.3 Résolution de ’équation homogene autonome

Notre objectif dans cette partie est de trouver un ensemble fondamental
des solutions d"une équation aux différences linéaire homogene autonome (a

coefficients constantes ).

Définition 1.1.7. Une équation aux différences linéaire homogenes autonome (a

18
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coefficients constantes) d’ordre k est une équation de la forme
Xntk + P1Xnsk=1 + P2Xpak—2 + ... + PrXy = 0, n € Ny,, (1.25)

oit les p; sont des constantes réelles ou complexes et les py # 0.

Définition 1.1.8. On définie le polynome caractéristique associé a I'équation (1.25)

par
k
P() = ) pid*, (1.26)
=0

ot A un nombre complexe no nul

Théoreme 1.1.8. Soit A un nombre complexe non nul. Si la suite définie par x,, =
A", ¥n € Ny, est une solution de I'égquation (1.25), alors A est une racine de P(A)
(i.e A est une solution de I'équation caractéristique associé a I'équation (1.26)) qui

Zk: pi/\k_i = 0.
i=0

donnée par

Preuve. Supposons
x, = A", VYn € IN.

Alors
AR L p AL A = 0.
Ainsi
A" (/\k +p1/\k‘1 +... +pk) = 0.
Donc
AF 4 p A e =0,
Alors

Zk" pi AR = 0.
i=0
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Exemple 1.1.4. Considérons I'équation aux différences suivante
3Xp40 + 2x,41 — x, = 0.
Le polynome caractéristique associé a cette équation est
p(A) = 3A% + 21 - 1.
L’équation caractéristique associé est
302 +21-1=0.

Théoréme 1.1.9. Si Ay, Ay, ..., Ay sont des racines distinctes de polynome ca-

ractéristique (1.26). Alors {)\T, AS, ..., AZ}HZHO est un ensemble fondamentale des

solutions de I'équation (1.25).

Preuve. Pour montrer que {)\’f, AS, oo, AZ}nznO est un ensemble fondamen-

tale, il suffit de montrer que W(0) # 0, ott W(n) estla Gasoration dessolutions
{A?il, Ag/ ey /\Z}HZTIO

ATA LA
Aﬁ+1 Aﬂ+1 . An+1
W(n) = det 1 2 k
n+k— n+k— n+k—
A1+ 1 A2+ 1 o Ak+ 1
Pourn =0
1 1 1
W(O) = A A Ak

k-1 k-1 k-1
U L L

Cette déterminant est s’appelle déterminant de Vandermonde qui donnée
par
wE) =] [ (1= 1) #0.

i>j

D'ou {A}, A}, ..., Al}usn, est un ensemble fondamentale des solutions de
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’équation (1.25).
|

Corollaire 1.1.1. Si Ay, Ay, ..., Ay sont des racines distinctes de p(A). Alors la
solution générale de I’équation (1.25) est définie par

k

— n
Xy = Z ai\;,
i=1

oitlesa;, i €1{1,2,---,k} sont des nombres complexes .

Théoréme 1.1.10. Soient A1, Ay, ..., A, des racines de polynome (1.26) de multi-
plicités my, my, ..., m, respectivement tels quer <k et my+mo+... +m, =k.

Alors l'ensemble .

n n m;—1n
A mag, i
nzng
i=1

est un ensemble fondamentale des solutions de I'équation (1.26).

Corollaire 1.1.2. La solution générale de I’équation (1.25) est donnée par

r mi—1
Xy = Z Z cin/ A7, cij€ C,neN.
i=1 j=0

Tels que
. Le parametre r < k désigne le nombre des racines distinctes de polyndme
caractéristique associée.
. Le parametre A; désigne une racine de polyndme caractéristique (1.26) .
. Le parametre m; désigne la multiplicité de la racine A;.
. Les coefficients c;j sont des constantes qui sont déterminées a partir des valeurs

initiales.

Exemple 1.1.5. (Suite de Fibonacci)
Résoudre I'équation qui représente la suite de Fibonacci

Fn+2:Fn+1+Fn/

tels que Fo =0 et F; = 1.
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Le polynome caractéristique associé a I'équation est
P(A) =A% -7 -1.

Alors, les racines de P(A) sont

() i)

2 2

ainsi, I'ensemble fondamental des solutions est
{(1+ \/5) (1 - \5)}
2 ’ 2 ’
n=0

donc, la solution général de I'équation de Fibonacci est donnée par

1+ \/5)n+cz(1— \/5)11-

F,. =
n Cl( > 7

D’autre part, pour Fy =0, F1 = 1 nous avons

d’ou, le terme générale de la suite de Fibonacci est
) R =)
V5\ 2 V5\ 2 '

Exemple 1.1.6. (Suite de Lucas)
Résoudre I'équation qui représente la suite de Lucas

F, =

Ln+2 = Ln+1 + Ln;

telsque Lo =2 et L1 = 1.
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Le polynome caractéristique associé a I'équation est
A2=A-1=0.

Alors, les racines de P(A) sont

o))

2 2

ainsi, I'ensemble fondamental des solution est

(59 ()

donc, la solution général de I'équation de Fibonacci est donnée par

1 +2\/5)n ‘e (1 —2\/5)n,

Ln=c1(

on utilise les valeurs initiales on obtient ¢1 =1 et ¢co =1,

d’out le terme générale de la suite de Lucas est

L, = (1 +2\/§)n + (1 _2‘/5)”.

1.1.4 Méthoded’'indéterminée les coefficients pourlarésolution del’équa-

tion non homogeéne

La méthode d’indéterminée les coefficients est permet de résoudre les

équations aux différences linéaires non homogenes de la forme suivante
Xptk + P1Xnak-1 + ... + Prxyn = g(n), n > n, (1.27)

ol les p; sont des constantes et py # 0.

Définition 1.1.9. (Opérateur d’avancement)

On définie 'opérateur d’avancement d’une fonction f par
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- Si f(x) = cst
- Si f(x) # cst
- Si f(x) # cst
- Si f(x) # cst

E(f(n)) = cst.

E(f(n) = f(n+1).
EX(f(n)) = f(n +k).
E(f(n))* = (f(n + 1))~

Définition 1.1.10. (Opérateur annilateur)

A

Soit I'opérateur polynomial N(E) oii E est I'opérateur d’avancement, on dit que N(E)
un annilateur de g(n) si
N(E)g(n) = 0.

Lemme 1.1.4. Le tableau ci-dessous est définie I'opérateur annilateur N(E) pour
quelques types des fonctions g(n).

Fonction Eliminateur N(E)
g(n) = px(n) (E-1)*!
g(n) = cst E-1

gn) =a" E-a

g(n) = a"py(n) (E - a)!

Tels que « est un nombre entier, pr(n) un polynome de degré k .

La méthode d’indéterminée les coefficients
On peut écrire 1’équation aux différences non homogene (1.27) sous la forme

suivante
P(E)x, = g(n), (1.28)

ou
P(E) = EF + p1EF Y + B2 + L 4y,

donc, I'équation homogeéne associé a I’équation (1.48) est
P(E)x, = 0. (1.29)

Supposons maintenant que N(E) est un annilateur de g(n) donc, de I’équa-
tion (1.27) nous avons
N(E)P(E)x, =0, (1.30)
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c’est une équation aux différences linéaire homogene autonome.

Soient Ay, Ay, ..., Ax les racines de polyndme caractéristique associée a
I’équation (1.29) et y1, po, ..., ur les solutions de I'équation caractéristique
associé a I'équation suivante

N(E)x, = 0. (1.31)

La forme générale du solution de I'équation aux différences linéaire non
homogene (1.27) est donnée par

X=X+ o,
{x!} : 1a solution de 1’équation homogene (1.29).

{x7} : 1a solution particuliere de ’équation non homogene.

La solution particuliere de I’équation non homogeéne est trouvé selon les
valeursde A; et u;i€{l, 2, ..., k} comme suit

Premier cassi A; # uj, ¥Yi,je{l, 2, ..., k}

Dans ce cas on prend une solution particuliere {xZ}nZno sous la forme de la

solution générale de 'équation (1.31) et les constantes qui seront déterminées
apres la substitution de {x},,, dans I’équation (1.27).

Exemple 1.1.7. Considérons I'équation suivante
Xpio + Xpe1 — 12x, = n2". (1.32)
On peut écrire cette équation sous la forme suivante

P(E)x, = g(n),

P(E) = E* + E — 12, g(n) = n2".
Donc, de lemme (1.1.4) le polynéme annilateur de g(n) donnée par
N(E) = (E - 2)~
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Maintenant, I'équation homogene associé a I'équation (1.32) est
Xp4o + Xpe1 — 12x,, = 0, (1.33)
donc, I'équation caractéristique associée a I'équation (1.33) est
A2+ A-12=0. (1.34)

Alors Ay = 3, Ay = —4 sont les solutions de I'équation caractéristique (1.34), donc

la solution générale est écrit sous la forme suivante
X = c1(3)" + co(—4)".

D’autre part, soit I'équation homogene

N(E)x, =0,
ainsi
(E-2)%*x, =0,
alors
Xpao — 4x,41 +4x, =0, (1.35)

donc le polyndme caractéristique admet une racine double 11 = pp = 2.
Nous avons A; # uj pour tout i, j = {1, 2}, donc la solution particuliere est écrit
sous la forme de la solution générale de I'équation (1.35) i.e

xb = 12" + an2". (1.36)
On substitue I"équation (1.36) dans I'équation (1.32) on trouve

@22 4 ap(n +2)2"2 + @i 2" 4 ap(n + 1)2" — 12012" — 12a,n2" = n2",

donc
—6a1 + (—6n + 10)a, = n,
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ainsi
—6a; + 10a, — 6na, = n.
Alors
—6a1 +10a, = 0O,
—6612 = 1.
Donc
o= - gy =
1 18’ 2 6
Alors . ,
xb = 52” 6n2”,
et comme
X, = x’fl + x’;l,
d’on . .
X, = —EZ” — gnZ” + 13" + o (—4)".

Deuxiéme cassi di, j€ ({1, 2, ..., k}, A; = y;

Dans ce cas on prend une solution particuliere sous la forme de la solution

générale de 1'équation homogene (1.30) aprés éliminé les termes qui sont
dans la solution générale de I’équation homogene (1.29) puis substituions

cette solution dans I'équation (1.27) pour déterminer les constantes .

Exemple 1.1.8. Considérons I'équation suivante
(E = 3)(E + 2)x, = 5(3"). (1.37)
On peut écrire I'équation (1.37) sous la forme suivante
P(E)x, = g(n),

ol
P(E) = (E - 3)(E +2), g(n) = 5(3").

27



CHAPITRE 1. EQUATION AUX DIFFERENCES

Maintenant, I'équation homogene associée a I'équation (1.37) est
(E=3)E+2)x, =0,

donc, les racines de polynome caractéristique associé a I'équation(1.37) sont Ay =
3,y ==-2
alors la solution générale est

X = 13" + cp(—2)".

Maintenant, de lemme(1.1.4) le polynéme annilateur de g(n) est donnée par
N(E) = (E - 3),
donc
N(E)P(E)x, =0, (1.38)

ainsi

Xp+2 — Xpg1 — 6X, = 0.
Donc, les racines de I'équation caractéristique associée a I'équation (1.38) sont A = 3
(double) et A, = —2.
Alors la solution générale est
x;, = c13" + con3" + c3(—2)".

D’autre part, soit I'équation homogene suivante
N(E)x, =0, (1.39)

ainsi
(E-=3)x, =0,

donc

Xpe1 — 3%, =0,

alors, la racine de polyndme caractéristique est uy = 3.
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Donc il existe i = j = 1 tel que Ay = py dans ce cas la solution particuliére est de
la forme de la solution générale de I'équation N(E)P(E)x, = 0 avec I'élimination des
termes similaires avec {x!'}.

Donc la solution particuliere est

xb = an3". (1.40)

(Le terme c13" et c3(—2)" est similaire a le terme de I"équation {xZ}).
On substitue la valeur de x|, dans I'équation (1.37) on trouve

1
a = §,
donc
xb = n3"1,
Nous avons
X, = b+ x,
Alors

X = 13" 4 013" + cp(=2)".

Le tableau suivant est utilisée pour trouver I'expression de quelques solu-
tions particulieres x, d’équation (1.27).

g(n) X,
a’ c1a”
nka" (co+cin+...+cna"
a" sinbn, a" cos bn (c1sinbn + ¢, cos bn)a™
a'n*sinbn,a"n* cosbn | (co +cin + ...+ cnF)a"sinbn + (dy + din + ... + din*¥)a™ cos bn

TasLE 1.1 - La solution particuliere x/,
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1.2 Transformation de l’équation aux différences non li-

néaire a I’équation aux différences linéaire

Généralement, la majorité des équations aux différences non linéaires ne
peuvent pas étre résolus explicitement. Cependant, quelques types des équa-
tions non linéaires peuvent étre résolus selon des changements des variables
qui permet de transformer 1’équation non linéaire a une équation aux dif-
férences linéaire. Dans cette section, nous présentons quelques types des

équations aux différences non linéaire qui admet une transformation linéaire.

Définition 1.2.1. Soit I une partie de R et f : I"*' — I une fonction continue,

I'équation aux différences d’ordre k + 1 est une équation de la forme suivante
x;/l.l,-l = f(.Xn, Xn_l, . e ,xn_k), ne N, (1.41)

ott les valeurs initiales xo, x_1,- - - , X_i sont des nombres réelles ou complexes. I'équa-
tion (1.41) est dite non linéaire si elle est n’est pas de la forme de I’équation (1.1).

Exemple 1.2.1. Soit
Xp—1 + Xy
Xn+1 =

4

xn_z - 1

c’est une équation aux différences non linéaire d’ordre 3.

Définition 1.2.2. Soit {x,},>_i une solution de I'équation (1.41) alors

v si AN > —k tel que Xnip = Xn, Y1 2 N alors {x,},>_ est dite éventuellement
périodique de période p, p € N,

v si N = —k on dit que {x,,},>— est périodique de période p.

Exemple 1.2.2. Soit

1
Xpt1 = —, N 2 O/
n

est une équation aux différences non linéaire avec xy # 0. Donc

1 1
xn+2:—:T:xn/
Xn+1 =

Xn
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Donc la solution {x,},>0 est périodique de période 2 .
D’out la solution est
Xon = Xo,

) VYn e N

Xon+1 = —
X

1.2.1 Equation de Riccati

L’équation de Riccati homogeéne
L’équation homogene de Riccati est donné par

Xp1Xn + P(M)Xp11 + g(n)x, = 0, n €N, (1.42)

ou p et g sont des fonctions définies sur IN.

On pose
1
n= " N
y . ne
alors
1
Xp = —.
Yn
Donc I'équation (1.42) devient
1 1 1
— +p(n) +q(n)— =0, neNN. (1.43)
Yn+1 Yn Yn+1 Yn

On multiplie I’équation (1.43) par (v,+1Y,) on obtient

1+ p(n)]/n + q(n)ynﬂ =0, n €N,

c’est une équation aux différences linéaire homogene d’ordre un.
L'équation de Riccati non homogene

L’équation aux différences non homogene de Riccati est donnée par

Xn1Xn + p(1)Xpi1 + g(n)x, = g(n), n €N, (1.44)
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ou p, q et g sont des fonctions définies sur IN.

Xn = (y;;-l) - p(TZ)

On substitue dans 'équation (1.44) on trouve

On pose

yn+2 yn+1 yn+1 yn+2 yn+2
- +1) - + +1 +
s U ” p(n+1) ymp(n) p(n + 1)p(n) + p(n) e
—p(n)p(n + 1) + q(n)y;” _ g(m)p(n) = g(n).
Donc
y;*z - y;“mn +1)+ q(n)y;” — q()p(n) = g(n). (1.45)

On multiplie I’équation (1.45) par v, on trouve

Yns2 = Ynr1p(m + 1) + g(n)yp1 — q)p(n)y, = g(M)yy, n € N.

Alors
Ynr2 + (=p(n + 1) + q(n)) yue1 — (g(m)p(n) + g(n)) yn = 0,

c’est une équation aux différences linéaire homogene d’ordre 2.

Exemple 1.2.3. Résoudre I'équation aux différences suivante

Yne1Yn — Yne1 + Yn = 0, n € N. (146)

L’équation (3.1) est de type équation de Réccati homogene (1.42) avec
p(n) =-1etqg(n) =1.
1
Donc de changement de variable x, = ]/_ I'équation (3.1) devient I’équation aux

n
différences linéaire suivante

Xps1 —Xp+1 =0, n € IN.
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1.2.2 Equation de Riccati généralisée

Soit I’équation aux différences de Réccati généralisée suivante

_a(n)x, + b(n)
el = c(n)x, +d(n)’

neN, (1.47)

oua, b, c et d sont des fonctions définies sur IN, avec c(n) # 0
et a(n)d(n) — b(n)c(n) # 0, ¥Yn € N.

On pose

c(n)x, +d(n) = yn+1, n € IN.

n

Alors
_ Ynn _d(?’l)

o)y, c(n)
On remplace dans I'équation (1.47) on trouve

n

Yn+1 d(”))
n - + b(n
Yn+2 _ dn+1) )(c(n)yn c(n) ()
cn+1yu1 cn+1) Yn+1 ’
Yn
Yn+1 d(”)] Yn Yn
= - +b ,
“m[dm%1 ) E
= a() LY T Iy S
C(”)%M c(n) Yn+1 Yn+1
a(n) d(n) Yn Yn
= ——-—a(n)—— +b :
o) e g T
Alors
n+2 a(n d(n) yn n d(n
C(”Zl)yml - % B a(n)%ﬁ + b(n)% + CETZIB’

a(me(n + Dy a(mdm)y,cn+1) b)yactn +1) dn+ 1)y
T e+ Dyur )i+ 1) Yrerc(n + 1) c(n+ Dt

Donc

Yoz = S 1+ Dyt = 2 dn)yuctn + 1) + bn)yactn + 1) + d(n + Ve,

c(n) c(n)
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= (Mc(n +1)+dn+ 1)) Yn+1 + (b(n)c(n +1) - @d(n)c(n + 1)) Yn-

(n) c(n)
Alors
c(n+1
Yn2 — ( E ;c(n +1)+dn+ 1)) Yn1 + ( (n)d(n) ( o ) — b(n)c(n + 1)) Y, = 0.
(1.48)
On pose
_am)e(n+1)+d(n +1)c(n)
Pl(”) - C(ﬂ) 7
c(n+1
pat) = (a(mid(n) — () .
Donc I'équation (1.48) devient
Yns2 + pr(m)Yns1 + p2(n)yn = 0,
c’est une équation aux différences linéaire homogene d’ordre 2.
Exemple 1.2.4. Résoudre I"équation aux différences suivante
2x, + 3
Xp+1 = 3xn—+2, n € IN. (149)

L’équation (1.49) est une équation de Riccati généralisée aveca =2, b =3,
c=3,d=2.
Nous avons ad —bc=-5#0

Donc de changement de variable

yn+1
Yn '

3x,+2=

I'équation (1.49) devient
Yn+2 — 4yn+1 - 5yn = 0.
En effet

p1(n) = _712 = —4,
pa(n) = —
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1.2.3 Equation de Riccati de type f (x;—:l, n)=0

Soit I’équation de Riccati de type suivant

FE =0, nelN. (1.50)

n

De changement de variable z, = x;“, I’équation (1.50) devient

n

f(zn/ n) = O
Exemple 1.2.5. Soit I'équation aux différences non linéaire suivante

2

X5 — XXy + 23(,21 =0.
Donc
1 +
”; — 3= 2=0
n Xn
Alors

(xn+1 )2 _ 3xn+1 +2=0
X, X, ’

est de la forme de I"équation (1.50), donc de changement de variable

_ Xn+l
n — 7
Xn

I'équation devient
72 -3z, +2=0.

1.2.4 Equation de Riccati de la forme (x,41)" (Xpsx-1)" - . . ()" = g(n)

Soit I’équation aux différences non linéaire de Riccati de la forme suivant

(k)" k1) ()™ = g(n),  nmeNN. (1.51)

Nous entrons In sur les deux cotées de I’équation (1.51), on trouve

In [Qni)" (k1) - - (00) 1] = In g (1),
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ainsi

riIn[x,] + roIn[x61] + ..o+ 741 In[x,] = In g(n).

Onpose z, =In(x,), l'’équation devient
MZnsk + 12Znsk=1 + - .. + 11412, = Ing(n),

c’est une équation aux différence linéaire non homogene d’ordre k.

Exemple 1.2.6. Résoudre I'équation aux différences suivante

2
_ xn+1
.Xn+2 - 2

Alors

In (x442) =

In xiﬂ) ~—In (x%),

= 2Inx,41 —2Inx,.
Donc
In(x,42) —2Inx,41 + 2Inx, = 0.

Onpose  z, =1In(x,).
Alors on obtient
Z}’l+2 - 221’1+1 + 2Zn = 0.
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CHAPITRE 2

SYSTEME DES EQUATIONS AUX
DIFFERENCES

2.1 Systeme des équations aux différences linéaire

Dans cette section, nous définissons les quatre types des systemes des
équations aux différences linéaires et nous intéressons de trouver la forme

des solutions de ces systéemes.

2.1.1 Systéme autonome homogeéne

Définition 2.1.1. On appelle systeme de k équations aux différences linéaire auto-
nome du premier ordre

1 — 1 2 k
X, = 41X, + appXx, + -+ auX,,
2 — 1 2 k
) X .1 = a21X, + dxpX, + -+ dyX,,
k _ 1 2 k
Xoo1 = X, + aX, + -+ agxg,, n € Ny,
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2 k

avec les valeurs initiales x; , x5, -+, xX& sont des constantes réelles ou complexes.

nog’ X

On peut écrire ce systéme sous la forme suivante

X1 = AX,, n € INy,, (2.1)
ou
X}l aip aip--- Ak
X, = x% eR,A=| T e MR, i, jeN
xﬁ k1 Qg2 - Okk

k)T

Proposition 2.1.1. Le systeme (2.1) avec les valeurs initiales X,,, = Xo = (x5, x5, -+ , X§

admet une solution unique donnée par
Xy = A" X, n € INy,.

Le probleme qui se pose maintenant, comment trouver la forme de A"
explicitement?
Des cas particuliers ou A est une matrice diagonalisable ou triagonalisable, la

matrice A" est définie explicitement

Exemple 2.1.1. A diagonalisable
Considérons la matrice A d’ordren = 3

0 2 -1
A=l 3 -2 0
-2 2 1

Le polynome caractéristique P (A) associée a A est

A2 -1
PaAd)=| 3 -2-1 0
2 2 1-A

Donc
Pa(A) = (1 = A)(A =2)(A +4),
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alors les valeurs propres sont

A1 = 1, /\2 = 26t)\3 = —4;

donc sp=1{1,2,-4},
les vecteurs propres associé sont

4 -2
Ei= ,Er=1 3 |,Ezs=| 3
-2 -2

Nous avons
Card(sy(A)) = Ordre(A),

alors, A est diagonalisable.
Donc A écrit sous la forme suivante

A = PDP7L.
Avec
1 4 -2 10 O
P=11 3 3 |(,D=]102 0
1 -2 -2 00 -4
Alors
, 1 4 -2 10 O 0 12 18
A:% 1 3 3 02 0 5 0 -5
1 -2 -2 00 -4 -5 0 -1
Donc

A" = PD"P1,
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Ainsi
, 1 4 -2 1" 0 0 0 12 18
A”:% 1 3 3 o 2" 0 5 0 -5
1 -2 -2 0 0 (-4 -5 0 -1

D’on

L[ 181204y
At = 5| 1818 (~4)"
18 + 12 % (—4)"

Exemple 2.1.2. A triagonalisable

1 2
B= .

Le polynome caractéristique Pp(A) associée a B

Soit la matrice B d’ordren = 2

Pg(A) = A2 =24 + 1.

Les valeurs propres sont A = —1(double) (sp = {—1}), les vecteurs propres sont

-1
E_ :y[ 1 ], Yy e R
Comme
Card(sy(B)) # Ordre(B),

donc B n'est pas diagonalisable.
Ona
Pp(A) = (A +1)(A +1).

On a le polyndme caractéristique Pg(A) est scinde, donc B est triagonalisable.
Maintenant, on va compléter E_; on trouve

(3]
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Donc B écrit sous la forme suivante

B =PjpP},
avec ,
-1 — -1 1
P = 1 2 |, ]= ,
1 0 0 -1
ol
J=D+N,
-1 0 01
= +
0 -1 00
Alors 1
-1 1 -1 1 -1 —
-2 =2 0o -1 1 0
Nous avons
A" = PJ"pL.
D’autre par, on a
]n = (D + N)n/
ainsi
= D" + nND" !,
donc
D" 0 01 (=1)"1! 0
= +n ,
0 (-1 00 0 (=1)*1
alors
= D" n(=-1)""*
I N G i
Donc

-1 n n—
o 7]( (=1)" n(=1) 1]( 11 ]
1 0 0 (1 J| -2 =2
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. Dre-2n (-1)"(2 - 2n)
Ly =201yt (=21t )

2.1.2 Systéme autonome non homogéne

Soient A = (a;j)) € Mi(IR) une matrice (constante) réguliere, B est une
fonction définie sur IN,,, avec B(n) € Rfetk > 2.

Définition 2.1.2. On appelle systéme des équations aux différences linéaire autonome

d’ordre 1 non homogeéne I'équation suivante

Xpe1 = AX, +B(n),  neN,,. (2.2)

Proposition 2.1.2. Le systeme (2.2) avec les valeurs initiales X,,, = X, admet une

solution unique donnée par

n-1
X, = A"0X, + ZA”—i-lB(i), n e Np,.
i=1’lo
2.1.3 Systéme non autonome homogéne

Soient A(n) = (a;j(n)) € Mi(IR) une matrice réguliere sur IN,, .

Définition 2.1.3. On appelle systeme des équations aux différences non autonome
homogene I'équation
Xus1 = A(n)X,, n € IN,. (2.3)

Proposition 2.1.3. Le systéme (2.3) avec X,, = Xo admet une solution unique et

n—1
[JEE

i=n0

cette solution est

X, = Xy, neN,,. (2.4)

o1l

| An-1)An -2)...A(no) n > ny,
B I si 1 =ny.
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214 Systéme non autonome non homogene

Soient A(n) = (a;j(n)) € Mi(R) une matrice réguliere, B est une fonction
définie sur N,,, avec B(n) € RFetk > 2.

Définition 2.1.4. On appelle systeme des équations aux différences linéaire non

autonome non homogene I'équation suivante
Xu+1 = Am)X, + B(n), n € INy,. (2.6)
Proposition 2.1.4. Toute solution du systeme (2.6) s’écrit sous la forme
X,=X'+X!, nelN,.

oit X! est la solution générale du systeme (2.3) et X, est une solution particuliere
du systeme (2.6)

Théoréme 2.1.1. Le systeme (2.6) avec X(ng) = Xo admet une solution unique et
cette solution est

n—1
146

i=r+1

n-1
Xy + Z

r=np

n—1
[JEG

i=1’lo

X(n) = B(r) n € Ny, (2.7)

2.2 Systeme des équations aux différences non linéaire

Définition 2.2.1. Un systéme de k-équations aux différences non linéaire d’ordre 1
est un systeme donné par

1 _ 1 k

x.. = f (xn, el xn),
2 _ 1 k

xn+1 - f2 (xn/ s xn) ’
ko 1 k

X5 fx (xn, . xn)

Avec les valeurs initiales x%, - - -, xX sont des constantes réelles ou complexes et f; sont
0 0

des fonctions continues de k variables (non linéaires).
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Ce systeme s’écrit sous la forme

Xn+1 = F(Xn)/ ne Nng/

1

nrs

2 . kT

ot X, = (x,, x5, ,xy,)", et F est une fonction continue de k variable définie comme

suite
F:TF — 1

Xn — F(X,) = (fl(Xn)/ fZ(Xn)/ e /fk(Xn))-

Définition 2.2.2. Soient f et g deux fonctions continues
f:]Ik+1 X]]k+1 — 1 g:]lk+1 X]Ik+1 _)1[

ou II, JJ sont des parties de R.
Un systeme des équations aux différences d’ordre 2k + 2 est un systeme donnée par

Xn+1l = f(xn/ Xn—-1s «+ s Xn—ks ynl yn—ll Ry yn—k)/
(2.8)
Yn+1 = & (xn/ Xn-1s +++7r Xn—kr Yn,» Yn-1, -+, yn—k) ’

oit 1, k € No, (X—k, X—s1,---, X0) € I* et (Yg, Yrs1,---, Yo) €T

Définition 2.2.3. On définie la fonction

H - ]Ik+1 % ]Ik+l s ]Ik+1 % ]Ik+l/

par
H(ZU) = (fo(w)/ fl(w)/ sy fk(w)r go(ZU), gl(w)/ ceey gk(w)) s
ol
w = (ug, U1,..., Ug, Vg, V1,-..., vk)T,
et

fow) = f(w), fiw) =1uo,..., fil(w) = U,

gO(w) = 8(w)/ gl(w) =00, , gk(w) = Uk-1-
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On pose

T
Wy = (xn/ Xn—-1s «++7 Xn—ks yn/ ]/n—l; ceey ]/n—k) .

Ainsi, le systéeme (2.8) est équivalent avec le systeme suivant

H(wn) = (f(wn)/ Xny oo or Xn—k+1,s g(wn)/ Ynr vy yn—k+1)/

- (xrl+1/ Xns oo r Xn—k+1s yn+1/ ]/n/ ceey }/n—k+1)/

= Wn41-
C’est-a-dire
Xn+1 = f(xn/ Xn—-1s «++7 Xn—ks ]/n/ yn—li Ry yn—k)/
xi’l = xn/
Xn—k+1 = Xn—k+1,
3
]/n+1 = g (xrl/ Xn—-1s «++r Xn—ks yn/ ]/n—1/ R ]/n—k) s
Yn = Yu,
Yn—k+1 = VYn—k+1-

Exemple 2.2.1. Soit le systeme suivant

2+,
Xn+l = 5+—xn_1,

2+ xy
yn+1 5+ yn—l .
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Ce systeme est équivalent a

2+ Yy
X = -—,
n+1 5+ X, 1
Xn = Xu,
3
2+ xy
1 = =
yi’l+ 5 + yn_1,
Yn = VYn-

Définition 2.2.4. (Périodicité)
On dit que la solution {(x,, Yn)lns—k est périodique de période p s’il existe un
entier p > 1 tel que

Xn+p = Xn,
Vn > —k.

Ynvp = VYn-
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CHAPITRE 3

SOLUTIONS ET COMPORTEMENT DU
SYSTEME DES EQUATIONS AUX
DIFFERENCES NON LINEAIRE

Dans ce chapitre, on s’intéresse a la résolution et I’étude de comportement

des solutions du systéme des équations aux différences non linéaire suivant

axnyn—l

Xnyl = + ,8/ ne N/
Yn =@
) (3.1)
Xn—-1
yn+1 = .?Z/ln—nlg +0(, n EN,

ol les parametres a, b, a, p et les valeurs initiales x_;, y_;, i =0, 1, sont des
nombres réels non nuls.

Dans cette chapitre, nous avons bien détaillé 1’article [5].

Remarque 3.0.1. On dit que le systeme (3.1) avec les valeurs initiales x_1, y_1, Xo

et Yo qui sont positives et non nuls soit un systeme bien définie si et seulement si
Yo—a#0, x,—pf#0 n € IN.

Par exemple si on choisit les parameétres a, b, a, p et les valeurs initiales positives
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telles que xo > B et yo > a, alors tout les solutions du systeme correspondant sont
bien définies.

Maintenant si au moins ['une des valeurs initiales est nulle alors le systeme soit
non définie, parce que par exemple si on prend y_1 = 0 alors x; = f et donc on

trouve ax1y
1Yo
Xy =

" —a

+ B, n € N,

_ by1xo

+a, n € IN.
Y2 X - B

Alors y, n'est pas définie.

3.1 Forme des solutions
Nous donnons dans cette partie la forme des solutions du systeme (3.1).

Théoréme 3.1.1. Soit{(x,, Yn)}n>—1 une solution du systeme (3.1), alors pour tout
n €N

1 (G = o{ (A (O et
o= (16T o) 2T 645 25 +1)e

aovec
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AUX DIFFERENCES NON LINEAIRE

Preuve. Nous avons pour tout n € IN

aXyYn-1 bxy-1Yn
Xp1 = ——— + ,8/ yi’l+1 = s
Yn—a Xn =P
donc b
AXnYn-1 Xn-1Y
xn+1_ﬁ:L/ Yn+1 — = A
yn - xn - ﬁ
Alors
Xnt1 =P AYn-1 Yns1 =@ bx,_q
Xn Yn—a’ Yn Xn =P
Par les changements des variables suivant
x J—
Uy = ; P , n €N,
-1
! (3.2)
Yn—a
U, = , n € IN.
yn—l
Le systeme (3.1) devient
a
Unyl = — ne II\T/
Up
(3.3)
Uyl = —, n € IN.
On
Ainsi .
On+2 = s ne II\I/
Un+1
b
Upsn = , n € IN.
Un+1
Donc
a
Un+2 (E)Un' n €N,
b
Upep = " Uy, n € IN.

Nous avons

Pour n =0

a
Uy = (E)Uo.
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Pour n=1 U3 = (%)01.

o n= o= (3= (=3
our n = U4—b02—b on—b 0-
Pour =3 - (5)= ()= 3) <
our n = U5—b03—b bvl—b 1-

Alors par récurrence, nous avons
a\
Uon = (E) Yo,

a n
Oons1 = E 01.

De la méme maniere, on trouve
n
b
uzn = - 1/10.
a
n
b
Uyl = || U1
a

De changements des variables (3.2) on trouve

{ Xy = UpXp—1+p, n €N, (3.4)

Yn = UplYpta, n €N,

remplagons n par 2n et 2n + 1 respectivement dans le systeme (3.4), nous
obtenons pour tout n € IN

n

VoXon-1 + B,

a
Xop = UgpXop—1 + f = b

n
) U1X2n + B,

[l IRN

Xop+l = Uopp1Xon + f = (

=

b
Yon = UpYop—1 + @ = (E UoYon-1 T &,
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b n
Yon+1 = Uops1lYon + @ = (E) U1Yom + @,
ainsi
a 2n a\"
Xopt1 = (E) VoU1X2p-1 + (E) 01+ B, n €N, (3.5)
a 2n+1 a n+1
Xop+2 = (E) V01X + (E) UO,B + ﬁ, ne N, (36)
b 2n b n
Yon+1 = (E) Uo1Yon-1 + (E) ma +q, n €N, (3.7)
b 2n+1 b n+1
Yons2 = (5) UoU1Y2n + (E) Upx + «, n €N, (3.8)
posons
fn = Xon-1, &n = X2n, hn = Yon-1, kn = Yon, n € IN. (39)

Alors, les équations (3.5) —(3.8) devient des équations aux différences linéaires

de premier ordre suivant

a 2n a\"
fne1 = (E) VU1 fn + (E) v1f + B, n €N,

a 2n+1 a n+1
Sn+l = (5) Vo018n + (5) vop + B, n €N,
b 2n b n
hyo1 == wouih, +|-| ma+«q, n €N,
a a
2n+1 n+1
ki1 = (5) g1k, + (E Upx + n € IN.

D’aprés le lemme (1.1.1) pour n € IN nous obtenons

n-1

o= (T3 o)+ 5 (T () (3 v 1)

k=0 \i=k+1
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n-1 b n—1 11;1 b b k
hn = - UpUq ho + E - UpUq -l u+1]a,

11\, 11 \g a
i=0 k=0 z—k+1

n—1 2i n-1( n-1 2i+1 k+1
, (17 b b

kn = r - UplUq ko + - Uglq - up+1|a,

1 a a

i=0 k=0 z=k+1

on substitue les changements des variables (3.9) on trouve

n-1 2\2 n-1( n-1 7)\2i+1 7\k+1
X0y, = (—) V001 | x0 + (—) Vo1 (—) v+ 1],
L1 \p b b
i=0 k=0 \i=k+1
n-1 2i n-1 ( n-1 2i k
b b b
Yon-1 = ( | (5) uoul] Y1+t H (—) uoul] ((5) Uy + 1) a,
i=0 k=0 \i=k+1
n—1 21 n-1( n-1 2i+1 k+1
b - (b b
Yo = ( | (5) Moul] Yo+ Z [r (—) MoulJ ((E) Uy + 1)04
i=0 k=0 \i=k+1

D’aprés les équations (3.2) et (3.3), nous avons

Uo = xo—‘B, Up = yo—a, uy = s ;01 = s .
X-1 Y-1 Xo— Yo—«
Soit d = vyvy, alors
. ay-1(xo — p)
x_1(yo — @) ’

bx_1(yo — ) _ab

etona U = ———— = .
o y—l(xo—ﬁ) d

. ab .
On substitue ug, u1, vy, v1, d, — on obtient

d
Xop-1 = (t_: (%)Zi d] X_1+ :Z_;l‘ [jjl (%)Zi d] ((%)k yc(l)y—_la + 1) B,
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n—1 b 2i ab n—1 !1—1 b 2i
Yon-1 = H (5) E] Y-1+ —[ (E)
i=0 k=0 \i=k+1
n—1 2i n-1 ( n-1 2i+1
- b\ ab b
Van = [ B z] vo + Z( B
i=0 k=0 \i=k+1

3.2 Comportement asymptotique et périodicité des solu-

tions poura =b

Dans cette section on s’intéresse a I'étude de comportement des solutions

du systeme (3.1) pour a = b.

Le corollaire suivant définie la forme des solutions pour a = b.

Corollaire 3.2.1. Soit {(xy, Yn)}n>—1 une solution du systeme (3.1) avec a = b, alors

pour n € IN nous avons

x_1+h15n
Xop-1 = ; ar -1
d X_1+(d_1)h1‘3
X0+h0‘37’l
Y =§ (4" —1
d X0+(d_1)hoﬁ
y_1+t10(1/l
a2\"
Yan-1 =4 (a?\" (E) -
E_
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Yo + toan d = a?,
a2\ 1
Yan =3 (a?\" d) 2
l Yo + > toxx d+a
— -1
i d
O
Xo — ay_ -« _
h(): 0 ‘B+1,h1: y1+1,t0:y0 +1,t12dX1+1.
X-1 Yo—« Y X0 —

Preuve. Comme a = b d’aprés le théoreme (3.1.1) nous avons

n—1 n—-1( n-1
Xop—1 = [ d] X_1+ Z [ H d) (yiy__la + 1),3,

i=0 k=0 \i=k+1
alors .
Xop—1 = d”x_l + (dn_k_l) (ay—_1 + 1),8,
k=0 Yyo—a
a n—-1
= d”x_l + ( Y1 + 1)‘8 (dn_k_l) ,
Yo—a k=0
=d"x_{ + ( Ay 1)ﬁ [d”‘l +d72 4+ do]
Yo—«
*Sid=1
Xop 1 = X_1 +( i +1)ﬁ[1”‘1 +1"2 4+ 1],
Yo—«&
d’ou

Xop—1 = X_1 + hlﬁn

*Sid # 1, la formule de x,,-1 contient la somme de n terme d’une suite géo-

métrique dont la raison est d et sont premier terme est 1, donc

— qn ay-1 d' -1
xzn_l_dx_l—i_(yo—a—i_l)ﬁd—l,
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d’ou 1
xan—dx1+h1‘Bd 1
De la méme maniére on trouve
*Sid=1
Xoy = Xo + hoﬁi’l.
*Sid+#1

-1
d—1"
D’autre part, comme a = b la suite You—1 est donnée par

n—1 2
_ a bx_1
Yop—1 = Fl yﬁZ[H ](xo—ﬁ—'_l)a’

Xoy = d"xo + hO‘B

i=0 k=0 \i=k+1
alors ) ) )
T a2 (bx_1 ) = [n azJ
Yon-1 = — |y + +1|a —1,
i=0 d Yo~ p k=0 il;-[l d
(az)n bx_l n-1 2 n—k
=] y1 + ( — + 1)a —) ,
d X0 ﬁ o d
—ﬁn +bx_1+1a én+én—1+ +£1
“\a) M\ —p al "\ d
*Sid=a
You-1=Y 1+t10([1n 1”1 +1],
d’ou

Yon—1 = Y1 + han.

*Si d # a2, la formule de Yon—1 contient la somme de 1 terme d'une suite géo-
2

. . a .
métrique dont la raison est — et sont premier terme est 1, donc

d

a?\" bx_; (d
Y1 =7 Y_1+ +1la ——

X()—ﬁ
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a n
Y1 = (E) Y1 +hao——mu.

2
a
— -1
d
De la méme maniére on trouve
*Sid = q?
Yon = Yo + toan
*Sid # a2
) 11205 )
Yon = —~ Yo + [ _] a,
i=1 d =0 \i=k+1 d) Y-
d’ou

n
Dans le théoréme suivant nous étudions les limites des solutions du sys-
teme (3.1) aveca = b.

Théoreme 3.2.1. Soit {(x,, Yn)}ns—1 une solution du systéeme (3.1) avec a = b, alors
les assertions suivantes sont vraies

(a) Six_q+ hld f 1 # 0, alors
lim |XQn_1| = +o09, Si |d| >1,
n—-+00
. hy .
nl_l)IPOOXQn_1 = ‘d—ﬁl , sild| < 1.
Sinon, sion prend x_1 +h 7 f T = O et d # 1 nous obtenons xp,—1 = x_1 pour

tout n € IN.

(b) Supposons d =1 ,si hiff # 0 (i.e hy # 0) alors lirp |X2,-1] = +o0. Sinon,
n—>+o0
nous obtenons xp,—1 = x_1 pour tout n € IN .
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(c) sz'x0+hod_1 # 0 alors
Iim | xp,| = +oo, sild| > 1,
n—+oo
. ho .
nli)rpwxzn = 7 —ﬁl’ sild| < 1.
Sinon, sixg+ hy 7 f T = O et d # 1 nous obtenons xp, = xo pour tout n € IN.

(d) Supposons d = 1, si hofp # 0 (i.e hy # 0), alors lirin |x2,,] = +00. Sinon,
Xon = Xo pour tout n € IN .
(&) Siy1 + b5 %0
a

Z)-1
d
lim lyzn_1| = 400, Si |(7l| < 612,
n—+o0o
. tla .
) lim Yon—1 S |d| > 2.

n—+o0o - az !
(3)‘1

o
az— = 0etd # 1, nous obtenons yp,—1 = y—_1 pour tout
—1-1

%)

(f) Supposons d = a?, si i # 0 (e t; # 0), alors lim |y7_n_1| = +o00. Sinon,
n—+00

Sinon, siy_1+H

n € IN.

nous obtenons y,-1 = y_1 pour tout n € IN.

(g) Siyo+ toL # 0, alors

(7)1

lim |y2n| = 400, si|d| < a?,
n—+oo

< . toO( . 2
lim yp, = — si|d| > a*.
n——+oo a 1
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AUX DIFFERENCES NON LINEAIRE
(04
a? .
d

(h) Supposons d = a%. si toa # 0 (i.e tg # 0) alors lirP |y2n| = +oo. Sinon, nous

Sinon, si yo + to = O et d # 1 nous obtenons v, = yo pour tout n € IN.

obtenons v, = yo pour tout n € IN.

Preuve.

(@) On a d’aprés le corollaire précédent la suite x,,_1 avec d # 1 est donnée

par
d'—1

Xop—1 = d"x_1 + P 71

ainsi ;
" 1
= d”x_1 + hl d" — hli
d-—1 d-1’

alors

Xop—1 = |x_1+ hld — 1]dn - hldl‘%l
Posons 1 =X+ ]’lldl‘%l, Cyr = —hld f 1

Alors on obtient

Xon—1 = C1d" + ¢s.
Sici#0
Si|d|>1alors
lim | x5,-1 |= lim | ad' + ¢y |,
n—+oo n—+oo
= lim |cp [[d" ],
n—+oo
= +o0.

Si|d|<1alors
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p
d-1

lim x5, = lim (Cldn + C2) =0 =-In
n—+o00

n—+oo

Si 1 = Oi.e.
B _
X_1+ hld 1 0,
alors g
X1 = g
D’ou
Xop-1 = C2 = —Iy P =X-1
d-1
(b) Pourd =1
On a
Xop—-1 = X-1 + hlﬁi’l.
Si h; # 0 alors
lim | X2n-1 |= +00,
n—+oo
Si hp = 0 alors
im x5,-1 = x_1.
n—+00
(c) Nous avons
Xop =d"xg + h "1
on = d'Xo + hof——
De la méme maniere on trouve
Xoy = le+h0d€1]dn—hod€1.
Posons 8 8
C3:xO+hoﬁ, C4:—h0d_1.
On obtient
Xoy = C3dn + C4.
Sics #0
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Si|d|>1
lim | x, |= +00.
n—+oo
Si|ldl<1
X2n=C4=—h0d€1.
SiC3 =0

xZn - xo.

(d) Sid =1 donc
Xoy = Xo + hoﬁn

Si hy # 0 alors

lim | X9, |= +00.
n—+oo

Si hy = 0 alors

Xon = XQ.

(e) Nous avons

d
ainsi
a?\"
a?\" E) d
You—1 = (g) Y1+ ha 2 il
L E - 1
2 n
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alors
Nyt | () - e
Yon-1=|Y-111h 2 1 P laz—d'
d ]
Posons
C5 = +t d_a Ce = —t da
5=1Y-1 1a2—d' 6 = 1a2—d'
On obtient
a2\"
Yon-1 = C5 (E) + Ce.
Sicsg #0
Si|d|< a?
a?\"
i = i s () <4
a?\"
=, lm _ics (E) /
= 4+
Si|d|> a?
5 1 a?\" o do
i yene = lim (oo ) o) = o= i
Si Cs = 0
do
Yy-1+ 21 24 = O,
alors
da
Y1 _tlaz —d
On trouve
» da
Yo = 1a2 4 YV
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(f) Sid = a® donc
Yon—1 = Y-1 + ban.

Sity # 0 alors

lim |y2n_1l = +00.

n—+00
Sit; =0 alors

lim yp,-1 = y-1.

n—+oo

(g) Nous avons

a2\" d
Yo = 7 Yo + toaaz—ll
= |-

De la méme maniére on trouve

Posons
..
7 =Yo T 1o 2_g BT Thoa
On obtient
a?\"
Yon = C3 (E) + C4.
Sicy #0
Si|d|< a?
7/11—1>IIIOO |y21’l| - +OO.
Si|d|> a?
I do
Yon = C8 02 _ 4
Si Cy = 0
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(h) Sid = a? donc
Si ty # 0 alors

lim |y2n| = +o00.

n—+oo

Si tg = 0 alors
Yon = Yo.
[ |
Corollaire 3.2.1. Soit {(xy,, Yn)}n=—1 une solution du systeme (3.1) avec a = b. Alors

les assertions suivantes sont vraies

(a) Sid = -1, nous avons pour tout n € IN

Xgp-1 = X-1,

{ Xan = Xo,
Xan+e1 = —X—1+Mp,
Xan+2 = —Xo + hop.

i.e., lasuite {x,},>_1 est périodique de période 4.

(b) Sid = —a?, nous avons pour tout n € IN on trouve

Yan-1 = Y-1,
Yan = Yo,
Yany1 = —Y-1 + ha,
Yans2 = —Yo + toa.

i.e., la suite {y,}u>—1 est périodique de période 4 .

(c) Sia=1, axo+ fyo = ax_1 + py-1 = af et x_1 + xo # B, alors pour tout
nelN

Xon-1 = X-1,
Xon = Xo,
Yon-1=Y-1,
Yon = Yo

i.e., la solution {(x,, Yn)}n=—1 est périodique de période 2 .
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Preuve.

(a) De corollaire (3.2.1) la suite x, est donnée par

dar—1
in:anO-l-ho‘B(d_l).

Pour d = -1, on trouve

X0 = (=1)"xq + hoP ((_11#)
Donc
Si 1 pair (i.e. n = 2n’ ) alors
Xan = (=1)*'xg + hop ((_1)_2#) = Xp.
Si n impair (i.e. n =21’ + 1) alors
Xansa = (1) xg + hop (%) = —Xo + hop.

De la méme maniere, on trouve
Xap-1 = X1,
Xans1 = —X1 + .
(b) Nous avons
n
_[a
Yon-1 = (E) Yy-1 + toa T 1 .
d
Sid = —a? alors

Yon-1 = (=1)"y_1 + toar ((_11#)
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Si 1 pair (i.e. n = 2n’ ) alors

-1 2n _ 1
Yan—1 = (_1)2ny_1 + ha (—( )_2 ) = Y_1.

Si nn impair (i.e.n =21 + 1) alors

=—-Yq+ ta.

(_1)2n+1 -1
=

Yane1 = (1) yo + t104(

De la méme maniére, on trouve

y47’l = yO/
Yans2 = —Yo + toa.
(c) Puisque a =1 et axg + fyo = ax_1 + fy-1 = aff, nous obtenons

—X_1—X X_1— X
:uﬁ,hlz ! ﬁ+1€tt0: 0
X_1X0 X0 X_1— ﬁ

i-1 1,

d’otr il résulte que (d — 1)xo + hof, (d — 1)x_1 + 1B, (1 —d)yo + toad,
(1 =d)y_1 + tiad, sont égaux a zéro. D’autre part, comme x_; + xo # 3,

nous obtenons cas (a), (c), (e) et (g) du théoréme (3.2.1) que

Xon-1 = X-1, X2n = X0, Y2n-1 = Y-1, Y2n = Yo.

Le résultat suivant est une conséquence directe du théoreme (3.2.1) et du
corollaire (3.2.1).

Corollaire 3.2.2. Soit {(x,, Yn)}n>—1 une solution du systeme (3.1) avec a = b, alors
les assertions suivantes sont vraies
(a) Silal=1, ay_1(xo — ) = x_1(a — yo) (i.e. d = =1), alors la solution est
périodique de période 4.

(b) Sia=1, x.1+x0=fet y1+yo = a (ie.d = 1) alors la solution est
périodique de période 2.
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(c) Sia=1, x_1+xo # petaxy+ Py =ax_1 + py-1 = ap, alors la solution est
périodique de période 2.

Dans la partie suivante nous donnons deux exemples numériques ot la

solution est périodique de période 4 et 2 respectivement.

Exemple 3.2.1. Considérons le tableau des parametres et des valeurs initiales suivant

alb|a B X1 X0 Y-1 Yo
1|51/100 | —=21/50 | 13/50 | 63/50 | 13/50

Dans ce cas
d=—-1=—-d°

de corolaire (3.2.2) la solution est périodique de période 4 est donnée par
2L 63) (13 13) (=653 247) (179 71) (21 63) (13 13) (=653 247) (179 71} |
50 50 ) 7 \50” 50 ) 7\ 7140 » 525/ \ 100~ 50 ) 7\ 50" 50 ) 7\ 507 50 ) » \ 140  525) 7\ 100" 50) /""" J -

Exemple 3.2.2. Considérons le tableau des parametres et des valeurs initiales suivant

albla|p|x_1|x |Yy-1| Yo
2/4/-9|11 8 |4

Dans ce cas
a=letd=1,x1+x0=Pety.1+yo=«a
La solution du systeme (3.1) est périodique de période 2 alors

{(8/ 11) ’ (_4/ _9) ’ (8/ 11) s (_4/ _9) AR } .
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o 5 10 15 20 25 30 35 40 45 50
n

F1GUrEe 3.3 — courbe de x, de I'exemple 3.2.2

15

107

10 : : 3 : : : : : '
o 5 10 15 20 25 30 35 40 45 50
n

FiGure 3.4 — courbe de y, de I'exemple 3.2.2
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CONCLUSION

Dans notre mémoire, nous avons présenté les solutions du systeme des

équations aux différences non linéaire suivant

axnyn—l

Yup1 = ———+p,  neN,
Yn—a
bynxn—l

Y1 = — +q, n € IN.
xn - ﬁ

Et aussi nous avons étudié le comportement asymptotique des solutions du

systeme des équations aux différences non linéaire dans le cas a = b.
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