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Notations générales

II-11x La norme d’opérateur sur ’espace de Banach X.
(B(X),+,.) L'algebre de Banach des opérateurs linéaires bornés de X dans X.
Q Ouvert borné de IR” muni de la mesure de Lebesgue.
D(Q) L'espace vectoriel des fonctions indéfiniment différentiables

sur () a support compact dans Q .

II-lloo La norme de la convergence uniforme sur C(X,Y) lorsque Y e.v.n.
X* Le dual topologique de I’espace de Banach X.
L(X,Y) L'ensemble des opérateurs linéaires et continues de X dans Y.
() Produite scalaire dans la dualité X*, X.
<f,x> Désigne f(x) pour f € X" et x € X.
G(A) La fermeture de A.
GL(X) L'ensemble des opérateurs inversibles.
A* L'opérateur adjoint de A.
argz Argument de zou z € C.
|arg z| Le module d’argument de z ou z € C.
814;3;, 2 La dériver partielle de u par rapport a t.
L*®(IR) L’ensemble des fonctions réelles bornées sur RR.
L*(w) L'espace des fonctions de carré intégrable sur w.
HY(w) L’espace de Sobolev des fonctions qui appartiennent a L?(w) et

dont les dérivées au sens des distributions appartiennent a L*(w).
H&(a)) L’adhérence de D(w) dans H!(w), c-a-d H&(a)) = D(w).
H?*(w) L'espace de Sobolev.
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L'(0,T;X) L'espace des fonctions intégrables sur [0, T] a valeur dans X.
Cl([s, T]; X) L’espace des fonctions contintiments intégrables sur [s, T

dans X.
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Introduction générale

Motivation, position et discussion du probleme

L’étude de mathématiques est une grande branche qui base sur des nécessaires
outils pour résoudre beaucoup des problémes < bien posés > dans les différents théories
comme des équations d’évolution, les semi-groupes et les opérateurs linéaires .

La théorie des opérateurs (synonymes des applications linéaires continues) est assez
complexe, nous ne donnerons ici qu’un tres bref apercu de la partie concernant les
opérateurs bornés,fermés, inverses, et dissipatifs, pour lesquels on peut généraliser
assez correctement les résultats tres simples valables en dimension finie.

Un semi-groupe est d’origine algébrique qui contient la loi de composition interne
associative comme dans le cas de la famille {T(¢),t > 0} d’opérateurs linéaires bornée sur
un espace de Banach X dans X. L'application T : [0, +oo[— B(X) est vérifiée : T(0) =1 (ou
I est 'opérateur identité de X) et T(t +s) = T(t)T(s), Vt, s > 0 est appelé le semi-groupe .

La théorie des semi-groupes est découverte par Augustin.Louis.Cauchy avec une
question qui annonce que :
< Déterminer toutes les fonctions complexes continues non nulles vérifiant s :

T(t+s)=T(t)T(s), Vt,s>0>
en 1821, mai elle n’a pas trouvé aucune motivation.
Le résultat de question posée par Louis.Cauchy est aussi prouvé par Henri.K.Abel
(1802-1829) et qu’il a définit par :

_ +
Ax — lim T(t)x—x _ dtT(t)x

10+t ar =0 VX € D(A).

Il a nommé le générateur infinitésimal de semi-groupe (T(f));>o. Cela a donné la
naissance effective de la théorie. Cette théorie est appliquée par Hadamard (1865-1963)

qui a souligné avec [12]] dans le probléeme autonome de Cauchy qu’il admet des
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solutions uniques pour tout ¢ > 0.

La célébration de semi-groupe est connue grace a Eina.Hille (1894-1980) et
Kosaku.Yosida (1909-1990) qu’ont caractériser le générateur infinitésimal de
semi-groupe fortement continue [9] et [15]. La théorie a vue un parfait degré par les
monographies Goldestein et Pazy [3]].

Les varies modéles mathématiques comme la physique, la chimie et la finance - --
etc, permettent d’étudier les équations aux dérivées partielles.

Le probléeme sous la forme suivante :

(PHC){ W(t) = Au(t) ,t>0
u(0) = x.
est dite Le probleme homogene abstrait de Cauchy.
Soit t > u(t) une fonction qui décrit I’état d’un systeme dans le temps. On se donne
aussi la donnée initiale u(0) = x € D(A) lors de l'expérience.
La fonction u pend ses valeurs dans un ensemble X Banach. Cette solution du probleme
(PHC) est donnée par : u(t) = e"x, ot1 A est opérateur linéaire non borné, mais il
souvent fermé, pour cela on utilise le théoréeme de Hille-Yosida et le théoreme de
Lumer-Phillips pour voir si A génere un Cy-semi-groupe T(t);>o, donc la solution de
(PHC) est donnée par : u(t)=T(t)x ,Vt>0,VxeX.

Dans la situation ou A est remplacé par A(t) on trouve le probléeme d’évolution sous

la forme :

(PE){ w'(t) = A(Mu(t)+f(t), s<t<T
u(s) = «x.

Pour avoir un systéeme d’évolution il faut vérifie les deux conditions suivantes :
i) U(t,t)=1,U(t,s)=U(t,r)U(r,s), pour 0<s<r<t<T.

ii) (t,s) —> U(t,s) est fortement continue, pour 0 <s <t <T.

Dans ce cas les solutions de (PE) sont données par : u(t) = u(t,s)x.
Plan de travail

Ce mémoire est composé du quatre chapitres. Apres 'introduction, nous avons donné

au chapitre (1) :
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les notions et les définitions des opérateurs que nous avons utilisé dans toute la suite de
mémoire. Ensuite, le chapitre(2) :

A présenté une introduction a la théorie des semi-groupes et I’étude de deux classes
importants des semi-groupes savoir les semi-groupes différentiables et analytiques.
Dans les deux dernieres chapitres, la plupart des outilles et des matériaux suivent
Pazy.A, au chapitre(3) :

Nous allons étudié en détaille le probléeme de Cauchy abstrait homogeéne et non
homogene et par l'occasion nous avons donné une application illustrative des équations
aux dérivés partielles. Ensuite, le chapitre(4) :

A présenté la démarche pour étudier les équations d’évolutions qui sont plus générales
que le(PHC) en donnant a la fin la construction d’un systéeme d’évolution dans le cas
hyperbolique.

En fin, nous avons donné la conclusion du présent travail.



Chapitre 1

Les opérateurs lineaires

Introduction

Dans le premier chapitre, nous avons représenté la théorie des opérateurs linéaires
entre ces espaces.
Nous sommes consacrés sur quelques propriétés spectrales de ces opérateurs, a baser

plutot a des théorémes tres riches concernant les caractérisations des opérateurs.

1.1 Les opérateurs linéaires

1.1.1 Préliminaire
Soit X et Y deux espaces de Banach sur le corps K (R ou C)

Définition 1.1.1.

On appelle A est un opérateur si A est une application tel que :

A:DA)cX —Y

x — Ax

avec D(A) est le domaine de A.
i) L'opérateur A est dit linéaire si :

Va e K,Vx,y € D(A), on a A(x+ ay)= A(x) + aA(p).



1.1. LES OPERATEURS LINEAIRES

ii) On définit I'image d’opérateur A par : Im(A)={y € Y,Ax € D(A),y = Ax}.
iii) On définit le noyau d’opérateur A par : ker(A) = {x € D(A)/Ax = 0}.

1.1.2 Opérateur borné

Définition 1.1.2.
L'opérateur linéaire A est dit borné si et seulement si il est transformé tout ensemble borné de

X a un ensemble borné de Y.

Définition 1.1.3.
L'opérateur A est dit borné de X dans Y s’il est une application linéaire continue tel que :

dc>0,Vx e X : ||Ax|ly < cl|x|lx

Théoreme 1.1.1.
La définition (1.1.2)) et (1.1.3) sont équivalentes.

Démonstration :

La définition (1.1.2)= La définition (1.1.3).

e Si x =0 (le résultat est trivial).

e Si x =0, on considére la boule d’unité fermé E(O, 1) de l'espace X. Comme E(O, 1) est
un 'ensemble borné de X alors A(B(0,1)) est un ensemble borné de Y (d’apres
defm ), alors dc > 0, tel que : ||Az|| < ¢, Yz € B(0,1).

Pesons z——telquex¢0 VxeX

= Jdc >0, tel que: ||Az|| <c

=3¢ >0, tel que: ||A( )| <

= IIAx [<c= IIAxllllzll <c

= [|Ax] < cllx]]

= dc>0 ,tel que: ||Ax]|| < c|lx||, Vx € X.

La définition (1 = La définition (1.1.2).

Soit B un ensemble borné de X donc d¢’ > 0, ||x||x < ¢/, Vx € B.



1.1. LES OPERATEURS LINEAIRES

Montrons que A(B) un ensemble borné de Y. Soit y € A(B) = dx € B tel que y = Ax.
D’apres def(I.1.3) on a:

dc>0,VxeB: |yl = [|Ax]|| < c|lx]| < cc’

dc¢” >0, tel que : ||y|]| < c¢”, Vy € A(B) d’ou A(B) est un ensemble borné. O

1.1.3 Opérateurs fermeés

Définition 1.1.4.
Le graphe de A est I'ensemble G(A) = {(x, Ax)/x € X} C X x Y. Noter que le graphe est un sous
espace de X x Y.

Lemme 1.1.1.
X et Y deux espace vectoriels normés et A est un opérateur linéaire continue, alors G(A) est

fermé pour cette norme.

Démonstration :
Soit {(x,,v,)} une suite dans G(A) qui converge vers (x,y) dans (X x Y) alors, x,, — x et
Y, — v 8i n — +oo0. Comme (x,,,v,) € G(A) donc, y,, = Ax,,, Vn € N et A continue :

= Jim o= Jim Ax, = 4

alors, (x,v) = (x,Ax) € G(A) et donc, G(A) est fermé. O

Théoreme 1.1.2.

Soit A un opérateur linéaire dans X les propriétés suivantes sont équivalentes :

(i) A est fermé.

(ii) Si{x,} une suite dans D(A) converge vers x dans X et si {Ax,} converge vers y dans Y,

alors x est dans D(A) et Ax =y.

Définition 1.1.5. (Extension)
Soient A et B deux opérateurs de X dans Y, deux espaces de Banach, avec D(A) et D(B) sont
les domaines de A et B respectivement, on dit que A est une extension de B si D(B) C D(A) et

Bx = Ax, Vx € D(B), on dit aussi que B est la restriction de A.

Définition 1.1.6. (Opérateur fermable)
Soit un opérateur linéaire A: D(A) C X — Y, avec X et Y deux espaces de Banach. A est dit

fermable s’il admet une extension fermé. L'adhérence de son graphe est le graphe d’un



1.1. LES OPERATEURS LINEAIRES

opérateur noté A qu’on appelle la fermeture de A. De plus on a

1.1.4 Opérateurs inverses.

Définition 1.1.7.

Un opérateur A € L(X) est dit inversible s’il admet un inverse dans L(X) ie :3B € L(X) tel
que : AB = BA =1 ou I désigne l'opérateur identité de X. On note GL(X) I'ensemble des
opérateurs A € L(X) inversibles.

Pour une telle application on définie I'application inverse (Im(A), A') telle que Yy € Im(A),
dlx € D(A) tell que A1y = x.

Cette définition implique que :

VxeD(A): A Ax = x.
VyeD(A): AAly = .

Théoreme 1.1.3.
Soient X, Y deux espaces de Banach. Soit A un opérateur linéaire défini de X dans Y, alors
(i) L'opérateur inverse (Im(A),A_l) existe si et seulement si : ker(A) = 0.

(i1) Sil'opérateur inverse existe, il est linéaire et continue.

Corollaire 1.1.1.
Soit (Y,||.|ly) un espace de Banach sur K et A € L(X,Y) et soit A un opérateur fermé alors les
propriétés suivants sont équivalentes :

i) 3¢ > 0 tel que, pour tout xe X on a :
lAx]ly > cllx||x-
ii) A est injectif et Tm(A) est fermé dans Y.

Corollaire 1.1.2.
Soit (Y,||.|ly) un espace de Banach sur K et A € L(X,Y) alors, les propriétés suivants sont

équivalentes :

i) Im(A) =Y et dc¢ > 0 tel que :

VxeX, ||Ax[ly > cllx[lx.



1.1. LES OPERATEURS LINEAIRES

ii) A est inversible.

Lemme 1.1.2.
Soit A € L(X). Si||A|| <1 alors (I - A) € GL(X), on a

(I-a)t=) a"

n>0

de plus, GL(X) est un ouvert de L(X) et I'application A +—> A~! est continue sur GL(X).

1.1.5 Opérateurs dissipatifs

Définition 1.1.8. [3]]

On note, pour chaque xy € X

Fx)={f e X :(f,0) = Il = If P}

Un opérateur linéaire A est dissipatif si pour tout x € D(A), il existe f € F(x) tell que
Re(f,Ax) <0.

Le théoréme suivant nous présentons une caractérisation utile des opérateurs dissipatifs.

Théoreme 1.1.4. [3]]

Un opérateur linéaire A est dissipatif si et seulement si :
(AL = A)x|| > Allx|l, Yx € D(A) et YA>0.

Démonstration :
Supposons que A un opérateur dissipatif, A >0 et x € D(A) si et seulement si f € F(x) et
Re(f,Ax) <0, alors :

1A% = Axlllx]l = (Ax - Ax, )] = Re(Ax - Ax, f) > Allx|?
d’ou il résulte I'inégalité de I’énoncé.
Soit x € D(A) et supposons qui |[Ax — Ax|| = Al|x||, VA > 0.
SifyeF(Ax—Ax)estg) = I
A2l
AMlxll < llAx = Axll < A HIAx = Axll ANl = A2l (Ax = Ax, fu) = (Ax = Ax, €2)

= ARe(x, g1) — Re(Ax, g)
< Allx]| = Re(Ax, g1) (1.1)

,alors [|gy|| =1 et



1.1. LES OPERATEURS LINEAIRES

Donc Re(Ax, g,) <0, alors pour tout A >0 :
1
Rex, 1) 2 [lxll = S llAx.

D’autre part en appliquant le théoréme d’Alaoglu-Bourbaki ([8],théoréme V.4.2.page
424),1a boule unité de X* est compact pour la topologie faible*, donc la suite généralisée
gy, pour A — +oco admet une valeur d’adhérence pour la topologie faible* g € X*, ||g]| < 1.
De l'inégalité on a Re(Ax, g) < 0 et Re(x, g) > ||x]|.

D’autre part on a Re(x,g) < |(x, )| <|xl| et donc (x,g) = [lx|.

Soit f = ||x||g alors f € F(x) et Re(f,Ax) <0.

Donc pour tout x € D(A), il existe f € F(x) telle que Re(f,Ax) <0, donc A est

dissipatif. m|

Remarque 1.1.

Si A est un opérateur dissipatif alors, YA > 0 l'opérateur
(AI-A)x=0=0<||x|| <|(AM-A)x|]|=0=x=0.

Side plus, A > 0, (A — A) est surjectif on dit que A est maximal dissipatif.
On note A est m-dissipatif.

Théoreme 1.1.5.
Soit A un opérateur dissipatif a domaine dense dans X, s’il existe Ay > 0 tell que :

Im(AgI — A) = X, alors pour tout A >0 on a, Im(AI — A) = X.

1.1.6 Quelques théoreme d’analyse fonctionnelle

Soient X et Y deux e.v.n. On désigne la norme suivante sur L(X,Y) par:
lAllzx,v) = suplAx]|.
xeX

Théoreme 1.1.6. (Banach-Steinhaus)|[l6]]
Soient X et Y deux espaces de Banach. Soit (A;);er une famille (non nécessairement
dénombrable) d'opérateurs linéaires continues de X dans Y. On suppose que

sup|lA;x|| < oo, Vxe X

i€l
alors

sup||A;]| < .

i€l



1.2. ENSEMBLE RESOLVANT, SPECTRE ET RESOLVANT

Autrement dit, il existe un constant c telle que
[Aix[| < clixll, VxeX, Viel.

Corollaire 1.1.3.

Soient X et Y deux espace de Banach. Soit (A,),>o une suite d’'opérateurs linéaires de X dans
Y, tel que pour chaque x € X, A, x converge quand n — co vers une limite notée Ax, alors on
a:

i) sup||A,|| < co.

ii) filq e L(X,Y).

iii) [|All < lim inf[|A,]|.

Démonstration :

(i) résulte directement du théoréme (1.1.6) . Il existe donc une constante c telle que
|[A,x]| <c|lx|], YVnelN, VxeX.

D’autre part il est clair que A est linéaire, d’ou (ii).
Enfin on a
Al <llAullllxll, ¥x e X
et (ii1) s’en déduit. O

Théoreme 1.1.7. (graphe fermé) [6]
Soient X et Y deux espace de Banach. Soit A un opérateur linéaire de X dans Y. On suppose

que le graphe de A. G(A) est fermé dans X x Y, alors A est continue.

Remarque 1.2.

Tout application continue (linéaire ou non linéaire) a un graphe fermé.

1.2 Ensemble résolvant, spectre et résolvant

Cette section est consacrée au rudiments de la théorie spectral :

ensemble résolvant, spectre et valeur propre.

Définition 1.2.1.

Soit A: D(A) C X — X un opérateur linéaire.



1.2. ENSEMBLE RESOLVANT, SPECTRE ET RESOLVANT

i) On appelle ensemble résolvant de A qu’on note p(A), I'ensemble :
p(A)={AeC,AI -A:D(A) = X est bijectif et (Al —A) ' X > D(A) est borné).
Si A est fermé alors on a :
p(A)={AeC,AI-A:D(A) - X est inversible}.

Si A € p(A) alors on note Ry(A) = (AI — A)~! € L(X) est le résolvant de A.
ii) On appelle ensemble spectre de A qui noter o(A) est le complémentaire de résolvant et on
écrit :

o(A) = T/p(A).

Proposition 1.2.1.
La résolvant d’un opérateur linéaire A € B(X), a les propriétés suivantes :

i) Si A,y € p(A),alors:
R(AA)=R(p;A) = (u— A)R(AA)R( A).

ii) R(.;A) est une application analytique sur p(A).
iii) Si A € Cet ||[A|| > ||Al|, alors A € p(A) et nous avons :
R(A;A) = A’:—:.
n=0
iv) Nous avons :
ar
dAr

R(A;A) = (-1)"n!R(A; A", VeIN* et Aep(A).

Démonstration :

i) Nous avons successivement :

R(A;A) = R(us A) = (AL =AYt — (ul = A)7!
= (AT =A) N (ul = A= AT + A)(ul - A)™!
=(p—A)R(ALA)R(u;A)

YA pep(A).



1.2. ENSEMBLE RESOLVANT, SPECTRE ET RESOLVANT

ii) Soit Ay € p(A). Notons D(Ag; m) le disque ouvert de centre A, et de rayon

1
IR A) Alors, pour A € D(Ao; m), nous avons :
AL—A=[I—-(Xg—M)R(Ag—A)](Aol - A).

Mais :
l(Ag = A)R(Ag; A)ll = [Ao = AllIR(Ag; A)l| < 1.

Compte tenu du lemme (??) , il résulte que :
— (Ao = A)R(Ap;A) € GL(X),
dou Al - A e GL(X) et

(AL=A)" = (Al —A)I= (Ao - HR(Ag;A)]!

=R(Ag;4) )_(Ao=A)"R(1g;A)"
n=0

Z L= o) R(Ag; A)" 1,

n=0

Donc R(.;A) est analytique sur p(A).
iii) Soit A € C tel que |A| > ||Al|. Alors [|[A71A|| < 1, d’ot I - A71A € GL(X). De plus :

o 0 Al
(I-A"14)! ; ;An.

Par conséquent :

An
RAA) =AM -A) =211 -11a)1t=) —.

/\n+1
n=0

L’assertion (iv) s’obtient par récurrence. Pour n = 1, nous avons :

d d
L R;A
WA=

-2 _ . A)2
R —(AI-A) ! =—(AI-A)2 =R(X;A)%

Supposons que pour k € N, on ait :

dk

d/\kR(/\ ;A) = (=1)FKIR(A; A)FHL



1.2. ENSEMBLE RESOLVANT, SPECTRE ET RESOLVANT

Montrons que :

dk+1
dk+1 R(X;A) = (_1)k+1(k + 1)!R(/\;A)k+2.
Nous avons :
dk+1 d dk
k1 R(A;4) = ﬁ(WR(A’A))
d k -K-1
=—[(-1)*k(AI - A
DKL - 4) )
= (—1)*k!(~k = 1)(AI — k)2
= (=1)"1(k + 1)IR(); A)k+?
et par conséquent :
dl/l
FBY R(/\,A) = (_1)nn!R(/\;A)n+l,Vi’l c N*.

Proposition 1.2.2.
Soit A € B(X). Alors :
i) o(A)=0.

ii) o(A) est un ensemble compact.

Démonstration :
i) Supposons que o(A) =0 . Alors p(A) = C. Par conséquent, 'application A > (A — A)~!

est définie sur C. De plus, pour |A| > ||A]|, nous avons :

il s’ensuit que :

Donc il existe M > 0 tel que ||[R(A;A)|| <M, VA € C. Le théoreme de
Liouville([[12],page.231) implique que R(.; A) est constante sur C et que cette
constante ne peut étre que 0. Donc (Al — A)~! = 0 pour tout A € C ce qui est absurde.
Par conséquent o(A) # 0.

ii) Nous obtenons que :
o(A) c{Ar e /A <||All}.

10
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L'ensemble o(A) est donc borné. Comme nous avons vu que o(A) est un ensemble

fermé, il est donc compact.

Lemme 1.2.1.

Si A:D(A) — X est un opérateur linéaire tel que p(A) =0, alors A est fermé.

Démonstration :
Soit A € 0(A). On a (Al — A)~! est borné sur X et donc fermé par la suite (A — A) est

fermé, ce qui entraine que A est fermé.

11



Chapitre 2

Semi-groupes a un parametre

d’opérateurs linéaires bornés

Introduction

Ce chapitre est constitué de deux sections, la premiére est consacré a I’étude de la
théorie des semis groupes d’opérateur linéaire et sa propriété sur un espace de Banach.
Nous avons précisé également des théoremes importants concernant les générateurs
infinitésimaux des Cy-semi- groupes et quelques conséquences des ces théorémes.
Nous avons représenté aussi dans la deuxieme sections le théoreme de Hille-Yosida,
I’approximation et le théoreme de Lumer-Phillips dans les Cy-semi-groupes et

quelques notions sur les Cy-semi-groupes différentiables et analytiques.

2.1 Les Cy-semi-groupes d’opérateurs linéaires bornés

Définition 2.1.1. [3]

Soit X est espace de Banach.

e Une famille a un parameétre (T (t));>o d’opérateurs linéaires bornés de X dans X est dite un
semi-groupe d'opérateurs linéaires bornés sur X si et seulement si :
i) T(0)=1I (ou I est 'opérateur identité de X).
ii) T(t+s)=T(t)T(s), Vt,s > 0.

o Un semi-groupe (T (t));>o d’opérateurs linéaires bornés sur X est dit uniformément

12



2.1. LES Cy-SEMI-GROUPES D’OPERATEURS LINEAIRES BORNES

continue sur X si:
o) Vxe X, lim||T(t)-1I||=0.
t—07*
e Lopérateur linéaire A définit qui par :

D(A)={xe X, lim

existe}
t—0*

T(t)x—x
t

et
_ +
Ax = lim T(t)x—x _ d*rT(t)x
t—0* t dt

est appelé le générateur infinitésimal d'un semi-groupe (T (t));>o-

|t:0 ,VX S D(A)

Définition 2.1.2. [3]]

Une famille T(t), t € [0;+oco[ d’opérateurs linéaires bornés sur X est un semi-groupe
fortement continu si et seulement si :

i) T(0)=1 (ou I est 'opérateur identité de X).

ii) T(t+s)=T(t)T(s), Vt,s > 0.

iii) Vx e X, tli)r{)l+ ||T(t)x — x| = 0.

Ce type de semi groupe sera simplement appelé un Cy-semi-groupe.

Théoreme 2.1.1. [4]
Soit (T(t))s>o un Cy-semi-groupe sur X et soit A son générateur infinitésimal. Alors on a les
propriétés suivants :

i) Pour tout x € X
tosh

}lziir(l) . T(s)xds = T(t)x.

ii) Pour toutxe Xett>0

t

Jt T(s)xds e D(A) et A(J T(s)xds) =T(t)x —x.
0

0
iii) Si x € D(A) alors T(t)x € D(A) pour tout x > 0 et

dT(t)x
dt

= AT(t)x = T(t)Ax.

iv) Pour xe D(A)ett>s>0

T(t)x—T(s)x= | AT(t)d(7).

o%“

13



2.1. LES Cy-SEMI-GROUPES D’OPERATEURS LINEAIRES BORNES

Lemme 2.1.1. [3]]
Si (T(t))s>o est un Cy-semi-groupe sur X, alors pour tout x € X l'application : t — T(t)x est

une fonction continue sur [0,+oo[ dans X.

Théoreme 2.1.2.

Soit (T(t))s>0 un Co-semi-groupe sur X. Alors il existe un réel w > 0 et un réel M > 1 tel que :
IT(t)]| < Me®", Yt > 0.

Démonstration :

Considérons le compact [0,1], comme {T(t)};>( est fortement continue, d’apres le lemme
précédentona:

Vx € X, l'application t — T(t)x est continue dans l'intervalle [0, 1] par cette application

est un compact, donc elle est bornée, alors M, tel que :
T (t)x|| < M,, Yte[O0,1].

D’apres le théoréeme de Banach-Steinhaus AM > 0 telle que

IT(t)|| <M, Yte[0,1]

Donc

Jw =0 tel que ||T(t)|| < Me®!, Vte(0,1].

Considérons maintenant le cas ou ¢ ¢ [0, 1].
Alorst=n+0o6,ounelNetoe[0,1].

Dans ce cas :

n fois

=T(1+1+1+---+1)T(0)
= [TMW)]"T (o).

14



2.1. LES Cy-SEMI-GROUPES D’OPERATEURS LINEAIRES BORNES

Doncon a:

IT@I =TT
<ITINT (o)
<[ITOIITO)I
<M"M = Me"oeM
= Me""

Remarque 2.1.

Soit (T(t))s>o un Cy-semi-groupe sur X.

e SiM=1etw=0,alors (T(t));>q est appelé Cy-semi-groupe de contraction (||T(t)||<1).

o Sideplus M>1et w=0,alors (T(t));>q est un Cy-semi-groupe uniformément borné sur
X.

Théoreme 2.1.3.
Si A est le générateur infinitésimal d’un Cy-semi-groupe (T (t))s>q alors :
i) D(A) est dense dans X.

ii) A est un opérateur fermé.

Démonstm}fion :
Soit xj, = %IT(s)xds, pour tout x € X.
D’apres la Ioaartie (1) du théoreme on a x, € D(A), pour h > 0 et de la partie (ii) de
méme théoréme, on sait que x;, — x quand h Z 0 donc D(A) = X.
La linéarité de A est évidente, elle découle directement de la définition de l'opérateur A.
Dongc, il reste a montrer que A est fermé i.e.
soit (x,,),>0 C D(A) tel que :
x, — x et Ax,, = y lorsque n — oo
d’apres la partie (iv) du théoréme on a
t

T(t)x, —x, = jT(s)Axnds (2.1)
0

15



2.2. APPROXIMATION DE HILLE-YOSIDA

puisque Ax, — v, se que implique T(s)Ax,, — T(s)y uniformément continue sur un

intervalle fermé borné et par conséquent par passage a la limite dans (2.1)), on aura

t
T(t)x—x= | T(s)yd (2.2)
J

donc si on divise les deux membres de (2.2) par t > 0, par passage a la limite lorsque

t — 0, on voit que x € D(A) et Ax =y, ce qui démontre que A fermé. m]

2.2 Lapproximation de Hille-Yosida

Définition 2.2.1. [3]
Pour tout A > 0 l'approximation de Hille-Yosida de A définit par :

Ay =AAR(LA) = A2R(;A) - AL
(régularisée Hille-Yosida).

Lemme 2.2.1.
Soit A un opérateur linéaire qui satisfait (i) (ii) du théoréme (2.1.1).
Si A) est une approximation hille-yosida de A alors

lim A,x=Ax, Yxe D(A).

A—+o0

2.3 Théoreme de Hille-Yosida

Le théoreme de Hille-Yosida nous permet de caractériser les opérateurs qui génerent des

Cp-semi-groupes.

Théoreme 2.3.1. [3]
Un opérateur linéaire A est le générateur infinitésimal d’un Cy-semi-groupe de contraction
(T(t))s>0 sur X si et seulement si :

i) A est fermé et a domaine dense : D(A) = X.

ii) l'ensemble résolvant de A contient R} et on a :

1

R(ALA)| < =
IR A)] <

, YA>0. (2.3)

16
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Démonstration : [3]

condition nécessaire :

Soit A un générateur infinitésimal d’un Cy-semi-groupe (T());>(, d’apres le théoréme
2.1.3).

Donc A est fermé et D(A) = X.

Pour A >0 et x € X, soit

+00
R(A)x = fe‘”T(t)xdt (2.4)
0
puisque t — T(t)x est une fonction continue et uniformément borné donc l'intégrale
existe dans (2.4), comme étant une intégrale impropre qui définit un opérateur linéaire

R(A) tel que:

+00

ROl < [ e < 2.5
0
en plus, pour h >0
T(h}z_IR(A)x: ! Je‘”(T(t+h)x—T(t)x)dt, (2.6)
0

lorsque h 2 0, le second membre (2.6 converge vers hR(h)x — x, ce qui implique que

pour toutxe Xet A>0,0ona:
R(A)x € D(A) et AR(A) = AR(A) -1 .e:

(Al —A)R(A) =1 (2.7)
pour x € D(A),
RMAx = | eMT(t)Axdt = | e MAT(t)xdt (2.8)
Jemomas]

(ou, on a utilisé le fait que AT (t)x = T(t)Ax, x € D(A) et que A est fermé) donc de (2.7) et
(2.8), on peut déduire que : R(A)(Al —A)x =x, Yx € D(A).
Donc R(A) est I'inverse de (A — A) qui existe pour A > 0 et satisfait (2.3). O

Théoréeme 2.3.2.
Soit (T(t))sso un Co-semi-groupe et A est le générateur infinitésimal alors 'ensemble

résolvant de A contient le demi plant ouvert

17



2.4. THEOREME DE LUMER-PHILLIPS

A,={AeC: Red>w}Cp(A)

et pour de tels A > 0

ona

1
R(LA)| £ —.
IR < 3o

2.4 Théoreme de Lumer-Phillips

Théoreme 2.4.1. (Lumer-Phillips)

Soit A: D(A) C X — X un opérateur linéaire a domaine D(A) dense dans X.

A est le générateur infinitésimal d’'un Cy-semi-groupe (T (t));>o de contraction si et seulement
Si:

A est m-dissipatif.

Corollaire 2.4.1. [4]

Soit A un opérateur linéaire fermé a domaine D(A) dense dans X. Si A et A* son dissipatifs

alors A est le générateur infinitésimal d’'un Cy-semi-groupe (T (t));>o de contraction sur X.

2.5 Quelques Cj- semi-groupes particuliers

2.5.1 C,-semi-groupes différentiables

Définition 2.5.1. [[15]

Un Cy- semi-groupes (T (t);>o) sur X est dit différentiable pour t > ty si pour tout x € X,
Vapplication t — T (t)x est différentiable pour t > t,.

(T(t))s>0 est dit différentiable, s’il est différentiable pour t > 0.

Remarque 2.2.
Soit (T(t))s>0 un Cy- semi-groupes différentiables pour t >ty et n € IN™.
Sit>(n+1)tyalorst — T(t)est n-fois différentiables pour la topologie uniforme des

opérateurs.

Corollaire 2.5.1.
Si (T(t))i>o un Cy- semi-groupes différentiables alors t v T(t) est indéfiniment différentiable

pour la topologie uniforme des opérateurs.

18



2.5. QUELQUES C,- SEMI-GROUPES PARTICULIERS

Lemme 2.5.1.
Soit (T(t));>o un Cy- semi-groupe différentiable de générateur infinitésimal A. Alors :
t
T"(t) = [AT(-)]", YneN".
n
Démonstration :

Pour n =1 le résultat est assuré par le lemme alors

t
T"(t) = [AT(E)]”, ¥nelN
en dérivant par rapport a t on trouve
TU+D(t) = AT(t - s)[AT(%)]”, VieN*

en substituant on obtient le résultat pour n+ 1. O

2.5.2 Cy- semi-groupes analytiques

On note 'ensemble A qui définit par :

A={zeC:0,<argz<0,, 0;<0<0,}
est appelé angle autour la demi- droite réelle positive .

Définition 2.5.2. [3]

On appelle Cy- semi-groupe analytique une famille (T(z)),cp dopérateur linéaire borné sur X
vérifiant les propriétés suivantes :

i) T(0)=1 (ou I est 'opérateur identité de X).

ii) T(z1 +27) =T(21)T(z3), V21,27 €A

111) ll_l’)l(l) T(z)x=x,Vxe X, VzeA.

iv) lapplication z v+ T(z) est analytique sur A, pour la norme de B(X) .

Puisque la multiplication d'un Cy- semi-groupe par e®! n’a aucun effet sur l'extension a un

Co- semi-groupe analytique sur un secteur A.

Théoréme 2.5.1.
Soit A un opérateur linéaire borné a domaine D(A) dense dans X vérifiant les deux conditions

suivantes :
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i) Il existe o G]O;%[ tel que p(A) D) 5. ={AeC:|argl|< % + 0} UJ{o0}
K

ii) il existe une constant K > 0 telle que ||R(A; A)|| < ik YAe) s\{0}

alors A est le générateur infinitésimal d’un Cy- semi-groupe vérifiant || T (t)|| < M, Vt >0,

pour une certain constante M > 0 de plus

T(t)= L J e*'R(z,A)dz

27
T

. o 0« T Tt
out T est un chemin lisse dans Y s partant de oc e d oc e'? pour 7 < 0 < 5t o

cet intégrale converge uniformément pour t > 0.

Démonstration :

voir ([3], Theorem 7.7 ,page. 30-32).
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Chapitre 3

Probleme abstrait de Cauchy

Introduction

Dans ce chapitre, la plupart des outils et des matériaux suivent A.Pazy.

Nous avons étudié en détail le probleme abstrait de Cauchy, en appliquant les résultats
des chapitres précédents.

Nous sommes concentrés a I’étudions du probléme homogene et non homogene et

quelques applications illustratives a la théorie des équations aux dérivées partielles.

3.1 Probleme homogene a valeur initiale

Soit X un espace de Banach.

Définition 3.1.1. [3]
Soit A opérateur linéaire définit de D(A) C X dans X.

i) Le probleme homogeéne abstrait de la forme suivante :

u'(t) = Au(t), t>0

C
\PH ){ u(0) = x.

Ou t est la variable temps, u est une fonction a valeurs dans X.
Pour x € X, le probléme a valeur initiale (PHC) est dit le probléme homogéne abstrait de
Cauchy associé a l'opérateur A avec la condition initiale x.

ii) Consiste a chercher une solution u pour le probleme (PHC), on entend par solution une

fonction u(t) a valeur dans X tel que :
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3.1. PROBLEME HOMOGENE A VALEUR INITIALE

u(t) est continue pour t > 0, contintiment différentiable et u(t) € D(A) pour t >0, u(t)
satisfaite (PHC).
Notons que puisque u(t) € D(A) pour t > 0 et u continue au point t = 0, (PHC) ne peut pas

avoir une solution pour x € D(A).

Théoreme 3.1.1. [3]
Si A le générateur infinitésimal d’un Cy-semi-groupe (T (t));>o sur X. Le probléme de Cauchy
abstrait homogeéne pour A admet une solution unique u(t) = T(t)x pour tout x € D(A) d

valeur initial x.

Démonstration :
e ['existence:
Soit x € D(A).

Onau(t)=T(t)x, u'(t) = dz(:)x, d’apres le théoreme (2.1.1) (iii) on a

u'(t)=AT(t)x, t>0
u’(t) = Au(t), t>0
u(0)=TO0)x =Ix=x.
Donc u(t) = T(t)x est une solution du probleme (PHC).
e L'unicité :
Soit v une autre solution de (PHC), alors v est continiment différentiable, soit ¢ > 0,
pour tout s € [0,t] on a

d(T(t—s)v(s))

— =-T(t—s)Av(s)+ T(t—s)v'(s)

=-T(t—s)Av(s)+ T(t—s)Av(s)
=0

Dong, la fonction s — T(t —s)v(s) est constante, en ses valeurs aux points s =t et s =0,

alors
T(t—t)v(t)=T(t-0)v(0)
T(0)v(t) =T(t)v(0)
Iv(t)=T(t)x
v(t)=T(t)x = u(t)
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3.1. PROBLEME HOMOGENE A VALEUR INITIALE

pour tout x € D(A), la solution est u(t) = T(¢)x unique.

Donnons d’abord un lemme qu’un utilisera par la suite :

Lemme 3.1.1. [3]]

Soit u(t) une fonction da valeurs dans X, continue sur [0, T]. Si

T
‘ J e u(s)ds
0

<M, pour n=1,2,--

alors u(t) = 0 sur [0, T].

Théoreme 3.1.2. [3]

Soit A un opérateur linéaire a domaine dense. Si R(A; A) existe pour tout réel A > A et

log||R(A; A
fmsup PBIRCL A
A—+0c0 A

<0. (3.1)

Alors le probléme d’un Cauchy homogéne (PHC) admet au plus une solution pour tout x € X.

Démonstration :
Notons d’abord que u(t) est solution de (PHC) si et seulement si :

v(t) = e*u(t) est solution du probléme de Cauchy :

% =(A+al)y, v(0)=x

puisque :

= =ae®u(t)+ e Au(t)
= ae®u(t)+ Ae* u(t)

=Av+av.

C’est a dire,on peut toujours translater A, pour une constante multiplié par 'identité
supposer que R(A;A) existe pour tout réel A > 0 et que la relation est satisfaite.
Soit u(t) une solution du probleme (PHC) qui satisfait 1(0) = 0, on va démontrer que
u(t) =0.

Considérons la fonction t — R(A; A)u(t) pour A > 0. Puisque u(t) est solution de (PHC)
alors,

%R(A;A)u(t) = RO A)Au(t) = AR(A; A)u(t) — u(t)
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3.1. PROBLEME HOMOGENE A VALEUR INITIALE

en utilisant la formule de la variation de la constante que :

R A)u(t) = —Lt M=y (7)dr. (3.2)

Donc de (3.1), on peut facilement voir que pour tout o > 0

lim e “Y|R(A;A)|| =0

A—>+oo
donc il s’ensuit de (3.2) que
t—o
Alim e’\(t‘“‘T)u(T)dT =0, pour 0<t<t-o.
—+00 Jo

Alors d’apres le lemme on déduit que u(t) =0 pour 0 < 7 <t—0, puisque t et ¢

sont arbitraires alors u(t) = 0 pour tout ¢ > 0. O

Du théoréme [3.1.2]on peut dire que pour obtenir 'unicité de la solution de Cauchy
(PHC) il n’est pas nécessaire de supposer que A est le générateur infinitésimal d’un
Cy-semi-groupe ou ce qui est équivalente a dire pour un certain w > 0, Jw, +oo[C p(A) et
IA —w)"R(A,A)|| < M pour A > w ce qui beaucoup mais suffisant pour 1'unicité.

De méme, pour l'existence de la solution du probleme de Cauchy (PHC), il n’est pas
nécessaire de supposer que A est le générateur infinitésimal d’un Cj-semi-groupe. En
choisissant I’ensemble D des conditions initiales, la solution de PHC peut existe sont
des hypothéses beaucoup plus faibles. Cependant, pour obtenir l'existence et I'unicité
de la solution pour tout x € D(A). Comme étant une solution différentiable sur [0, +oo[
on doit supposer que A est le générateur infinitésimal d’un Cy-semi-groupe. Ce qui est

donné par le théoreme suivant :

Théoreme 3.1.3. [3]

Soit A un opérateur linéaire a domaine dense dans X tel que p(A) = (. Le probléeme de Cauchy
homogeéne (PHC) admet une unique solution u(t) continiiment différentiable sur [0, +oo[
pour tout condition initiale x € D(A) si et seulement si A est le générateur infinitésimal d’un

Co-semi-groupe (T (t))io-

Démonstration :
Si A est le générateur infinitésimal d'un Cy-semi-groupe (T (t));>¢ par le théoreme
comme pour tout x € D(A), la fonction u(t) = T(t)x est 'unique solution du
probleme (PHC).
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De plus u est contintiment différentiable sur [0, +oo].

Supposons que (PHC) admet une solution unique qui est continiiment différentiable
sur [0, +oo[ pour tout x € D(A), notée u(t, x).

Montrons que A est le générateur infinitésimal d’un Cj-semi-groupe.

Pour x € D(A), on définit la norme graphe |x|g = ||x|| + ||Ax||. Puisque p(A) = 0, alors A est
fermé et par suite D(A) muni de la norme graphe |.|; est un espace de Banach qu’on
note [D(A)].

Soit Xy, = C([0,t];[D(A)]) I'espace de Banach des fonctions continues de [0, ;] dans
[D(A)], muni de la norme supérieure.

Considérons l'application S : [D(A)] — X, définie par :
Sx =u(t,x) pour tout 0<t <t

Par linéarité du probléme (PHC) et l'unicité de la solution, il est clair que S est un
opérateur linéaire défini sur [D(A)], 'opérateur S est fermé, comme si x,, — x dans
[D(A)] et Sx,, — v dans X, alors puisque A est fermé et u(t,x,) = x,, + fOtAu(T, X,)dT,
quand n — oo, il s’ensuit que v(t) = x + jot Av(t)dr .

Ce qui entraine que v(t) = u(t, x) et par suite S est fermé.

Il vient du théoreme du graphe fermé que S est borné et

sup |u(t,x)|g < Clx|g. (3.3)

0<t<ty
On définit I'application T(t): [D(A)] — [D(A)] par T(t)x = u(t,x).
Par 1'unicité de la solution du probleme (PHC) il vient que (T (t));>( vérifie de la
propriété des semi-groupes.
D’apres on a pour 0 <t <tgy, (T(t));>o est uniformément borné.
Cela implique que T(t) est prolongeable par :

T(t)x =T(t—ntg)T(ty)"x pour nty <t <(n+1)t,
en un semi-groupe sur [D(A)] vérifiant :
IT(t)xlg < Me“'|xlG.
Montrons que

T(t)Ay = AT(t)y, Yy € D(A?) (3.4)
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posons :

t
v(t):y+f u(s,Ay)ds (3.5)

0

on a
v'(t) = u(t,Ay) :Ay+J:%u(s,Ay)ds (3.6)
:A(y+ftu(s,Ay)ds):Av(t) (3.7)
0

puisque v(0) = y, d’apres I'unicité de la solution du (PHC), v(t) = u(t,y), ce qui entaine
que Au(t,y) =v'(t) = u(t,Ay). D’'ou I'égalité puisque D(A) est dense dans X et
p(A) =0, alors D(A?) = {x € D(A) : Ax € D(A)} est aussi dense dans X.

Soit 1g € p(A), A # 0 fixé et soit y € D(A?), si x = (AoI — A)y, alors par (3.4)

T(t)x =(Aol —A)T(t)y
et donc

IT(#)x[| =1I(Ao = A)T ()]l (3.8)
< C0|T(t)})|G < Clewtlylc. (39)

D’autre part on a, [y|g = |[9]| +||Ap|| < C,||x]|, ce qui entraine que ||T(¢)x|| < Coe®*||x||. Alors
que (T(t));>0 est prolongeable par continuité sur X tout entier, donc (T(t));>o devient un
Co-semi-groupe sur X.

Alors montrer que A est générateur infinitésimal de (T(t));>o-

Soit B le générateur infinitésimal de (T(¢));>o et x € D(A) par définition on a
dT(t)x
dt
d’ot D(A) C D(B) et Ax = Bx, Yx € D(A). Soit A € C tel que Red > w et y € D(A?), par

I’égalité (3.4) et comme Ax = Bx, Vx € D(A) il vient que :

T(t)x = u(t,x) et donc %T(t)x = AT (t)x pour t >0, ce qui implique que li=o = Ax

e MAT(t)y = e MT(t)Ay = e M T(t)By (3.10)
en intégrant entre 0 et +oco on obtient
AR(A; B)y = R(A; B)By
d’autre part on a, pour tout y € D(A?)

BR(A;B)y = R(A; B)By,
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donc
AR(X; B)y = BR(A; B)y
puisque la famille (BR(A;B)),>( est uniformément borné, A est fermé et D(A?) est dense

dans X, il en résulte que
AR(A;B)y = BR(A;B)y pour tout yeX
ce qui implique que ImR(A;B) = D(B) C D(A) et que Ax =Bx, Yxe D(B). DouA=B. 0O

Dans le théoreme suivant, on va donner un résultat d’existence et d’unicité par le

probleme de Cauchy (PHC) ou la condition initiale x € X.

Théoreme 3.1.4. [3]

Si A est le générateur infinitésimal d’'un Cy-semi-groupe différentiable (T (t));>0,
(dT(t)x
dt

condition initiale x € X admet une solution unique.

existe,Vt > 0,Vx € X), alors pour tout x € X le probléme de Cauchy (PHC) avec le

Démonstration :

L'unicité de la solution découle du théoreme

Si x € D(A), I'existence découle du théoréme[3.1.3]

Si x € X, alors de la différentiabilité de T(t)x il s’ensuit que pour tout x € X,

%T(t)x = AT(t)x pour t >0, AT (t)x est continue pour f > 0.

Donc T(t)x est la solution du probléeme de Cauchy (PHC) pour tout x € X. m]

3.2 Probleme non homogene a valeur initiale

Considérons le probléeme de Cauchy non homogene suivant :

~
—
~
~
Il

(PNHC){ u Au(t)+f(t), t20
u(0) = x.

ou f : [0, T[— X est une fonction.

Dans tout la suite on suppose que A est le générateur infinitésimal d’'un Cy-semi-groupe
(T(t))s>0 et donc le probleme de Cauchy homogene associe a (PNHC) f = 0 admet une

unique solution pour tout condition initiale x € D(A).
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Définition 3.2.1. [3]
Une fonction u : [0, T[— X est une solution (classique) du probleme (PNHC) sur [0, T| si :
i) u est continitment différentiable sur |0, T .

ii) u(t) e D(A) pour 0 <t < T et u(t) satisfait le probléeme (PNHC) sur 10, T].

Proposition 3.2.1. [3]]
Si f € LY(0,T; X), alors pour tout x € X le probléme a valeur initiale (PN HC) admet au plus
une solution, si elle existe donnée par :

t

u(t):T(t)x+J T(t—s)f(s)ds (3.11)

0

appelée la solution généraliser de (PNHC).

Démonstration : [3]

On pose que si A est le générateur infinitésimal d'un Cy-semi-groupe (T(t));>o et u la
solution du probléme de Cauchy non homogene (PNHC), alors la fonction
g(s)=T(t—s)u(s) qui est a valeur dans X, est différentiable pour 0 <s<t,ona:

dg(s)

o = —AT(t=s)u(s)+ T(t =s)u'(s)

= —AT(t-s)u(s)+ T(t —s)(Au(s) + f(s))
= —AT(t - s)u(s)+ Au(s)T(t —s)+ T(t—s)f (s)
=T(t-s)f(s)

ou f € L'(0,T; X), alors la fonction g(s) = T(t - s)u(s) est intégrable et si on intégré
T(t—s)f(s)deOett, onaura:
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d’ou le résultat . O

Remarque 3.1. [4]]
Sife Ll(O, T;X), alors pour tout x € X le probleme (PN HC) admet au plus une solution,
selle existe donner par la relation (3.11)).

t
Pour tout f € Ll(O, T;X) le second membre (J T(t—s)f(s)ds) est une fonction continue sur

0
[0, T), il est naturel de la considérer comme une solution généralisée du (PN HC) méme selle

n'est pas une fonction différentiable et ne satisfait pas I'équation au sens strict de la définition

3.2.1).

Théoreme 3.2.1. [3]
Soit A le générateur infinitésimal d’un Cy-semi-groupe (T(t))ss0, soit f € L1(0, T; X) une

fonction continue sur |0, T] et soit v la fonction définie par :

v(t):LtT(t—s)f(s)ds, 0<t<T (3.12)

le probleme de Cauchy non homogéne (PN HC) admet une solution u sur [0, T[ pour tout

x € D(A) si 'une des conditions suivantes est vérifiée :

i) v(t) est continument différentiable sur |0, T| .

ii) v(t) € D(A) pour 0 <t < T et la fonction t — Av(t) est continue sur |0, T[. Si (PNHC)
admet une solution u sur [0, T pour x € D(A), alors v vérifie les deux condition (i) et (ii)

en méme temps.
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Démonstration : [3]

Si le probleme de Cauchy (PN HC) admet une solution u pour x € D(A), cette solution
est donnée par (3.11). Par conséquent v(t) = u(t) - T(t)x pour t > 0, comme somme de
deux fonction différentiable on a v’(t) = u’(t) — AT (t)x, qu’est aussi une fonction
continue sur |0, T[ et donc (i) est vérifiée.

De méme si x € D(A) alors T(t)x € D(A), pour t > 0 et donc :
v(t)=u(t)-T(t)x e D(A) pour t>0

et

qui est une fonction continue sur |0, T[ et donc la condition (ii) est satisfaite.

D’autre part on peut facilement vérifier que pour tout 1> 0 :

h) — h) — t+h
T(ﬁ Iv(t):v(ﬂ_}z ”(t)—%j T(t+h-s)f(s)ds, (3.13)

de la continue de f, alors il est clair que le second membre de (3.13)tend vers f(t)
lorsque h —» 0.
e Siv(t) est continument différentiable sur ]0, T, alors (3.13)) il s’ensuit que v(t) € D(A)

pour 0 <t < T et que Av(t) =v’(t) - f(t) c’est a dire v(t) est une solution particulier de

T(t—s)f(s), puisque v(0) = 0 alors v(t) = T(t)x + v(t) est la solution du probleme de
Cauchy (PNHC) pour x € D(A).

e Siv(t) e D(A) pour 0 <t < T,larelation (3.13) on peut déduire que v(t) est dérivable a
droite, D*v(t) de v satisfait la relation suivant : D™ v(t) = Av(t) + f(¢).
Donc D*v(t) serait une fonction continue, alors v(t) est continument différentiable et
v'(t) = Av(t) + f (t) est puisque v(0) = 0, alors on déduit que u(t) = T(t)x + v(t) est la
solution du probléeme de Cauchy non homogene (PNHC) pour x € D(A).

le résultat du théoreme permet d’obtenir le corollaire suivant :

Corollaire 3.2.1.
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Soit A le générateur infinitésimal d’un Cy-semi-groupe (T (t));>o. Si f est une fonction
continument différentiable sur [0, T], alors le probleme de Cauchy (PNHC) admet une

solution u sur [0, T[ pour tout x € D(A).

Démonstration :
D’apres la relation (3.12)) du théoreme et par le changement de variable on a :

t t
v(t):J T(t—s)f(s)ds:j T(s)f(t—s)ds (3.14)
0 0
il est facile de voir que la relation (3.14) que v(t) est différentiable pour ¢ > 0 et que sa
dérivée :
t
v'(t)=T(t)f(0)+ J T(s)f'(t—s)ds
0
t
=T(t)f(0)+ J T(t—s)f'(s)ds
0
D’ou v’ est continue sur ]0, T[ et le résultat se déduit du théoréeme [3.2.1]. O

Définition 3.2.2. [3]
Une fonction u qui est presque partout (p.p) différentiable sur [0, T] tel que u’ € L' (0, T; X)
est appellée solution forte du probléme de Cauchy (PNHC) si :

{u’(t) = Au(t)+f(t), p.psur[0,T] (3.15)

u(0) = x.
Notons que si A=0et f € L'(0, T; X) le probléme (PNHC) n'admet pas en général
de solution a moins que f est continue. Cependant, il admet toujours une solution forte

donnée par
t
= u(0 d
u(t) = u( >+J0 £(s)ds

il est facile de voire que si u est une solution forte de (PNHC) et si f € L'(0,T; X), alors

u sera donnée par
t

u(t)=T(t)x+ J T(t—s)f(s)ds

0
et donc c’est la solution généralisée et par suite c’est I'unique solution forte du probleme

(PNHC). La question la plus naturelle qu’on doit supposer c’est par quelles conditions

la solution généralisée sera telle une solution forte du probleme (PNHC)?.
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Théoreme 3.2.2. [3]
Soit A le générateur infinitésimal d’un Cy-semi-groupe (T(t));s0, f € L'(0,T; X) et soit v la
fonction définie par :
v(t) = Jt T(t—s)f(s)ds,0<t<T
le probleme (PN HC) admet une solut?on forte u sur [0, T], pour tout x € D(A), si 'une des
conditions suivantes est vérifiée :
i) v(t) est différentiable presque partout sur [0, T] et v’(t) € L'(0, T; X).
ii) v(t) € D(A) presque partout sur [0, T] et la fonction Av(t) € L'(0, T; X).
Si le probléme de Cauchy (PN HC) admet une solution forte u sur [0, T] pour un x € D(A),

alors v(t) vérifie les conditions (i) et (ii).

le résultat du[Theoreme|3.2.2| permet d’obtenir le corollaire suivant :

Corollaire 3.2.2. [3)]

Soit A le générateur infinitésimal d’un Cy-semi-groupe (T (t))s>o-

Si f est différentiable presque partout sur [0, T] et f’ € L1(0, T;X), alors pour tout x € D(A),
le probleme (PN HC) admet une unique solution forte sur [0, T].

Remarque 3.2.
En général, on pose si f est lipschitzienne sur [0, T], alors cette condition n’est pas suffisante
d’assurer Uexistence de la solution forte de (PN HC) pour x € D(A). Lorsque si, X, est réflexif

et f est lipschitzienne c’est a dire

1f (t1) = f()I < Cllty = tall, Vi1, 22 € [0, T]
alors on peut montrer que f différentiable presque partout sur [0, T] et f’ € L'(0,T;X).

Corollaire 3.2.3. [3]

Soit X un espace de Banach réflexif et soit A le générateur infinitésimal d'un Cy-semi-groupe
(T(t))r=0-

Si f est lipschitzienne sur [0, T, alors pour tout x € D(A) le probléme (PN HC) admet une
unique solution (classique) u sur [0, T| donnée par :

t

u(t)="T(t)x+ f T(t—s)f(s)ds.

0
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Démonstration :
D’apres la remarque (3.2) et (3.1) précédentes, le probléme a valeurs dans X de Cauchy
(PNHC) admet une solution forte et donc d’apreés les conditions du théoréme v(t)

est donnée par :
v(t) = J; T(t—s)f(s)ds

est presque partout différentiable sur [0, T], lorsque on utilise la régle d’intégrale de

Leibniz alors sa dérivé est :

t

v'(t)=T(t)f(0)+ J T(t—s)f'(s)ds

0
v’ est continue sur [0, T] . D’ou on obtient le résultat du théoréme[3.2.1]. i

3.3 Une application

Dans ce paragraphe nous donnons une application de la théorie des semi-groupes et
I’étude du probléme abstrait de Cauchy dans la résolution de quelques équations aux

dérivées partielles classiques en physique.

Exemple 3.1. (L'équation des ondes) [6]]

L’équation des ondes est une équation aux dérivées partielles de second ordre, elle joue un role
fondamental pour la description des ondes, telles qu’elles se produisent en physique : quelles
soient mécanique lumineuses. Ce type d’équation apparait dans divers domaines tels que
Pacoustique, I'électromagnétisme et la dynamique des fluides. L'équation des ondes dont u est

une solution est donnée par :

(92
8_;2}_&/ = 0, sur Qx[0,T],
(E0) v = 0, sur Qx|[0,T],
v(x’t:O) = 7y, dans Q,
v
E(x,t:()) = vy, dans Q,

est hyperbolique oit Q) est un sous-ensemble régulier de R" et vy € H*(Q) N H& (Q),
V1 € Hé (Q)
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v
Posons u =| 5, |, 'équation (EO) s’écrit sous la forme abstraite :
ot
d
e Au,
(PHC){ dt (3.16)
u(0) = ug.
ot
u u 4
Au=A| =] 2 et uy= o
Uy Au1 71

Soit x € Hé(Q) x L?(Q). Le domaine de A est D(A) = (H*(Q)N Hé(Q)) X Hé(Q).

Montrons que (A, D(A)) est m-dissipatif sur X lorsqu’il est muni du produit scalaire :
(u,v)x = J Vul.Vvldx+J Uyvodx, ou u = (uy,uy) et v=_(v1,v;).
Q Q

D’abord A est dissipatif car (Au,u)x = fQ Vu, Vujdx + fQ Auqyuydx =0, (d’apres la formule
de Green).
Soient (f,g) € Hé(Q) x L2(Q)). L'équation u — Au = (f, g) est équivalente au systéme :

up—uy = f
uy—Auy = g

En remplagant uy = uy — f dans la deux-éme équation, on obtient I’équation
u—Auy =f+g,

qui admet une solution unique u; € H*(Q) N Hy (Q) d’apres le théoréme de Lax-Milgram.
Par conséquent u, € Hy(Q) est unique. Donc Tm(I — A) = X et A est m-dissipatif.
Par le théoréeme de Lumer-Phillips il vient que A est le générateur infinitésimal d'un
Co-semi-groupe de contraction (T (t));sq et par suite admet une solution unique donnée
par

u(t, x) = (T(t)uo)(x).
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Chapitre 4
Systeme d’évolution

Introduction

Dans le dernier chapitre, nous avons traité en détail le systeme d’évolution qui a au
fond de I'un des domaines les plus fertiles de la recherche mathématique actuelle. Nous
avons basé aussi sur la stabilité d’une famille de générateurs, le systéeme d’évolution
dans le cas hyperbolique, pour obtenir des résultats généraux et un bagage

mathématique a utilisé dans les différents domaines.

4.1 Systeme d’évolution

X est un espace de Banach.
Soit A(t) : D(A(t)) € X — X un opérateur linéaire sur X et f une fonction a valeurs dans

X. Le probleme d’évolution est de la forme suivante :

(PE){ w(t) = A(B)u(t)+f(t), s<t<T @)

u(s) = «x.

Ou ¢ est la variable temps, u est une fonction continue a valeurs dans X et x € X est la
valeur initiale.

Une fonction u : [s, T] — X est dite solution classique de si u est continue sur [s, T],
u(t) € D(A(t)) pour s < t < T et u continument différentiable sur |s, T] et vérifier (4.1).

Cas spéciale, si A(t) = A on a trouvé les résultats du chapitre (3). La solution du
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probleme non homogene est donnée par “la formule de variation de la constante” :
t

u(t) = T(t—s)u(s)+jT(t—T)f(T)dT, (4.2)

S
ou T(t)x est la solution du probleme homogene u’(t) = Au(t), u(0) = x. On trouve un
résultat similaire lorsque A(t) dépend de t.
Au début, nous sommes concentrés sur le probleme homogene :
u'(t) = A(Hu(t), 0<s<t<T
(t) (£)u(t) (4.3)
u(s) = «x.

En Commencons par le cas simple lorsque A(t) est un opérateur borné sur X et

t — A(t) est continue pour la topologie uniforme des opérateurs.

Théoreme 4.1.1. [3]

Soit X un espace de Banach. Pour tout 0 <t < T et soit A(t) un opérateur linéaire borné sur
X.

Si la fonction t +— A(t) est continue pour la topologie uniforme des opérateurs, alors pour tout

x € X le probleme a valeur initiale admet une solution classique unique u.

Démonstration :

Au début, nous avons utilisé la méthode des itérations de PICARD pour obtenir
I’existence du solution.

pesons a = 0rilta<xT||u(t)||, considérons 'application S de C([s, T], X) dans C([s, T}, X)

définie par :

Su(t) = X+JA(T)u(T)dT. (4.4)

S
Notons ||u||o, = max ||u(t)||on a:
0<t<T

t t

ISu(t)—Sv(t)|| = gl;tanT ||x + JA(T)H(T)dT —-x- JA(T)V(T)dTll

N
t

= &1&)%” JA(T)u(T)dT - JA(T)V(T)dTll

< a(t=s)llu-vllo
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alors on obtient :

1Su(t) = Sv(t)ll < a(t = s)llu - vl (4.5)

par (4.4) et (4.5) nous avons montré par récurrence la relation suivante.

15" u(t) = S"v(E)ll <

a(t—s)"

Pour n =1, on obtient la relation (4.5).
On a supposé que cette relation est vraie pour l'ordre p = n et montrer que elle est vraie

pour l'ordre p = n+1 on obtient :

n+1(t _ S)n+1

||Sn+1u(t) _ Sn+17/(t)|| = ||Ssnu(t) _Ssnv(t)” S 2

Wllu - V”OO, Vn>1.

Alors la relation est vraie. Donc Y#n > 1 on obtient :

a(t—s)"

IS u(t) = S™v(n)l < =

[u —v|le, s<t<T.
a(t—s)"

Pour n assez grand —;

<1, donc il vient du théoreme du point fixe de PICARD que
S admet un point fixe unique u dans C([s, T], X) donné par :
t
Su(t) :x+jA(T)u(T)dT. (4.6)
s
Puisque u est continue, le membre de droite est différentiable et vérifier
u’(t) = A(t)u(t).
D’ou u est une solution du probléme (4.3). Puisque tout solution de est aussi
solution de (4.6)), la solution de est unique.

La notation qui définit par :

U(t,s)x =u(t), pour 0<s<t<T, (4.7)

est “l’'opérateur solution “du probleme (4.3).
U(t,s) est une famille a deux parametres d’opérateurs. Par 1'unicité de la solution du

probleme (4.3) il vient que si A(t) = A est indépendant de ¢ alors
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Ul(t,s) = "4 = U(t —s) et 1a famille a deux parameétres se réduit en une famille & un

seul parametre U(t), t > 0, qui est le semi groupe généré par A.

Lemme 4.1.1. (de Gronwall)

Soient u,v : [a,b] — R* deux fonctions continues sur un segment [a,b] a valeurs positives et

M > 0 vérifiant I'inégalité suivant :
X
u(x) <M+ ju(r)v(T)dT, Vx € [a,b].
a

Alors

u(x) < Mexp J-v(r)dr , Vx€la,b]

Dans le cas ou M =0, u = 0 sur [a,b].

Démonstration :
On a d’aprés 'inégalité (4.8), on vient que :
t
u(t) <M+ Ju(r)v(r)dr, Vt e [a,b].
a

lorsque on remplace u(t) dans la relation suivante, on obtient :

X X

J u(to() 4, - Jv(t)dt

a M+fu(r)v(r)dT a

Car u et v sont des fonctions positives. Alors

M+fu(r)v(r)dr X
log “ i < jv(t)dt.

On obtient que :
X
M+ [u(t)v(t)dT < Mexp(

) \a
D’ou

| ee—

v(r)dr), Vx € [a,b].

u(x) <M exp Jv(r)dt , Vx€la,b]

a
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4.1. SYSTEME D’EVOLUTION

SiM=0

0<u(x)<0+ J u(t)v(r)dr

a

D’ou u =0 sur [a,b]. O

Le théoréme suivant présente les propriétés fondamentales d’opérateur solution U(t,s)
lorsque A(t) est un opérateur linéaire borné sur X pour tout 0 <t < T et I'application

t — A(t) est continue pour la topologie uniforme des opérateurs.

Théoreme 4.1.2. [3]

Pour tout 0 <s <t <T ona Ul(t,s) est un opérateur linéaire borné et on a :
t

i) [[U(t,s)|| < exp (I”A(T)”d’r).
S

ii) U(t,t)=1, U(t,s)=U(t,r)U(r,s), pour 0 <s<r<t<T.

iii) (t,s) —> U(t,s) est continue pour la topologie uniforme des opérateurs, 0 <s <t <T.
. dU(t,s)

iv) =A(t)U(t,s), pour 0<s<r<t<T.
dU(t,
) 8(5 S) =-U(t,s)A(s), pour 0<s<r<t<T.
Démonstration :

Puisque (4.3) est linéaire, il est claire que U(t,s) est un opérateur linéaire défini sur X.
Par (4.6), il vient que

t
[l ()l < llxll +JIIA(T)I| llu(T)lld.

D’apres le lemme de Gronwall on a

U 9)l = [lu(o)ll < IIxIIeXp(JIIA(T)IIdT)- (4.10)

D’ou U(t,s) est borné et vérifie (7).

on a

sis=talors:
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4.1. SYSTEME D’EVOLUTION

donc
U(t,t)=1

de plus
U(t,s) = el!=st=0A = p=NA=9A — (1, 1)U (r,s), pourtous 0<s<r<t<T.

D’ou (i7) vérifie .
(i) et (ii) implique (iii).
Finalement, par (4.6)) et (iii) on déduit que U(t,s) est 'unique solution de ’équation

intégrale :
t

(U(t,s) :I+JA(T)U(T,S)€ZT, (4.11)

S

dans B(X), en dérivant (4.11)) par rapport a t on obtient (iv).
En dérivant (4.11]) cette fois-ci par rapport a s et en appliquant la regle intégrale de

Leibniz on obtient :

Ju(t, U(r,
Ua(st S~ _a(s)+ J'A(T)%d’[.

Par l'unicité de la solution de (4.11) on obtient que :

dU(t,s)
ds

=-U(t,s)A(s).

La famille a deux parametres d’opérateurs linéaires bornés U(t,s), dans le cas non
autonome , joue le méme role du semi-groupe a un parametre U(f) pour le cas

autonome. Donc, on prend la définition suivante :

Définition 4.1.1. [3]

Une famille a deux parameétres d’'opérateurs linéaires bornés U(t,s), 0 <s <t < T, sur X est
dite un systeme d’évolution si les deux conditions suivantes sont satisfaites :

i) U(t,t)=1, U(t,s)=U(t,r)U(r,s), pour 0 <s<r<t<T.

ii) (t,s) —> U(t,s) est fortement continue, pour 0 <s <t <T.

40
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Remarque 4.1.
S’il existe un systéme d’évolution U(t,s) associe au probléme non homogeéne , ou
s€ LY([0,T]: X) pour tout x € D(A(s)), U(t,s)x € D(A(t)) et U(t,s)x est différentiable par

rapport a t et par rapport s et vérifiant :

aUa(tt’S) — A(U(t, 5)x, (4.12)
aUa(:’S) = _U(t,5)A(s), (4.13)

alors tout solution classique u de avec x € D(A) est donnée par :

t

u(t) = U(t,s)x+fU(t,T)f(T)dT,. (4.14)

4.2 Stabilité d’une famille de générateurs

Cette section couver quelques des concepts de stabilité dont nous aurons besoin pour

construire systeme d’évolution ce probleme :

(4.15)

u'(t) = A(t)u(t), 0<s<t<T
u(s) = «x.

dans le cas "hyperbolique".

Définition 4.2.1. [3]
Une famille de générateurs infinitesimaux (A(t)).eo,] des Co-semi-groupes sur X est dite

stable, s’il existe des constantes M > 1 et w € R (appelées les constantes de stabilité) telles

que :
p(A(t) D]w, +oo[, Yt e[0,T] (4.16)
et
£ M
!;[R(/\;A(tj)) < Gof (4.17)

pour tout A > w et toute suite finie 0 <t; <t, <---<t, <T,k=1,2,3---.

Remarque 4.2.
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Dans le cas général, les opérateurs R(A; A(t;)) ne commutent pas nécessairement et par suite
Pordre dans est important. De plus la suite des produits contenant les t; doit étre
toujours "ordonnée par rapport au temps”, i.e., un facteur avec un t; plus grand se trouve a
gauche des autres facteurs avec des t; plus petits.

Par définition, il est clair que la stabilité d’une famille de générateurs infinitésimaux
(A(t))se(o,T] st conservée lorsqu’on remplace la norme sur X par une norme équivalente, mais

les constantes de stabilité dépendent de la norme prise sur X.

Lemme 4.2.1.
Soit (T(t))s>o un Cy-semi-groupe d’opérateurs linéaires bornés sur X, de générateur
infinitésimal A, alors :

. £\ ) n_(n "
T(t)x = lim (I——A) x = lim —R(?;A)] x, VxeX,

n—o0 n n—oo| f

et la limite est uniforme en t sur tout intervalle borné.

Démonstration :

Voir [[3]]], Theorem 8.3, pag. 33-35) O

Théoreme 4.2.1. [3]
Pour t € [0, T], soit A(t) le générateur infinitésimal d’un Cy-semi-groupe S;(s), s > 0 sur X.
Alors la famille (A(t));e(o,T) est stable, si et seulement si, il existe des constantes M > 1 et

w € R telle que :
p(A(t)) D]w, +eo[, Vte[0,T]

et 'une des conditions suivantes est vérifiée :

k k
I_[Stj(sj) < Mexp szj (4.18)
j=1 j=1
pour tout s; >0 et toute suite finie 0 <t <t, <---<t, <T,k=1,2,3,--
ou
k k
M
R(A;A(E))| < _ (4.19)
[Trasae<l T

Démonstration :
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D’apres I’énoncé du théoreme, il est clair qu’il suffit de le prouver que pour toute
famille (A(t))ic[o,7] de générateurs infinitésimaux pour p(A(t)) D]w, +oo], les équations
(4.17), (4.18), (4.19) sont équivalents.

Supposons que est vrai et soit s;, 1 <j <k soient des nombres rationnels positifs.

Soit A = N un entier positif tel que Ns; = m; est un entier positif pour 1 < j <k. Dans
k

4.17), nous prenons des termes m = )_ mj et les subdivisons en K sous-ensembles

j=1

contenant m;, 1 < j < k termes. Tout les valeurs de t dans le j-eme sous-ensemble sont

considérés comme égales a t;. Apres avoir divisé les deux cotés de l'inégalité par N™.

k m; m; mj -m
D[S_{R(S—{;A(tj))l < M(l - %) :

J ]

On trouve

pour N — oo, tel que Ns]-, 1 <j <k, rester des entiers, chacun des mj tend vers l'infini et

par le lemme (4.2.1) on obtient :

k

k
l_[St],(s]-) <Mexpiw Zsj
=1

j=1
et donc (4.18)) est détient pour toutes les rationnels positives s;. Le cas général du réels
non négatifs s;, résulte de la fort continuité de S;(s) dans s et donc (4.17) implique
(4.18].
Au chapitre 2, nous avons

R(/\]’A(t])) = e_AjSStj(S)XdS pour /\] > w (>(-)

o%-é—

itérer (*) un nombre fini de fois donne

k

x x k
HR()\j;A(tj))x:J---jexp —Z/\ I_[St Si)xdsy---dsp (%)
0 0

j=1

en utilisant (4.18)) pour estimer la norme du coté droit de (++) on trouve

k kR k
[ [rRO At <M||x||l_[J.e(“"/\i)51‘dsj:M||x||]_[(/\j—a))_1
0 j=1

j=1 j=1

et donc (4.18) implique (4.19).
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Choisir tout A; égal a A dans (4.19) monter que (4.19) implique (4.17) et la preuve est
complete. m]

Corollaire 4.2.1.
Sipourt€[0,T], A(t) € G(1,w), i.e., A(t) est le générateur infinitésimal d'un Cy-semi-groupe
S4(s), s = 0 vérifiant ||Sy(s)|| < e“*, alors la famille (A(t))e[o,) est clairement stable avec les

constantes de stabilitée M =1 et w.

Démonstration :

D’apres le théoréme (2.3.2), on a
A,={AeC: Red > w} Cp(A)
et pour w =1 on trouve

{AeC:ReA>1}Cp(A)
{AeR:Red>1}Cp(A).

Donc
[1, +eo[C p(A)
ona
k
[ [56| =180 (51):Sty(52)- - Sy (sl
j=1
< 1S, (SIS, (s2)ll + -+ + 1S (sie)
<eW1e®2...e%k  (car A(t) € G(1,w))
— ew(51+52+'“5k)
k
w Z S]'
=e j=1
donc d’apres le théoreme (4.2.1), pour M =1 A(t) est stable. ]

Remarque 4.3.
Toute famille (A(t)):e[o,T] de générateurs infinitésimaux des Cy-semi-groupes de contractions

est stable.
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4.3 Un systeme d’évolution dans le cas hyperbolique

Définition 4.3.1. [16]

Soient X et Y deux espaces de Banach.

e Si Y un sous-espace de X est fermé et soit T : D(T) C X — X un opérateur linéaire sur X.
Le sous-espace Y est (T(t));>o-invariant : T(t)Y C Y.

o Soit (5(s))ss0 un Co-semi-groupe sur X de générateur infinitésimal A. Un sous-espace Y de
X est dit A-admissible si Y est un sous-espace invariant par (S(s))s>q et la restriction de
S(s)a Y est un Cy-semi-groupe sur Y, i.e., (il est semi-groupe fortement continue pour la
norme ||.||y).
la restriction g(s) de S(s), s >0, a Y est un Cy-semi-groupe sur Y . Dans ce cas, Ala

restriction de A a Y est le générateur infinitésimal du semi-groupe (S(s))s>o sur Y .

Soit (A(t)):e[o0,7] le générateur infinitésimal d’un Cy-semi-groupe (54(s))sxo sur X.

supposons les hypotheses suivantes :

o (Hyp) : (A(f))se[o,) est une famille stable avec les constantes de stabilitée M et w.

e (Hp): Y est A(t)-admissible pour t € [0, T] et la famille (K(t))te[O,T] des restrictions a Y
est une famille stable sur Y avec les constantes de stabilité M et @.

e (H3):Pour t€[0,T], D(A(t)) DY, A(t) est un opérateur linéaire borné de Y dans X et

t —> A(t) est continue pour la norme usuelle ||.||y_x de B(Y, X).

Considérons le probléeme de systeme d’évolution suivante :

(PCAn){ w'(t) = A(u(t), 0<s<t<T

u(s) = «x.

ou la famille (A(t));e[o, 1] vérifie les conditions (H;) - (H3) .
L’ensemble des conditions (H;) — (H3) est souvent relié au cas "hyperbolique",
contrairement au cas "parabolique" dont lequel chaque opérateur (A(t));»o est supposé
le générateur infinitésimal d’un Cj-semi-groupe analytique. Ces noms sont liés aux
différentes applications des résultats abstraits a la théorie des équations aux dérivées
partielles.

Le résultat principal de cette section : le théoréme (4.3.1), montre que si

(A(t))se[o, 1) vérifie les conditions (H;) — (H3), nous pouvons donc relier un systeme
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d’évolution unique U(t,s), 0 <s <t < T au probleme (PCAn).

Théoreme 4.3.1. [3]

Soit A(t), 0 <t < T, le générateur infinitésimal d’un Cy-semi-groupe (5(s))s>o sur X.

Sila famille (A(t))se0,] vérifie les conditions (Hy) — (H3), alors il existe un unique systéme
d’évolution U(t,s), 0 <s <t < T sur X vérifiant :

e (E;) ||l+](t,s)|| < Me®) pour 0 <s <t <T.

d
e (Ey) EU(t,s)xlszt =A(s)xpourxeYet0<s<t<T.

e (E3) %U(t,s)x =-U(t,s)A(s)x pourxeYet0<s<t<T.

Démonstration :
L'approximation d’une famille (A(t)).c[o,r) par des familles (A,())ieo,rjoun=1,2,---,.
Définies comme suit : t}(1 =-T,k=0,1,---,n

n

soit :
{An(t) = A(t]), ty<t<t],, k=0,1,--,n-1

kel (4.20)
A,(T) = A(T).
car t —> A(t) est continue pour la norme ||.||y_,x de B(Y, X), il s’ensuit que A(t) converge

uniformément car :
|A(t) = A, (t)llyx — 0, quand n — oo,t € [0, T]. (4.21)

D’apres la définition de A, (t) et par les conditions du théoreme il en résulte que pour
n 21, les familles (A, (t))ic[o,7) est une stable sur X avec les constantes de stabilité M et
w et les familles (Zn(t))te[O,T] est sont stables sur Y avec les constantes de stabilité M et

.

Définie une famille a deux parameétres U, (t,s), 0 <s<t < T par:

- St]n(t—s), t]’?ssStSt]’?H ( |
U,(t,s)= k-1 T 4.22
St =t))| T1 S ()| St =)
j=1+1 I\n /

pour k>1, t <t <t ,, t/ <s<t] .
U, (t,s) est un systeme d’évolution, alors

Uu(s,s)=1, U,(t,s)=U,(t,r)U(r,s) pour 0<s<r<t<T, (4.23)
et

(t,s) — U,(t,s) est fortement continue sur 0 <s<t<T. (4.24)
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d’apres la théoréme(4.2.1)), il s’ensuit que
U, (t, )| < Me®"™) pour 0<s<t<T, (4.25)

et par (H,) ona
U/t,s)YCY pour0<s<t<T, (4.26)
puisque D(A(t)) D Y pour t € [0, T], la définition une famille U, (t,s) entraine que :

pour x € Y, U est continue pour 0 <s < t, continiment différentiable, alors

%Un(t,s)x =A,(t)U,(t,s)x (4.27)
pour t # t?,j: 0,1,---,n, et
%Un(t,s)x =-U,(t,5)A,(s)x (4.28)

pour s # t;?, j=0,1,---,n.
De plus, le théoréeme (4.2.1) et (H,) entraine que :

U, (t,s)|| < Me®t=) pour 0 <s<t<T, (4.29)

voir l'application ¢ : r +— U, (t, r)U,,(r,s)x, pour x € Y.
Par (4.27) et (4.28)), il s’ensuit que ¢ est différentiable en r, s < r < t, sauf en un nombre

fini des points r, on a

t
U,(t,s)x—Up(t,s)x = — [ iUn(t,r)Um(r,s)xdr (4.30)
J or
sﬁ
=— | —“U,(t,1)A,(r)U,(r,s)x+ A, (1)U, (r,s)U,(t,1)x
tS
= J U, (t,7)(A, (1) = A (r) U, (1, s)xdr. (4.31)

S

Alors (4.31) implique que :
t
||Un(t,S)X— Um(tls)x” = ” J Un(tlr)(An(r) _Am(r))Um(r’S)Xdr”-

Posons y = max(w, @), par (4.25) et (4.29) il en résulte que :

t
1U(t,5)x = Up(t,5)xll < MMe? ||l f A (r) = A (r)lly - xdr (4.32)
S
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par (4.21), alors
lAn(r) = Ap()llyx — 0
il s’ensuit que

|U,(t,s)x — Uy,(t,s)x|| — 0

alors U, (t,s) converge uniformément sur 0 <s <t < T dans X, quand n — co0. Ou Y est

dense dans X, ceci avec (4.25) implique que converge fortement dans X, quand n — oo.

Soit

U(t,s)x = lim U,(t,s)x, pourxe X,0<s<t<T,
n—00

(4.33)

par (4.23)) et (4.24), il est clair U(t,s) est un systéme d’évolution sur X et par (4.25) il

s’ensuit que (E;) est vérifiée.

Par suite, montrer (E,) et (E3) voir application ¢ : r — U, (t,7)S(r —s)x pour x € Y.

P est différentiable sauf en un nombre fini des points 7, on a

t

U,(t,s)x =S (t—s)x = —f %Un(t,r)ST(r—s)xdr

il en résulte que
t
1U(£,5)x = Se(t = s)xll < MMe?"||x||y f |An(r) = A(T)lly—xdr
s
par ((4.36) pour passage a la limite quand n — oo on trouve :
t
1U (8, 5)x = Se(t = s)xll < MMe? | [x|ly f lA(r) = A(T)lly - xdr
s
Choisir T = s dans , avec t —s > 0, en faisant tendre t | s on trouve :

1
limsup —||U(t,s)x — Ss(t —s)x|| =0
tls t—s

ou t —> A(t) est continue pour la norme usuelle de B(Y, X). Puisque Sy(t —s)x est

(4.34)

(4.35)

(4.36)

(4.37)

(4.38)

différentiable et dérivée a droite en t =, il en résulte par (4.38) que U(t,s)x est aussi

différentiable et se dérivée a droite en t = s sont les mémes. D’ou (E,).
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Choisir T = t dans (4.37)), avec t —s > 0, en faisant tendre t T s on trouve :

1
limsup —||U(t,s)x — S;(t —s)x|| =0
s t—s

implique que :

a—U(t,s)x =-A(s)U(t,s)x
ds
=-A(t)x pour s=t

pour s < t, (E,) et la continuité forte de U(t,s) dans X impliquent que :

d* . U(t,s+h)x—-U(t,s)x
z -1
g5 Ut =lim ==
lim Ut s + ) s
hlo h
=-U(t,s)A(s)x
et pour s <t on a par (4.40)
J- . Ults)x=U(t,s—h)x
EU(LS)X = lhlﬁ')l 7
. x—U(s,s—h)x
=1lim U(t,
R
=-U(t,s)A(s)x

les égalités (4.43) et (4.46) montent que U(t,s) vérifie (E3).

(4.39)

(4.40)

(4.41)

(4.42)

(4.43)

(4.44)

(4.45)

(4.46)

Montrer que U(t,s), 0 <s <t < T est unique systéeme d’évolution vérifiant (E;), (E;) et

(E3). Supposons V(t,s) est un autre systéeme d’évolution vérifie (E;) — (E3), pour x € Y

considérons la fonction ¢ : r — V(t,r)U, (r,s)x, puisque V(t,s) vérifie (E3) en suite, cela

vient de la construction de U, (t,s) que ¢ est différentiable sauf en un nombre fini des

points r, on a
t
Vt,s)x—U,(t—s)x = —f %V(t,r)Un(r,s)xdr
S
t

= J V(t,r)(A(r)— A, (r)U,(r,s)xdr

S

par suite :

t
1V (£, 5) = Uy (£ )]l < MFEe? | Jxlly f JA(F) = An(P)lly xdr
S
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4.4. LA REGULARISATION DE LA SOLUTION DANS LE CAS
HYPERBOLIQUE

quand n —> oo dans (4.47) et on utilisant (4.21) on obtient, pour tout x € Y,
V(t,s)x = U(t,s)x. Puisque Y est dense dans X, V(t,s) et U(t,s) vérifient (E;), alors
V(t,s)=U(t,s). O

4.4 Larégularisation de la solution dans le cas hyperbolique

Soient X et Y deux espaces de Banach tel que Y est densément et continuellement
“imbibé” dans X et soit {A(t)};c[o,r] une famille des géneérateurs infinitésimaux d’un
Co-semi-groupe dans X qui satisfaite les conditions (H;) — (H3) du section précédente.

Soit f € C([s, T]: X) la valeur initiale du probléme :

{u’(t) = A(u(t)+f(), 0<s<t<T (4.48)

u(s) = «x.
Une fonction u : [s, T] — X est dit solution classique de si u est continue sur
[s, T], u(t) € D(A(t)) pour s <t < T et u continument différentiable sur |s, T] et vérifier
(4.48).
Malheureusement, nous ne savons aucune simple condition pour l'existence de la
solution classique du probleme pour la valeur initiale dans le cas hyperbolique
lorsque f = 0. Pour obtenir une solution classique de dans les conditions
raisonnables, nous limiterons dans cet article a une notion assez forte et donc assez
restreinte notion de solution de a savoir les solution Y-valorisées (solution a

valeur Y).

Définition 4.4.1. [3]
Une fonction u € C([s, T]:Y) est une solution da valeur Y du probléme de valeur initiale

(4.48) si: u e C([s, T]: X) et le probléme satisfait en X.
Une solution a valeur Y du probléme de valeur initiale différe d’une solution classique

en satisfaisant pour s <t < T, u(t) e Y C D(A(t)) plutdt que seulement u(t) € D(A(t)) et en
étant continue dans la norme Y plus forte plutot que simplement dans le X-nom. Pour les

solution a valeur Y, nous avons le théoréeme suivant.

Théoreme 4.4.1. [3]
Soit {A(t)}e[o, 1) une famille des générateurs infinitésimaux d'un Cy-semi-groupe dans X qui
satisfaite les conditions (Hy) — (H3) du définition et Soit f € C([s,T]: X). Si le
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probléme de valeur initiale a une solution da valeur Y, alors cette solution u est unique

et de plus donner par :
t

u(t) = U(t,s)x+IU(t,r)f(r)dr, (4.49)
S
ou U(t,s) est le systéme d’évolution fourni par les théoréme précédent.
Démonstration :
Voir ([3] page. 140-141) O

Théoreme 4.4.2. [3]

Soit {A(t)}sejo,1) satisfait les conditions du théoreme (3.1.[3]].page.110) et soit U(t,s),
0<s<t<T,lesystéme d’évolution donné dans le théoreme (3.1.[3]].page.110) si :

o (Ey) U(t,s)YCYpour0<s<t<T.

o (Es)pour xe Y, U(t,s) est continueen Y, pour 0 <s <t <T.

pour chaque x € Y, U(t,s)x est la solution unique évaluée en Y du probléme initiale (4.15)).

Démonstration :
Il est claire que la solution a valeur de Y du probléme a valeur initiale est
immédiate lorsque en prend le théoréme (4.4.1). Il suffit de montrer que six €Y,
u(t) = U(t,s)x est un Y-valeur solution du probléme (4.15). Pour (E,) et (E5) on pose
u(t) e Y pour tout s <t < T, il est continue pour la norme-Y pour tout s <t < T. Pour
compléter la preuve, on a supposer que u est satisfait la différentiabilité de I’équation
dans d’ou, u(t)=U(t,s)x € Y, pour tout s <t < T, on obtient (E,) par :
Jd* U(t+h,s)x—U(t,s)x

EU(t,s)x = lﬁﬁ)l 7 (4.50)
L Ut+ht)-1
= 1;31101 — Ul(t,s)x (4.51)
= U(t,s)A(t)x (4.52)

Le membre droit de la relation (4.52)) est continue dans X lorsque t +— U(t,s)x est
continue dans la norme-Y et t — A(t) est continue dans B(Y, X).
D’autre part, le droit de la dérivation de U(t,s)x est continue dans X et de plus par

conséquent U(t,s) est continument différentiable dans X par :

%U(t,s)x =A(t)U(t,s)x, pour s<t<T.
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Lemme 4.4.1.
Soit U(t,s), 0 <s <t < T est le systeme d’évolution dans I'espace de Banach X, qui satisfait
U (t,s)|| < M pour tout 0 <s<t<T.
Si H(t) une famille d’opérateur linéaire et continue fortement alors il existe une famille
d’opérateur linéaire unique V(t,s), 0 <s <t < T dans X tel que :
t
V(t,s)x=U(t,s)x + f V(t,r)H(r)U(r,s)xdr, xe€X (4.53)
s

et V(t,s)x est continue on s, t pour tout 0 <s<t<T.

Remarque 4.4.

SiU(t,s), 0<s<t<T estlesysteme d’évolution qui satisfait (E4)— (Es) et pour tout x € X la
valeur initiale du probléme a une unique solution de valeur-Y et donner par U(t,s)x.
En addition, lorsque le systéme d’évolution U(t,s), 0 <s <t < T satisfait (E;) — (Es5) en peut
remplacer la condition (H,) par une autre condition (H,)" tel que :

o ((Hy)") la famille {Q(t)}sefo, 1) est isomorphisme de Y a X telle que :
VxeY, Q(f)x
est continument différentiable dans X en [0, T] et :
Q(HA(H)Q(t)™" = A(t) + B(t), (4.54)
ou B(t),0 <t < T est une famille d’opérateur linéaire et continue fortement .

Théoreme 4.4.3. [3]
Soit A(t), 0 <t < T est le générateur infinitésimal d’'un Cy-semi-groupe dans X. Si la famille
{A(t)}te[o,T) est satisfait les conditions (H,), (H)" et (H3) alors il existe une unique solution

U(t,s), 0<s<t<Tdans X qui satisfait (E;) — (Es)).

Démonstration :

Voir ([3] page. 143-145) O

Corollaire 4.4.1. [3]]
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Soit {A(t)se[o,T1}une famille des genérateurs infinitésimaux d'un Cy-semi-groupe dans X. Si la
famille {A(t)}c[o,) est satisfait les conditions (Hy), (H,)* et (H3) et pour x € X la valeur

initiale du probleme :

{u’(t) = A(tu(t), s<t<T (4.55)

u(s) = «x.
Alors il existe une unique solution de la valeur Y dans s <t <T.
Une cas spéciales, pour que les conditions du théoréme sont simples a vérifier oul

D(A(t)) = D est indépendant de t. Dans ce cas, en peut définie en D la norme ||.||y par :
llxlly = llxIl + lA(0)x], Yx € Y = D. (4.56)

Et n’est pas difficile, de voir que A(0) est inclue dans D qu’il est équipé la norme d’espace de

Banach que I'on note par Y. Ce Y est claire que densément et continuellement imbibé dans X.

Théoreme 4.4.4. [3]

Soit {A(t)}e[o, 1) une famille stable de générateur infinitésimal d’un Cy-semi-groupe dans X.
Si D(A(t)) = D est indépendant de t et Vx € Y, A(t)x est continument différentiable dans X.
Alors il existe une unique systéme d’évolution U(t,s), 0 <s <t < T qui satisfait (Ey) — (Es)),

ou Y est équipé D dans la norme ||.||y qui donner par la relation (4.56).

Démonstration :

Nous supposerons que {A(f)}e[o, 1] est satisfaite les conditions (H;), (H)" et (H3). La
condition (Hj) est trivial dans le théoréme. La continuité différentiable de A(t)x dans X
est claire que implique t — A(f) est continue dans la norme B(Y, X), donc (H3) est
satisfaite. Pour montrer (H,)* on note pour tout Ay > w l'opérateur Q(t) = Mgl — A(t) est
un isomorphisme de Y dans X par I’hypothese de A(t)u, alors Q(t) est continument
différentiable dans X pour tout x € X. Finalement, Q(t)A(t)Q(t)~! = A(t), qui donne par

la relation (4.54) est satisfaite pour B(t) = 0, donc la preuve est complétée. O

4.5 Un systeme d’évolution non homogene dans le cas hyperbolique

Cette section consacrée a quelque remarques concernant les solutions du probleme de

valeur initiale non homogene dans le cas hyperbolique

{u’(t) = Au(t)+f(1), 0<s<t<T (4.57)
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Définition 4.5.1. [3]
Soit (A(t))se(o,1) vérifie les conditions du théoréme et soit U(t,s), 0<s<t<T estun
systeme d’évolution donné par le théoréeme . pour chaque f € LY(s,T: X) et x€ X, la

fonction continue
t

u(t) = U(t,s)x+JU(t,r)f(r)dr (4.58)

est appelée la solution "mild" du probleme d valeur initiale (4.57)).

D’apreés le remarque (4.1), il s’ensuit que si le systéme d’évolution U(t,s) assez régulier et

f € CY([s,T]: X), alors le probléme de valeur initiale a une solution classique unique
pour x € D(A(s)) et cette solution coincide avec la solution "mild" (4.58). Un résultat
similaire (théoréme (4.4.1)) pour les solutions a valeur Y de (4.57).

L'existence de solution d valeur Y pour le probléeme de valeur initiale non homogene il est

fourni par la théoréme suivant :

Théoreme 4.5.1. [3]
Soit (A(t))sejo,) satisfait la condition du théoréme .Si feC([s,T):Y)alors pour
x € X le probléeme de valeur initiale (4.57) posséde une solution u unique da valeur Y donné

par:
t

u(t) = U(t,s)x+jU(t,r)f(r)dr (4.59)

S

Démonstration :
Par le théoreme (4.4.2) montré que U(t,s) est une solution a valeur-Y du probleme de la
valeur initiale homogeéne (PCAn).

Prouver que u donné par (4.59) est une solution a valeur-Y de (4.57)), montrerons que

est une solution a valeur-Y de avec la valeur initiale w(s) = x = 0. De notre
hypothese sur f et (E4) il s’ensuit facilement que w(t) € Y pour s <t < T. De Ej5 il suit
que r —> U(t,r)f(r) est continu en Y ce qui implique t — w(t) continue en Y et
r— A(t)U(t,r)f(r) est continue dans X pour s <t < T.

La continuité de r — A(t)U(t,r)f (r) implique que w(t) est continiiment différentiable
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dans X et que :
w'(t) = A(t)w(t)+ f(t) pour s<t<T

enfin, I'unicité de la solution a valeur-Y de (4.57) est une conséquence directe du
théoréme O

Le théoreme (4.5.1) montre que si la famille (A(t)),e[o, 7] est une générateur
infinitésimal d’un Cy-semi-groupe dans X satisfait aux conditions (Hy),(H;), et (H3)
alors pour tout x € Y et f € C([s, T]: Y) le probleme de la valeur initiale (4.57) possede u

est une solution unique de valeur Y donné par (4.59).

Théoreme 4.5.2. [3]

Soit (A(t))e[o, 1) une famille stable de générateur infinitésimal d’un Cy-semi-groupe sur X tel
que D(A(t)) = D est indépendant de t et pour x € D, t —> A(t)x est contintiment
différentiable dans X. Si f € C([s, t : X]) alors pour tout x € D le probléme de la valeur
initiale (4.59) a une solution classique unique u donnée par :

t

u(t)=U(t,s)x + f Ul(t,s)f(r)dr.

S
Démonstration :
Voir ([3] page 147-149) O
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Conclusion

Tout d’abord, ce mémoire est une étude plus motivante baser aux outils mathématique,
intervenant dans la théorie des opérateurs, les semi-groupes et ses applications dans le
cadre des équations différentielles et aux dérivées partielle.

Ensuite, ce travail a consiste a introduire aux 1’étude des notions des bases

fondamentales de la théorie mais a conséquent, d’obtenir des résultats généraux et un
bagage mathématique plus utiliser dans les différents domaines de nos vis.
Finalement, comme applications, nous traitons plus en détails le probleme de Cauchy
abstrait homogene et non homogene et le systeme d’évolution qui sont au fond de I'un
des domaines les plus fertiles de la recherche mathématique actuelles, en donnant un
exemple applicable et quelques équations au dérivés partielles classique qui donne a

nous une tache motivante pour plusieurs recherche au futur.
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Résumeé

Ce mémoire est composé du quatre chapitres. Nous avons donné

au chapitre (1) , les notions et les définitions des opérateurs que nous avons utilisé
dans toute la suite de mémoire. Dabord, au chapitre(2) nous avons présenté une
introduction a la théorie des semi-groupes et I’étude de deux classes importants des
semi-groupes savoir les semi-groupes différentiables et analytiques.

Dans les deux derniéres chapitres, la plupart des outilles et des matériaux suivent
Pazy.A, au chapitre(3) , Nous sommes étudié en détaille le probléeme de Cauchy
abstrait homogeéne et non homogéne et par I’occasion nous avons donné une
application illustrative des équations aux dérivés partielles. En fin, au chapitre(4) ,
nous avons présenté la démarche pour étudier les équations d’évolutions qui sont plus
générales que le(PHC) en donnant a la fin la construction d’un systéme d’évolution
dans le cas hyperbolique.

Mots cles .Opérateur linéaire, semi-groupe, probléme abstrait de Cauchy
homogéne et non homogeéne, systeme d’évolution.



Abstract

This work is made up of four chapters. We gave in chapter (1), the concepts and definitions of
operators that we have used throughout the remainder of the work. First, in chapter (2) , we
presented an introduction to the theory of semi-groups and the study of two important classes of
semi-groups namely the differentiable and analytical semi-groups.In the last two chapters, most tools
and materials follow Pazy.A, in chapter (3), we are studied in detail the homogeneous abstract
Cauchy problem and nothomogeneous and on occasion we have given an illustrative application of
partial derivative equations. At the end, in chapter (4), we presented the approach to study the
equations of evolution which are more general than the (PHC) by giving at the end the construction
of an evolution system in the case hyperbolic.

Keywords: Linear operator, semi-group, homogeneous and non-homogeneous Cauchy
abstract problem, evolution system.
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