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Introduction

En théorie des probabilités et statistiques, un processus de diffusion est une solution
d’un équation différentielle stochastique, c¢’est un processus de Markov en temps continu
avec des trajets d’échantillonnage presque stirement continus. Mouvement brownien, re-
flété brownien motion et Ornstein — Uhlenbeck sont des exemples des processus de diffu-
sion.

Dans ce travaille, nous avons étudié un cas particulier sur une classe de processus de
diffusion a temps continue X = (X, ¢ > 0) solution d’équations différentielles ou la dérivé
est une fonctionnelle de la trajectoire définie sur un passé de longueur finie. La dérivé
est définie par une mesure impliquant des retards. Plus précisément, nous considérons

I’équation différentielle stochastique suivante :

(1)

dX; = (Ji Xi—adp(s)) dt +edB, t € [5,7T]
X, = x9 st —1<s <4,

ol p est une mesure positive de support [0, 1] appelée mesure des retards et le coefficient
de diffusion, ¢ €]0, 1] est supposé connu et B; est un processus de Wiener standard. Si
la mesure p est discrete nous retrouvons les équations différentielles stochastiques avec

retards classiques.

Notre travail porte sur 'inférence statistique sur la dérive S (drift) définie par

1
S(t 1, X) = [ Xisdp(s)

plus particulierement sur la mesure des retards p partir de ’observation d'une trajec-
toire complete (X (t),t € [6,T]) et dans le cadre des petites diffusions € — 0.




Introduction

Ce travail est composé de trois chapitres que nous résumons brievement.

Dans le chapitre 01 :

On essayé de donner des rappelles de base sur les processus stochastique générale et aussi
des résultats importants ainsi que des propriétés du mouvement brownien comme un cas
particulier. Nous rappelons également la notion de l'intégrale stochastique pour pouvoir
définir une équation différentielle stochastique.

Dans le chapitre 02 :

Sera consacré aux nous considérons l'estimation de la densité de la mesure des retards
dans un processus de type diffusion en estimant les parametre par la méthode du maxi-
mum vraisemblance dans 'asymptotique des petites diffusion. Tel que nous vérifions la
convergence, la normalité asymptotique et D'efficacité de l'estimateur du maximum de
vraisemblance.

Dans le chapitre 03 :

Nous donnons un exemple sur des simulations numériques de 'estimateur de maximum

de vraisemblance.




Notations

1.4.d

p.S

P—p.s

N(0,1)

0

0-

e

X =(X;,t>0)
14

B,

(X(¢),t €16, T])
By,,B, ..., By,

Bo, By, — Bo, By, — Bi...B,, — Bu_,
1.2

e

(Q,F,P)

(Qu A: Pa (Ft))

(Clory, F)

Est définie comme,

Indépendant identiquement distribué,
Presque stirement,

Probabilité Presque Stirement,

Loi normale de moyenne nule et de
variance 1,

Parametre estimer,

L’estimation du maximum de
vraisemblance,

La fermeture de ©,

Processus de diffusion a temps continue,
Mesure positive des retards et le coefficient
de diffusion,

Processus de Wiener,

Trajectoire complete,

Vecteur gaussien,

Vecteur gaussien des retards,

L’espace des fonction carré intégrable,
L’espace paramétrique,

Espace de probabilité,

Espace de probabilité complet,

Espace des fonction réel continue défini
sur [4, 77,




Notations

H? L’ensmble des proseccus fi(w),
C(]0, 00|) L’ensmble d’une musure de wiener,
b,o deux fonction de R x R™,
C(]0, 00|) L’ensmble d’une musure de wiener,
b,o deux fonction de RT x R",
9, = Po La loi du processus de wiener,
B(0,elu|) Boule dans R centre 6, rayon ¢|ul,
Br tribu borélienne sur R,
EMV Estimateur du maximum de vraisemblance,
LAN Condition de normalité asymptotique locale.




Chapitre

Processus stochastiques

1.1 Généralité sur les processus stochastiques

L’origine des processus stochastiques remonte aux progres faits au début du XXe siecle
dans certaines branches appliquées qu’ils utilisent des observation en fonction du temps
comme la mécanique statistique (par Gibbs, Boltzmann, Poincaré, Smoluchowski
et Langevin). Les bases théoriques ont été formulées plus tard (1930-1940). C’est durant
cette période que le mot "stochastique", qui provient du grec stokhastikos "conjectural",

a commencé étre employé.

1.1.1 Définition des processus stochastique

Un processus stochastique X = (X;)er est une famille de variables aléatoires X in-
dexée par un ensemble T, en général T = R ou R, et on considere que le processus est
indexée par le temps t. Si T est un ensemble fini, le processus est un vecteur aléatoire.
Si T = N alors le processus est une suite de variables aléatoires, plus généralement quand
T C Z le processus est dit discret, pour T C R on parle de champ aléatoire (drap quand
d=2).

Un processus dépend de deux parametres : X;(w) dépend de t (en général le temps) et de
I’aléatoire w € 2 :

- Pour t € T fixé, w € Q — X;(w) est une variable aléatoire sur 'espace de probabilité
(Q,F, P).

- Pour w € Q fixé, t € T — X;(w) est une fonction & valeurs réelles, appelée trajectoire du
processus. C’est un enjeu que de savoir si un processus admet des trajectoires mesurables,

continues, dérivables ou encore plus régulieres.
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. La fonction moyen du processus :

m(t) = B(X,) = /Q Xi(w)dP(w).

. La variance :

o*(t) = E(| X, — E(Xy)])*.

. La fonction de covariance :

K(s,t) = B(X,X,) — E(X,)B(X,).

Remarque 1.1 . (X;)ier est un processus centré si son espérance est nulle E(X;) = 0.
. Si X, est dans L? i.e.E|X3]? < co.

Définition 1.1 Un processus (Xi)i=o est dit adapté a la filtration (Fy)eo si pour chaque t,
X; est Fy-mesurable. Un processus adapté est celui pour lequel une description probabiliste

est réalisable.

Définition 1.2 Une filtration est une famille croissante de sous tribus de F, c’est-a-
dire F;, C Fs pour tout t < s. La tribu F; est une description mathématique de toute

linformation dont on dispose a l’instant t.

Définition 1.3 Soit (2, F') un espace mesurable. Une variable aléatoire réelle (v.a.r) X
est une application mesurable de (2, F) dans R ( donc telle que X~'(A) € F,VA € Bg).

1.1.2 Processus stochastiques particuliers

Définition 1.4 Le processus (X;) est dit strictement ou fortement stationnaire, si ¥V le
n—uple du temps (t1,ts, ..., t,) tel que (t1 < toy < ... < t,),t; € Z et pour tout temps
(t1 <ty <...<tly), t; €Z avec t;+ h € Z.

Vi = 1,n la suite (Xo,1n, Xigthy - Xt,+n) @ la méme loi de probabilité que la suite
(Xis Xoas o) Xo).

Définition 1.5 Un processus X; est dit stationnaire (ou faiblement stationnaire)si :
. Son espérance E(X;) est une constante indépendante du temps t.
. Sa fonction de corrélation R(s,t) ne dépend que de la différence T =t — s.

. R(7) est continue ( da l'origine).




Chapitre 1 - Processus stochastiques

Définition 1.6 Soit (X;)ier un processus stochastique. Il est gaussien si toutes ses lois
fini-dimensionnelles (Xy,, X1y, ..., Xy,) sont gaussiennes (¥n € N, Vty,....t, € T). Un
processus gaussien est entierement déterminé par la donnée de sa valeur moyenne m(t) et

de sa fonction de corrélation R(s,t).

1.2 Mouvement Brownien

Le mouvement brownien est la fois un phénomeéne naturel, et un objet mathématique.
Le phénomene naturel est le mouvement désordonné de particules en suspension dans un
liquide. Il en résulte une dispersion des micro-particules dans 1’eau, on dit aussi une dif-
fusion du pollen dans 'eau, qui a été décrit pour la premiere fois en 1827 par la biologiste
Robert Brown. En 1877, Delsaux explique les changements incessants de direction de
trajectoire par les chocs entre les particules de pollen et les molécules d’eau. Un mouve-

ment de ce type est qualifié de “mouvement au hasard”.

Définition 1.7 Un processus stochastique (By)i>0 mouvement brownien ou processus de
Wiener si :

i- By = 0, P-presque surement sur ).

1i- Si pour tous réels 0 < t1 < ty < ... < t, les variables aléatoires By, By,, ..., By, sont

indépendants et suivent une distribution gaussienne telle que Yh > 0
E(BiynBy) =0 et E(By,B)* = h.

1.2.1 Construction d’un mouvement Brownien

Ce processus de diffusion peut étre construit par différentes approches. Les définitions
les plus usuelles du mouvement brownien sont les suivantes :
1. Kolmogorov (1933 et 1956) : Il existe une probabilité P sur (R, Bg+) et un processus
stochastique
B ={B;, FPt >0},

sur le méme espace, tels que sous P, B est un mouvement brownien. Construction utilisant

la notion de consistance et un criteére de continuité.

2. Wiener (1923), Lévy (1948), Ciesielski (1961) : Construction basée sur la théorie

des espaces de Hilbert et sur le caractére gaussien du mouvement brownien.
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3. Donsker(1951) : construction sur 'ensemble C([0, co[) d'une mesure, appelée mesure
de Wiener, utilisant la notion de convergence faible de variable aléatoire.
et celle la plus utilisée :

Construction par un processus gaussien

1. Nous appellerons processus une famille de variables aléatoires réelles (B;)cg. On

dit qu'un tel processus est gaussien si, pour tout n-uplet (¢1,...,t,) de points de Ry, le
vecteur aléatoire (By,, By, ..., By,) est un vecteur gaussien.
Dans ce cas, la loi de tous les vecteurs (By,, ..., B;,) est entierement caractérisée par la

donnée de deux fonctions m(t) = E(B;) et K(s,t) = E(BsB;) — m(s)m(t).

2. Un processus est dit a accroissements indépendants si pour tout n-uplet
(0 <ty <ty...<t,) les variables

BO7 Btl - B()7 Bt2 - Bt17 ey Btn - Btnfm

sont indépendantes. Quitte a changer B; en B; — By on pourra toujours se ramener au

cas ou By = 0.

3. On dit quelle mouvement brownien est standard si m = 0 et ¢ = 1 et le vecteur
(Biy, By, - . ., By,) est un vecteur gaussien donc le processus (B;):>¢ suit une loi gaussienne

de moyenne m; et de variance oy.

Théoreme 1.1 Soit B = (0, F, (F})i=0, (Bt)i=0, P) un mouvement brownien. Alors il sa-

tisfait les propriétés suivantes :

.Bo=0 P—ps. (1.1)
Vo<t <...<t,, (By,...,B) estun vecteur gaussien centré. (1.2)
Y s,t >0, E(BsB;) = min(s,t). (1.3)

C’est a dire B est un processus gaussien réel centré et de fonction de covariance
K(s,t) = min(s, ).
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Preuve 1.1 Supposons que B soit un mouvement brownien. Il n’y a que (1.2) et (1.3)
prouver. Soient
ai,...,ap €ER et 0 <ty <...<t,,

montrons par récurrence Sur n que
alBtl + ...+ (lnBtn,

est une variable aléatoire normale.
Sin=1ona:a(By — By) =a1By, car (By=0),

st on suppose l’assertion démontrée pour n — 1, la variable aléatoire
a1 By, + ...+ a,By,,
est alors normale comme somme des deux variables aléatoires
a1By, + ...+ (ap +an_1)By, .,

et a,(By, — By,_,), qui sont normales et indépendantes, (1.2) Prenons maintenant
0<s<t

( d’aprés les parties 2 et 3 de la Construction par un processus gaussien) on a
B(B.(B. - B)) = E(B,)E(B, — B,) =0,
on obtient alors aussitot(1.3) puisque
E(B,B;) = E(B,(B; — B, + B?) = E(B?) = s = min(s, t). u

. On peut facilement simuler une trajectoire de mouvement brownien dans un intervalle

de temps [0, 7] il suffit pour cela de posée un pas de temps At > 0 et décrire
Ba: = Bay — By ~ N(0, At) ~ VAtN(0, 1),

les accroissements (B, — Bm-1)at), avec 0 <n < N et N > 0, étant indépendants et

gaussiens, il suffit donc de simuler une loi gaussienne
Bt+At — Bt ~ N(O, At) ~ \/ZtN(O, 1),

nous pouvons aussi simuler facilement une seule trajectoire brownienne de la fagon sui-

vante. Considérons la subdivision de l'intervalle de temps [0, 7’| suivante :




Chapitre 1 - Processus stochastiques

0=t <ty<...<ty<tnyy1 =T avect;y1 —t; =At,pouri=1ona By= By =0. On
donne 'algorithme suivant :

1. Générée une nouveau variable aléatoire Z de la distribution gaussienne N (0, 1).
2.0=1+1.

3. By, = By, , + 7 ~ At.

4. 811 < N+ 1 réitérez a I'étape 1.

La fonction BMN permet de simuler un mouvement brownien standard (B;);>o dans 'in-

tervalle du temps [tg, T'] avec un pas At = (T —ty)/N.

Dans la figure suivante on va présenté un exemple d'un Mouvement Brownien

i "“ \ h ¥

= 'H“ i 'I l‘ |
ol I W«rﬂ! "n“w\v;"

FIGURE 1.1 — Trajectoire brownienne simulée a partir d’'une distribution gaussienne.

1.2.2 Continuité des trajectoires

Définition 1.8 On dit qu’un processus aléatoire (Xi)i=o est continu si
lim [ Xep — Xo| =
hg%’ t+h il =0,

selon le type de convergence de cette variable aléatoire, on obtient une continuité plus ou

moins forte.

Définition 1.9 Un mouvement brownien (standard) réel est un processus gaussien centré

10
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(Bi)i=0 trajectoires continues de fonction de covariance
K(s,t) = min(s,t) = s A t,

soit B = (By)i=0 une famille de variables aléatoires indexées par le temps. On dit que B
est un mouvement brownien si c¢’est un processus a trajectoires continues tel que

1. Pourt > 0: B, ~» N(0,t).

2. Pour tout 0 < t; <ty <...<t,, lesvariables aléatoires By, By, — By,,..., B, — By, ,

sont indépendantes.

Propriété 1.1 Soit € > 0 et (By,.,) un mouvement brownien standard. On a

o1
}Llif(l) EP<|Bt+h — Bt‘ > 5) =0.

Le mouvement brownien a de nombreuse propriétés dont certaines peuvent étre prise

comme définition.

1.2.3 Propriétés en loi du mouvement brownien

Propriété 1.2 La densité de AB = (B, — By, ..., By, — By, ,) est donnée par

n

fan(er .z = [ - exp(w:xf_)>.

fe(@e, .. a) = Z L )exp (i—@—W)

1 2H(t] — tj,1 1 Q(tJ o tjfl)

Proposition 1.1 Soit B; un mouvement brownien standard. On a presque surment

lim su &——i—oo lim sup — = +00
t——+o00 pﬂ_ ! t—0 p\/z_ !
L t N
tl}gloomf% = —00, %I_I,%mf\/g 0,
B
lim — =0

t—+oco

11
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Dans la figure suivante on va présenté un exemple de la limite d’un mouvement Brow-

nien standard :

W,

FIGURE 1.2 — La limite de mouvement brownien standard par rapport au temps.

Proposition 1.2 Si (B;)i=0 est un mouvement brownien, alors il en est de méme pour
les processus suivants :
1. Auto similarité (propriété d’échelle). Pour ¢ > 0 X; = %Bct est un mouvement

brownien standard.
2. Inversion du temps. Le X, défini par X; = tB% sit#0 et Xg =0 est un mouvement

brownien standard.
3. Retournement du temps. Le processus retourné ['instant T, X, = By — Br_; est encore
mouvement brownien sur [0,T].

1.3 Intégrales stochastiques

On va parler maintenant sur l'intégrale stochastique et en particulier a 'intégrale d’Ito.

12
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1.3.1 L’intégrale d’Ito

On considere une espace de probabilité (€2, F, P) muni d’une filtration F}, muni d’une
suite de tribu croissantes pour l'inclusion. On appelle tribu des prévisibles sur  x [0, +oo[
la plus petite tribu rendant mesurable tous les processus continus adaptés a la filtration
F;. Un processus ou un ensemble est prévisibles s’il est mesurable par rapport cette tribu.
Supposons donné un processus de Wiener standard By, adapté a la filtration F} et tel que
pour tout 0 < s < t laccroissement B;(w) — Bs(w) soit indépendant de Fi. Sur un
intervalle de temps [0, ¢], on note H? 'ensemble des processus f;(w) définis pour ¢ € [0, ],
Fy-mesurable et de carré intégrable presque stirement. Dans ces conditions, si f dans H?
et si0 =1ty <t <...<t, <tpy1 =t estsubdivision de l'intervalle [0,¢], alors f est

indépendant des incréments B; ., — By, en d’autre termes f est prévisible pour toute

i1
fonction f de H2. On définit I'intégrale stochastique d’Itd comme la limite dans L? des
accroissements ci-dessous (on notera que toutes les limites de cette section sont des limites
quadratiques, i.e. dans L?). On définit ainsi I'intégrale stochastique comme la limite des

sommes Riemann.
t n
L) = [ ftw)dB(tw) = lim 3 f(t,w)(By,, — By).
i=0

le but de l'intégrale stochastique est de donner un sens des équations de la forme.

dX; B dB;
a b(X:) + o(Xy) dat’ (1.4)

le probleme est que, comme nous lavons mentionné, les trajectoires du processus de Wiener
ne sont pas différentiables, ni méme variations bornées.
Comme dans le cas des équations différentielles ordinaires, on interprete une solution de

I'équation différentielle (1.4) comme une solution de ’équation intégrale.
t ¢
X, = Xo+ [ B(X)ds + [ o(X,)dB, (1.5)
0 0

1.3.2 Processus d’Ito

Définition 1.10 Soit B; un mouvement brownien sur (2, F,P) adapté a une filtration

F,. Un processus d’It6 est un processus stochastique X; sur (Q, F,P) de la forme

¢ t
Xy = Xo+ / u(s,w)ds +/ v(s,w)dBs, (1.6)
0 0
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Chapitre 1 - Processus stochastiques

ou v tel que

t
P </ v*(s,w)ds < oo pour tout t > 0) =1,
0

on suppose de plus que u Fy- adapté et
t
P </ lu(s, w)|ds < co pour tout t > O) =1,
0

st Xy est un processus d’Ito de la forme (1.6), l’équation (1.6), s’écrit souvent sous la
forme différentielle
dX; = udt + vdB;.

1.3.3 Formule d’Ito
Théoreme 1.2 Soit (X;) un processus d’Ité6 donné par

dXt = Udt + UdBt7

soit g(t, X) € C*([0, 00[, R), alors

Yt = g(taXt)a
est aussi un processus d’Ito, et
dg dg 1 9% 2
dY, = —=(t, Xp)dt + == (t, Xy)dX; + === (t, X;)(dX
t at( ) t) +aX< 7 t) t+28X2(7 t)( t) bl

ou (dX;)? se calcule suivant les formules
dt.dt = dt.dBy = dB;.dt = 0,dB;.dB; = dt.

On va donner quelques exemples :

Exemple 1.1
t
= / B.dB.,
0

on choisit X; = By et g(t, X) = 3 X? alors

_Jg dg 1 9%g

Y, (dX,)?

1
= B,dB, + i(dBt)2

14
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1
= B;dB; + §dt,
ainsi
1, 1
d (2Bt> == BtdBt + idt’

en d’autres termes )

’ 1
733:/ B.dB, + 1.
2 0

2

1.4 Equations différentielles stochastiques

Dans cette partie on va étudier un équation différentielle ordinaire perturbée par un

terme stochastique qu’il appelée équation différentielle stochastique.

1.4.1 Définitions

Une équation différentielle stochastique est une équation de la forme

t t
X =+ [ (s, X)ds+ [ o5, X,)dB,, (1.7)
0 0

ou sous forme condensée

{dXt = b(t, X,)d; + o(t, X,)dB, 18)

Xo = o,

I'inconnue est le processus X. Le probleme est, comme pour une équation différentielle
ordinaire, de montrer que sous certaines conditions sur les coefficients, 1’équation diffé-

rentielle a une unique solution. Il est utile de préciser les données.

Définition 1.11 Soit b et o deuz fonctions de RT x R™ a valeurs réelles données. On se
donne également un espace (Q, F, P) muni d’une filtration (F}), et un mouvement brownien
B sur cet espace. Une solution de (1.4) est un processus X continu (Fy) -adapté tel que les
intégrales [3 b(s, X,)ds et [5o(s, X,)dBs ont un sens et I'égalité (1.4) est satisfaite pour
tout t, P p.s.

Définition 1.12 Rechercher une solution de l’équation (1.8) consistera rechercher un pro-
cessus (X))o satisfaisant I'équation intégrale (1.4) ou la seconde intégrale est une inté-

grale stochastique.

Définition 1.13 Quand les coefficients b et o ne dépendent pas du temps et sont seule-

ment des fonctions sur R, on dit que l’équation est homogéne.
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Chapitre 1 - Processus stochastiques

Le coefficient b est appelé le coefficient de dérive, tandis que o est le coefficient de diffu-
ston.

Un processus qui résout [’équation (1.5).

1.4.2 Existence et unicité des solutions d’une EDS

Théoreme 1.3 Soit T > 0 et b : [0,7T] x R — R0 : [0,7] x R — R des fonctions
mesurables satisfait sur [0,T] x R.

1- Condition de croissance : il existe une constante C' telle que :
b(t, )|+ o(t,z) < C(1+ |x]).
2- Condition de Lipschitz : il existe une constante K telle que :
[b(t, ) = b(t, y)| + |o(t, z) — o(t, y)| < K|z —yl.

3- X est une variable aléatoire de L*(dP) indépendante de la tribu engendrée par (Bg)sso-
Alors Uéquation différentielle stochastique d’Ito (1.3) admet une unique solution t-continue
de L*(dP x dt) adaptée a la filtration engendrée par Xy et B.
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Chapitre

Estimation de la densité des retards

2.1 Introduction et définition

Dans ce partie de notre travaille nous intéressons a étudier un processus a partir d’un
observation completes de leur trajectoire. Ce modele de 'type diffusion” X¢ = (X7, t €
[—1,T]) pour € €]0, 1], défini sur un espace de probabilité complet (£2, A, P, (F})), et vérifié

I’équation différentielle stochastique suivante :

(2.1)

dXe = ([} Xz ,u(ds))dt +edB,, te€[5,T]
X¢ = 1z si—1<s<d,

By, t € RT, (F}) est un processus de Wiener adapté a la filtration (F});>o qui est définit
sur I'espace (2, A, P, (F})).

{ une mesure positive sur [d,1] , § > 0.

T est une constante strictement positive.

Nous associons a (2.1) I’équation différentielle déterministe suivante :

dt - fé thsru’(ds)a te [57 T] (22)
ngxo si—1<s<4,

pour € petit I’équation (2.1) est considérée comme des petites perturbation de I’équa-
tion (2.2). Pour une mesure a variation finies, I’équation (2.1) admet une solution unique
presque stirement.

Notons par (Cps1, ) 'espace des fonctions réelles continue définies sur [0, 77, ou

F =Ups iy Fy = 0(Xs, 5 < t) et P° la mesure induite dans (Cps1p, F') par les processus

17
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solutions de (2.1).
Dans ce partie, nous étudions le probléme de 'estimation de la mesure p dans le cas ou
elle admet une densité par rapport a la mesure de lebesgue admettant le développement

suivante :

£(5) = L (5) = cg(s) 2.3)

I'objectif du notre travaille est ’estimation paramétrique du parametre § = ¢ € © =0, D]
ou D > 0 par l'observation d’une trajectoire complete X = (XF, ¢t € [6,T]) de (2.1).
Nous construisons les estimateurs du maximum de vraisemblance et nous étudions leurs
propriétés asymptotiques qui est fondée sur des propriétés de la condition LAN (normalité
asymptotique locale) et de convergence faible des processus du rapport de vraisemblance
quand € — 0. Nous utilisons la théorie générale de Ibragimov-Hasminski( [11], [14]) pour
montrer que la famille des lois (P§,0 € ©) induites par les processus solutions de (2.1)
vérifient la condition LAN.

Pour l'estimation du parametre 6 dans le modele (2.1), nous suivons cette théorie.

2.1.1 Estimateur du maximum de vraisemblance

Pour X© = (X;,t € [6,T]) une observation d'une trajectoire complete de (2.1), 1'ésti-

mateur du maximum de vraisemblance 6. est solution de

L (0z, 00, X ) = sup L(0, 6, X), (2.4)

0co
ou L(0., 0y, X) désigne le rapport de vraisemblance qui est définit par :

dP;

L(6,0,, X) = P
0

(X%),0 €0, (2.5)

avec 0 est une valeur fixée du paramétre 0 et O la fermeture de © dans R, si (2.4) admet

plusieurs solutions 6. désigne 1'une d’entre elles.

L’étude de la tension du processus de vraisemblance et sa convergence faible permet

de montre la convergence des estimation de maximum de vraisemblance.

18



Chapitre 2 - Estimation de la densité des retards

2.1.2 Processus de rapport de vraisemblance

Notons Z. g(u) le processus de rapport de vraisemblance calculé pour 'observation X©

vérifiant (2.1) :
_ dPpra.(0)u
 dPy

ou 0 € O. Les valeurs 0 + ®.(0)u correspondent aux autres valeurs possibles du parameétre

ZS,G(U) : (Xa)a u € ]R>

pour une normalisation adéquate ®. qui est une fonction dans R telle que 0+ ®.(0)u € O,

le processus (Z.g(u),u € R) est défini seulement pour tout u tel que :

u € U579 = (I)a_l(@ — 9) C R.

La condition de normalité asymptotique locale de le cam (LAN condition) est considéré

comme une notion de base qui joue un réle crucial dans notre étude.

2.1.3 Condition LAN

On dit que la famille de lois (P, # €]0, D]) vérifie la condition LAN en un point 6, € ©
quand ¢ tend vers 0 si le rapport de vraisemblance admet, sous une normalisation adéquate

®_(6y), la représentation suivante :

1
7. o(u) = exp {UAE(QO,XE) — Ut A6, u,Xf)} JueR, (2.6)

ou A, et . sont des variables aléatoires vérifiant sous P :
A.(0y, X?) = N(0,1),
en loi dans R quand ¢ tend vers O et :

lir% Ae(0,u, X)) =0 en probabilité.
e—
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Dans ce partie, nous rappelons les notations et hypotheses sur le modele étudie.

2.2 Notations et Hypotheses

Nous considérons ’équation différentielle stochastique (2.1) dans le cas ou la mesure
admet une densité par rapport la mesure de Lebesgue de la forme (2.3). L’équation (2.1)

se transforme en

{ dX; = (c I Xf_sg(s)ds) dt +edB;, si tel[d,T] 2.7)

X, = x9 si—1<s<§,

nous notons par # = ¢ le parametre estimer appartenant 1’espace paramétrique © =|0, D]
ou D > 0 et P§ désigne la loi du processus de type diffusion (X, ¢ € [§,T]) solution de
(2.7) induite sur I'espace des trajectoires (Cis1], F'). Pour 0 une valeur fixée du parametre
dans @ et une observation d’une trajectoire complete X7 = (X7t € [6,T]) de (2.7),
rappelons que 'estimateur du maximum de vraisemblance (EMYV) 0. est défini comme

une solution de I’équation

dP; dP;
= (X°) = sup —*

e —(X°), (2.8)
dPHO 96@ d]P)eo

ol © désigne la fermeture de O,

en notant P5 = Py la loi du processus de Wiener et en posant :

cfs Xe g(s)ds si te€[5,T]

Ry(X*,0) :=
(X5,0) {0 si t€l0,d],

la vraisemblance est donnée par

dP;,

%(XE) = exp (& Jo R(X%,0)dXF — 55 [ (R(X?,0))2dt)

= exp (& J] Ru(X%,0)dXF — 55 [) (Ri(X*,0))%dt)

dans la suite, nous conservons la premiere forme la vraisemblance.

L’estimateur EMV és vérifie ’équation suivante :

N A P,
Aage = Ps 95 = 78:
= AE

ou A, définie par :

A= [ ey,
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et
T
j / Ve(t)dt,
1
avec

e = [ "X g(s)ds,

nous rappelons la propriété de la normalité asymptotique locale (LAN condition ou condi-
tion de LeCam) qui joue un réle fondamental dans ce type de probleme ([10], [11]). La
famille des lois (5, 6 €]0, D]) vérifie la condition LAN en un point 6 €]0, D] si le rapport

de la vraisemblance

dP w
Zog(u) 1= — 22O ey ) e R, (2.9)
’ dPy
admet la représentation suivante
1
Z.o(u) = exp {uAE(G,XE) — w4+ A(0,u, XE)} JuER, (2.10)

telle que sous P on a :

A.(0,X°) = N(0,1) dans R quand ¢ — 0,

lirr(l) Ae(0,u, X°) =0 en Py — probabilité,
e—

si la famille de mesures (P, 0 € ©) est LAN en tout point § € O, on dit qu’elle est
LAN sur ©. La famille des lois (IP§, 8 € ©) vérifie la condition LAN uniforme si nous avons
les relations précédentes pour tout compact K C ©, et pour toutes les suites (0,) C K,
(u,) C R, u, — u vérifiant (6,, + ®.(0,)u,) € O.

D’autre par, notons par B, o 'espace des fonctions de perte b définies sur R continues
symétriques non identiquement nulles vérifiant :
b(0) = 0.
pour tout ¢ > 0 les ensembles {u/b(u) < u} sont convexes.
b(u) < exp(Cu?) pour ¢ > 0 quand u — co.
Si la famille (P§,0 € O) satisfait la condition LAN en tout point § € © alors pour tout

estimateur ég, et b € B, 2, nous avons 'inégalité suivante (dite aussi borne de Hajek) :

lim liminf sup [Ej [b (@;1(60) (ég - 0))} > /Rb(m) exp (—ﬁ) dz, (2.11)

6—0e—0 ||9—90||<(5

3
)
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les estimateurs qui réalisent ’égalité dans (2.11) sont dits asymptotiquement efficaces

([101)

D1. la fonction g est continue et d’intégrale positif ([} g(s)ds > 0).

2.3 Théoréemes

Dans cette section, nous donnons des résultats sur la condition LAN la convergence

des estimateur du maximum vraisemblance.

Théoreme 2.1 Sous la condition D1, la famille des lois (P5,0 € O) solution (2.7) vérifie
la condition LAN (2.10) avec ®. définie par

16) = [ (ho(X)ds,
hs(X?) = 88};8()(0,9),
et

T
A(6, X°) = / uhy(X*)dB;,

0
la fonction risque admet la minoration suivante (Inégalité de Hajek) : pour tout estimateur
0.,00 € O et b€ B,y

. . . . e —1 ) _ >
}gr(l)lgr(l)lnfé€||6§19£“<gsup1@e [b (@21 (00) (0 — 0))| = E(b(C)),
ot ¢ est une valeur aléatoire gaussien centré réduit dans R.
L’estimateur du maximum de vraisemblance du paramétre 0 est défini par (2.8). Le théo-
reme suivant donne la convergence, la normalité asymptotique et la convergence des mo-

ments de tout ordre de cet estimateur.

Preuve 2.1 : (du théoréme 2.1)
Soit u € R pour montrer le théoréme on utilise comme dans [11], le changement de va-
riable u = I2(0)v ot I(0) vérifie la condition D1. La condition LAN (2.9) se transforme

donc
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dPp 1o, (6)u
dPy

Za,g(u)

dIED9+€U
X¢) =
( ) d]Pg

1 1 1
exp [vI2(0)A (0, X¢) — 502](0) + U (0,1z(0)v, X°)

telle que sous Py,

(0)AL(0,X°) = N(0,1(0)) dans R quand € — 0
et

(9)1} X?) =0 en probabilité,
par suite 'observation X¢ vérifie (2.7), le théoréme de Girsanov( [15].chap 7) donne

APps ey
Z&g (u) = d?P;;

(X7)

= o (5 T (R(XE, 04 2u) = Ri(X%,0)X; — - [T(R(X*,0-+ u) — R(X,0))dt)
ol

1
R(X%.0) = ¢ [ X7 g(s)ds.

et

1
Ri(X®,0 4 cu) = (c +cu) / Xt .g(s)ds
5
par conséquent

In Z&Q

fo (Ry(X®,0 4 cu) —

- fO (Ry(X%,0 + cu) —
= R(X70))2dt

1
- JT(RY(X®,0 4 eu) — Ry(X*,0))dB, — 53 JT(RU(X=,0 4 cu) — Ry(X?,0))%dt
Al,e - AQ,ea

Ri(X5,0))dX: — — fo (R2(X*,0 + eu) —

R2(X<,0))dt
Rt(XE,Q))[dXtE - Rt(X€79))dt}

fo (Ry(X=,0 + cu)

(2.12)
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nous pouvons écrire

1 (T T
A== [ (RUX®0+cu) = Ri(X*,0) = ushy(X))dBy + [ uh(X°)dB,
0 0
\ 0 aRt 0 0 . \ , ..
ot hy(X") = 50 —(X,0) et X° la solution du systéme déterministe(2.2), posons

T
A0, X°) = / uhy(X0)dB,
0

alors la variable A(0, X°) est gaussien de variance
T
() = / ho(X0)2ds,
0

ecrivons

Ay =T (u) + A9, XO),

ou

1

To(u) = =

/ (Ry(X°,0 + cu) — Ri(X°,0) — uchy(X°))dB,,

montrons que sous IP§ la variable aléatoire Y. (u) tend vers 0 quand € — 0,

pour >0, n >0, par linégalité de Lenglart, nous avons ([15])

Pi(T-(w)l> B) < +]P"5<1 /T(Rt(X5,0+su)—Rt(X'E,H)—usht(XO))th>77),

pour le second terme ci-dessus, nous allons appliquer l'inégalité de Markov.

D’une part, on a

Ry(X?,0 + cu) — Ry(X®,0) — uehy(X°)
= [Ri(X%,0 +eu) — Ry(X,0 +eu)] — [Ry(X®,0) — Ry(X°,0)]
+[Re(XY,0 + eu) — Ry(XY,0)] — uehy(X°),
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comme

Vi) = [ Xig(s)ds, V() = [ XL g(s)ds,

nous en déduisons
Ri(X%,0+cu) — Ry(X°, 0 +cu) = (c+eu)[VE(t) — VO], (2.13)

et

Ri(X¢,0) — R(X°,0) = c[Ve(t) — Vo)), (2.14)

la différence entre le expressions (2.10) et (2.11) est égale a

eul[Ve(t) = VO(1)],

par le changement de variable v =1 — s, nous obtenons

VE() = VOt = [ (Xi, — X[ )g(s)ds
= JEG - XD)g(t - v)dv,
en utilisant la formule de Taylor a l'ordre 1, l'inégalité (a + b)* < 2a* + 2b?, les propriété

du processus de Wiener et la condition D1, nous obtenant pour tout t € [0,T] :

Eg (R(X%,0 + u) — Ry(X?,0) — uehy(X°))?
= By leu(VE(t) — VO(t)) + (Ri(XP, 0 + eu) — R,(X°,0)) — uchy(X0)]
By [eu J{(X5 — X0)g(t — v)dv — e¢.(1)]
e3By [supo<osr (X — XU [/ gt — v)dv — Ce(t)r
3B [ suocycr| Bilu [ g(t — v)dv — ¢.(1)]]
e?(e?Ka +2¢2(1)),

IA I

IN A

ot ((t) — 0 est le reste de formule de Taylor, K1 >0 et Ky >0

donc

sup Ey {Rt(XE,G +eu) — Ry(X*,0) — u&tht(XO)}2 < e%p.,
te[0,7
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ot p— 0 car ((t) — 0 avec ¢ et Ky > 0 on déduit que
15 1 € € 0\\2 1
P / (RU(X%,6 4 2u) = Ri(X%,60) — uchu(X°)dt > ) < 5T
suite, par 'inégalité de Lenglart, on déduit que YTo(u) — 0 en probabilité quand € — 0
pour As . définie dans (2.12) , on a

1
A2,s = §(Ke,u(X€) + u2l<0))7

o

1

KeulX7) =

/ (RU(X%,0+ cu) — Ri(X*,0))%dt — u*1(0))

montrons que K., (X®) — 0 en probabilité. En appliquant l'inégalité de Cauchy-Schwarz,

nous avons

E, <1 /OT [(RU(XE,0+ 2u) — R(X7,0))% — u?=2h2(X")] di )

2

< [;Eg (/()T((Rt(XE, 0+ cu) — Ri(XE,0)) — ueht(XO))zdt>F

D=

X [;Eg (/OT((Rt(X5,6+5u) — Ry(X°,0)) +uaht(X0))2dt>1 ,

la premier facteur ci-dessus a été étudié précédement et tend vers 0 avec €. Pour le

deuxieme facteur, nous avons

iEQ ( / (RU(XZ,0 + eu) — Ry(XE,0)) + ueht(XO))zdt>

( ((Rt (X%, 0+ eu) — Rt(X5,0)> +uht<X0)>2dt>
-5 ([ (X

Ri(X*,0 + cu) — Ri(X°,0)) +uht(X0))2dt>

< g

< ( /0 ' (i(cavs(t)) + uht(X0)>2 dt>
(

/0 ! (2(cVE(1))? + 2u”h7 (X)) dt)
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<E, ( /0 ' (2eV=(t)) — Vo) + VO()? + 2u°h2(X?)) dt)

< Ey (/OT (202(2(‘/8(15) — Vo)) +2(VO(1)?) + 2u2hf(X°)) dt)

T
< / (e (Bo((VE(t) = VO()? +2(VO(£))?) + 2u2h3(X°)) dt
0
§ 0382 + 04,
ou C3,Cy > 0 et on a utilisé le fait que
Eo(VE(t) — VO(t))? < C'¢?,
et
VOt) < oo sur [0,T],

par conséquent

E9|K€,U(X€)’§ Pe X (0282 + 03),

et comme p. — 0 donc K., (X®) — 0 en probabilité quand ¢ — 0, par la suite on en
déduit que

Zeo(u) = exp {uA (0, X%) - ;u%w) Feaw)},

ol
Yu € R, li_r>r(1) Xeo(u) =0 en probabilité,

d’ou la condition LAN pour la famille des lois (P§)eco induite par la solution de (2.7) la

minoration du risque est une conséquence directe de théoréme 12.1 p 162 dans ([11]). |

Théoreme 2.2 Sous la condition D1, l'estimateur du mazximum de vraisemblance ée vé-

rifie sous Py et uniformément sur tout compact K de O, les propriétés suivantes :

1. lim._, @E = 0y en probabilité plus précisément, Yo > 0

) C
sup P, (10 — o] > a) < Crexp <_20‘) ’

0o Ko g2
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0’(201>06t02>0.

2. O (00) (0-—0) =, Ou ¢ = N(0,1) dans R.

e—0
3. Pour tout d > 0

. E‘ p— N d

lim 5| (60) (6. — 6)" | = EI¢|".

4. L’estimateur 0. est asymptotique efficace.
Pour montrer ces deux théorémes, nous suivons ([11]) et (chap.2 de ([13])). Pour cela
nous avons besoin d’établir les lemmes suivants qui montrent que la famille des processus
de vraisemblance (Z.g9,u € R) est tendue dans Cyo(R) l'espace des fonctions continues

tendant vers 0 l'infini.

Preuve 2.2 : (du théoréme 2.2)
Pour la démonstration de ce théoréme, nous suivons le théoréme 1.1 .p174 de ([11]). Soit
K compact de ©. Dans la suite on note 0 pour . Posons & = ®-1(6) (éa — 0). De la

définition de 0. et des équivalences des lois induites par les solutions de (2.1), G vérifie :

Z.p() = sup Z.g(u),

uel, g
les relations du processus (Z.g(u),u € R) sont dans Co(R) (cf.([11])).
Notons par pe g la loi du processus Z. o(.) induite sur cet espace. On déduit de la condition
LAN, la convergence des lois de dimension finies du processus Z.g(.) uniformément par
rapport a 0 dans K. Des lemmes (2.1) et (2.2), on en déduit que la famille des processus
Leg, 0 € O est relativement compact dans Cy(R) uniformément pour 0 € K (cf. ([11])).
Donc

Hep = g quand € — 0,

ot g est la loi du processus défini par

Zp(u) = exp [u( - ;UQ

?

avec la loi de la variable ¢ est normal N(0,1). la convergence est uniforme par rapport
0 e K.

1) Convergence en probabilité :
D’une part, des lemmes (2.1) et (2.2), on déduit comme dans (([11]); p :433), pour tout
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n >0

2161[;3 P <|iu>[2 Zep(u) > exp ((—Z) n2>> < Cexp ((—g) n2> : (2.15)

oun >0 et C>0.Ili en résult des formules (2.14) et (2.15) et Z.4(0) =1
pour tout o > 0

SUpgek Pj [|9AE -0 > a]

= supger P [|Pc(0)a] > o

= Supye i Py [Sup|u|>a|¢a(9)|*1 c0(1) > SUP|ycalo. ()1 Zeo(u) = Zs,e(o)}
< supgex P {sup‘uba@s(@)‘fl Zep(u) > 1}

< Chexp (—ga2|®a(0)|’2>

S Cl exp (_ga2|j(0)|>

e2

< Cjexp <_€§2 04) ,

le majorant ci-dessus tend vers 0 quand € tend vers 0, d’ou la convergence de l’éstimateur.
2) Normalité asymptotique :
Soit D un pavé borné de R tel que :

P5(d € OD) = 0,

ot 0D est la frontiére de D. Considérons les fonctionnelles Lp et Lyp définies sur Co(R)

par :

Lp(h) = sup h(x) et  Lpe(h) =suph(x),

DC
Lp et Lyp sont continues par rapport la métrique uniforme sur Co(R). Comme le processus

Zy(.) atteint son maximum au point ¢ — N(0,1), alors
P4(Lp(Zy) — Lpe(Zg) = 0) = Py(¢ € 9D) =0,

soit A. les points de R ot le processus Z.y(.) atteine son mazimum, puisque Z.g = Zy
quand € — 0, alors
Py (A. € D) =Py(Lp(Zy) — Lpe(Zy) > 0)
=P5(¢ € D),

or le diamétre de A, tend vers 0 en probabilité avec €, donc
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Py(t € D) — Pyp(¢ € D),

d’ot la convergence en loi.

3) Convergence des moments :
On a pour tout d > 0

IN

SUD.jo,1) SWPge e B [971(0) (6 — 0) |4 < sup.gqy oZo(n+ 1)? x supj [16 — 0|9 > n]

[1+C3(n+1)exp (877”2)

oo,

IN

A

donc la famille des variables aléatoires (|0|?, ¢ €]0,1[) est uniformément intégrables ot 4 =
d-1(0) (GA€ — 9). Le résultat se réduit de la normalité asymptotique obtenue précédemment
et de ([2]) p.32.

4) Efficacité asymptotique :

Les estimateurs qui réalisent l'inégalité dans le théoréme ci-dessus (borne de Hajek) pour
tout Oy € O, sont dites asymptotiquement efficaces. Pour ’étude du risque quadratique,
on considére les fonctions b de la forme b(x) = |z|¢,d > 0 et z € R. Comme la famille
des lois (IP5,0 € ©) est LAN en tout point de © pour montrer Uefficacité des estimateurs

il suffit de prouver qu’il existe k dans ]0,1] tel que

@' (00) (9. — 0)|" = ElCI”, (2.16)

liH(l) sup E;
70 10—60|<| @2 (80)

(cf. ([13])p.77). Pour tout 6y € O, on a l'identité suivante :

- (0) (6. — 0)["

" €
SUDJg_ g, <|a (90)|" 6

(I)gl 0 -1 ~
‘(@-12@5 +1- 1) (®-1(00) (6- - 0))

€

— IS
= SUDjg_gy|<|- 1 (00)|% 0

|

donc pour montrer(2.16), il suffit de vérifier les deux affirmations suivantes :

i)

lim sup ()P () — 1‘ =0,

—0 _
Y o—bo|<|@2(00)|%

or ceci découle du fait que ®.(0) = cI~2(0) et que 1() est uniformément continu sur
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le compact K.

i)

liH(l) sup Ej
7010600/ <| 21 (B0)|

-1 (60) (0. - 0)| =Bl

qui n’est autre que la convergence des moments établie en 3) . D’ot le théoréme. [

lemme 2.1 Sous la condition D1, pour tout compact K de ©,¥Ym > L et H >0 on a

sup sup |uy — ug| "Ey| Z (ug) — Z& (ur)| < C(1+ H™),

O€K (uy ugeUy .:llujll<H,j=1,2}
0l Up. = 3-1(6 — 0).

Preuve 2.3 : (du lemme 2.1)
Soit K compact de © posons ; = 0 + cu;(i = 1,2) ovu; € R et 0 =c¢, 0; € K posons

AXE = Ry(X%,0:) — Ri(X%,0,) = (0+eu)VE(t) — (0 + eun)VE(Y)
= e(ug —u2)Ve(t),

le rapport de vraisemblance pour deux valeurs 6, et 05 du paramétre est

dPs, 1T 1T

Cou(xey = f/AXEB——/ AXE2dt ) |

dIP’gZ( ) eXP(e 0 cdB; 262 0( t>dt>

dP; \
soit m > 1 Posons V(T) = <dP?> de la définition de Z.g(u) on a
02
vy (F\T (e B\
dPg, dlP dP, .,
1

<ZE,9(U1)> "
Za,O(UQ) ’
écrivons V(t) = exp(Y (t)) ou le processus Y (t) est tel que Y (0) = 0. La formule Ité pour
V(t) = f(t,Y(t)) donne
1

AP+ 50V 0) (5 (AXP?) | ae

AV (1) = |FL Y (0) + £y (1) (-

HAEY () (2 (AX) ) dB,
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donc

1 15 1 £
AV (t) = K— S (AX; )2> Y ( s (AX; )%Y(t)ﬂ dt

1
+ <(AX§)) " dp,,
me
comme V(0) =1, on en déduit

VT) = 14 = [N(AXE 2V ()dt + — / Y(AXE)V (1)dB,,

2m2e2 Jo me Jo

1 Zj
Zam (u2> (1 o 1(“1))
Zz" (us)
de (a + b)™ < 2™ Ya™ + ™) l'inégalité de Holder avec les exposants m et

obtient

d’une part, nous avons

m
m

1 1
Eg | Z" (UQ) -z (Ul) =y

Y

on
m_

Z& (ug) — Z2&" (uy)

(d%)m (1 - vy

dP;
dP;,
dP;

Eo

m

= [y

= Eo|(1 = V(T))|"

= Eg,|(1 = V(T))[™

=[5 Y (AXPV 0 + LX)V (naB
<2m {E% (\( 32 T (AXE)QV( )dt)m‘ + (;Lg f(?(AX;)vu)dBt)mﬂ

<2 (G B (T T AXE PV )t

+2m! (WD B, (T 3 (AXF)™V™ (t)dt)

< g; ST Ba, (AX7)>mV™(1)) dt + Si ST Eqy (AXE)™V™ (1)) dt,

m

ou C1,Cy > 0. Pour le premier terme de l’inégalité ci-dessus, du fait que le processus

(V™(t),t € [0,T)) est une martingale par rapport d la tribu Fy, nous en déduisons que

32



Chapitre 2 - Estimation de la densité des retards

Jo Eo, (AXF)*mV™(t))dt = By, fo (AXF)?™ (Be,V™(T)/Fy)dt
= Jo Eo,E, (AX7)*™V™(T)/F) dt
= Jy Eo, ((AX)*V™(T)) dt
= Ry, (V™(T) i (AXF)>™) dt
= By, (J3 (AXF)™™dt),

en faisant le méme calcul pour le second terme, nous arrivons a :

m Cl

1 1 C T
Eo| 27 (uy) — 25 (w)| < S1 [ By (AXgPmdt + 2 / Eo, (AXS)"dt,
e=m Jo em Jo

d’autre part
Eo (AXF)*™ = Eo,(e(ur — u) V(1))
= ey, (g — u)™ V(1))

= 2P, (V).

et 2m on obtient

et en appliquant l’inégalité de holder avec les exposants

2m
Eo, (VE(t)2™) = [y, (f5 Xi—s9(s )
L om 2m77:1 2m
< [ J3 Xpmds) ™ (f g7 (s) ]
2m—1
< K (ﬁ; Xpnds) (£ g7+ (s))
< Kify SUPge i SUPg<s<T Eq, | X5|*™ds = Ko,

par suite
Egl (AX?)Zm S K2€2m|U1 — u2‘2m7

de méme, de l’'inégalité
Egl(AXf>2m S K3€m|U1 — U2|m,

on a

1 1 m , ,
Eg | Z (ug) — Z& (uq) < Chlug — ug|™ + Caluy — ug|™
S K4’U1 — Uglm(l + Hm),
finalement
1 1
sup sup |uy — ug| "By |22 (ug) — Z& (uy)| < C(1+ H™),
0€O (uyugeUy . illujll<H,j=1,2}
ou C' > 0. D’ou le lemme. [ |
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lemme 2.2 Sous la condition D1, Ve > 0, Yu € Uy, et pour tout compact K de O, on a

sup Py (Zo(u) 2 ™) < Ce™”,
feK

oun>0etC>0.

Le théoréme (2.1) implique la convergence des lois de dimensions finies du processus
de vraisemblance (Z.g(u),u € R). Par suite, des Lemmes (2.1) et (2.2) le processus
(Zep(u),u € R) converge faiblement dans Co(R) vers un processus (Zg(u),u € R).

Preuve 2.4 : (du lemme 2.2)
1
Soit a vérifiant 0 < a < 3 b>0 etuecR. Notons 0, =0 +cu;, i =1,2

Par l'inégalité de Markov et l'inégalité de Cauchy-Schwartz, on a

P(Z:(u) 2 e7)
< €B77“2]E9(_ZE (u))ﬁ

b % b—a 2
D axgas, - & raxera) | xens| (L5 )foT(AXf)Zdtﬂ ,

oti AXE = Ry(X®,0,) — R(X®,0,). Par le théoréme 6.1 p216 de [15], on a :

T (9 1 72 \?
E, [emp ( /O (fAXf) aB, — 5 /0 <€AX5> dt)

si on choisit b = 2a® ; on aura donc

N m

< eBWUQ]Eg exp

< PRy |eap (f fg(AXta)dBt — 2‘; fg(AXf)th>]
< MR, :6xp b JT(AXE)AB, — L JT(AX?)dt + b—a) Jo (AXE)2dt
— i c 0 t 2€2 0 t 252 0 t
Bnu? é T € _i T £\2 (b_a) T £\2
< e By lexp | — Jy (AXT)dB; 922 Jo (AXF) dt | x exp 92 Jo (AXF) dt

<1,

Fiz 2 ) <00 B (oo (<052 [Naxeya) )]

-2
posons A= AX? et G = AX). En utilisant l'inégalité —A* < —G? + 2|G||G — A|,

nous obtenons
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P5 (Ze(u) > em)
2a(1 — 2a) 2

) —a(l—2
< efm lEe <exp <CL<€2“) IT(AXD)2dt + JTIAXY||AXE — AX?\dt))]

2 (-2 2a(1 — 2
< o [ o (22 griaxean) o (222 08X - axpiar) )

-2
(2.17)

pour magorer le membre de droite (2.17) , on minore et on majore |AXP||AX; — AX}|.
Minorons maintenant AXY = Ry(X°,0,) — Ry(X°,0;). Pour 0 <t <T etu=1u; —uy €

U , on applique la formule de Taylor a l'ordre 1 pour avoir

AX? = cuR(0, X°),

donc

(AX?)? = 2 (uR(B, X)) = 21(6),

ot € B(0,elu]) (boule dans R de centre 0 et de rayon e|u|)et R est la dérivée de R par
rapport a 0. La condition Dy implique que 1(0) est positive (cf.([1]) lemme (2.3) de l'an-

nexe page 40), il existe donc o > 0 tel que
(AXD)? > 2au?,
il en résulte que

exp <—a(1€2—2a) fOT(AXP)th> < exp <_a(152_2a)82au2>

< exp (Laug) )
magjorons maintenant |AX?| et |AXE — AXP|. Pour 0 <t < T et u € Up.. Comme la

fonction g(s) est continue sur [0, 1] donc bornée par M, on en déduit que

NP = b (el Xeaooas)
T+ f§ (c I Xj_sg(s)ds> dv
xo+ Me [} (c ot deu) dv

zo + My fy Xidu,

ou My = MTec. Par suite, le lemme de Granwall (cf.([15])) donne

INIA A

0 Myt
Xy < zpe™,
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la fonction X = xo pour t < §. Alors pour tout t € [6,20] et s € [§,1], X, = x. Par

conséquent, de la condition D1 on en déduit

X0 !
— = x0C s)ds > 0,
o 0 /5 9(s)
par introduction X} est strictement croissante [0, T (cf.preuve du lemme en anneze). Par
suite
zo < X < moet
alors

|IAXD| |R:(X°, 0+ cu) — Ry(X°,0)|

(e + eu) J5 X7 yg(s)ds — ¢ [5 X[ yg(s)ds]
leu f5 X7 ,g(s)ds]

elul [7HX2g(t — s)|du

eM|ul " XOdu

exoM|ul [ eMitdu = e My|ul,

(2.18)

INIA TN

d’autre part, nous avons

[AXF = AXD| = |eu J; Xig(s)ds —cu J§ XD g(s)ds|

elul [51X5s — X{y g(s)ds

5’””51 SUPs<u<i| Xg — Xolg(t — u)du (2.19)
e|ul (Cs supagu§t|Bt|) M

e* M, SuPs<y<¢| Bel|ul,

(VAN VANR VAR VAN

en utilisant la majoration suivant (cf. p.18 de [14])
2 Lo
Ey (exp (l sup |Bt|>> <2(1+Til%)exp (Tl ) ,
0<t<T 2

et les relation (2.19)et(2.18) , on obtient

2a(1 —
By (oxp (2202)

FAX018x; - Axplar)
< Ey (exp (2@(1 - a)5M2M4T\u]sup0StST]BA))
< Ey (exp (EMaT|U|SUP0§t§T|Wt|))

1
< 2(1 + Te*M?2u?) exp <2T62M3u2)

1
< 2exp <2T52M§u2> ,
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d’ot

P (Zs(u) > e_”"2>

S 2€ﬁ7]u2€—Lau2 (2€%T€2Mgu2)
< 9pu(Br—La+3TEM2)

Y

si on choisit 3 et n tels que Ly, > 2Te*M?,0 <n < L., nous arrivons a

4(a+1)

P(Z(u) 2 em) < e On-tetate)
2eu2(5n_La+%La)
9¢u”(B1—73La)
9¢u?(Bn—(a+1)n)

2e’

VAN VAN VAN VANRR VAN

)

d’ou lemme. [ |
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Chapitre

Simulations

3.1 Introduction

Dans ce chapitre nous simulons des trajectoires de processus de diffusion par la méthode
d’Euler-Maruyama ([3],[4],[5]). Pour 'analyse statistique des estimateurs nous utilisons le
logiciel R a l'aide du package Sim.DiffProc (Simulation of Diffusion Processus). Nous
simulons des trajectoires du mouvement brownien a l’aide de la bibliotheque “far* déve-
loppée par J.Damons et S.Guillas (Modelisation for Functional Autoregressive processus
package : far Version : 0.6-0 (2005-01-10)License : LGPL-2.1 version 2.14.0(31-10-2011)du
logiciel R). Plus précisement, elle utilise la décomposition de Karhunen Loéve du mouve-

ment brownien sur U'intervalle [§, 7] :

m(j = 3)

ou Y;" sont des variables aléatoires i.i.d N(0, 1) et ou les sommes infinies sont approximées

s in[(7i — L)L
B, = ZN/QTY;‘M& € 10,7
j=1

par des sommes finies ([12]). Par la suite, a I'aide de la méthode d’Euler-Maruyama nous
simulons des trajectoires de processus de diffusions définies par les EDS ci dessous.Les
graphes sont obtenus par le Logiciel R qui possede des possibilités pour explorer les

données et illustrer les comportements des estimateurs.

3.2 Estimation d’un parametre

Nous simulons les trajectoires de processus de diffusion vérifiant I’équation différentielle

stochastique suivante (ces simulations sont présentés dans la these de doctorat de
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M Benyahia (voir [1])) :
AX7 = (e 3 X7 jg(s)ds) dt +edB; .t € [5,7] (3.1)
X¢ =1, si—1<s<é, '

on choisit ¢; = 0.5, § = 0.1, 29 = 2, T=2 et posons g(s) = cos((5) * s).

La figure suivante présente une trajectoire observée de (X;,t € [0,T]) pour € = 0,99

dX; = cint(X,_sgi(s), 8, 1)dt+edW,
e=0.99 c=0.5

(=)
M=

28

26

20

| T T T
0.5 10 15 20

temps

UABBT Facultée des sciences Département de Mathématiques, Tlemcen

FIGURE 3.1 —
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La figure suivante présente une trajectoire observée de (X;,t € [§,T]) pour € = 0,01

dxt = Cint(xt_sg|(s), 6, 1)dt+Eth
e=0.01 c=05

>
o
o=

3.0

24 -

20

T | T T
0.5 10 15 20

temps
UABBT Facultée des sciences Département de Mathématiques, Tlemcen

FIGURE 3.2 —
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3.2.1 Comportement de ’estimateur EMV

La figure 3 présente le comportement de 'estimateur EMV ¢; du coefficient ¢; = 0,5

quand ¢ tend vers 0

1.0

estimateur de ¢

W/
Y

| T | T | |
0.0 0.2 04 06 0.8 1.0

-05

epsilon

FIGURE 3.3 —

3.2.2 Conclusion

Nous remarquons que la simulation il y’a un bon comportement des estimateurs quand

¢ tend vers 0.
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Conclusion

Nous avons étudiés I’éstimation paramétrique d’une cas particulier sur un processus
de type diffusion avec une mesure des retards qu’elle est admet une densité par la théorie
générale de Ibragimov-Hasminski ([11]) et Y.Kutoyants ([13]). Nous avons étudié les és-
timateur des maximum de vraissemble et leur propriété asymptotique. Nous avons aussi
présenté des examples sur des simulations numériques pour illustrer le comportement de

cet estimer.
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Résumé

L’objectif de ce mémoire est 'estimation de la densité de la mesure des retards dans un
processus de type diffusion en estimant ces coefficients dans un systeme de fonctions par la
méthode du maximum de vraisemblance EMV dans 'asymptotique des petites diffusions,

nous donnons aussi un exemple des simulations numériques sur les estimateurs EMV.

Abstract

The objective of this thesis is the estimation of the density of the measurement of delays
in a diffusion-type process by estimating these coefficients in a system of functions by the
method of maximum likelihood EMV in the asymptotics of small diffusions. we also give

an example of numerical simulations on estimators EMV.
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