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Résumeé :

L'objectif de ce mémoire est d'étudier la stabilisation des
systemes fractionnaires par I'approche d’une nouvelle exten-
sion de la méthode directe de Lyapunov fractionnaire.

Dans le premier chapitre, et dans un premier temps, nous
rappelons dans la premiere section les principales notions de
base du calcul fractionnaire. Ensuite, nous consacrons le reste
de ce chapitre aux études des différentes définitions mathéma-
tiques relatives aux dérivations et intégrations d'ordre fraction-
naire ainsi que leurs propriétés.

Dans le deuxieme chapitre, nous visons a aborder le pro-
bleme d'existence et d'unicité des solutions des équations dif-
férentielles fractionnaires de type de Caputo. Ensuite, nous
consacrons la deuxieme section de ce chapitre a la résolution
numérique de ces équations.

Le troisieme chapitre constitue véritablement |'objet de
notre sujet. L'objectif de ce chapitre porte principalement sur la
stabilisation asymptotique des systemes fractionnaires. Dans
un premier temps, nous présente une nouvelle propriété pour
les dérivées fractionnaires au sens de Caputo, qui permet de
trouver une fonction candidate de Lyapunov simple pour de
nombreux systemes d'ordre fractionnaire, et par conséquent la
preuve de leur stabilité, en utilisant I'extension de la méthode
directe de Lyapunov d'ordre fractionnaire. Deux exemples nu-
meériques sont utilisés dans ce chapitre pour illustrer nos résul-
tats.

Mots-clés:

Systéme d’ordre fractionnaire, dérivée de Caputo, théoreme de

stabilité de Lyapunov.
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Abstract:

The objective of this work is to study the stabilization of frac-
tional systems by using a new extension of the direct fractional
Lyapunov method.

In the first chapter, and first, we recall in the first section the
main basic concepts of fractional calculation. Then we devote
the rest of this chapter to the studies of the various mathemat-
ical dedefinitions relating to fractional derivations and integra-
tions and their property.

In the second chapter, we aim to address the problem of the
existence and unigueness of the solutions of the fractionaldif-
ferential equations of Caputo type. Then we devote the second
section of this chapter to the numerical resolution of these
equations.

The third chapter really the subject of our subject. The focus
of this chapter is to study the asymptotic stabilization of frac-
tional systems. First, we present a new property for fractional
derivatives in the sense of Caputo, which makes it possible to
end a simple candidate function of Lyapunov for many frac-
tional order systems, and therefore proof of their stability by
using the extension of the direct fractional Lyapunov method.
Two numerical examples are used in this chapter to illustrate
our results.

Keywords:

Fractional-order system, derived from Caputo derivative, Lya-

punov stability theorem
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INTRODUCTION GENERALE

e calcul traditionnel étant basé sur la différentiation et I'intégration d’ordre entier.
L Le concept du calcul fractionnaire ayant le potentiel énorme de changer la ma-
niére dont nous voyons et modélisons la nature autour de nous. Avec une attention
particuliére des physiciens aussi bien que des ingénieurs, des activités de recherches
remarquables ont été consacrés au calcul fractionnaire. IlIs ont affirmé que 'usage des
opérateurs de dérivations et d'intégrations fractionnaires sont souhaitable pour la des-
cription des propriétés de plusieurs matériaux. En effet, on a constaté que plusieurs
études théoriques et expérimentales montrent que certains systémes thermiques (dif-
fusion de la chaleur) [1], physiques ( électricité) [2] et réologiques (viscoélasticité) [3]
sont régis par des équations différentielles a dérivées fractionnaires.

Dans la théorie de la stabilité des systemes linéaires, d’ordre entier, nous savons bien
qu'un systéme est stable, si et seulement si, les racines du polynéme caractéristique
sont a parties réelles négatives, c’est-a-dire situées sur la moitié gauche du plan com-
plexe. Par ailleurs, la notion de la stabilité des systemes fractionnaires linéaires est
un peut différente de celle des systéemes classiques. En effet, on a bien constaté que
les systémes fractionnaires stables peuvent bien avoir des racines du polynome ca-

ractéristique dans la moitié droite du plan complexe, ce qui montre que les systémes



Introduction Générale

fractionnaires sont des systemes a mémoire qui sont plus stables (lorsque 1’ordre frac-
tionnaire est inférieur a 1) comparés aux systémes d’ordre entier, et par conséquent, ils
affichent un comportement dynamique beaucoup plus sophistiquée, ce qui présente
une grande importance notamment dans le domaine de la communication sécurisée.

L’objectif de ce mémoire est d’étudier la stabilisation des systemes fractionnaires
par I'approche d"une nouvelle extension de la méthode directe de Lyapounov frac-
tionnaire.

La suite de ce mémoire est organisée de la fagon suivante :

Dans le premier chapitre, et dans un premier temps, nous rappelons dans la pre-
miere section les principales notions de base du calcul fractionnaire. Ensuite, nous
consacrons le reste de ce chapitre aux études des différentes définitions mathéma-
tiques relatives aux dérivations et intégration d’ordre fractionnaire ainsi que leurs
propriétés.

Dans le deuxiéme chapitre, nous visons a aborder le probleme d’existence et d'uni-
cité des solutions des équations différentielles fractionnaires de type de Caputo. En-
suite, nous consacrons la deuxieme section de ce chapitre a la résolution numérique
de ces équations.

Le troisiéme chapitre constitue véritablement 1'objet de notre sujet. L'objectif de
ce chapitre porte principalement sur la stabilisation asymptotique des systémes frac-
tionnaires. Dans un premier temps, nous présentons une nouvelle propriété pour les
dérivés fractionnaires au sens de Caputo, qui permet de trouver une fonction candi-
date de Lyapounov simple pour de nombreux systéemes d’ordre fractionnaire, et par
conséquent la preuve de leur stabilité, en utilisant I’extension de la méthode directe
de Lyapounov d’ordre fractionnaire. Deux exemples numériques sont utilisés dans ce
chapitre pour illustrer nos résultats.

Enfin, ce mémoire est cloturée par une conclusion générale et quelques perspec-

tives.



CHAPITRE 1

CALCUL FRACTIONNAIRE

Dans ce chapitre, nous présentons quelques concepts de base du calcul fraction-
naire, nous commencons par les fonctions spéciales : la fonction Gamma, la fonction
Béta et la fonction Mittag-Lefller qui jouent un rdle tres important dans la théorie du
calcul fractionnaire, ensuite nous donnons trois approches de dérivées fractionnaires :

Griinwald -Letnikov, Riemann-Liouville et Caputo.

1.1 Fonctions spéciales et transformée de Laplace

1.1.1 La fonction Gamma

La fonction Gamma est l'une des fonctions du calcul fractionnaire qui généralise

la factorielle n!.

Définition 1.1.1. La fonction Gamma d'Euler T est définie par l'intégrale suivante :

+o00
['(z) :/ et dt,  z>0. (1.1)
0
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Propriétés de la fonction Gamma

e L'une des propriétés de base de la fonction Gamma est la suivante :
I(z+1)=2zI(z), z>0. (1.2)

Cette derniere égalité peut étre facilement démontrer en utilisant 1'intégration par

partie, on a donc :
—+o0
I'(z+1) = / e Edt
0
+o0 .
= lim [—e ')} +z/ e~ 14t
X—r+00 0

= z['(z).

e La fonction Gamma généralise la factorielle; c’esta direI'(n+1) =n!, Vn € N
En effet :

Par récurrence I(n+1) = nl'(n)=n(n-1)!=n
e Prolongement de I'(z) pour z négative.

De la relation (1.2), on obtient

I'(z)
F(Z—l)—m, -1<z—-1<0.
r(z—z):M 2<z-2< -1

z—2 "'

En procédant cette maniere, on trouve

F(Z):@’ —n<z<—(n-1).

4



CHAPITRE 1. CALCUL FRACTIONNAIRE

Par conséquent la fonction Gamma est définie aussi pour toutes les valeurs négatives
sauf{—1,—-2,-- -} par la relation (1.2).

La Figure 1.1 représente le graphe de la fonction Gamma d’Euler.

0

FIGURE 1.1 — Graphe de la fonction T

1.1.2 La fonction Béta

Définition 1.1.2.

La fonction Béta d'Euler est généralement définie par la relation suivante :
1
B(z,w) = / Fl1— D%t (2> 0,w > 0). (1.3)
0

e La relation entre la fonction Gamma d’Euler et la fonction Béta d’Euler est donnée par

B(z,w) = % (1.4)

e La fonction Béta est symétrique B(z, w) = B(w, z)
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1.1.3 La fonction de Mittag-Leffler

La fonction de Mittag-Leffler est une généralisation de la fonction exponentielle,
elle est souvent employée dans la résolution des problemes physiques décrits par des
équations a dérivée fractionnaire. La fonction de Mittag-Leffler [4] a un seul parameétre

est définie par

[ee]

kzol“ txk+1

(a > 0). (1.5)
En particulier, sia =0,1,2 on a

Eo(Z) = %,m <1, Ei(z) = &, Ea(z) = cosh(+/2).

La dérivée d’ordre n, n = 0,1,2... de la fonction Mittag-Lefller & un parameétre est

donnée par

> (k +n)!zk
1.
Z:k'I“ (ak+an+1) (16)
On peut aussi représenter la fonction Mittag-Leffler par 1'intégrale de la forme sui-
vante »
1 [t e
Fu(z) = 5 /C et (1.7)

La Figure 1.2 illustre le comportement de la fonction de Mittag-Leffler pour différentes

valeurs de a.
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a=1
a=2
a=2.5

4 ! ! ! ! !
-30 -25 -20 -5 70 -0 -5 0 5

FIGURE 1.2 — Fonction de Mittag-Leffler a un seul parametre.

La fonction de Mittag-Leffler a deux parametres [5] est définie par la relation sui-

vante
0 Zk

Eus = LTtk p) |

Il s’ensuit de la définition (1.8), les cas particuliérs suivants

a>0,6>0)- (1.8)

E = —_— = — = e".
b kgo F(k;{k 1) ;EO k! . o)
0 z o0 z 1 o gkt e —1
E1,2 = E T = Z —' _ — Z " —_— .
k=0 L(k+2) 5o (k+1)! z35pk+1! z

1 m=2 7k

Eim = zm-1 [ez - kgo F] '

La dérivée d’ordre n, n = 0,1,2,... de la fonction Mittag-Leffler a deux parametres

est donné par :

(1.9)

La Figure 1.3 illustre le comportement de la fonction de Mittag-Leffler, pour diffé-

rentes valeurs de « et .
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_a=], ]8=1
—a=1, =2
3| —as2, B=2 i
2, _
8
A :
0
Ik 4
) | | | | | |
2 1.5 1 0.5 0 0.5 1 15 2

FiGure 1.3 — Fonction de Mittag-Leffler a deux paramétres.

1.1.4 Transformée de Laplace

Ici nous présentons la définition et quelques propriétés de la transformée de La-

place.

Définition 1.1.3.
Soit f une fonction d’ordre exponentiel a (c’est-a- dire qu’il existe deux constantes positives
M et T telles que |f(t)| < Me*" pour t > T), alors la fonction de la variable complexes est
définie par

F(s) = L{f(t),s) = /O+°° e F(Hdt, seC., (1.10)

est appelée la transformée de Laplace de la fonction f.

e L'inverse de la transformée de Laplace est définie pour tout + € R* par la

formule suivante :

) =L FO ) =5 [T (= RO >0, (1

ol 7o est l'indice de convergence de l'intégrale (1.11).
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Quelques propriétés de la transformée de Laplace

e La transformée de Laplace et son inverse sont des opérateurs linéaires, c’est a- dire,
Va, B € R,

L{af(t) + Bg(t),s} = aL{f(t),s} + BL{g(t),s} = aF(s) + BG(s).

L=YaF(s) 4+ BG(s),t} = aL Y {F(s),t} + BL Y{G(s),t} = af(t) + Bg(t).

e Le produit de convolution de deux fonctions f(t) et g(t) est donné par

(F*8)(0) = [ f(t - Dg(oae (1.12)

e La transformée de Laplace de produit de convolution est donnée par :

L{(f(t) xg(t)),s} = F(s)G(s). (1.13)

e La transformée de Laplace de la dérivée d’ordre entier n de f(t) est donnée par
n—1

L{f"(t),s} = s"F(s) — Y_ sk F=F=1(0). (1.14)

k=0

Exemple 1.1.1.
Considérons la fonction g(t) = tP—1.

La transformée de Laplace de la fonction g est :

L{ _ p—1 _ oo —styp—1
Q(t),s} =L{tFr ', s} = ¢ tPdt.

Une intégration par partie p-fois, on obtient

Lirlsy = P=D8 e,
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1.2 Dérivation et intégration d’ordre fractionnaire

Dans ce mémoire, les symboles d'une dérivée fractionnaire ont été normalisés

comme suit [6] :

4 d(X
e *7 0
DY = 1, a=0 (1.15)

t
fdr(_‘"), x <0,
\ 4

ou ,Df désigne l'opérateur de dérivation d’ordre a, a et t sont respectivement des
limites inférieure et supérieure de cet opérateur.

Il existe plusieurs définitions pour des intégrales et des dérivées fractionnaires. Mal-
heureusement toutes les définitions considérées, en générale ne sont pas toutes équi-

valentes. Nous rappelons dans ce travail celles qui sont les plus célébres.

1.2.1 Dérivation et intégration au sens de Griinwald-Letnikov

L’approche de Griinwald-Letnikov consiste a exprimer la dérivée d’ordre entier p
si p est positif et 'intégrale itéré (—p) fois si p est négatif d'une fonction f . Dans
cette section nous présentons la définition de l'intégrale et de la dérivée au sens de
Griinwold-Letnikov.

Soit f une fonction continue sur RR.

On définie la dérivée d’ordre 1 de la fonction f par

f(t) = % =}llig})f(t)_£(t_h)- (1.16)

De méme, la dérivée d’ordre 2 de f est

f = 2f lim ()= f'(t—h)
dt? h—0 h
i L[S = f(E=h)  f(t—h) — f(t—2h)
=i n - ’ (1.17)
i [B) 2f(E—h) + f(t—2h)
h—0 h2

10



CHAPITRE 1. CALCUL FRACTIONNAIRE

De (1.16) et (1.17), on obtient

3 _3f(t— _Oh) — f(f—
f(3)(t):% _ }lii%f(t) 3f(t h)+3]{3(t 2h) — f(t = 3h) (1.18)

£ = 0L = tim Ly (-t ( : ) Flt— k), (119

k=0

ou

= , (1.20)

est la notation pour le coefficient binomial.
Donc la dérivée et l'intégrale d’une fonction f au sens de Griinwald-Letnikov est

donnée par la formule générale suivante

n
SDYf(t) = lim — Y (—1)* P f(t—kh), (1.21)
k=0 k

qui représente la dérivée d’ordre entier p si (0 < p < n) et 'intégrale répété (—p) fois
si(—n < p<0)avecnh=t—a.

La généralisation de cette formule pour p non entier (avec0 <n —1 < p < n)

(—1) ( ’”) _—pA-p)2-p)---(k—p—-1)  T(k—p)

k k! C T(=p)T(k+1)
est
DI = fimpr Y (e k), (122)
et
0,7 f0) = Jim ' 1 BB i) = s [ - e 0.2

Si f € C", en utilisant 'intégration par parties on obtient :

1 /t(t _ T)n+ri—1f(”)(1-)d'(, (1.24)

n—1 (k)
DT =Y #(t—a)ﬂhrr(n—m j

= Tk+p+1)

11



CHAPITRE 1. CALCUL FRACTIONNAIRE

et

n—1 ) (4 t
eDIf(t) = k‘;) r(kf_—;ll)(t —a)k P 4 ﬁ/a (t— )" P10 (1)dr. (1.25)

Exemple 1.2.1. La dérivée d'une fonction constante au sens de Griinwald-Letnikov

En générale, la dérivée d’une fonction constante au sens de Griinwald-Letnikov n’est nulle ni
constante.

Soit f(t) = c et soit p un nombre non entier. On a donc f®(t) = 0, pour k = 1,2,---n,

cependant dans le cas fractionnaire, on a

1

n— K) (g ; o
SDIF() = L iyt = @ s L= 1 0 (e

a7 O O@

=Ty ETEpnt

-0
T (nl— ) / (t =) P (r)dT
-0
B c(t—a)_p.
- T(-p)

Exemple 1.2.2. La dérivée de la fonction f(t) = (t — a)P au sens de Griinwald-Letnikov
Soit p un nombre non entier (0 < n—1 < p < n) et soit p > n —1, alors on a f*(a) = 0,

pour toutk =0,1,--- ,n—1

et fW(1) = %(T —a)f=", d'oit

rp+1)

D=0 = =

a

) / (= )1 (1 — ) e

12



CHAPITRE 1. CALCUL FRACTIONNAIRE

En utilisant le changement de variable T = a + x(t — a), on obtient

rg+1)

DN =) = =

] /;(t — )" Pt —a)Pdr

_ T+t - a)P=r
I(n—p)T(p—n+1)

1
/ (1—x)" P 1P Mgy
0

_ VA —ppontl) e
L(n—p)L(p—n+1)

_ Tp+1)
Ir(B—p+1)

Transformée de Laplace de la dérivée au sens de Griinwald-Letnikov

(t—a)PP.

Soit f une fonction qui posséde la transformée de Laplace F(s), pour 0 < p<lona:

ODEf() = P+ s [ (i,

Il—p) I(1-p)
alors
LIS F()(s) = L 4 L sEGs) — £(0)) = PF(s)

1.2.2 Dérivation et intégration au sens de Riemann-Liouville

Dans cette section nous présentons la définition de 'intégration et de la dérivation
d’ordre fractionnaires au sens de Riemann-Liouville d"une fonction.

a - Intégrale d’ordre fractionnaire
On commence par de la formule de Cauchy

D) = oty [ =2 (o, (1.26

13



CHAPITRE 1. CALCUL FRACTIONNAIRE

Si on remplace l'entier n par le réel p, on obtient

8D, F(0) = o [ (=0 (o, (127)

Dans (1.26) l’entier n doit vérifier la condition n > 1, cette condition devient plus
faible pour p dans (1.27), pour assurer 1’existence de l'intégrale de Riemann- Liouville

(1.27), on doit avoir p > 0.

Proposition 1.2.1. Soit f une fonction continue et soit p un réel positif, on a alors.

lim (D, P£(1)) = £(1).

p—0
Proposition 1.2.2. Soient f € C%([a,b]),p > 0,q > O, alors l'intégrale de Riemann-

Liouville possede la propriété du semi-groupe suivante

RD,P(RD;"£(1)) = RD; PP f(1) = RD, (D, P £(1)). (1.28)

Preuve.

Par définition on a :

*D"ED (1) = f@ﬁﬁxﬁ—ﬂV4K§D?7ﬁﬂﬂT

= f@ﬁzﬂﬁﬂp—ﬂwﬁhu;u—xwﬂfuwm.

D’apreés le théoréme de Fubini, on obtient

t
x

sD (D f (1) = m /atf(x)dx/ (t—1)P~ Yt —x)1dr.

En effectuant le changement de variable T = x + y(f — x), on trouve

Jit =) i r—x)1 e = (= x)PHL 11— y)r Ly -ty
= G_@Hq%?fi)

1 I(p)T(q

= R

14



CHAPITRE 1. CALCUL FRACTIONNAIRE

Donc

8D, P50, (1) =y [ (¢ =07 ke = ED, ()

Evidemment on peut interchanger p et g, nous avons alors :

XD, P(RD; (1)) = RD; P9 = RD;(RD, P £(1)).

Exemple 1.2.3.

Considérons la fonction f(t) = t1, on a alors :

RD;PA(E) = %f;a—r)@-”ﬂr)dr

7

= faﬁjﬁt—rﬂwﬂrwr

En utilisant le changement T = xt, on obtient :

1

I(p) Jolt=0)P~ridr = I(p) 0 (1 — x)(P=Dpp=1x940+1 4y
_ tP+¢7 fl(l o x)(p 1)x”]dx
I(p) "0
_ tP+a B( 1)
T(p) p.q
I(p+q+1)
Si f(t) =conaalors: XD, Pf(t) = ﬁtp_

b- Dérivation d’ordre arbitraire
La dérivée fractionnaire au sens de Riemann - Liouville d'ordre p (n —1 < p < n)

d’une fonction intégrable f est donnée par

RDIF() = S (EDT P f())
1 a"

St K L) 129

15



CHAPITRE 1. CALCUL FRACTIONNAIRE

e Si p =n —1, alors nous avons une dérivée conventionnelle d’ordre n — 1 :

RDpR() = (kD ()
dTl
= TED ) (1:30)
L]

c- Quelques propriétés des dérivées fractionnaires au sens de Riemann- Liouville
1. 'une des propriétés tres importantes de la dérivée au sens de Riemann- Liou-

ville, pour p > O et t < a est

2 DF @D "f(8) = f(b). (131)
2. Si la dérivée fractionnaire RDY f(t), (n —1 < p < n) d’une fonction f est inté-

grable, alors

DT (EDEF(0) = 116 = LEDL 0w

3. La dérivée n-iéme de la dérivée fractionnaire au sens de Riemann- Liouville

p>0t>a (132

d’ordre p pour tout n € IN* est donnée par :
ar
T @DLF(D) = {D (D), (1.33)

mais la dérivée fractionnaire d’ordre p de la n-iéme dérivée d"une fonction f est
donnée par :

" . O (a)(t = ay P
KD (5 f(0) = RDI £() g(;) o

Donc l'opérateur de la dérivation fractionnaire D! de Riemann-Liouville com-
n

mute avec — si et seulement si f/)(a) =0, (j=0,1,...... ,n—1).

datn
Exemple 1.2.4. La dérivée d’une fonction constante au sens de Riemann-Lioville

(1.34)

En générale, la dérivée non entiere d’une fonction constante f(t) = ¢ au sens de Riemann-

Liouville n’est nulle ni constante, cependant

2 DIf(t) =

c(t—a) P
I'(1—p)

16



CHAPITRE 1. CALCUL FRACTIONNAIRE

Exemple 1.2.5. La dérivée de la fonction f(t) = (t —a)7 au sens de Riemann-Liouville
Considérons la fonction f(t) = (t —a)1.

EDF() = S ED " RW), (1< p<n)

Ona:

KD R = gy - T ()
1 t

= — — )Pt —qg)d
=7 [ (t—1) (t—a)idr.
En utilisant le changement de variable T = a + x(t — a), on obtient :
Rp—(n—p) = y=p-l n=p=lxd(t — g)q+1
~D f(t) F(n fo (1—x) x1(t —a)Ttdx
(t—a)” ! e
= T fo (1 —x)" P~ 1xidx
I'(qg+1) _
— b g)n—pta
f—prarnt Y
Donc g g+ 1)
RnyP — _ g\n—p+gq q+
ath(t) dtn((t a) (H—P+q+1))

_ _Tg+1) _
I TTETES VA

d- Transformée de Laplace de la dérivée au sens de Riemann-Liouville
L'intégrale fractionnaire de Riemann-Liouville peut également s’écrire comme le pro-

duit de convolution de la fonction g(t) = % et f(t), on a alors

$DF0) = s [ =0 e (1.3
= A0,

Et comme la transformée de Laplace de la fonction g(t) = g](p) est donnée par

1
G(s) = L{TP)'

17
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CHAPITRE 1. CALCUL FRACTIONNAIRE

alors en utilisant la formule (1.13), on obtient la transformée de Laplace de l'intégrale

fractionnaire au sens de Riemann-Liouville.
L{XD, Pf(t),s} = s PF(s). (1.36)

Pour obtenir la transformée de Laplace de la dérivée fractionnaire au sens de Riemann-

Liouville de la fonction f(t), posons RD! f(t) = ¢{")(t), on a alors

_ Ry p) gy 1 Y pnep _1<
8(0) =60, " f0) = gy [ - @y 1< p <)
L'utilisation de la formule (1.1.4) donne
n—1
L{ED]f(t),s} = s"G(s) — }_ s *1(0), (1.37)
k=0
ou
G(s) = s ""P)F(s). (1.38)

A partir de la définition de la dérivation fractionnaire de Riemann-Liouville, il vient
L dn—k—l o k1

8" (1) = FmemoDy " f () = §D) (1), (139)

En substituant (1.38) et (1.39) dans (1.37), nous obtenons l’expression finale de la

transformée de Laplace de la dérivée fractionnaire de Riemann- Liouville suivante

LEEDEF(1), 5} = F(s) — 3 SEDIF Vf()co, (n-1<p<n).  (140)
k=0

e- Relation entre la dérivée au sens de Riemann-liouville et la dérivée au sens de
Griinwald-Letnikov
Si f est de classe C", en faisant des intégrations par parties et des différentiations

répétées, on obtient

n—1 k) (4 t
L0 = L gy ¢ gy @ =l

(1.41)
Dans ce cas, I'approche de Griinwald-Letnikov et 'approche de Riemann-Liouville

sont équivalentes.

18
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1.2.3 Dérivation au sens de Caputo

Dans cette section nous présentons la définition et quelques propriétés de la déri-

vation et de l'intégration au sens de Caputo.

Définition 1.2.1. Soient f € C"([a,b]) et p > 0. La dérivée fractionnaire de la fonction f au

sens de Caputo est définie par

D) = WDy TP ) (1.42)

1
= o) oo

oun—1<p<nett>a.

La relation entre la dérivée au sens de Riemann-Liouville et Caputo
La relation entre la dérivée au sens de Caputo et la dérivée au sens de Riemann-

Liouville est donnée par :

n—1 (k) a
D) = ED{() ~ T il gy -

Lemme 1.2.1. Soit p >0
1. Si f € C([a,b]) alors :

2. Si f € C"([a,b]) alors :

n=1 ¢(k) (4
D7D () = f(5) — T LW o

k=0
Quelques propriétés des dérivées fractionnaires au sens de Caputo

1. La dérivée d'une fonction constante au sens de Caputo est nulle.

2. Soitn e N*, O0<n—-1<p<mn

lim (¢ Df (1)) = £ (1)

p—n

19
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3. SoitmeN"etn—-1<p<mn

DY (:DY"f(t)) = SDY £ (1).

m B m m+n—1 f(k)(ll) B .
DIGDIFO) =D O+ B g Grmyan

En particulier, si f(k) (a) =0pourk=n,n+1,--- ,n+m—1, on a alors

DP'(SDIf(t)) = DY (D" (1)) = SDI " £(1).

Preuve.
LSif(t)=c= f(”)(t) =0, donc:
B 1 t f(r) B
ngC— r(n_P)/a (t—T)p_”'HdT_O.
2.
. . n—1 f(k)(a) -
eSO = putols el ot
_ i £ @) (E—a) P 1 t o
=B T p D) F(—p—{—n—{—l)f“(t_T) PFO (T)dT
= f0 ).

3. Montrons que : DY (,D"f(t)) = SDP*™ £ ()

CDP(uDIf(1)) = oD; "V, Di(.DIf(t))
— aDt—(”—P)aD?—i-mf(t)
= SDITMA().

20
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4. Montrons que : ;D" (Efo(t)) = ED?HPf(t)

DEDIFE) = JDrEDPE( = LD e

*) (4

B m+ ol f(k)(a) —(p+m
= «Di pf(t)_k§of(k—(p+m)+1)(t_“)k r
_ RDmﬂﬂf(t) _ nil f(k)(” (t — a)k=(p+m)

ot 1 f(_)czf)(k—(ﬁm)ﬂ)
_ M a _ o)k (ptm)
£ w0
n m+£—1 f (ﬂ (t _ a)k*(}?+m)

m+n—1 F®)(a)
k=0 T'(k—(p+m)+1)
(t _ a)kf(pﬂn)

(t — a)kf(erm)

m+n—1 O (a)
& Tk—(p+m)+1)

(t _ a)kf(erm)’

alors
D' (EDIf(1) = SD{ A (1),

si et seulement sif(k)(a) =0pourtoutk=nn+1,--- ,n+m—1.

Exemple 1.2.6. (La dérivée de la fonction f(t) = (t —a)P
au sens de Caputo)

Considérons la fonction f(t) = (t — a)P tel que B > p.

Ona:

DL = EDF) ~ T g e
a =t a 't k;or(k_p+1) 4

et
f® =0, Vk=0,1,...,n—1.
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Donc
D (t—a)f = RDI(t—a),

r(g+1 _
mppr ()

et si p < p, alors
CDI(t—a)f =0.

La transformation de Laplace de la dérivée au sens de Caputo
De la relation (1.42), la transformée de Laplace de la dérivée fractionnaire au sens de

Caputo est :

L{D[f(t),s} = s"F(s) — 'fs”"“lf“‘)m), (n—1<p<n).  (143)
k=0

1.3 Propriétés générales des dérivées fractionnaires

Dans cette section nous présentons quelques propriétés générales des dérivées
fractionnaires.
a- La linéarité

La différentiation fractionnaire est une opération linéaire, c’est-a-dire

DP(Af(t) + Bg(t)) = ADPf(t) + pDPg(t),

ou DF désigne n'importe quelle mutation de la différentiation fractionnaire
considérée dans ce mémoire.

b- La régle de Leibniz pour les dérivées fractionnaires
Soit f(t) et ¢(t) deux fonctions. Nous commengons d’abord par la régle de

Leibniz pour évaluer la n-iéme dérivée du produit f(t)¢(t) on a :

L (pOF() = ¥ (e (0P e) (L44)

La regle de Leibniz pour la dérivée fractionnaire est la suivante :

Si f est continue dans [a,t] et ¢(t) admet (n + 1) dérivées continues dans [a, t],
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Alors la dérivée fractionnaire du produit ¢(t)f(t) est donnée par :

oD (9(1)f (1) = Y (7)o (1)aD P f(t) — Riy(b),

k=0
ol (Z) — p(p_l)(p_zk)!"'(p_k+1),n > (P+1) et
RO = o [ =0 far [ o p@) - oy,

Avec

lim RL(t) = 0.

n—oo

Si f et ¢ sont de classe C'([a,t]), alors la régle de Leibniz pour la dérivation

fractionnaire est donnée par

oDl (p(t)f(1)) = Y (D)W (1)aDPH £(1). (1.45)

23



CHAPITRE 2

EQUATIONS DIFFERENTIELLES FRACTIONNAIRES

Le but de ce chapitre est de présenter quelques éléments sur la théorie des équa-
tions différentielles fractionnaires. Nous commencgons par quelques résultats d’exis-
tence et d’unicité de la solution d"un probleme a valeurs initiales pour une équation
différentielle fractionnaire, puis la résolution explicite des équations différentielles
fractionnaires linéaires, et nous terminons ce chapitre par la présentation d’une mé-

thode numérique nécessaire a la résolution des équations différentielles fractionnaires.

2.1 Quelques résultats d’existence et d'unicité

Dans cette partie, on va présenter quelques résultats d’existence et d'unicité des

solutions des équations différentielles d’ordre fractionnaire de type Caputo.

2.1.1 Equation différentielle fractionnaire de type Caputo

Soit & un réel positive, tel que n — 1 < a < 1, et soit { D¥ I'opérateur de dérivation

au sens de Caputo.
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Le probléme de Cauchy aux conditions initiales est donné par :

6Dfy(t) = f(ty(t)),

0 ty() Yo'/ ] , L...,n .

Lemme 2.1.1. [7]
Si f est continue, alors le probleme aux conditions initiales (2.1) est équivalent a I'équation

intégrale de Volterra du seconde type suivante :

K S AN RN S L
vt = ¥ g+ g - 0 e @2

Preuve.
Premiérement supposons que y est solution de (2.2), on peut écrire cette équation

sous la forme réduite :

n—1 tk L
y(t) = Y vo + oD f(ty ().
k=0 """

En appliquant 'opérateur de différentiation §D¥ sur les deux cotés de cette relation

on obtient :
n1yy S D§t*
§Diy() = T S-S+ §DRD; f(hy()
n:1 (k)CDak
y t
= L OB fy),

et puisque k < & donc {D¥#* = 0.
alors y est une solution de I'équation différentielle (2.1).
Appliquons maintenant I'opérateur § D{, 0 <j <n—1surl'équation de Volterra (2.2)

on obtient : B
. n—1 CD]tk .
Yy _
§Dly() = ' BB 4 EDjD (e (1)
Ly Dt

= LA oD f ),
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et puisque
0 si j>k
gD{tk: F(k(#k—l)) si j=k
Fe+1) 4y
F(k—j+1)t si j<k
Donc
0 si j>k
§DItf o =1 T(k+1) si j=k
0 si j<k

et comme a —j > 1, l'intégrale OD;(“_j)f(t,y(t))h:o est nulle, par suite gD{y(O) =
(/)

Yo -

Deuxiémement supposons que y est une solution de I’équation (2.1) et montrons que

y est solution de (2.2).

On définit z(t) = f(t,y(t)) alors z € C[0, h]. On écrit ’équation (2.1) de la forme :

n—1 y(k)tk—a
z(t) = f(ty(t)) =§Dfy(t) = §Dfy(t) — ¥ ==°

k=0 F(k — 1)
n—1 y(() ) ¢k
= §Dfy(t) — §Df F
n—1 7() tk
= §Dr() - T B

— RD2(y—T, 1[y,0))(t)
= oD}oD; " (y — T [y, 0)) (1),

1¢ k
tel que T,_1[y,0](t) = nz |y0 est le polynome de Taylor de degré n — 1 pour la

fonction y autour de 0.

En appliquant 'opérateur (D, " sur les deux membres de cette relation elle devient :

oD;"z(t) = oDy " (y — Ty [y, 0)) (£) + q(t), degg <n—1.

Comme z est continue, la fonction oD, "z a un zéro d’ordre au moins n a l’origine.

En outre la différence y — T),_1[y, 0] a la méme propriété par construction.
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Et donc la fonction (D, (n=2) (y — Ty—1ly, 0]) doit avoir un zéro d’ordre n aussi.
Par suite le polyndme g a la méme propriété mais comme il est de degré ne dépassant

pas n — 1 il en résulte que g = 0, par conséquent :

oD; "2(1) = oD " (y = Tualy, 0 (1)
En appliquant 1'opérateur de dérivation oD}~ " sur les deux membres de cette équa-

tion on obtient :
y(#) = Tua[y, O () = oDy "2(t),
En substituant z(f) et (y — T,,—1[y, 0])(¢) on retrouve ’équation de Volterra :

RSN N N LA
vt = L g —I—m/o(t—r) (1, y(7))dT.

Théoreme 2.1.1.
Soit K > 0,h* > 0ety) € R,i =0,1,...,n— 1. On définie G = [0,h*] x R

et soit la fonction continue f : G — R, satisfaisant la condition de Lipchitz par rapport a y

suivante :

[f(t,y1) — f(ty2)| < Lly1 — val.
Posons

h = min{h*, (KT (« +1)/M)"/*},
avec

M = sup; ,eclf(t,2)],

alors il existe un unique solution y du probleme (2.1) tel que y € C|0, h].

2.2 Résolution analytique des équations différentielles

linéaires d’ordre fractionnaire

Pour résoudre une équation différentielle fractionnaire linéaire, on peut donner

une expression explicite de la solution,
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pour cela en utilisant la fonction de Mittag-LefflerE,.

2.21 Cas d’une équation unidimensionnelle

Théoréme 2.2.1. [8]

Soit A € R, la solution générale du probléme :

§Dfy(t) = Ay(b) +q(t), -
(k) — 40 _ 23)
ywo) =y, (k=01,...,n-1),
oit g € C[O, h] est de la forme :
n—1 )
=)y uk(t) +4(t), (2.4)
k=0
avec
) OD; q() si A=0
g(t) =
fo (tT)dt si A#0,
ou
we(t) = D Xey(t) tel que eq(t) = E(AtY), (k=0,1,...,n—1).
Preuve.

e Si A = 0 le probleme (2.3) devient

§Dy(t) = q(t),
yB) = yék), (k=0,1,...,n—1).

On ae,(t) = Ex(0) =1, alors ui(t) = i

D’apres la relation entre Riemann-Liouville et Caputo on obtient

quelque soit k.

n—1 (k)
Crin sy — Rpya, (i) yHO0)  a
Donc

n—1 (k)
Ry _ Y (0) k—u
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On applique I'intégrale de Riemann-Liouville d’ordre a sur les deux cotés, on trouve

a R — D_atkia o
D, D D; %g(t
0 0 ,;6 —OC+1) + 0t q( )
n—1 (k) 0 tk B
k=0 :
Donc
Zy H+g(t), ou g(t) = oDy *“q(t).

e SiA # 0 : la preuve se falte en deux étapes (a) et (b) :

a)La fonction uy satisfait 1'équation différentielle homogeéne, c’est a dire :

ng‘uk = Auy,Vk =1,...,n — 1 et vérifie les conditions initiales u,(c )(0) = Jj (delta de
Kronecker) pour j,k=0,...n —1.

b)La fonction jj est une solution de 1’équation différentielle non homogene avec les
conditions initiales homogenes.

On commence par (a4), nous savons que

> At
t w(AY)
ealt) = ]Z(:) T(aj+1)
Donc ik
Y
ue=D"Fey(t) = Y ——— .
: (t) Jgf(oc]+1+k)
Montrons maintenant que u; est une solution de 'équation différentielle homogene.
o itk
Crya Crya
Difui(t) = ¢D —
0 tuk() 0 t];)r(ﬂé]+1+k)
— - sz tzx]Jrk
]g(:) T(aj+1+k)°
-y N alj-1)+k

[(a(j—1)+1+k)

j=1
© M .
=AY vtk
Z ['(aj+1+k)

I

>

< ~.
= Il
~— [e)
—~
N—

N
\O



CHAPITRE 2. EQUATIONS DIFFERENTIELLES FRACTIONNAIRES

Donc uy est une solution de I’équation homogene.
EtPourj=kona:
1Y (0) = DD ke, (0) = e, (0) = 1
k o o .
Pourj<kona
1! (0) = DID*¢,(0) = D~*le, (0) = 0,

Car ¢, est une fonction continue.
Pourj > kona
ul(0) = DID~*¢,(0) = DUMe, (0) =0,

1 rt

=1 [ at =0y
1 ft

:X/ (t—1)el,(T)dt
/\/ t—T drt.

Cette intégrale existe quelque soit ¢, car (4 est une fonction continue et €], intégrable)
,et7(0) =0.
De plus, pour « > 1 (i.e n > 2) d’apres la régle standard de la différentiation d"une

on a

intégrale qui dépend d’un parametre on a :

A/ Yt —T)dt + q() \(’(D

=0

De la méme maniere comme ci dessus (la continuité de g et la singularité faible de ¢)
on voit que y/(0) = 0.

De la méme manieére :

t
Dk (t) = _/ q(T)egck+1)(t —1)dt, pour k=0,...,n—1.
0
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Alors ¥ satisfait toutes les conditions initiales homogenes, et il reste a montrer que

7 résoudre 1"équation différentielle non homogéne. Pour ce la on écrit

d o) oc] 1
el (u) = —e,x Z
Donc ( ) .
_— 1 t ’ o 1 t XN (t—T1)Y™
7= | a@et—nar=1 [ D T
=y g(o)(t— ) e = 3 AU oDy lg(s),
j=1 0 j=1
d’ou

EDg() = Y A7 §DF oDy Yg(t) = Y A oDy U V()

j=1 j=1

= Y M oD Mg(t) = q(t) + Y M oD, g(1)
j=0 j=1

— q(t) + Ag(t).

Exemple 2.2.1.

On considere le probleme

Ona: A V2etq(t) =
() = £ o)+ 910) el que

=1 [ att— ooy

= % /Ot —2ug(t)dt

= —2/V2[E(V21)]}
—V2[Eo(V2t%) — 1]

= V2 — V2E,(V2t%),
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et

L i () = YOLEL(V) 4 (0) [ Eu(ar)ir =0,
k=0

Donc la solution générale est :
y(t) = V2 — V2E.(V2tY).

2.2.2 Cas d'une équation multidimensionnelle

On considere 1'équation différentielle fractionnaire [8]

§Diy(t) = Ay(t) +q(t). (2.5)

Avec0 <a <1,A € M,(R),y(t) € R" et q:[0,h] — R™
Pour résoudre le probleme (2.5) on commence par le probleme homogene correspon-
dant (i.e g(t) = 0 Vt € [0, k).
Donc

6 DFy(t) = Ay(b). (2.6)
o5i A admet des valeurs propres simples
Soient A1, Az..., Ay les valeurs propres de A et vq,0v»,...,v, les vecteurs propres as-

sociés. Alors la solution de (2.6) est de la forme

y(t) = Y cxoEa(Axt®). (2.7)
k=1

ouck € R,Vk=1,...,n.

e S5i A admet des valeurs propres multiples, par exemple A de degré de multiplicité k
donc on a deux cas :

* Si le nombre de vecteurs propres linéairement indépendants associés a A est égale a

k dans ce cas la solution de (2.6) est de la forme (2.7).
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* Si le nombre de vecteurs propres linéairement indépendants associes a A est égale a
m (ot m < k) dans ce cas les autres (k — m) solutions qui sont linéairement indépen-
dantes sont données par :

i

QDY ul) =g (AtY);,  pour i=m+1,... k.

j=m
tel que les vecteurs propres u/) sont les solutions du systéme linéaire non homogene
(A—ADul*) = 4 (),

Remarque 2.1.

Soient (y1(t),y2(t), ..., yn(t))T la solution du probleme homogene (2.7), alors la solution du
probleme non homogene (2.6) avec la condition initiale y(0) = yo est (Y1(t), Ya(t),..., Y ()T
tel que :

Yi(t) = yi(t) + /Otyi(t — 7)gi(t)dr, Vi=1,...,n.

Exemple 2.2.2.

1 On considére le systeme suivant

-5 3
SDy(t) = Ay(t) tel que y(t) € R et A = . o
eLes valeurs propres de A sont Ay = —8et Ay =1
eLes vecteurs propres de A sont vy = (—1,1)7 associés A\; = —8 et vy = (1,2)T associés a
Ay =1
eLa solution générale de ce systeme est
o « 1 «
y(t) =c1 ) Ey(—8t%) + 2 ) E.(t%)
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0
Siy(0) = (1) alorsc; =1/3etcy; =1/3.

Donc
N w 11 w
y(t)_5 ( , ) E,(—8t )+§ (2) Eq(t")
1 0 1
2 On considere le systeme §Dyy(t) = Ay(t) tel que A= | -1 2 1
1 -11

eLes valeurs propres de A sont Ay = 1(double) et A, = 2(simple)

eLes vecteurs propres de A sont v; = (1,1,0)7 associés Ay = 1 et vy = (1,0,1)7 associés a
Ay =2

et puisque le nombre de vecteurs propres associé a Ay = 1 est égale a (m = 1) inférieur
a (k = 2) le degré de multiplicité, alors les autres (k — m) solutions qui sont linéairement

indépendantes sont données par
i
y@ (1) = Y u(])t(z—])agg—ﬁ(,\ta)
j=1

= uWE (1) + uP E, (1Y)

avec uV = (1,1,0)T

Ona (A—Au® = u® on suppose que u® = (a, B, y)T alors

=1
—x+B+y=1 = u® =(0,0,1)7
xa—p=0

e Donc la solution générale de ce systeme est

1 1 1 0
y(t)=c | 1| Ea(t") +c2 | 0| Ea(2tY) +c5 || 1| t“EL(t*) + | O | Ex(tY)
0 1 0

34



CHAPITRE 2. EQUATIONS DIFFERENTIELLES FRACTIONNAIRES

2.3 Résolution numérique des équations différentielles

d’ordre fractionnaire

En général pour résoudre des équations différentielles non linéaire d’ordre frac-
tionnaire on utilise des méthodes numériques, car la résolution analytique dans ce
cas est généralement impossible. Il existe plusieurs méthodes numériques pour la ré-
solution d'une équation différentielle d’ordre fractionnaire comme la méthode des
différences fractionnaires de Griinwald-Letnikov, la méthode d’Adams-Basheforth-
Moulton, la méthode d’itération variationnelle (VIM) et la méthode de décomposition
d’Adomian (ADM). Dans notre travail nous allons présenter la méthode d’Adams-
Bashforth-Moulton fractionnaire qui appelée aussi méthode de prédiction correction
(PECE).

La méthode d’Adams-Basheforth-Moulton généralisée

La méthode d’Adams-Basheforth-Moulton est une méthode numérique introduite par
Diethelm et Freed [8], basée sur 1’équation de Volterra (2.2). On suppose que y; est
I'approximation de y(t;) pour j =1,...,k dans l'intervalle [0, T].

Pour obtenir y,, 1 on remplace 'intégrale dans I’équation de Volterra (2.2), en utilisant
la formule de produit de quadrature des trapezes ot les noeuds t; pourj =0,...,k+1
s’en prennent respectivement a la fonction (. —.)* L.

Premierement on obtient I’approximation

Bes1 w1 k+1
f e =0 g = Y s ()
]:

ou
b1 a1
Ajj+1 = /0 (tr1 — T) Qjpyadt. (2.8)
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Et
—ti_ .
:;74711 St tj—l <T< t]'.
Vg = si H<T<tp (29)
0 sinon.
Et comme tj = jhpourj=0,...,N, alors
oy (K = (k=) (k +1)%) si j=0
Djk+1 = a(fil) ((k—j+2)%1 4 (k—j)st —2(k—j+ 1)) si 1<j<k
zx(ilil) Si ] — k + 1

Donc on trouve I'équation implicite de la méthode a un pas d’Adams-Moulton

n—1 tj . 1 k
Vi1 = ) k;,rlyé]) + (@) () a1 f (i, Y) + gtk f (Fegr, Yir1))- (2.10)
= =0

Le probléme avec cette formule est que I'inconnue v apparait dans les deux membres
de I’équation, et a cause du caractere non-linaire de f, on ne peut généralement pas la
résoudre pour v, d'une maniere directe. En insérant une valeur préliminaire appro-

, . , . . e e . 4 ,
chée de i1 dans le membre de droite. L'approximation préliminaire y, , , appelée le
terme prédiction, est obtenue d"une maniere similaire, en remplacant la formule de

trapeze par une formule du rectangle

n—1 tj . 1 k
Ye+1 = Z ]}leé]) + T(a) (Z aj,k+1f(tj/yj) + ak+1,k+1f(tk+1/]/1€+1))- (2.11)
=0 I j=0

Pour déterminer y}, 1 on utilise la méthode d’Adams-Bashforth a un pas (de la méme
maniere pour la formule de correction), mais on remplace 1'intégrale par la regle de

produit des rectangles.

tk+1 a—1 k
/0 (1 — 1) 'g(0)dT =~ Y bjsia8(t),
00
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ou
h* , ,
b1 = - ((k+1—7)% = (k=j)"), (2.12)
Alors
p _ t;<+1 (/)
Y1 = Z i =y + F— Z bixi1f (t, ) (2.13)
k=0

Finalement, les expressions (2.11) et (2.13) avec a1 et 4; ;1 qui sont calculées a par-
tir de (2.8) et (2.12) respectivement forment la méthode d’Adams-Bashforth-Moulton
fractionnaire.

Cette méthode est dite de type PECE (Predict, Evaluate, Correct, Evaluate) car on
commence d’abord par calculer le prédicteur par (2.13), puis on évalue f(fi1,y; 1)

qu’on va utiliser pour calculer le correcteur via (2.11), et finalement évaluer f (tx11, Yxr1)-
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CHAPITRE 3

STABILISATION DES SYSTEMES FRACTIONNAIRES

On considére un systéme non linéaire a dérivée fractionnaire comme :
D*x = f(x), (3.1)

ot x € R a = [ag,ap,...,0,]7(0 < a; < 1,i = 1,2,...,1n) et D* est 'opérateur de
dérivation au sens de Caputo.
Les points d’équilibre du systéme (3.1) sont calculés par la résolutions de 1’équation

suivante

D%x = 0. (3.2)

Remarque 3.1. Si x = 0 est un point d’équilibre du systeme (3.1) et lorsqu’il existe t; > 0

satisfaisant x(t1) = 0, alors x(t) = 0, pour tout t > t;.

Remarque 3.2. Dans I'équation (3.1), qui décrit la dynamique d'un systeme non linéaire
d’ordre non entier, deux types de systemes seront présentés : les systemes commensurables (ou
d’ordres commensurables) et les systemes non commensurables (ou d’ordres non commensu-

rables).
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Définition 3.0.1.
On dit que le systéme est commensurable, si tous les ordres de dérivations w;,i = 1,2,...,n

du systeme (3.1) sont égaux. Dans le cas contraire, le systeme est dit non commensurable.

3.0.1 Systémes d’ordre fractionnaire par rapport systémes d’ordre

entier
Considérons les deux systemes suivants :
x(t) =g, 0< B <1, x(0) = xg (3.3)

D (t) = BtP1, 0 < B <1, 0<a < Tetx(0) = x (3.4)

Les solutions des systémes (3.3) et (3.4) sont respectivement données par :

x(t) = tP + xo, (3.5)
a+p—1

On peut voire facilement, que la solution du systéme d’ordre entier (3.3) est asymp-
totiquement stable, pour tout 0 < B < 1. Cependant, la solution du systéme frac-
tionnaire (3.4) est asymptotiquement stable, lorsque 0 < f < 2 — a. Ce qui montre
que les systemes fractionnaires admettent des caractéristiques différentes de celles des

systemes d’ordre entier.

3.0.2 Conditions nécessaires et suffisantes pour la stabilité

Dans la théorie de la stabilité des systemes linéaires d’ordre entier, nous savons
bien qu'un systéme est stable si toutes les racines du polyndme caractéristique sont a
parties réelles strictement négatives, c’est-a-dire situées sur la moitié gauche du plan
complexe. Tandis que, dans le cas des systémes fractionnaires linéaires, la définition

de la stabilité est strictement différente de celle des systemes classique.
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En effet, dans les systemes fractionnaires, on peut avoir des racines dans la moitié
droite du plan complexe et étre stables.
Les théoremes suivants, nous permettent d’affirmer les conditions nécessaires et suf-

fisantes, pour la stabilité des systémes fractionnaires.

Théoréme 3.0.1. [9,10]

Considérons le systéme non linéaire fractionnaire suivant :

Dfx = f(x),

3.7
x(O) = Xy, ( )

o x € R",0 <a <1letf e R"une fonction non linéaire continue.

— 1. Supposons que le systeme (3.7) est commensurable. Soient A1, Ay, ..., Ay les valeurs
propres de la matrice jacobienne == associée a f au point d’équilibre.

ox
Alors, le systeme (3.7) est asymptotiquement stable, si et seulement si :

| arg(A;) |> ocg, pour touti =1,2,...,n. (3.8)

— 2. Supposons maintenant que le systeme (3.7) est non commensurable, ¢’est-a-dire w; #
aj, pour tout i # j, et soit m le plus petit multiple commun des dénominateurs u; de w;,
tel que :

u .
o = —1, (ul-, Z)l') =1, u;,v; € Z,. (3.9)

Uj
1
Posons v = poo et soient Ay, Ay, ..., Ay les valeurs propres de I'équation caractéristique :
; mu mu: mu af
det(diag (A1, A2, AT — E) = 0. (3.10)

Alors, le systéme non commensurable (3.7) est asymptotiquement stable, si et seulement
Si:

| arg(A;) [> ’y%, pour touti=1,2,...,n. (3.11)
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Remarque 3.3. Si le systeme étudié est linéaire, les conditions de stabilité dans les théoremes
précédents restent vrais, juste en remplagant la matrice Jacobienne de f par sa partie linéaire.
La Figure 3.1, illustre les différentes régions de stabilité d'un systeme fractionnaire, ot 0 <

o < 1.

R
ME!

Stable Stable 7 Instable

Stable Stable Instable

FIGURE 3.1 — Régions de stabilité d"un systéme fractionnaire, o1 0 < & < 1.

Exemple 3.0.1.

Considérons le systeme non linéaire fractionnaire suivant :

D*x = —xy*+vy,

o, _ o2 (3.12)
D%y xyc —4y +3,

ot D* est l'opérateur de dérivation de Caputo.
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Les points d’équilibre de ce systeme sont les solutions de I'équation :

—xy? + = 0,
Sy (3.13)
xy?—4y+3 =
Le seul point d’équilibre du systeme (3.12) est M = (1,1).
La matrice Jacobienne du systeme, associée au point d'équilibre M est donnée par :
-1 -1
1 -2
Le polynéme caractéristique correspondant est :
P(A) = A% + 31 + 3. (3.14)

Les valeurs propres associées au point M sont données par :

Lorsque x = 0.3, on peut voir facilement que :
| arg(A1,) |= 0523 > % — 0.471.

D’apreés Théoreme 3.0.1, le point d’équilibre M est asymptotiquement stable. Cependant, dans

le cas entier, le point d’équilibre M est stable.

3.0.3 Meéthode directe de Lyapounov fractionnaire basée sur les fonc-

tions de classe K

Le concept de la méthode directe de Lyapounov, consiste a trouver une fonction
de Lyapounov associée a un probléme non linéaire. Lorsque cette fonction existe,
le systeme est stable. Cette méthode est difficile a mettre en ceuvre, cependant elle
est d'une portée beaucoup plus générale. Notons que cette méthode nous permet de

donner une condition suffisante de stabilité, c’est-a-dire, on peut démontrer la stabilité
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d’un systéme, méme devant l'impossibilité de trouver une fonction de Lyapounov,
puisqu’il n'y a pas de regle générale qui nous permet de trouver une telle fonction
de Lyapounov. Cependant, dans les problemes de physiques, I'énergie est souvent un
bon candidat. Dans cette partie, nous étendons la méthode directe de Lyapounov des
systémes fractionnaire, en utilisant les fonctions de classe K, pour étudier la stabilité

asymptotique des solutions du systéme suivant :

D%x(t) = f(x(t)), (3.15)

ou f : R" — RR" représente une fonction non linéaire, x € R" est le vecteur d’état
et & € (0.1). Pour atteindre cet objectif, nous regroupons un ensemble de définitions
sur le theme des fonctions de classe K [11], et nous rappelons quelques résultats de

la stabilité au sens de Lyapounov.

Définition 3.0.2. [11]
Une fonction continue ¢ : [0,p) — R4 (p > 0) est dite de classe IC, si et seulement si elle est
0.

strictement croissant et vérifiée ¢(0) =

Définition 3.0.3. [11]

Une fonction V (t, x) définie sur Ty x Sy, oit :
So={xeR", || x|[<p}tetT; ={q",q€]0,1[ etn € Z} U{0}, (3.16)

est dite définie positive, si et seulement si V (t,0) = 0, pour tout t € Ty, et il existe ¢(r) € K,
telle que :

p(r) < V(tx), || x||=r(tx) € Ty xS,. (3.17)

Définition 3.0.4. [11]
Une fonction V(t, x) définie sur Ty X S,, est dite décroissante, si et seulement si V(t,0) = 0,

pour tout t € Ty et il existe ¢(r) € K, telle que :

V(t,x) < g(r), || x |=7,(tx) € T, x S,. (3.18)

43



CHAPITRE 3. STABILISATION DES SYSTEMES FRACTIONNAIRES

Lemme 3.0.1.
Si D*x(t) > D*y(t), pour tout « € [0,1], et si x(0) = y(0), alors x(t) > y(t)

Preuve.

Supposons que D*x(t) > D*y(t), alors il existe une fonction n(t) > 0 satisfaisant :
D*x(t) = n(t) + D*y(t). (3.19)
En appliquant la transformée de Laplace de I’équation (3.19), on obtient :
s*X(s) —s* 1x(0) = N(s) +5Y(s) — s* 1y(0). (3.20)
Puisque x(0) = y(0), 'égalité (3.20) peut s’écrire sous la forme :
X(s) =s7N(s) + Y(s). (3.21)

En appliquant la transformée inverse de Laplace de I'équation (3.21), on obtient I'éga-
lité suivante :
x(t) = D™ *n(t) + y(t). (3.22)
Puisque n(t) > 0,donc :
x(t) > y(b).

Théoréme 3.0.2. [12]
Supposons qu’ils existent une fonction de Lyapounov V et des fonctions ¢;,i = 1,2,3 de classe

IC satisfaisant :
pr(ll x ) <Vt x) < g2l x []), (3.23)

et
DV (t,x) < —qs(]| x [|), (3.24)

oit w € [0,1]. Alors la solution du systeme fractionnaire (3.15) est asymptotiquement stable.
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Preuve.

Sous les hypotheses (3.23) et (3.24), 'inégalité suivante est bien vérifiée :
D'V < —g3(p; (V). (3.25)

A partir du lemme 3.0.1, V est majorée par la solution de l'équation différentielle

suivante :
D*g(t) = —g3(91 ' (g(t))),8(0) = V(0,x(0)). (3.26)

Ce qui implique que g(t) = 0, pour tout ¢ > 0, si g(0) = 0, car @3¢, est une fonction
de classe K.

Si non, la fonction g vérifiée : ¢(f) > 0, pour ¢ € [0, +oo].

Il vient alors d’apres 1’équation (3.26) que D*g(t) < 0.

Toujours, d’apres le lemme 3.0.1 ci-dessus, nous avons :
g(t) < £(0), pour tout t € [0, +o0]. (3.27)

Alors la stabilité asymptotique du systeme (3.26) est démontré par contradiction.

Cas 1: Supposons qu'il existe t; > 0 satisfaisant :

oD} g(t) = —3(p; ' (g(t1))) = 0. (3.28)

On rappel que l'opérateur de dérivation de Caputo D*g(t) = oD{g(t), ce qui im-
plique :

D*g(t) = oDfg(t) = 1, Dig(t) = —gs(@y ' ((1))), pour tout t > t1. (3.29)

Il est claire que g(f) = 0 est le point d’équilibre du systéme précédent.
En tenant compte de la Remarque 3.1 et de la relation (3.28), g(t) = 0, pour t > f1, si
et seulement si g(#1) = 0.

Cas 2 : Supposons qu’il existe une constante € > 0, tel que :

g(t) > €, pour toutt > 0. (3.30)
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En utilisant (3.27) et (3.30) donne :
e < g(t) < £(0), pour toutt > 0. (3.31)

En exploitant les inégalités précédentes, (3.26) devient :

— 3(97 ' (8(1)) < —@3(py ' (€)) = —18(0) < —rg(t), (3.32)

o3(p1 ' (€))
(0)

our = > (. Par suite :

Dg(t) < —rg(b). (3.33)

En tenant compte de la propriété précédente, il existe une fonction M(t) > 0 satisfai-
sant :

D*g(t) + M(t) = —rg(t). (3.34)

En appliquant la transformé de Laplace de 1’équation (3.34), on obtient 1'égalité sui-

vante :
s*g(s) — g(0)s* L+ M(s) = —rg(s). (3.35)
Cette derniere est équivalente a :

a—1 _
g(s) = g(O)SS,XHM(S)- (3.36)

On rappelle que la transformée de Laplace de la fonction de Mittag-Leffer a deux

parametre est donnée par :

a—p
_ S
L{t* 1 Ey g(—rt%))} = g, (3.37)

En appliquant maintenant la transformée inverse de Laplace de "équation (3.36), on

obtient 1’égalité suivante :

8(1) = (O)Ea(—rt*) — M(t) [ Exa(—rt*) | . (3.38)
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Puisque les deux fonctions t*~! et E, ,(—7t*) sont définies positives, il en résulte de

’équation (3.38), I'inégalité suivante :
g(t) < g(0)Eqx(—rt"), (3.39)

ce qui contredit I'hypothese g(f) > e.

Selon les discussions des deux cas précédents, on peut alors conclure sur la conver-
gence de g vers zéro, quand t — co

. En outre, puisque V est définie positive et est majorée par g, il vient que tlgglo V(t,x) =
0.

Enfin, on vérifié bien a partir de l'inégalité (3.23) que tli_}n; x(t) = 0, ce qui implique
que la solution du systéme fractionnaire est asymptotiquement stable. Ceci termine la

preuve du théoreme. O

Théoréme 3.0.3. [13]

Supposons qu’il existe une fonction positive V(t,x) € C[T, x S,, Ry] satisfaisant :
D*V(t,x(t)) < —p(V(t,x)),pour tout ty € Ty et (t,x) € Ty x Sp,t > to, (3.40)
ot Y € K, alors la solution du systéme fractionnaire (3.15) est asymptotiquement stable.

Preuve.
Soit x(t) = x(t,tp,x0) une solution du systeme (3.15), et soit V(f,x) une fonction

définie positive. Par définition, il existe ¢ € K, telle que :
o([|x]]) < V (¢t x),pour tout (t,x) € Ty X S,. (3.41)
Soit maintenant € > 0,0 < € < p, on peut trouver alors o = (¢, €), tel que :
|x]| < o= V(ty, x0) < @(€). (3.42)

Ce choix est possible, car V(tp,0) = 0 et V(to, x) est continue par rapport a x.
On rappelle aussi que la dérivée fractionnaire au sens de Caputo et celle de Riemann-
Liouville de la fonction V sont relies par :

(t — to)f'x

DUV (t,x(t) = D"V (£, x(0) = T~

V(to, x0), pour tout t > ty et « €]0,1[, (3.43)
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et intégrale de Riemann de la fonction (t — ty)Pest donnée par :

RD""(t — to)[3 = %(t — to)ﬁ“‘,ﬁ €] —1,+oo[ et w €]0,1]. (3.44)
En particulier, si = —a, on a:
RD=%(t —t))™* =T(1 — a). (3.45)

Alors de l'inégalité D*V(t, x(t)) < —p(V(t,x)) <0, et de la formule (3.45), il vient :

V(t,x(t)) < V(toxo), pour toutt > tget x € S,. (3.46)

En utilisant les relations (3.41), (3.42) et (3.46), on trouve alors :

o(llxll) < V(t x) < V(to, x0) < ¢(e). (3.47)
Puisque ¢ € K, nous avons donc :

|x(t)|| <€, pourtoutt € Ty, et t > to. (3.48)

Ce qui montre que la solution du systeme (3.15) est stable.
Montrons maintenant que x(t) est asymptotiquement stable.
Pour cela, supposons également que D*V(t,x(t)) < —¢(V(t,x)). Toujours, d’apres

I'inégalité(3.46), on trouve :

V(t,x(t)) < V(toxo), pour toutt > tget x € S,.

Ce qui assure que V(t,x(t)) est décroissante et tend vers V), quand t — +o0, et de
plus Vy = 0.
En effet, si on suppose le contraire, c’est-a-dire que V(t,x) > Vy > 0. Nous avons
donc :

D*V(t,x(t)) < —p(Vp) = —C, (3.49)
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ou C est une constante strictement positive.
En introduisant 1'intégrale de Riemann sur les deux cotés de cette derniére égalité, et
en utilisant la formule (3.44) avec B = 0, on trouve :

—C

V(t,x(t)) — V(to, x0) < Tt

(t—1tp)", O<a<l. (3.50)
En passant a la limite, quand t — 400, on obtient alors :
tlg?o V(t,x(t)) = —oo. (3.51)

Ce qui contredit le fait que V (¢, x(t)) est définie positive. On a alors :

tlggo V(t,x(t) =Vo=0. (3.52)
Par conséquent :
lim {lp(x(#))[| = 0. (3.53)
Et finalement :
Jim (1) = . 659

Maintenant, on peut en venir a u autre théoreme de la stabilité au sens de Lyapounov.
O

Théoreme 3.0.4. [14]
Lorsqu'il existe une fonction de Lyapounov positive V(x), telle que D*(V (x)) < 0 pour tout

t > to, alors la solution de systeme (3.15) est asymptotiquement stable.

Preuve.

La preuve de ce théoreme se déroule, en démontrant, la propriété suivante :
D*(V(x)) <0< D*(V(x)) < -¥(V(x)), YeKk, (3.55)
ainsi que l'utilisation du Théoréme 3.0.4.

En effet, soit ¥ € K, telle que D*(V(x)) < =¥ (V(x)).
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Puisque V(x) est définie positive, et ¥ € K, on trouve alors ¥(V(x)) > 0. Par consé-

quent :

DY(V(x)) < —¥(V(x)) < 0. (3.56)

Supposons maintenant que :
D*(V(x)) <0. (3.57)

En tenant compte de la propriété précédente, il existe alors une fonction définie posi-

tive m(x), satisfaisant :

D*(V(x)) = —m(x). (3.58)
Puisque m(x) et V(x) sont définies positives, les inégalités suivantes sont bien véri-
fiées :
m(x) = grllxll, ¢1 €k, (3.59)
et
V(x) > gallxl, g2 €k (3.60)

En exploitant les inégalités (3.59) et (3.60), (3.57) devient :

DV < —gi(p; ((V(x)) = —p(V(x)), yeK. (3.61)

Enfin, en tenant compte de la propriété (3.55) et du théoréme3.0.3, 'énoncé du théo-

reme 3.0.4 a été prouvée. O

3.1 Fonctions candidates de Lyapounov a la stabilité des

systémes fractionnaires

Cette partie présente une nouvelle propriété pour les dérivés fractionnaires au sens
de Caputo, lorsque 0 < « < 1, qui permet de trouver une fonction candidate de Lya-
pounov simple pour de nombreux systemes d’ordre fractionnaire, et par conséquent
la preuve de leur stabilité, en utilisant I’extension de la méthode directe de Lyapounov

d’ordre fractionnaire.
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Lemme 3.1.1. [15]
Soit x(t) € R une fonction dérivable au sens de Caputo. Alors, pour tout t > tg,

1

ED"‘xz(t) < x(t)D*x(t), a€(0,1). (3.62)
Preuve.
Par définition, on a : F 30
N _ 1 x(T
D*x(t) = Fr—gy /to =T (3.63)
D & :
o ey = 1 (200, 3.64
2 x()_F(l—oa)/to 0 (364)
Nous avons donc :
*(£)D*x(t) — %D”‘xz(t) - & 11_ 5 /t: x(t) (;f(:))jx(ﬂdr. (3.65)

En utilisant le changement de variable y(t) = x(f) — x(7), I’équation (3.65), peut se

réécrire sous la forme :

« 1 x,2 _ —1 ty(T)y(T)
H(OD*(0) = 3D = ;7= /to et (3.66)
Faisons l'intégration par parties, en posant :
du = y(t)y(r)dr,
” (t—1)* (3.67)
r(l—a)’
on trouve :
o _ | _ 1 _yZ(T) yz(tO)
X(BDx() = 3D () = e S —w T T — )t — fo)®
O
t AT /to et (3.68)
D’autre part, en utilisant la régle de I'hopital, on trouve :
—12 y
lim y (1) ~ Jim YOI — 0. (3.69)

PR T(1—a)(f—1)* 57 2al(1—a)(f — 7)1
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Et enfin :
1 y(to)
t)D"x(t) — =D"x*(t) =
X(OD() = 3D ) = e = g)e
w oy (T
d toutt >t 7
+ 2T —a) /to (F—7)eid T, pour tout t >ty (3.70)
]
Remarque 3.4. Le lemme précédent reste vrai, si x(t) € R", et dans ce cas :
1
ED"‘xT(t)x(t) < xT(t)D*x(t), pour tout a € (0,1) (3.71)
Corollaire 3.1.1. Considérons le systeme fractionnaire suivant :
Dx(t) = f(x(t)), (372)

oit w € (0,1). Soit x = 0, le point d’équilibre de ce systeme. Si la condition suivante est
satisfaite.
x(t)f(x(t)) <0,Vx, (resp.x(t)f(x(t)) <0, pour tout x #0,) (3.73)

alors le point d’équilibre O est stable (resp. asymptotiquement stable).

Preuve.

Considérons la fonction de Lyapounov suivante :

V(x()) = %xz(t) (3.74)

En utilisant le lemme précédent, on trouve :
D*V(x(t)) < x(£)D*x(t) = x(t) f(x(t)) < 0,Vx(resp. < 0,¥x # 0), (3.75)

Alors, d’apres le théoreme 3.0.4, le point d’équilibre 0 est stable (resp. asymptotique-
ment stable). O

Exemple 3.1.1. Considérons le systeme fractionnaire suivant :

{ D¥x(F) = — sin?(£)x(t) — sin(t) cos(#)y(t),

(3.76)
D*y(t) = —sin(t) cos(t)x(t) — cos?(t)y(t),
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Considérons également la fonction de Lyapounov suivante :

V(x(0), (1)) = 5 (3(0) + y2(1). 3.77)

En utilisant la propriété suivante :
x(t) = DIT*Dx (), (3.78)

le systeme (3.76), peut se réécrire sous la forme :

x(t) = —D1=%(—sin?(t)x(t) — sin(t) cos(t)y(t)), (3.79)
y(t) = —D'=%(sin(t) cos(t)x(t) — cos?(t)y(t)). '
Si on utilise la dérivée classique de la fonction de Lyapounov, on trouve :
V(x(t),y(t) = x(O)x(t) +y(t)y(t)
= —x(t)D"*(sin®(t)x(t) — sin(t) cos(t)y(t))
y(t) D% (sin(t) cos(t)x(t) — cos?(t)y(t)). (3.80)

Comme nous le voyons tres bien dans I'équation (3.80), il est difficile de reconnaitre le signe
de la premiere dérivée de la fonction de Lyapounov (3.77), et par conséquent, on ne peut pas
conclure sur la stabilité. Cependant, lorsque le lemme 3.1.1 est employé, la dérivée fractionnaire
de la fonction de Lyapounov (3.77), satisfaisant :
DMV (x(t), y(t) = %D"‘xz(t) + %D“f(t) (3.81)

< x(H)D"x(t) +y(t)Dy(t)

= —[x(t)sin(t) + y(t) cos(t)]?

< 0, pour tout (x,y) # (0,0) (3.82)
De l'inégalité (3.82), la dérivée fractionnaire de la fonction de Lyapounov est définie négative
sur IR?, ce qui montre la stabilité asymptotique du systeme (3.76).

La Figure (3.2) illustre I'évolution temporelle des états du systéme (3.76), avec la condition

initiale (x,y) = (=1, —2) et l'ordre de dérivé fractionnaire « = 0.90.
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Ficure 3.2 — L’évolution temporelle des états du systeme (3.76).

Exemple 3.1.2. Considérons le systeme fractionnaire suivant :

Dx(t) = —x(t) + y3(t),
D*y(t) = —x(t) —y(t),

Considérons également la fonction de Lyapounov :

(3.83)

V(x(),y(1)) = 52(0) + 3y (). (3.84)

D’autre part, 'utilisation du Lemme(3.1.1) donne :

DV (x()y(6) = ZDW(H)+ (DY)

X(ODx(t) + 2 (D1

x(£)D*x(t) + 3> (£) Dy (t)

—x*(t) = y*(1)

0, pour tout (x,y) # (0,0) (3.85)

INIA A

A\

Comme nous pouvons voire dans l'inégalité (3.85), la dérivée fractionnaire de la fonction de

Lyapounov est définie négative sur R?,
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ce qui montre la stabilité asymptotique du systeme (3.83).
La Figure (3.3) illustre I'évolution temporelle des états du systeme (3.83), avec la condition

initiale (x,y) = (3, —3) et l'ordre de dérivé fractionnaire o« = 0.95.

F1GURE 3.3 — L'évolution temporelle des états du systeme (3.83).
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Dans ce travail de mémoire, nous avons présenté la stabilisation des systemes
fractionnaires par 1'approche d'une nouvelle extension de la méthode directe de Lya-
pounov fractionnaire.

Dans le premier chapitre, nous avons présenté quelques notions de base du calcul
fractionnaire, qui nous semblent utiles pour la bonne compréhension de notre travail
présenté dans ce mémoire. Nous avons exhibé quelques notions la théorie de la déri-
vation fractionnaire a partir de quelques rappels sur les fonctions de Gamma d’Euler
et de Mittag-Leffler et sur les différentes définitions et les propriétés de la dérivée
fractionnaire.

Dans le deuxieme chapitre, nous avons abordé le probleme d’existence et d"unicité
des solutions des équations différentielles fractionnaires de type de Caputo. Ensuite,
nous avons présenté dans la deuxieme section de ce chapitre la résolution numérique
de ces équations.

Dans le troisieme chapitre,, nous avons présenté la stabilisation des systémes frac-
tionnaires par l'approche d’une nouvelle extension de la méthode directe de Lya-
pounov d’ordre fractionnaire. L'utilisation de cette nouvelle approche a nous permis
de montrer sous certaines hypotheses adéquates la démonstration de la stabilisation

asymptotique de tels systemes.
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Bien que le travail présenté dans ce mémoire se limite a I’acces simple, nos résultats
fondamentaux pourraient donc donner lieu a des études complémentaires dans les
directions suivantes :

* L'application de la nouvelle extension de la méthode directe de Lyapounov des
systémes fractionnaire pour le contrdle et a la synchronisation du chaos des systémes
fractionnaires.

* Une extension des ces approches sur la stabilité des systemes perturbés.
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