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RÉSUMÉ

L’objectif principal de ce mémoire est l’étude du problème de controle optimal

singulier. Nous établissons une condition d’optimalité nécessaire pour le controle sto-

chastique singulier sous la forme du principe du maximum de Pontryagin. Le domaine

de controle considéré est supposé convexe.

Nous donnons dans le premier chapitre, un rappelle sur quelques définitions qui

nous avons utilisé.

Dans le deuxième chapitre, nous étudions l’existence et l’unicité d’une solution

d’équations différentielles stochastiques, utilisant l’itération de Picard.

Dans le troisième chapitre, nous intéressons aux différentes classes de controle sto-

chastique.

Le dernier chapitre, étudier le controle stochastique unique optimal pour les sys-

tèmes controlés par des équations différentielles stochastique controlées non linéaires.

Mots-clés : les équations différentielles stochastiques, controle stochastique, un

controle singulier optimal.
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ABSTRACT

The main objective of this memory is the study of the singular problem of optimal

control. We establish a necessary condition of optimity for singular stochastic control in

the form of the principle of the maximum of Pontryagin. The area of control considered

is presumed to be convex.

In the first chapter, we give a reminder of some of the definitions we used.

In the second chapter, we are looking at stochastic differential equations. We will

mention the circumstances in which EDS recognizes a single solution, to prove it we

will use the picard replication method.

In the third chapter, we are interested in the different classes of stochastic control.

In the last chapter, we examine the optimal single stochastic control for systems

controlled by non-linear stohastic controlled differential equations.

Keywords : stochastic differential equations, stochastic control, optimal singular

control.
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 ملخص

وري لدالة وضعهو  عملال ا من هذهدف ال       ط الضر ي الحالة  التحكم الشر
ي فر
العشوائ 

اض أن منطقة المراقبة  ر مع افير ياغير الغير منتظمة المعروف بمبدأ الحد الأقصى لبونير

  . محدبة

ي الفصل الأولنقدم       
ي استخدمناها  الأساسية عض التعاريفب فر

.   التر  

       ، ي
ي الفصل الثائر

ي تفر
، ا واحد حل فيها المعادلات التفاضلية  قبلسنذكر الظروف التر

بيكارد. ل تكرار السنستخدم طريقة  ذلكلإثبات   

ي الفصل الثالث       
ي  سنتعرضفر

. إلى الفئات المختلفة للتحكم العشوائ   

ي الفصل       
ي الأخير نقدم فر

ي  و  الوحيد  غير المنتظم ، التحكم العشوائ 
الأمثل للأنظمة التر

. ها المعادلات التفاضلية العشوائية غير الخطيةفيتتحكم   

، التحكم  الأساسيةالكلمات        ي
: المعادلات التفاضلية العشوائية، التحكم العشوائ 

. الفريد الأمثل  
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INTRODUCTION

Dans ce mémoire de master s’inscrit dans le cadre de la théorie de controle optimal

stochastiques. Notre objective dans ce travail est d’obtenir un principe du maximum

stochastique pour des systèmes gouvernés par des équations différentielles stochas-

tiques EDSs controllées. Les coefficients de EDSs et la fonction de coût sont controles.

Le domaine de controle est supposé convexe. Une méthode variationnelle est utilisée

pour résoudre notre problème de controle.

Nous présentons dans ce travail quartes chapitres, les deux premiers chapitres sont

introductifs et permettent d’introduire les outils essentiels pour le troisième chapitre,

ces résultats de dernier chapitre ont été introduit par : [17].

Plus précisément, dans le premier chapitre, on s’intéresse aux éléments de calcul

stochastique : processus stochastiques, filtrations, Formule d’Itô, Espérance condition-

nelle, ...etc.

Dans le deuxième chapitre on intéresse aux équations différentielles stochastiques

EDSs. Nous allons énoncer les conditions où un EDS admet une solution (existence)

et cette solution est unique, pour prouver ça on va utiliser la méthode itérative de

Picard, on va utiliser des lemme comme Gronwall, Burkholder-Davis-Gundy, point

fixe, Doop...etc.

Dans le troisième chapitre, on s’intéresse par les différentes classes de controle

stochastique (controle admissible, controle optimal, controle relaxé, controle feed back,

x



Introduction

controle singulier, ...).

Dans le quatrième chapitre, on a établir des conditions nécessaires d’optimalité

pour des systèmes gouvernés par des équations différentielle stochastiques EDSs. Ces

résultats ont été établit et prouvé par [17].
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NOTATIONS

(Ω,F ) : espace mesurable.

(Ft)t>0 : filtration.

(Ω,F ,P) : espace probabilisé.

L1
F

(Ω,P) : l’ensemble des fonctions réelles.

(Ω,F , (Ft)t≥0,P) : espace probabilisé filtré.

R+ : l’ensemble des réelles positive.

dt − p.p : presque partout par rapport la mesure dt.

P − p.s : presque surement pour la mesure de probabilité P.

Bt : un mouvement Brownien.

B j(t) : la jiéme composante de B(t).

Rd : l’espace réel euclidien de dimension d.

Rd
⊗Rd : l’ensemble des matrices réelles d × d.

Id : matrice identité d × d.

Rn
⊗Rd : l’ensemble des matrices réelles n × d.

σ j(t,X) : la jiéme colonne de σ(t,X).

U : ensemble de controles admissibles.

J(.) : la fonction de coût à minimiser.

u∗ : controle optimal.

1x : le gradient de g en x.

xii



notations

H(t,Xt,ut, pt) : hamiltonien.

A : un borélien de Rd.

xiii



CHAPITRE 1

GÉNÉRALITÉS SUR LE CALCUL

STOCHASTIQUE

1.1 Rappels sur les probabilités

Définition 1.1.1 Une tribu ou σ−algèbre F sur Ω, ensemble quelconque non vide, est un

sous-ensemble de P(Ω) vérifiant les propriétés suivantes :

1. Ω ∈ F ,

2. F est stable par complémentarité
[
∀i ∈ I,∀Ai ∈ F =⇒ Ac

i ∈ F
]
,

3. F est stable par réunion dénombrable
[
∀i ∈ I,∀Ai ∈ F ,

⋃
i∈I

Ai ∈ F

]
.

Définition 1.1.2 (I ensemble dénombrable).

Le couple (Ω,F ) est dit espace mesurable ou espace probabilisable, les éléments de F sont

appelés les ensembles mesurables.

1



Equations différentielles stochastiques

Définition 1.1.3 Soit A une partie quelconque de P(Ω). On appelle tribu engendrée par A

l’intersection de toutes les tribus contenantA, notée σ(A).

Définition 1.1.4 Soit (Ω, τ) un espace topologique. On appelle tribu borélienne sur Ω, la

tribu engendrée par τ, i.e., σ(τ), notée B(Ω).

Définition 1.1.5 Soit (Ω,F ) un espace mesurable. On appelle mesure sur F toute fonction

d’ensemble µ définie sur F positive telle que :

1. ∀A ∈ F , µ(A) < ∞,

2. Si (An) sont deux a deux disjoints (An
⋂

Am = ∅ si n , m) alors

µ

 ∞⋃
n

An

 =

∞∑
n=1

µ(An),

le triplet (Ω,F , µ) est alors appelé espace mesuré.

Notons que siµ(Ω) = 1, alorsµ est dite mesure de probabilité et (Ω,F , µ) est dit espace probabilisé.

Définition 1.1.6 Soient (Ω,F ), (E,Σ) deux espaces mesurables. Une application f : Ω −→ E

est dite (F ,Σ) mesurable si :

f −1(A) ∈ F , A ∈ Σ.

Dans le cas où Σ est une tribu borélienne, ou écrira simplement F −mesurable.

Définition 1.1.7 On appelle filtration (Ft)t>0 de (Ω,F ), un famille croissante de sous tribu

de F i.e. Fs ⊂ Ft ⊂ F ,∀s ≤ t.

1.2 Processus stochastiques

Définition 1.2.1 Soit(Ω,F ,P) un espace probabilisé. Un processus stochastique est une fa-

mille de variables aléatoires, définie sur (Ω,F ) à valeurs dans (E,Σ), noté par (X(t), t ∈ I), où I

2



Equations différentielles stochastiques

est un ensemble ordonné quelconque :

X :Ω × I −→ E

(ω, t) 7→ X(ω, t).

Pourω ∈ Ω fixé, l’application t Xω(t) de I dans E est appelée trajectoire du processus.

Définition 1.2.2 Le processus (Xt)t∈T est dit adapté à la filtration (F )t∈T si pour tout t ∈ T,

Xt est Ft-mesurable.

1.3 Espérance conditionnelle

Notons L1
F

(Ω,P) l’ensemble des fonctions réelles F -mesurable et intégrables par

rapport à la mesure de probabilité P.

Définition 1.3.1 Soit X ∈ L1(Ω,P) et G une sous tribu de F . On définit l’espérance condi-

tionnelle de X sachant G, l’unique variable aléatoire E(X | G) G-mesurable sur Ω telle que :∫
B

XdP =

∫
B

E(X|G)dP,∀B ∈ G.

1.3.1 Propriétés de l’espérance conditionnelle

Soient X,Y ∈ L1
F

(Ω,P) et G une sous tribu de F , presque sûrement on a :

1. Linéarité : Si X,Y ∈ L1
F

(Ω,P), ∀µ, λ ∈ R alors :

E(λX + µY | G)=λE(X | G)+µE(Y | G).

2. Monotonie : Si X,Y ∈ L1
F

(Ω,P) alors :

X ≥ Y⇒ E(X | G)≥ E(Y | G),

en particulier

X≥ 0⇒ E(X | G) ≥ 0.

3



Equations différentielles stochastiques

3. Si X est G-mesurable alors :

E(X | G)=X.

4. Soit (X,Y) un couple de variables aléatoires, si Y est G-mesurable alors :

E(XY | G)=YE(X | G),

en particulier

E(E(X | G)Y | G)=E(X | G)E(Y | G).

5. Si X est indépendante de G alors :

E(X | G)=E(X).

6. Si G1 ⊂ G2 ⊂ F alors :

E(E(X | G2) | G1)=E(X | G1).

1.4 Martingales

Définition 1.4.1 Soit (Ω,F ,P) un espace probabilisé.

- Une filtration(Ft)t≥0 est une famille croissante de sous tribus de F , i.e.,

∀t, s ∈ R+, s < t⇒ Fs ⊂ Ft.

Le quadruplet (Ω,F ,P, (Ft)t≥0) est dit espace probabilisé filtré.

- Un processus (X(t), t ≥ 0) est dit adapté si pour tout t ≥ 0 :

X(t) est Ft-mesurable.

- On appelle filtration naturelle
(
F

X
t , t ≥ 0

)
d’un processus stochastique (X(t), t ≥ 0) sur

(Ω,F ,P) la filtration définie par :

F
X

t = σ{X(s), 0 ≤ s ≤ t}.

- Un processus (X(t), t ≥ 0) est dit processus progressivement mesurable, i.e. :

X(., .) : B([α, β]) ⊗ Ft → B(R),

4



Equations différentielles stochastiques

est mesurable.

Remarque 1.4.1 Le processus X(t) est Ft-progressivement mesurable⇒ X(t) est Ft-adapté et

mesurable.

Définition 1.4.2 Soient (Ω,F , (Ft)t≥0,P) un espace probabilisé filtré. Un processus stochas-

tique (X(t), t ≥ 0), Ft-adapté tel que E(X(t)) < ∞, est dit :

- Martingale si :

E(X(t)|Fs) = X(s) , ∀t, s ∈ I, s ≤ t.

- Sous martingale si :

E(X(t)|Fs) ≥ X(s) , ∀t, s ∈ I, s ≤ t.

- Sur martingale si :

E(X(t)|Fs) ≤ X(s) , ∀t, s ∈ I, s ≤ t.

1.5 Mouvement brownien

Définition 1.5.1 Soient (Ω,F , (Ft)t≥0,P) un espace probabilisé filtré t ≥ 0 un processus

stochastique X(t) Ft-adapté à valeurs dans Rn est dit Ft-mouvement brownien sur [0,+∞[ si

∀0 ≤ s ≤ t, X(t) − X(s) est indépendant de Ft et est normalement distribué de moyenne 0 et

covariance (t − s)In.

Théorème 1.5.1 (Formule d’Itô)

Si les processus X1(t), ...,Xn(t) possèdent des différentielles stochastiques sur [a,b] :

5



Equations différentielles stochastiques

dXk(t) = ak(t)dt +

m∑
j=1

bkjdw j(t), k = 1,...,n,

et si u(t,X1, ...,Xn) est une fonction continue possédant aussi des dérivées continues
∂u
∂t
,
∂u
∂Xk

,

k= {1,...,n},
∂2u

∂Xi∂X j
, i,j= {1,...,n }, alors la fonction η = u(t,X1, ...,Xn) possède aussi une diffé-

rentielle stochastique :

dη(t) =
∂u
∂t

(t,X1(t), ...,Xn(t)) +

n∑
k=1

∂u
∂Xk

(t,X1(t), ...,Xn(t))ak(t)

+
1
2

n∑
i,k=1

∂2u
∂Xi∂Xk

(t,X1(t), ...,Xm(t))
m∑

j=1

bi j(t)bkj(t)dt

+

m∑
j=1

 n∑
k=1

∂u
∂Xk

(t,X1(t), ...,Xn(t))

 bkj(t)dw j(t).

6



CHAPITRE 2

ÉQUATIONS DIFFÉRENTIELLES

STOCHASTIQUES

Le but de ce chapitre est d’étudier les équations différentielles aléatoires dans le

cas normal, ce qui est le cas lorsque les coefficients de dérive b et de diffusion σ sont

lipschitzien. Nous commençons par présenter les principaux résultats du controle sto-

chastique en général.

Tout d’abord, nous allons énumérer tous les outils mathématiques qui nous permet-

tront de mieux comprendre le problème qui est le principe du maximum dans le cas

singulier. Le lemme fondamental de Gronwall et quelques inégalités que nous allons

utilisées tout au long de ce travail.

La deuxième partie consiste à introduire le concept équations différentielles sto-

chastique, EDS abrégé ainsi que la preuve de l’existence et l’unicité.

7



Equations différentielles stochastiques

2.1 Les inégalités

2.1.1 Inégalité de Burkholder-Davis-Gundy

Pour tout m > 0, il y a Cm tel que pour tout temps d’arrêt τ on a :

E

sup
t≤τ

∣∣∣∣∣∣∣∣
t∫

0

f (s) dBs

∣∣∣∣∣∣∣∣
m ≤ CmE




t∫
0

∣∣∣ f (s)
∣∣∣2 ds


m
2
 .

En particulier pour m = 2 et τ = T on a :

E

sup
0≤t≤T

∣∣∣∣∣∣∣∣
t∫

0

f (s) dBs

∣∣∣∣∣∣∣∣
2 ≤ CE


t∫

0

| f (s) |2 ds

 .
2.1.2 lemme de Gronwall

Lemme 2.1.1 Soientφ et f deux fonctions continues sur [0,T] non négatives, c0 une constante

positive, si :

φ(t) ≤ c0 +

t∫
0

fφ(s) ds, 0 6 t 6 T,

alors :

φ(t) 6 c0 exp

t∫
0

f ds, 0 6 t 6 T.

Preuve.

Soit :

Φ(t) = c0 +

t∫
0

fφ(t) ds,

alors :

Φ′(t) = fφ(t) ≤ fΦ(t),

8



Equations différentielles stochastiques

et donc : exp−

t∫
0

f dtΦ(t)


′

= (Φ′(t) − fΦ(t)) exp−

t∫
0

f ds

≤ ( fφ(t) − fφ(t)) exp−

t∫
0

f ds = 0,

donc :

Φ exp−

t∫
0

f ds ≤ Φ(0) exp−

t∫
0

f ds = c0,

et alors :

φ(t) ≤ Φ(t) ≤ c0 exp−

t∫
0

f ds.

2.1.3 Inégalité de Cauchy-Schwartz

Soient f, g deux fonction de carré intégrable, alors on a :

E( f1) ≤ (E( f 2)E(12))
1
2 .

2.2 Équations différentielles stochastiques

Le but des équations différentielles stochastiques est de fournir un modèle mathé-

matique pour une équation différentielle perturbée par un bruit aléatoire. Une équation

différentielle ordinaire de la forme :

X′(t) = b(X(t)),

ou encore sous forme différentielle :

9
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dXt = b(Xt)dt.

Cette équation est utilisée pour décrire l’évolution d’un système physique. Si l’on

prend en compte les perturbations aléatoires, on ajoute un terme de bruit, qui sera

de la forme σdBt, où Bt désigne un mouvement brownien et σ est pour l’instant une

constante qui correspond à l’intensité du bruit. On arrive à une équation différentielle

stochastique de la forme : 
dXt = b(Xt)dt + σdBt,

X0 = x.
(2.1)

ou encore en forme intégrale, la seule qui ait un sens mathématique :

Xt = x +

t∫
0

b(Xs) ds + σBt.

Généralement cette équation en autorisant σ à dépendre de l’état au moment t :


dXt = b(Xt)dt + σ(Xt)dBt,

X0 = x.
(2.2)

ou encore sous forme intégrale :

Xt = x +

t∫
0

b(Xs)ds +

t∫
0

σ(Xs) dBs.

Notant que le sens donné à cette équation dépend de la théorie de l’intégrale sto-

chastique qui est un très beau outil mathématique. Cette notion était déjà utilisée dans

le controle stochastique ou la finance en particulier.

On continue à généraliser l’équation tout en autorisant b et σ à dépendre du temps

t, on se place donc dans un cadre vectoriel. Elle se représente sous la forme suivante :

dXt = b(t,Xt)dt + σ(t,Xt)dBt, pour 0 ≤ t ≤ T.

10
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2.3 Existence et unicité

2.3.1 Notations et définitions

Soient (Ω,F ,P) un espace de probabilité complet, (Bt)t≥0 un mouvement brownien

à valeur dans Rd et X une variable aléatoire à valeur dans Rn indépendante de (Bt)t≥0.

On pose : Ft = σ (X,Bs, s ≤ t ).

T > 0 et les fonctions soient mesurables et limitées :

b : Rn
× [0,T]→ Rn. (2.3)

σ : Rn
× [0,T]→Mn×m. (2.4)

L’objectif est de résoudre l’EDS :


dXt = b(t,Xt)dt + σ(t,Xt)dBt

X0 = x.
(2.5)

Elle peut être écrite sous forme intégrale :

Xt = x +

t∫
0

b(s,Xs) ds +

t∫
0

σ(s,Xs) dBs, pour 0 ≤ t ≤ T. (2.6)

Le coefficient b s’appelle la dérive et σ est appelé diffusion.

Définition 2.3.1 Soit d et m des entiers positifs, et soient b et σ deux fonctions mesurables

localement bornées définies surR+
×Rd et à valeurs respectivement en Md×m etRd, où Md×m(R)

désigne l’ensemble des matrices d ×m à coefficients réels.

On note : σ = (σi j)1≤i≤d,1≤ j≤m et b = (bi)1≤i≤d.

11
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La solution de l’équation :


dXt = b(t,Xt)dt + σ(t,Xt)dBt,

X0 = x,

est la donnée d’un processus Ft-adapté continu X = (X1, ...,Xd) à des valeurs en Rd, telles

que :

Xt = x +

t∫
0

b(s,Xs) ds +

t∫
0

σ(s,Xs)dBs, pour 0 ≤ t ≤ T.

Ou encore, coordonnée par coordonnée, pour tout i ∈ {1, ..., d} :

Xi
t = xi +

t∫
0

bi(s,Xs) ds +

m∑
j=1

t∫
0

σi j(s,Xs) dB j
s, pour 0 ≤ t ≤ T.

La question qui se pose : quelles conditions doivent être appliquées sur b et σ pour avoir

l’existence et l’unicité d’une solution de l’EDS (2.6).

Le théorème suivant donne des conditions suffisantes sur b et σ pour avoir l’existence et

l’unicité d’une solution de l’équation (2.6).

2.3.2 Théorème d’existence et d’unicité

Théorème 2.3.1 d’existence et d’unicité

Soit b et σ deux fonctions borélienne. On suppose qu’il existe une constante L telle que :

pour tout t ∈ [0,T] pour tout x, x′ ∈ R :

|b(t, x) − b(t, x′)| + |σ(t, x) − σ(t, x′)| ≤ L |x − x′| , (2.7)

| b(t, x) | + | σ(t, x) |≤ L(1+ | x |), (2.8)

E(| X0 |
2) < +∞. (2.9)
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Il existe donc une solution unique X de l’EDS :


dXt = b(t,Xt,ut)dt + σ(t,Xt)dBt,

X0 = x.

Preuve.

Notons par H2 l’espace de Banach constitué des processus Xt progressivement

mesurables, tels que :

E
(

sup
0≤t≤T

| Xt |
2

)
< +∞,

muni de la norme :

‖ X ‖=
[
E
(

sup
0≤t≤T

| Xt |
2

)
< +∞

] 1
2

.

H2
c est le sous-espace de H2 formé par des processus continus.

1-L’existence : nous construisons la solution par la méthode itérative de Picard.

On pose :

X0
t = x,

X1
t = x +

t∫
0

b(s, x) ds +

t∫
0

σ(s, x) dBs,

Xn
t = x +

t∫
0

b(s,Xn−1
s ) ds +

t∫
0

σ(s,Xn−1
s ) dBs.

Les intégrales stochastiques sont bien définis car il est clair par récurrence que pour

chaque n, Xn
t est continu et adapté, donc le processus σ(s,Xn−1

s ) aussi.

Fixons un réel T ≥ 0, et raisonnons sur l’intervalle [0,T]. Vérifions d’abord par

récurrence sur n qu’il existe une constante Cn telle que pour tout t ∈ [0,T] :

E
[
(Xn

t )2
]
≤ Cn. (2.10)
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Cette majoration si n = 0. Ensuite, si elle est vraie à l’ordre n − 1, on utilise les

majorations :

∣∣∣σ(s, y)
∣∣∣ ≤ K′ + K

∣∣∣y∣∣∣, ∀s ∈ [0,T], y ∈ R,

pour écrire

E
[(

Xn
t
)2
]
≤ 3

|x|2 + E




t∫
0

b
(
s,Xn−1

s

)
ds


2 + E




t∫
0

σ
(
s,Xn−1

s

)
dBs


2


≤ 3

|x|2 + tE




t∫
0

b
(
s,Xn−1

s

)2
ds


 + E




t∫
0

σ
(
s,Xn−1

s

)2
ds





≤ 3

|x|2 + 4(1 + T)E


t∫

0

(
K
′2 + K2

(
Xn−1

s

)2
)

ds




≤ Cn avec Cn = 3
(
|x|2 + 4T(1 + T)

(
K
′2 + K2Cn−1

))
.

Pour justifier le calcul du moment d’ordre deux de l’intégrale stochastique. On a

utilisé le fait que E




t∫
0

σ
(
s,Xn−1

s

)2
ds


 ≤ ∞.

Ce qui découle de l’augmentation ci-dessus pour σ et de l’hypothèse de récurrence.

La majoration (2.7), et l’hypothèse surσ entraînent que la martingale locale

t∫
0

σ
(
s,Xn−1

s

)
dBs

est pour chaque n une vraie martingale bornée dans L2 sur l’intervalle [0,T]. Nous uti-

lisons cette remarque pour majorer par récurrence :

E
[

sup
0≤t≤T

∣∣∣Xn+1
t − Xn

t

∣∣∣2].
On a :

Xn+1
t − Xn

t =

t∫
0

(
b
(
s,Xn

s
)
− b

(
s,Xn−1

s

))
ds +

t∫
0

(
σ
(
s,Xn

s
)
− σ

(
s,Xn−1

s

))
dBs,

14



Equations différentielles stochastiques

en utilisant l’inégalité de Doob, on obtient :

E
[
sup
0≤s≤t

∣∣∣Xn+1
s − Xn

s

∣∣∣2]

≤ 2E

sup
0≤s≤t

∣∣∣∣∣∣∣∣
s∫

0

(b(r,Xn
r ) − b(r,Xn−1

r ))dr

∣∣∣∣∣∣∣∣
2

+ sup
0≤s≤t

∣∣∣∣∣∣∣∣
s∫

0

(σ(r,Xn
r ) − σ(r,Xn−1

r ))dBr

∣∣∣∣∣∣∣∣
2

≤ 2

4E




t∫
0

(b(r,Xn
r ) − b(r,Xn−1

r ))dr


2 + 4 E




t∫
0

(σ(r,Xn
r ) − σ(r,Xn−1

r ))dBr


2


≤ 2

4 C E


t∫

0

(b(r,Xn
r ) − b(r,Xn−1

r ))2dr

 + 4 T E


t∫

0

(σ(r,Xn
r ) − σ(r,Xn−1

r ))2dr




≤ 8(C + T)K2E


t∫

0

∣∣∣Xn+1
t − Xn

t

∣∣∣2 du


≤ CTE


t∫

0

sup
0≤u≤r

∣∣∣Xn
u − Xn−1

u

∣∣∣2 dr

 .

En notons CT = 8(C + T)K2. Si 1n(u) = E
[
sup
0≤u≤r

∣∣∣Xn
u − Xn−1

u

∣∣∣2], on voit donc que :

1n+1 ≤ CT

t∫
0

1n(u)du.

D’autre part, (2.10) et les intégrales précédentes montrent que chacune des fonctions

1n est bornée sur [0,T]. En particulier, il existe une constante C′T telle que 10(t) ≤ C′T
pour t ∈ [0,T]. Une répétition simple utilisant (2.10) montre alors que pour tous n ≥

0, t ∈ [0,T],

1n(t) ≤ C
′

T(CT)n Tn

n!
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Selon cette dernière inégalité, on obtient :

∑
n≥0

∥∥∥∥∥∥sup
0≤t≤t

∣∣∣Xn+1
t − Xn

t

∣∣∣∥∥∥∥∥∥
L1

≤

∑
n≥0

∥∥∥∥∥∥sup
0≤t≤t

∣∣∣Xn+1
t − Xn

t

∣∣∣∥∥∥∥∥∥
L2

≤

√
C′T

∑
n≥0

(CT)
n
2

√
n

< ∞.

Ainsi, la série sup
t

∣∣∣Xn+1
t − Xn

t

∣∣∣ converge P-p.s. et Xn converge uniformément sur[0,T]

vers un processus X continue. Plus X ∈ H2
c puisque la convergence se produit dans H2.

On vérifier que X est une solution de l’équation (2.6).

En passant la limite dans l’équation de récurrence pour Xn, on trouve que X est

solution (forte) de (2.6) sur [0,T].

2-L’unicité : Supposons que X, X̂ solutions de l’équation (2.6), pour tout 0 ≤ t ≤ T,

X(t) − X̂(t) =

t∫
0

σ(s,Xs) − σ(s, X̂s)dBs +

t∫
0

b(s,Xs) − b(s, X̂s)ds.

Comme (a + b)2
≤ 2a2 + 2b2, on peut estimer :

E
(∣∣∣X(t) − X̂(t)

∣∣∣)2
≤ 2E


∣∣∣∣∣∣∣∣

t∫
0

σ(s,Xs) − σ(s, X̂s)dBs

∣∣∣∣∣∣∣∣
2 + 2E


∣∣∣∣∣∣∣∣

t∫
0

b(s,Xs) − b(s, X̂s)ds

∣∣∣∣∣∣∣∣
2 .

D’après l’inégalité de Cauchy - Schwarz, on a :

E


∣∣∣∣∣∣∣∣

t∫
0

b(s,Xs) − b(s, X̂s)ds

∣∣∣∣∣∣∣∣
2 ≤TE


t∫

0

∣∣∣b(s,Xs) − b(s, X̂s)
∣∣∣2 ds


≤L2T

t∫
0

E
(∣∣∣Xs − X̂s

∣∣∣2) ds (d′apres la condition de Lipschitz).

D’une manière similaire :
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L’isométrie d’Itô nous donne :

E


∣∣∣∣∣∣∣∣

t∫
0

σ(s,Xs) − σ(s, X̂s)dBs

∣∣∣∣∣∣∣∣
2 =E


t∫

0

∣∣∣σ(s,Xs) − σ(s, X̂s)
∣∣∣2 ds


≤L2

t∫
0

E
(∣∣∣Xs − X̂s

∣∣∣2) ds (d′apres la condition de Lipschitz).

Pour une constante c, on a :

E
∣∣∣X(t) − X̂(t)

∣∣∣2 ≤ c

t∫
0

E
(∣∣∣Xs − X̂s

∣∣∣2) ds, pour tout 0 ≤ t ≤ T.

Soit φ(t) = E
(∣∣∣X(t) − X̂(t)

∣∣∣2), alors :

φ(t) ≤ c

t∫
0

φ(s)ds,∀0 ≤ t ≤ T.

En utilisant le lemme de Gronwall, avec c0 = 0 implique φ ≡ 0. Ainsi X(t) = X̂(t) p.s.,

pour tout 0 ≤ t ≤ T, et X(r) = X̂(r) pour tout rationnel 0 ≤ r ≤ T, pour des ensembles de

probabilité zéro.

X et X̂ sont des trajectoires continues presque surement :

P
(
max
0≤t≤T

|

∣∣∣X(t) − X̂(t)
∣∣∣ > 0

)
= 0.

2.4 Équations différentielles stochastiques linéaires

Dans cette partie, nous allons étudier quelques propriétés relatives aux EDS li-

néaires, notamment l’inversibilité de la solution fondamentale d’une équation différen-

tielle stochastique linéaire et l’équation vérifiée par le contraire.
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2.4.1 Cas où le mouvement Brownien est uni-dimensionnel

On considère l’EDS linéaire suivante :
dXt = [A(t)Xt + b(t)] dt + [C(t)X(t) + σ(t)] dBt

X0 = x.
(2.11)

Où Bt est un mouvement Brownien uni-dimensionnel et soit :
A(.),C(.) ∈ L∞[0,T] ×Rn

×Rn

b(.), σ(.) ∈ L2[0,T] ×Rn.

Selon le théorème (2.3.1) cette équation admet une solution forte unique X(.) repré-

sentée par :

Xt = Φtx + Φt

1∫
0

Φ−1
s [b(s) − C(s)σ(s)] ds + Φt

t∫
0

Φ−1
s σ(s)dBs, t ∈ [0,T]. (2.12)

Où Φt(.) est la solution unique de l’équation suivante :


dΦt = A(t)Φtdt + C(t)ΦtdBt

Φt(0) = I.
(2.13)

Elle admet un inverse Φ−1
t = Ψt qui satisfait :


dΨt = Ψt

[
−A(t) + C(t)2] dt −ΨtC(t)dBt

Ψt(0) = I.
(2.14)

Preuve. D’après le théorème (2.3.1), on voit que (2.13) admet une solution unique Φt(.).

Pour montré que l’inverse Φ−1
t existe, c’est-à-dire Ψt(.) la solution unique de (2.14) et

elle existe aussi selon le théorème (2.3.1). En appliquant la formule d’Itô à ΦtΨt on
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obtient :

d(ΦtΨt) =Φt dΨt + Ψt dΦt + d 〈Φ.,Ψ.〉t

=Φt

[
Ψt

(
−A(t) + C(t)2

)
dt −Ψt C(t) dBt

]
+ Ψt [A(t)Φt dt + C(t)Φt dBt]

−ΦtΨtC2(t)dt

=0,

donc : ΦtΨt = I, cela nous donne :

Ψt = Φ−1
t .

Maintenant, en appliquant la formule d’Itô à ΨtXt où Xt est la solution unique de

(2.12), nous aurons :

d(ΨtXt) =Ψt dXt + Xt dΨt + d 〈Ψ.,X.〉t

=Ψt [(A(t)Xt + b(t)) dt + (C(t)Xt + σ(t)) dBt]

+ Xt

[(
−A(t) + C(t)2

)
Ψt dt −Ψt C(t)dBt

]
− C2(t)Ψt Xtdt + σ(t)C(t)Ψt dt

=Ψt (b(t) − C(t)σ(t)) dt + Ψt σ(t)dBt,

on obtient alors (2.12), en utilisant le fait que : Ψt = Φ−1
t .
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2.4.2 Le cas où le mouvement Brownien est d-dimensionnel

Nous allons maintenant parler du cas où B(.) est de dimension d.

Dans ce cas, on peut écrire l’équation différentielle comme suit :


dXt = [A(t)Xt + b(t)] dt +

d∑
j=1

[
C j(t)Xt + σ j(t)

]
dB j

t

X0 = x.

(2.15)

Soit Φ la solution de l’équation :


dΦt = A(t)Φtdt +

d∑
j=1

C j(t)ΦtdB j
t

Φ(t0, t0) = Id,

(2.16)

en notant par Φ(T, t0) la solution de (2.16) valeurs dans Rd
⊗ Rd avec la condition

initiale Φ(t0, t0) = Id.

En voie que Φ(T, t) représente la résolvante de l’équation (2.15).

D’autre part, la résolvante Φ(T, s) vérifiée la propriété suivante :

Φ(t, s)Φ(s, t0) = Φ(t, t0),∀t ≥ s ≥ t0.

Similairement, on peut démontrer que Φ−1 existe, et elle est la solution de :


dΨt = Ψt

−A(t) +

d∑
j=1

C j(t)2

 dt −
d∑

j=1

ΨtC j(t)2dB j
t

Ψ(t0, t0) = Id,

(2.17)

cette équation (à l’inverse) a été obtenue par J.M. Bismut.

Théorème 2.4.1 La solution Φ(T, s) de l’équation (2.16) est inversible et son inverse Ψ(T, s)
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Equations différentielles stochastiques

est donné par l’équation suivante :

dΨt = −ΨtA(t)dt +
∑
j≤d

ΨtC j(t)2dt −
∑
j≤d

ΨtC j(t)2dB j
t.

Preuve.Il suffit de démontrer que :

d(ΦtΨt) = d(ΨtΦt) = 0.

D’après la formule d’Itô, on a :

d(ΦtΨt) =Ψt dΦt + Φt dΨt + d 〈Φ.,Ψ.〉t .

d(ΦtΨt) =Ψt

A(t)Φt dt +
∑
i≤d

C j(t)Φt dB j
t


+ Φt

−Ψt A(t)dt +
∑
i≤d

Ψt C j(t)2dt −
∑
i≤d

Ψt C j(t)dB j
t


−

∑
i≤d

C j(t)Φt Ψt C j(t)dt

=A(t)Φt Ψt dt +
∑
j≤d

C j(t)Φt Ψt dB j
t −Φt Ψt A(t)dt

+
∑
j≤d

Φt Ψt C j(t)2dt −
∑
j≤d

Φt Ψt C j(t)dB j
t

−

∑
j≤d

C j(t)2Φt Ψt dt

= 0.

La solution forte Xt de (2.12) est représentée par :

Xt = Φtx + Φt

t∫
0

Ψs

b(s) −
d∑

j=1

C j(s)σ j(t)

 ds +

d∑
j=1

Φt

t∫
0

Ψsσ
i(s)dB j

s.
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CHAPITRE 3

CLASSE DE CONTROL OPTIMAL

STOCHASTIQUE

La théorie du controle stochastique a de nombreuses applications en gestion et en

finance. En effet, dans ces domaines, on considère des systèmes dynamiques (c’est à

dire évoluant au cours du temps) en avenir incertain et sur lesquels on peut agir en vue

d’optimiser un certain critère économique.

Dans ce chapitre, on va parler des problèmes de controle stochastiques sous forme

standard. Ensuite, nous pensons aux deux principales façons d’étudier les systèmes de

optimale controlés : les principes de programmation dynamique et le principe de cap.

3.1 Controle

Un contôrle est un processus (ut)t adapté par rapport une filtration, et prend ses

valeurs dans un espace de controle A.
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Classe de controle optimal stochastique

3.1.1 Classes de controles

Controle optimal

On dit que le controle u∗ est optimal si :

J(u∗) ≤ J(u),∀u ∈ U. (3.1)

Controle presque optimal

uε est un controle presque optimal (ou ε−optimal) si pour tout contrle u∈ U on a :

J(uε) ≤ J(u) + ε,∀u ∈ U, etε > 0. (3.2)

Controle admissible

On a une controle admissible tout processus ut où t ∈ [0,T] mesurable et Ft− adapté

à valeur dans un borélienne A de Rn. Notons par U l’ensemble de tous les controle

admissible :

U =
{
u : [0,T] ×Ω→ A, tel que u est mesurable et Ft − adapt

}
. (3.3)

Controle relaxé

Soit V l’ensemble des mesures de Radon sur [0,T] × A dont la projection sur [0,T]

coïncide avec la mesure de Lebesgue dt muni de la topologie de la convergence stable

des mesures. L’espace V est muni de sa tribu borélienne, qui est la plus petite tribu telle

que l’application q→
∫

f (s, a) q(ds, da) soit mesurable pour toute fonction f mesurée,

limitée et continue en a.

Un controle relaxé q est une variable aléatoire q(w, dt, da) à valeur dans V telle que

pour chaque t, 1[0,t] q est Ft-mesurable (Ft − σ(Bs0 ≤ s ≤ t)). Tout controle relaxé peut
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Classe de controle optimal stochastique

être intégré en q(w, dt, da) = dtq(w, t, da) où q(t, da) est un processus progressivement

mesurable à valeurs dans l’espace des mesures de probabilités.

Controle feed-back

Soit ut un controle Ft-adapté, et soit
{
F

X
t

}
la filtration naturelle engendrée par le

processus X. Si ut adapté par rapport la filtration
{
F

X
t

}
On dit que ut est feed-back

controle. On dit aussi qu’un controle u est feed-back si et seulement si u dépend de X.

Arrêt optimal

Généralement, dans les modèles de controles en finance, l’horizon du problème est

fixé, soit fini soit infini. Il existe de nombreuses applications où le controleur a aussi

la possibilité de décider l’horizon de son objectif. La décision de stopper le processus

est modélisée par un temps d’arrêt et le problème d’optimisation est appelé problème

d’arrêt optimal. Dans la formulation générale de tels problèmes, le controle est mixte,

constitué du couple controle-temps d’arrêt (u,τ ) et la fonctionnelle à optimiser s’écrit :

E


τ∫

0

f (t,Xt,ut)dt + 1(Xτ)

 .
Ces problèmes interviennent dans la finance typiquement dans la valorisation des

options américaines où, en plus des options européennes, le détenteur de l’option peut

exercer son droit et donc recevoir le aux associé à tout moment avant l’échéance.

Controle ergodique et controle risk-sensible

Certains systèmes stochastiques peuvent présenter sur le long terme un comporte-

ment stationnaire caractérisé par une mesure invariante. Cette mesure, si elle existe, est

obtenue en calculant la moyenne de l’état du système sur le long terme. Un problème

de controle ergonomique consiste alors à optimiser sur le long terme un certain critère
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en tenant compte de cette mesure invariante.

Formulation standard résultant des critères étudiés précédemment consiste à opti-

miser sur les controles ut une fonctionnelle de la forme :

lim
T→+∞

sup
1
T
E


T∫

0

f (t, xt,ut)dt

,
ou encore

lim
T→+∞

sup
1
T

lnE

exp

T∫
0

f (t, xt,ut)dt

.
Cette dernière formulation est appelée controle riske-sensible dans la littérature et

a récemment été utilisée dans plusieurs travaux en mathématiques financiers comme

un critère pour la gestion de portefeuille à long terme.

Un autre critère basé sur le comportement de type grandes déviations du sys-

tème : P[XT |T≥c] ' exp(−I(c)T) quand T tend vers l’infini, consiste à maximiser sur les

controles u une fonctionnelle de la forme :

lim
T→+∞

sup
1
T

lnP
[

1
T ≥ c

]
.

Ce problème de controle des grandes déviations est interprété en finance comme

la version asymptotique (ergodique) du critère combien consistant à maximiser la

probabilité que la valeur terminale XT du portefeuille soit au-dessus d’un certain indice.

Controle singulier

Un controle admissible est un couple (u(.), η(.)) de processus mesurables A1 ×A2,

Ft-adaptés, de sorte que :

1. η(.) est de variation bornée, continue à gauche limite à droite et η(s) = 0.

2. E

 sup
t∈[s,T]

|u(t)|2 + |η(T)|2
 < ∞.
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Nous désignons U1 × U2, l’ensemble des controles admissibles. Nous notons que

puisque dη(t) peut être singulier par rapport à Lebesgue mesure dt, nous appelons

η(.) la partie singulière du controle et le processus u(.) sa partie absolument continue.

On désigne par L2
F

([s,T],R) = {Φ(.) = Φ(t,w)} est un Ft-adaptés R processus mesu-

rable sur [s,T] tel que E

 T∫
s
|Φ(t)|2dt

 < ∞. Nous dénotons par XR la fonction indicateur

de R. Dans ce qui suit, C représente une constante générique, qui peut se différencier

d’une ligne à l’autre.

3.2 Critère de coût ou performance

Le but de controle optimal est de minimiser ( ou de maximiser s’il s’agit d’un gain)

une fonctionnelle J(u)= E

 T∫
0
`(t,Xt,ut)dt + 1(XT)

 sur l’ensemble de tout les controles

admissibles.

La fonction ` est la fonction coût intégrale, 1 est le coût final ou terminal. On définit

alors la fonction valeur :

V(t, x) = inf
u∈U

J(t, x,u). (3.4)

Généralement, le coût est donné par :

J(u) = E(1(XT)). (3.5)

La fonction de valeur associée à ce problème de controle stochastique est donnée

par :

Pour tout (t, x) ∈ [0,T] ×Rn et ∀u ∈ U :

V(t, x) = inf
u∈U

J(t, x,u). (3.6)

Lorsqu’on cherche à maximiser un gain, au lieu de minimiser un coût, alors on
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écrira :

V(t, x) = sup
u∈U

J(t, x,u) = − inf
u∈U

J(−(t, x,u)). (3.7)

Un controle admissible u∗ ∈ U est dit optimal si :

V(t, x) = J(t, x,u∗). (3.8)

3.3 Méthodes de résolution en controle stochastique

Dans ce paragraphe, on propose de rappeler les deux célèbres approches dans la

résolution des problèmes de controle stochastique :

Les principes de la programmation dynamique de Bellman qui a une version in-

finitésimale de l’équation d’Hamilton Jacobi Bellman et du maximum de Pontryagin

qui sera au centre de notre intérêt dans ce travail qui consiste à chercher les conditions

nécessaires d’optimalité satisfaites par un controle optimal u∗.

3.3.1 Le principe de programmation dynamique

Le principe de la programmation dynamique a été initié dans les années 50 par

R.Bellman qui est un principe fondamental pour la théorie du controle stochastique.

Dans le contexte de processus de diffusion et même plus généralement pour des

controles de processus de Markov.

L’idée basique de ce principe est de considérer une famille de problèmes de controle

à différents états initiaux et établir des relations entre les fonctions valeurs associées.

L’équation de la programmation dynamique conduit à une équation aux dérivées

partielles(EDP) parabolique fortement non linéaire du second ordre, appelée Hamilton-

Jacobi-Bellman(HJB en abrégé).
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L’équation d’Hamilton-Jacobi-Bellman(HJB)

L’équation d’HJB est la version infinitésimale du principe de la programmation

dynamique. Supposant que la fonction valeur V est de classe C2.

La dérivation formelle de l’équation d’HJB est donnée par :

∂V
∂t

(t, x) + inf
u∈U

[LuV(t, x) + f (t, x,u)] = 0,∀(t, x) ∈ [0,T] ×Rn, (3.9)

où Lu est l’opérateur associe à l’EDS controlées (2.6), il est défini par :

LuV = b(x,u)Dx(V) +
1
2

tr a
[
σ(x,u)σ(x,u)D2

x(V)
]
. (3.10)

Cependant, lorsqu’on cherche à maximiser un gain, l’EDP (3.9) devient sous la

forme :

−
∂V
∂t

(t, x) − sup
u∈U

[LuV(t, x) + f (t, x,u)] = 0, (3.11)

on réécrit souvent cette EDP (3.9) sous la forme :

−
∂v
∂t

(t, x) −H(t, x,Dxv(t, x),D2
x(V)) = 0,∀(t, x) ∈ [0,T] ×Rn, (3.12)

où (t, x, p,M) ∈ [0,T] × Rn
× Rn

× Sn(où Sn est l’ensemble des matrices n × n symé-

triques).

H(t, x, p,M) = sup
u∈U

[
b(x,u)pt +

1
2

tr a[σσ∗(t, x,u)M + f (t, x,u)]
]
, (3.13)

cette équation (3.12) est appelée équation de la programmation dynamique ou

équation d’HJB.

La fonctionnelle H s’appelle l’hamiltonien associé au problème de controle.

A l’EDP (3.9) on ajoute la condition terminale :

V(T, x) = 1(x),∀x ∈ Rn,
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et elle vient immédiatement d’après la fonction valeur (3.6).

Généralement, l’EDP n’est pas facile à résoudre donc il faut supposer que la solution

soit de classe C2, ce qui n’est pas nécessairement le cas même pour des fonctions simples.

Crandall et Lions ont introduit dans les années 80 la notion de solutions de viscosité

du premier ordre. Elle était après généralisée aux équations du second ordre. Ce qui

a donné une formulation rigoureuse à l’équation d’HJB pour des fonctions supposées

seulement localement bornées.

3.3.2 Le principe du maximum de Pontryagin

Le principe du maximum de Pontryagin a été utilisé dans la théorie du controle

optimal.

Il fournit les conditions nécessaires d’optimalité pour minimiser une fonctionnelle

coût J(u) tout en utilisant l’approche de Lagrange en calcul des variations. La dérivée

de la fonctionnelle J(u) par rapport à un certain paramètre de perturbation doit être

positive. Ceci entraîne que
dJ(uθ)

dθ
|θ=0 ≥ 0.

Ce principe consiste à introduire un processus adjoint p(t) solution d’une certaine

équation différentielle stochastique rétrograde et d’une inégalité variationnelle.

Cas du controle déterministe

Le principe du maximum dans le cas du controle déterministe(σ = 0), a été formulé

par le mathématicien soviétique Lev Semionovitch Pontryaguin [11] en 1950.

Des résultats récents pour l’étude du controle optimal dans le cas déterministe ont

été traités par Fleming [21], où l’auteur présente des résultats fondamental dans la

théorie du controle.

La problématique générale du controle optimal est considérée comme un système
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différentiel gouverné par l’équation suivante :


dXt = b(t,Xt,ut)dt, t ∈ [0,T]

X0 = x.
(3.14)

Pour tout controle u ∈ U avec U est l’ensemble des controles admissibles sur [0,T],

c’est -à-dire l’ensemble des controles telles que les trajectoires associées soient bien

définies sur [0,T].

On définit donc le coût de la trajectoire associée par :

J(u) =

T∫
0

`(s,Xs,us)ds + 1(XT). (3.15)

L’objectif est de minimiser la fonction J(u) sur un ensemble U de tous les controles

admissibles. Alors un controle u∗ est optimal si :

J(u∗) = min {J(u),u ∈ U} , (3.16)

sous les hypothèse suivantes :

(1) b, ` : [0,T] ×Rd
×A→ Rd :

|b(t, x,u) − b(t, y,u)| ≤ K|x − y|, (3.17)

|b(t, x,u)| + |`(t, x,u)| ≤ c(|1 + |x|), (3.18)

telles que b(t,x,.),`(t, x, .) de :A→ Rd sont continues en u et uniformément en (t, x).

(2) b, ` et 1 sont de classes C1 en x.

Le Hamiltonien de ce système est donné par :

H(t,Xt,ut, pt)
∆
= ptb(t,Xt,ut) − `(t,Xt,ut). (3.19)
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On a donc le théorème suivante :

Théorème 3.3.1 Principe de Pontryagin[11]

Soit (X∗,u∗) la solution optimale de (3.4) et (3.5), alors il existe un processus p(t) est Ft-

adapté, solution de l’équation suivante :


dpt = −Hx(t, xt,ut, pt)dt,

p(T) = −1x(XT),

telle que :

H(t,X∗t ,u
∗

t , pt) = max
u∈U

H(t,X∗t ,u, pt). P-p.s. et dt-p.p.

Cas du controle stochastique

Dans le cas stochastique, plusieurs formes de principe du maximum de Pontryagin.

Le premier résultat a été établi par Kushner en 1973 dans le cas où l’ensemble de

controles admissibles est formé de processus adaptés à une filtration fixée à l’avance

et l’utilisation des solutions trajectorilles de l’équation d’état, ces résultats ont été

développés en 1976 par Haussmann [19].

Lorsque le coefficient de diffusion σ dépend explicitement du controle, le problème

de principe du maximum stochastique a été abordé par Bensoussan [1, 2] et Peng [18].

Le problème d’obtention des conditions nécessaires d’optimalité pour les controles

adaptés à une filtration plus petite que la filtration (Ft)t≥0 ( c’est-à-dire le système est

partiellement observable ) a été abordé par Haussmann [19] et Bensoussan [1, 2] et

Zhoo [8, 22, 23]
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CHAPITRE 4

LE PRINCIPE DU MAXIMUM POUR

UN CONTROLE SINGULIER

Dans ce chapitre, nous étudions un problème de controle optimal stochastique

singulier pour les systèmes gouvernés par des équations différentielles stochastiques

controlées non linéaires de la forme :
dxu,η(t) = f (t, xu,η(t),u(t))dt + σ(t, xu,η(t),u(t))dW(t) + G(t)dη(t),

xu,η(s) = ζ,
(4.1)

le coût minimiser est donné par :

Js,ζ(u(.), η(.)) = E

h (xu,η(T)) +

T∫
s

`(t, xu,η(t),u(t))dt +

∫
[s,T]

K(t)dη(t)

 , (4.2)
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où les temps initiaux s et l’état initial ζ le système est fixé. Tout controle admissible

(u ∗ (.), η ∗ (.)) satisfaisant

Js,ζ(u∗(.), η∗(.)) = min
(u(.),η(.))∈U1×U2

Js,ζ(u(.), η(.)), (4.3)

est appelé un controle singulier optimal. Le processus d’état correspondant, solution

de EDS-(4.1), est indiqué par x∗(.) = xu∗,η∗(.).

Le principe du maximum stochastique pour le controle singulier a été considéré par

de nombreux auteurs, voir par exemple [9], [10], [17], [3], [5], [6], [16], [20]. Cadenillas

et al, [3], ont obtenu la première version du principe maximum pour les problèmes

de controle stochastiques singuliers. Le principe du maximum stochastique dans un

domaine convexe a été étudié dans [17]. Dans [5], les auteurs ont dérivé principe

stochastique maximum où la partie singulière a une forme linéaire. Des conditions

suffisant pour l’existence d’un controle singulier optimal ont été étudiées dans Dufour

et al, [6]. Hafayed et al, [16], ont obtenu les conditions nécessaires pour un controle

singulier quasi optimal. Pour ce type de problème, le lecteur peut consulter les articles

de Haussmann et al, [20] et la liste des références qu’ils contiennent.

Notre objectif principal dans ce chapitre est de dériver un ensemble de conditions

nécessaires pour le controle stochastique singulier optimal du problème (4.1) et (4.2).

4.1 Hypothèses et énoncé du problème de controle

Nous considérons un problème de controle stochastiques singulier. Soit T : un

nombre réel strictement positif, et soit (Ω,F , {Ft}t∈[s,T] ,P) être un espace de probabilité

modifié satisfaisant aux conditions habituelles dans lesquelles un mouvement brow-

nien d dimensionnel W(t) = {W(t) : s ≤ t ≤ T} et W(s) = 0 est défini.

Soit A1 est un sous-ensemble convexe fermé de R et A2 = [0,∞[. Que U1 soit la

classe des processus mesurables et Ft-adaptés u(.) : [s,T] ×Ω → A1 etU2 est la classe

des processus mesurables et Ft-adaptés η(.) : [s,T] ×Ω→ A2.

L’objectif de ce chapitre est d’établir des conditions nécessaires d’optimalité sous
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forme d’un principe du maximum stochastique de Pontryagin. Le controle étudier est

singulier. Nous donnons ici la définition précise de la partie singulière d’un controle

admissible.

Conditions.

Nous supposons ce qui suit :

(H1) Les fonctions f , σ, ` : [s,T] ×R ×A1 → R, et h : R ×R→ R sont continument

différentiables en ce qui concerne (x,u). En outre, f , σ, h et ` et tous leurs dérivées par

rapport à (x,u) sont continus et bornés.

(H2) La fonction G : [s,T] → R, K : [s,T] → [0,∞[, pour chaque t ∈ [s,T] : G est

continue et bornée, K est également continue.

Selon les hypothèses ci-dessus, le EDS-(4.1) a une solution unique forte xu,η(t) qui

est donnée par :

xu,η(t) =ζ +

t∫
s

f (r, xu,η(r),u(r))dr

+

t∫
s

σ(r, xu,η(r),u(r))dW(r)

+

∫
[s,t]

G(r)dη(r).

En outre, par des arguments standard, il est facile de montrer que pour tout p > 0,

il maintient que

E

 sup
t∈[s,T]

|xu,η(t)|p
 < Cp, (4.4)

où Cp est une constante dépendant seulement de p et le Js,ζ fonctionnel, est bien défini.

Nous définissons le hamiltonien habituel associé au problème de controle stochastique

(4.1) et (4.2) comme suit :

H(t, x,u,Ψ(t),Q(t)) = Ψ(t) f (t, x,u) + Q(t)σ(t, x,u) + `(t, x,u), (4.5)
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où (t, x,u) × [s,T] × R ×A1, x est une variable aléatoire telle que x ∈ L1(Ω,F ,R) et

(Ψ(.),Q(.)) ×R ×R donnée par BEDS-(4.6).

Équations adjointes.

L’équation adjointe s’avère être un BEDS linéaire. Donc pour tout (u(.), η(.)) ∈ U1 ×

U2 et la trajectoire d’état correspondante x(t) = xu,η(t), nous considérons l’équation

adjointe suivante :



−dΨ(t) = { fx(t, x(t),u(t))Ψ(t) + σx(t, x(t),u(t))Q(t)

+ `x(t, x(t),u(t))}dt

− Q(t)dW(t),

Ψ(T) = hx(x(T)).

(4.6)

Si nous dénotons par :

H(t) = H(t, x(t),u(t),Ψ(t),Q(t)),

alors l’équation adjointe (4.6) peut être réécrite comme suit :


−dΨ(t) = {Hx(t)} dt −Q(t)dW(t)

Ψ(T) = hx(x(T)).
(4.7)

Comme il est bien connu que sous conditions (H1) et (H2) l’équation adjointe (4.6),

admet une seule et unique couple de solutions Ft-adaptées (Ψ(.),Q(.)) ∈ L2
F

([s,T],R)×

L2
F

([s,T],R).

Nous notons que puisque les dérivés fx, σx, `x, hx, sont bornée, par des hypothèses

(H1), nous avons les estimations suivantes :

E

sup
s≤t≤T
|Ψ(t)|2 +

T∫
s

|Q(t)|2dt

 ≤ C. (4.8)
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4.2 Principe du maximum stochastique pour un controle

singulier

Notre objectif dans cette section est d’établir un principe stochastique maximum

pour un controle stochastique singulier optimal pour les systèmes gouvernés par des

EDS controlés non linéaires. Puisque le domaine de controle est supposé convexe, la

preuve de notre résultat basé sur la perturbation convexe pour les parties continues et

singulières du processus de controle. Le principal résultat de ce document est indiqué

dans le théorème suivant.

Théorème 4.2.1 (principe du maximum pour un controle singulier). Soit les conditions (H1)

et (H2) sont vérifient, il existe un couple unique de processus Ft-adaptés (Ψ∗(.),Q∗(.)) telle que

pour tous (u, η) ∈ A1 ×A2 :

E
[∫ T

s
Hu(t, x∗(t),u∗(t),Ψ∗(t),Q∗(t))(u(t) − u∗(t))dt

]
+E

[∫
[s,T]

(K(t) + G(t)Ψ∗(t))d
(
η − η∗

)
(t)

]
≥ 0.

(4.9)

Où (Ψ∗(.),Q∗(.)) est la solution de l’équation adjointe (4.6) correspondant à (u∗(.), η∗(.), x∗(.)).

Corollaire 4.2.1 (Principe du maximum stochastique pour un controle singulier). Dans les

conditions du théorème (4.2.1), il existe alors un couple unique de processus Ft-adaptés

(Ψ∗(.),Q∗(.)) solution de EDS(4.6) telle que pour tous (u, η) ∈ A1 ×A2 :

Hu(t, x∗(t),u∗(t),Ψ∗(t),Q∗(t))(u(t) − u∗(t))dt

+E
[∫

[s,T]
K(t) + G(t)Ψ∗(t))d

(
η − η∗

)
(t)

]
≥ 0,

P−a.s., a.e. t ∈ [s,T] ,

(4.10)

Pour prouver Théorème (4.2.1) et Corollaire (4.2.1) nous avons besoin des résultats

suivants que nous devons traduire à notre problème singulier.

Que (u∗(.), η∗(.), x∗(.)) soit la solution optimale du problème de controle (4.1),(4.2).
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Nous déduisons l’inégalité variationnelle (4.9) en plusieurs étapes, du fait que

Js,ζ(uε(.), ηε(.)) − Js,ζ(u∗(.), η∗(.)) ≥ 0, (4.11)

Où (uε(.), ηε(.)) est ce qu’on appelle la perturbation convexe de (u∗(.), η∗(.)), définie

comme suit : t ∈ [s,T]

(uε(t), ηε(t)) = (u∗(t), η∗(t)) + ε
[
(u(t), η(t)) − (u∗(t), η∗(t))

]
, (4.12)

Où ε > 0 est suffisamment petit et (u(.), η(.)) est un élément arbitraire de U1 × U2,

Nous soulignons que la convexité deA1×A2 a pour conséquence (uε(t), ηε(t)) ∈ U1×U2.

Que xε(.) = x(uε,ηε)(.) soit les solutions de EDS-(4.1) correspondant au controle ad-

missible (uε(t), ηε(t)).

Lemme 4.2.1 Soit (H1) et (H2) sont vérifier alors on a :

lim
ε→0
E(sup

s≤t≤T
|xε(t) − x∗(t)|2) = 0.

Preuve.Des estimations standard et de l’inégalité Burkholder-Davis-Gundy nous obte-

nons :

E(sup
s≤r≤t
|xε(r) − x∗(r)|2)

≤

t∫
s

∣∣∣ f (r, xε(r),uε(r)) − f (r, x∗(r),u∗(r))
∣∣∣2 dr

+

t∫
s

|σ(r, xε(r),uε(r)) − σ(r, x∗(r),u∗(r))|2 dr

+

∣∣∣∣∣∣
∫

[s,t]
G(r)d(ηε − η∗)(r)

∣∣∣∣∣∣
2

,
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en appliquant l’hypothèse (H2) et les conditions de Lipschitz sur les coefficients f ,

σ par rapport à x, u nous obtenons :

E(sup
s≤t≤T
|xε(t) − x∗(t)|2)

≤CTE

t∫
s

|xε(r) − x∗(r)|2 dr + CTε
2E

t∫
s

|uε(r) − u∗(r)|2 dr

+ CTε
2E

∣∣∣ηε(T) − η∗(T)
∣∣∣2 ,

D’après la définition de controle singulier et lemme de Gronwall, le résultat obtenu.

Lemme 4.2.2 Soit Z(t) être la solution du EDS linéaire suivante

dZ(t) = { fx(t, x∗(t),u∗(t))Z(t)

+ fu(t, x∗(t),u∗(t))(u(t) − u∗(t))}dt

+{σx(t, x∗(t),u∗(t))Z(t)

+σu(t, x∗(t),u∗(t))(u(t) − u∗(t))}dW(t)

+G(t)d(η − η∗)(t),

Z(s) = 0.

(4.13)

Alors l’estimation suivante :

lim
ε→0
E

[
sup
s≤t≤T

∣∣∣∣∣xε(t) − x∗(t)
ε

− Z(t)
∣∣∣∣∣2] = 0. (4.14)

Preuve.Notant que dans les conditions (H1) et (H2) alors EDS-(4.13) linéaire a une

solution unique.

on pose :

γε =
xε(t) − x∗(t)

ε
− Z(t), t ∈ [s,T] . (4.15)
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Par de simples calculs nous montrons que :

xε(t) − x∗(t)
ε

=

t∫
s

1∫
0

fx(r, x∗(r) + µε(γε(r) + Z(r)),uε(r))(γε(r) + Z(r))dµdr

+

t∫
s

1∫
0

σx(r, x∗(r) + µε(γε(r) + Z(r)),uε(r))(γε(r) + Z(r))dµdr

+

t∫
s

1∫
0

fu(r, x∗(r),u∗(r) + µε(u(r) − u∗(r)))(u(r) − u∗(r))dµdr

+

t∫
s

1∫
0

σu(r, x∗(r),u∗(r) + µε(u(r) − u∗(r)))(u(r) − u∗(r))dµdr

+

∫
[s,t]

G(r)d(η − η∗)(r),

Puis de l’équation ci-dessus et (4.15) nous concluons que γε(t) est indépendant de

la partie singulière, alors nous pouvons utiliser la méthode similaire développée dans

Bensoussan pour le reste de la preuve.

Lemme 4.2.3 Pour tout (u(.), η(.)) ∈ U1 ×U2 nous avons :

0 ≤ E[hx(x∗(T))]Z(T) +

T∫
s

[`x(t, x∗(t),u∗(t))Z(t)

+ (u(t) − u∗(t))`u(t, x∗(t),u∗(t))]dt

+ E

∫
s,T

K(t)d(η − η∗)(t).
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Preuve.De (4.2) et (4.11), nous avons :

0 ≤Js,ζ(uε(.), ηε(.)) − Js,ζ(u∗(.), η∗(.))

=E[h(xε(T)) − h(x∗(T))]

+ E

T∫
s

[`(t, xε(t),uε(t)) − `(t, x∗(t),uε(t))]dt

+ E

T∫
s

[`(t, x∗(t),uε(t)) − `(t, x∗(t),u∗(t))]dt

+ E

∫
[s,T]

K(t)d(ηε − η∗)(t)

=I1 + I2 + I3 + I4.

De (4.12), nous obtenons pour tout η(.) ∈ I2 :

ηε(t) − η∗(t) = ε(η(t) − η∗(t)),

alors nous pouvons facilement prouver que :

I4 = E

∫
[s,T]

K(t)d(ηε − η∗)(t)

= εE

∫
[s,T]

K(t)d(η − η∗)(t).

Enfin, nous concluons que lim
ε→0
I4 = 0, qui complète la preuve de Lemme (4.2.3).
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Preuve.En appliquant la formule d’Itô à Ψ∗(t)Z(t) et en prenant l’attente, où Z(s) = 0,

alors un calcul simple montre que :

E(Ψ∗(T)Z(T)) = E
T∫

s
Ψ∗(t)dZ(t) + E

T∫
s

Z(t)dΨ∗(t)

+E
T∫

s
Q∗(t)[σx(t)Z(t)

+σu(t)(u(t) − u∗(t))]dt

= J1 + J2 + J3,

(4.16)

où

J1 = E
T∫

s
Ψ∗(t)dZ(t)

= E
T∫

s
Ψ∗(t)[ fx(t)Z(t) + fu(t)(u(t) − u∗(t))]dt

+E
T∫

s
Ψ∗(t)G(t)d(η − η∗)(t)

= E
T∫

s
Ψ∗(t) fx(t)Z(t)

+E
T∫

s
Ψ∗(t) fu(t)(u(t) − u∗(t))dt + E

∫
[s,T]

Ψ∗(t)G(t)d(η − η∗)(t).

(4.17)

J2 = E
T∫

s
Z(t)dΨ∗(t)

= −E
T∫

s
Z(t){ fx(t)Ψ∗(t) + σx(t)Q∗(t)

+E(σx̃(t)Q∗(t)) + `x(t)}dt

= −E
T∫

s
Z(t) fx(t)Ψ∗(t)dt

−E
T∫

s
Z(t)σx(t)Q∗(t)dt

−E
T∫

s
Z(t)`x(t)dt.

(4.18)
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Et

J3 = E
T∫

s
Q∗(t)[σx(t)Z(t) + σu(t)(u(t) − u∗(t))]dt

= E
T∫

s
Q∗(t)σx(t)Z(t)dt

+E
T∫

s
Q∗(t)σu(t)(u(t) − u∗(t))dt,

(4.19)

où bρ(t) =
∂b
∂ρ

(t, x∗(t),E(x∗(t)),u∗(t)) pour b = f ,σ,` et ρ = x,u.

Combinaison (4.16) (4.19) et le fait que Ψ∗(T) = hx(x∗(T)) nous obtenons :

E {[hx (x(T))] Z(T)}

=E

∫ T

s
Ψ∗(t) fu(t)(u(t) − u∗(t))dt + E

∫ T

s
Q∗(t)σu (t) (u(t) − u∗(t))dt

− E

∫ T

s
Z(t)`x (t) dt + E

∫
[s,T]

Ψ∗(t)G(t)d(η − η∗)(t).

Enfin, appliquer Lemme (4.2.3) nous obtenons :

0 ≤E
∫ T

s
Ψ∗(t) fu(t)(u(t) − u∗(t))dt + E

∫ T

s
Q∗(t)σu (t) (u(t) − u∗(t))dt

+ E

∫ T

s
`u (t) (u(t) − u∗(t)) dt

+ E

∫
[s,T]

K(t)d
(
η − η∗

)
(t) + E

∫
[s,T]

Ψ∗(t)G(t)d(η − η∗)(t)

=E

∫ T

s
Hu(t, x∗(t),u∗(t),Ψ∗(t),Q∗(t)) (u(t) − u∗(t)) dt

+ E

∫
[s,T]

(K(t) + Ψ∗(t)G(t)) d
(
η − η∗

)
(t).

Cela complète la preuve du théorème (4.2.1).
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CONCLUSION

Dan ce travail, nous avons présenté le principe du maximum stochastique pour des

systèmes gouvernés par des équations différentielles stochastique, Ces résultats ont été

prouvés par Bahlalil et Chala (2005).

Cette théorie généralisent les travaux généralise le principe du maximum de Ben-

soussan (1982). Ce principe conduit à établir des conditions nécessaires d’optima-

lité (sous forme d’un principe du maximum) où le domaine de controle est supposé

convexe.
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