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Resume

Dans ce travail, nous représentons la relation entre les équations de la
physique et le processus de Markov, ainsi que les methodes pour les
résoudre de maniére probabiliste. Nous avons posé les bases des équations
physiques, puis donné quelques bases de probabilite, mouvement
brownien, processus de Markov, processus de Poisson, intégrales

stochastique et équations différentielles stochastique, puis montre les liens
importants entre probabilité et équation aux dérivées partielles. Utilisation
des transformees de Fourier et de la formule d’lto et la formule de

Feynman-Kac.

Mots-clés : intégrales stochastiques, équation différentielle stochastique,
transformations de Fourier, formule d'lto, formule de Feynman-kac,

mouvement brownien.



ADbstract

In this work, we represent the relationship between the equations of
physics and the Markov process, as well as the methods to solve them
probabilistically. We laid the foundations of physical equations, then gave
some basics of probability, Brownian motion, Markov process, Poisson
process, stochastic integrals and stochastic differential equations, then
showed the important links between probability and partial differential
equation. Use of Fourier transforms and the Ito formula and the Feynman-
Kac formula.

Keywords: stochastic integrals, stochastic differential equation, Fourier

transformations, Ito formula, Feynman-kac formula, Brownian motion.
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Introduction générale

Dans ce travail, il s’agit de montrer la relation entre les équations de la physiques et
les processus aléatoires de Markov, ainsi que de mettre 'accent sur certains résultats liés
aux équations physiques et a leur résolution par des méthodes probabilistes. Le travail est

divisé en trois chapitres :

Dans le premier chapitre, nous mettons en évidence les bases des équations phy-
siques dont nous avons besoin dans cette étude, leurs types et leurs solutions analytique,
y compris I’équation de la chaleur, I’équation de Laplace et I’équation des ondes. Nous
expliquons également comment résoudre ces équations analytique a l'aide de la méthode

de séparation des variables et des séries de Fourier.

Dans le deuxiéme chapitre, on donne les bases et les lois fondamentales des proba-
bilités dont nous avons besoin. Ensuite, nous parlerons des processus, en particulier des
processus de Markov, en mentionnant leurs caractéristiques et leurs types. Ensuite, nous
parlerons des processus de Poisson, puis du mouvement brownien, suivi de I'intégration

stochastique et des équations différentielles stochastiques.

Dans le troisiéme chapitre, nous montrons comment utiliser ce qui a été présenté
dans les chapitres précédents pour résoudre un probléme spécifique lié aux processus aléa-
toires. Nous utilisons une approche probabiliste pour résoudre ce probléme en utilisant la

formule ’'Ito et la formule de Feynman-kac.



CHAPITRE 1

EQUATIONS DE LA PHYSIQUE
MATHEMATIQUE

Une équation aux dérivées partielles (E.D.P) est une équation différentielle dont les
solutions sont les fonctions inconnues dépendant de plusieurs variables vérifiant certaines
conditions concernant leur dérivées partielles. On trouve les E.D.P dans les applications
de la physique, I'ingénierie, la biologie, I’économie,...etc. En effet, dans ces domaines,
des phénomeénes généralement modélise par des systémes mathématiques impliquant des

équations sont dérivées partielles en déterminant la relation entre u et ses dérivés.
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1.1 Concepts préliminaires

1.1.1 Equations différentielles ordinaires

L’équation la plus simple est lorsque la fonction u dépend uniquement d’une seule
variable.

Alors cette relation est décrite simplement par ce qu'on appelle une E.D.O.

Définition 1.1.1 [716]

Une E.D.O est une relation de type
F(x, u(x), u' (x),u” (x), ..., u"(x)) =0, (1.1.1)

entre la variable x € R (par fois x € I C R) et les dérivées de la fonction inconnue au

point X.

1.1.2 Equations aux Dérivées Partielles

La généralisation de la définition précédente en mettant en jeu des fonctions de plu-
sieurs variables permet de construire le concept d'une E.D.P. On commence par donner

la définition d’'une E.D.P du 1¢ ordre.

Définitions 1.1.1 [77/
Une équation a la dérivée partielle du 1° ordre d’inconnue u de n variables indépendantes

X1, ..., Xy €st une fonction de la forme :

u Ju

u, a—xl,..., 8—xn) = O, (112)

F(x1, ..., Xy,

ot (x1, ..., X,) € Q ouvert de R".

Définition 1.1.2
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La forme générale d’une E.D.P d’ordre 2 est :

ou ou Fu Pu *u Fu
By 5 oy axay’ yox’ o’ W) 0, (11.3)

pour (1,y) € Q ouvert de R?.

1.1.3 Probleme de Cauchy

Théoréme 1.1.1 [T Soit E un ouvert de R" contenant xy et supposons que f €
C*(E), alors il existe a > 0 tel que :

le probleme de Cauchy :
X = f(x),

x(0) = xo,

admet une solution unique sur l'intervalle [—a, a].

1.1.4 Dimension et ordre d’une E.D.P

La dimension d’une équation aux dérivées partielles correspond au nombre de va-
riables indépendantes sur lesquelles la fonction inconnue dépend.
L’ordre d'une équation aux dérivées partielles est le plus haut degré de la dérivation

présent dans 1’équation.

1.1.5 E.D.Ps quasi linéaire du premiere ordre

Définition 1.1.3 [7j)
On appelle équation auz dérivées partielles quasi-linéaire du premiere ordre, d’inconnue

u, une équation de la forme :

u
+ .+ au(xg, .. xn,u) = f(x1, s X, U),

0x;

u
a1(x1, .., Xp, U)g + ax(x1, ..., X, U)
1



Equations de la physique mathématique

pour (x1,...,X,) € Q ouvert de R". Les coefficients ay, ...,a, et le seconde membre f sont

des fonctions données. En dimension 2, I’équation prend la forme :
du ou

Y EW +b 1Y, 5 = rYr ) L

a(x, y, u) = (xyu)ay c(x, y,u) (L)

Pour (x,y) € Q ouvert de R*. Les fonctions a,b,c suposées de classe C' dans un ouvert

de R3. Au moins l'une des fonctions a ou b n’est pas identiquement nuls.

Exemple 1.1.1 [§/

u u
x(y — ”)a_x +y(u— x)@ =X -y,

est une quasi-linéaire du premiere ordre en 2 dimensions.

1.1.6 Condition aux limites

Une condition aux limites est une contrainte sur les valeurs prises par la solution d’une
E.D.P.
La donnée d’une condition aux limites permet de déterminer une solution répondant a
certaines conditions physique.
Soient () un domaine de R", I" sa frontiére et G une fonction donnée.
e Lorsque 'on spécifie les valeurs que la solution doit vérifier sur les frontiére, dans ce cas

on donne une condition de type frontiére.[20)].

u(x,y) =G, y), Y(x, y) € L.

e Si I'une des variables désigne une position dans un repeére spatial, et 'autre est le temps :

une condition de type frontiére est associée a une fonction connue G.
u(t,0) = G(t),Vt >0,

et une condition initiale est associée a une fonction connue F.
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u(0,x) = F(x),Vx > 0.

Exemple 1.1.2 [§/
On considere 'exemple de [’équation de transport. On cherche des solutions u(t,x) qui

vérifient :

Jdu  du
~ T =0,t>0 et x€[0,1],1>0,

u(0, x) = up(x), condition initiale,

u(t,0) = uy(t), condition frontire,

ou Uy et u; sont des fonctions données.

1.1.7 Classification des équations

Définition 1.1.4 [§/
On appelle équation aux dérivées pareilles semi-linéaire du second ordre, d’inconnue u sur

un ouvert Q de R?, une équation de la forme :

*u *u d*u ou du
a(x/ y)ﬁ + b(x/ y)m +C(x/ y)a_yz - P(X, y/ur al @)/ (L)

ot a,b,c sont des fonctions données, et F une fonction définie dans un ouvert de R.

La classification des E.D.Ps du second ordre est issue de la classification de ’équation

quadratique des sections conique en géométrie analytique L’équation :
ax* +bxy +cx* +dx+ey+ f =0,

représente 1’hyperbole, la parabole ou lellipse selon le signe de b? + 4ac (positif, nulle ou
négatif). Alors, la classification de I’équation (L) dépend des coefficients a(x, y), b(x, y) et

c(x, y) en un point donné (x,y). Conséquemment, on donne la définition suivante :

Définition 1.1.5
Soit A(x, y) = b*(x, y) — 4a(x, y)c(x, y), on a les cas suivants :

6
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1-Si A(x, y) > 0, I’équation est dite hyperbolique.
2-8i A(x,y) = 0, léquation est dite parabolique.
3-51 A(x,y) <0, Uéquation est dite elliptique.

Exemple 1.1.3 L’équation des ondes,

est une équation hyperbolique sur le domaine D = Ry XR car A(t, x) = b2(t, x)—4a(t, x)c(t, x) =

4c% > 0.

1.2 Méthode de séparation des variables

La méthode de séparation des variables, également connue sous le nom de méthode de
Fourier, est couramment utilisée pour résoudre les problémes aux limites liés aux équa-
tions aux dérivées partielles. Elle consiste a chercher des solutions particuliéres sous la
forme séparable u(x, y) = X(x)Y(y), o X et Y sont des fonctions respectivement de x et
y. Dans de nombreux cas, I’équation aux dérivées partielles se réduit a deux équations
différentielles ordinaires pour X et Y, ce qui permet de résoudre des problémes aux li-
mites impliquant des équations différentielles ordinaires. Cependant, il n’est pas toujours

possible de séparer une E.D.P en deux ou plusieurs équations différentielles ordinaires.

1.2.1 Situation du probleme

On d’écrit maintenant la méthode de séparation des variables et examine les condi-
tions d’applicabilité de la méthode aux problémes qui impliquent des E.D.Ps de second
ordre de deux variables indépendantes. On considére donc le probléme aux limites dont
I'inconnue u(t, x) posé sur un domaine de la forme I X | , ou I et | sont des intervalles de

R tels que I = [a,b] ,—o0o <a <b < +o0.
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01(X) 28 + by ()L + by + (as(x) + bs(D)ulx, £) = hix, ), (x,t)elx] (L)

u(x,0) = f(x)x € I : Condition initiale,
ol a1, b1, az, by, a3, b3, h(t, x), f(x) sont des fonctions données.

Condition aux limites : On distingue différents types de conditions aux limites (C.L) :

Conditions de Dirichlet: u est fixée sur le bord de I :

u(t,a) = u(t,b) = 0.
Conditions de Neumann : la dérivée normale de u est fixée sur [ :

uy(t,a) = u.(t,b) = 0.
Conditions de Robin ou mixtes :

c1(X)u(t,a) + co(x)u,(t,b) = 0.
Conditions périodiques :
u(t,a) = u(t,b) et u,(t,a) = u.(t,b).

Rapportons les principales étapes de cette méthode.

1. On recherche les solutions séparées de (L). Ces solutions sont de la forme spétiale

u(t,x) = T(t)X(x),

et satisfont les condition aux limites et la condition initiale. Il se trouve que X et T
doivent étre des solutions de problémes aux limites linéaires (L) relatives aux X et T,
respectivement.

2. On résout les probléme (L), on utilise le principe de superposition générale pour générer
a partir de (X;)ienw et (T))ien une solution plus générale du probléme, sous la forme d’une

série infinie de solutions séparées.
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3. Dans la derniére étape, on calcule les coefficients de cette série et étudie sa convergence.
Principe de superposition Si u; et u; satisfont une E.D.P linéaire homogéne, alors une
combinaison linéaire arbitraire ciuy +couy, ¢1, c2 € IR satisfait également la méme équation.
Dans la suite, on va rappeler quelques notions essentielles sur les séries de Fourier qui sera

utilisées dans le reste de ce chapitre.

1.3 Equation de transport

Ou u(x,t) est utilisée pour modéliser la pollution de 'air, la dispersion des colorants ou

méme le flux de trafic.

1.4 Equation de Laplace

L’équation de Laplace est un cas particulier des équations de diffusion. Si la diffusion
est stationnaire (indépendante du temps), les équations de diffusion se réduisent & I’équa-
tion de Laplace

[1]. En une seule dimension

*u

— =0.

ox2
En deux dimensions

Pu  u
V.Vu:Au:ﬁ+a—y2:0.
En trois dimensions
d*u 82_u d*u

prl =
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Une solution de I’équation de Laplace s’appelle une fonction harmonique. En une seule
dimension, les fonctions harmoniques sont u(x) = A + Bx.

L’équation de Laplace non homogéne est :
Au = f,

avec f une fonction donnée, que 'on appelle I’équation de Poisson.

1.4.1 Résolution de I’'équation de Laplace dans un disque

Soit D = {(x, y) € R?,x* + y* < a*} un disque de rayon a centré 4 l'origine. [I]

On note par :
C : x* + y* = a° le cercle de centre (0,0) et de rayon a la frontiére de D. On cherche une
fonction harmonique dans D qui vérifie u = f sur C. le probélme s’écrit donc : trouver
une fonction u telle que

Au(x,y) = 0,dans D,

u(x,y) = f(x,y),sur C,
ot f étant donnée. On ne peut pas appliquer la méthode de séparation des variables car
le domaine D n’est pas le produit de deux intervalles. Donc on peut essayer de chercher

la solution sous la forme :

u(x, y) = w(r, 0), (1.4.1)

avec

x=rcos(0), 0<r<a,
(14.2)
y=rsin(d), 0<0<2m.

10
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1.5 Equation des ondes

L’équation des ondes est :[1]
— —fAu=f, (1.5.1)

telle que ¢ est une constante.
Est utilisé pour modéliser de petites oscillations, elle joue un grand réle dans la dynamique

des fluides et dans I’électromagnétisme.

1.6 Equation de la chaleur

On étudie 'équation de la chaleur :[1]

u
5 kAu = 0. (1.6.1)

Est utilisée dans I'étude de la conduction thermique.
Ot u est une fonction définie sur R” X IR. Cette équation modélise certaines phénoménes

d’évolution comme la diffusion de chaleur, la répartition de substances chimiques.

Remarque 1.6.1 Un changement de variable, t* = kt, transforme cette équation en :

u
= —du=0. (1.6.2)

Il suffit donc d’étudier le cas k=1. Considérons le probleme sur ['intervalle [0,L] avec

L >0, constitué de l’équation de la chaleur :
——-k=—=0, 0<x<L,t>0, (1.6.3)

les conditions aux limites de type Dirichlet :

11
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u(t,0) = u(t,L) = 0,¢ > 0, (1.6.4)

et la condition initiale :

u(0,x) = f(x),0<x>1L, (1.6.5)

ou f est une fonction donnée et k est une constante positive. Ce probléme modélise la
conduction thermique dans une tige de longueur L. La chaleur est supposée nulle aux deux
extrémités de la tige et égale a f(x) a linstant t = 0. Les conditions aux limites impliquent

que :

f(0) = u(0,0) = u(t,0) =0,

et

F(L) = u(t,L) = u(0,L) = 0.

Ces deux conditions s’appellent les conditions de compatibilité.

Etape 1 : On commence par chercher des solutions de (1.6.3) sous la forme :
u(t,x) = T(t)X(x) (1.6.6)

qui satisfont les conditions (1.6.4) ou X et T sont des fonctions de x et f, respectivement.
Dans cette étape, on ne prend pas en compte la condition initiale (1.6.5) et on n’est pas
intéressé par la solution zéro u(x,t) = 0. On cherche donc des fonctions X et T qui ne
s’annulent pas identiquement. Par différentiation de (1.6.6) par rapport a t et deux fois

par rapport a x et par substitution dans (1.6.3), on obtient :

XT () =kX (0)T(t), 0<x<L,t>0.
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On peut réécrire :

T _ X'®

T(t)_ X O<x<L,t>0, (1.6.7)

Puisque x et t sont des variables indépendantes, cette relation implique qu’il existe une

constante A(appelée constante de séparation) telle que :

T(t)
T(t)

X'(x)
kX(x) =-A, O0<x<L,t>0. (1.6.8)

Comme on cherche des solutions ne s’annulent pas identiquement, alors il existe t; € R

tel que T(ty) = 0. Conséquemment, on obtient :

u(to,0) = X(0)T(to) = 0,
— X(0) = X(L) = 0
u(to, L) = X(L)T(t) = 0.

L’équation (1.6.8) conduit au systéme d’E.D.Os suivant :

2
d—X+/\X:0,O<x<L,
dx (1.6.9)

X(0) = X(L) =0,

et ona:

C;—:: +AT=0,t>0, (1.6.10)

Etape 2 : On commence d’abord a résoudre le systéme (1.6.9). Une solution non triviale

de (1.6.9) est appelée fonction propre avec la valeur propre A : On distingue 3 cas :

13
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Cas 1:A=-pu?<0, alors

X(x) = ae™* + e,

ou &, f sont des réels arbitraires.

Les conditions aux limites donnent :

a+p=0,

ae L + Betl = 0.

De la premiére équation, on a @ = —p. la seconde équation implique donc ae L = aetl,

alors si & # 0 on obtient eL

= 1. Ceci n’est pas possible car p et L sont différents de 0 et
par conséquent & = f = 0. Alors, dans ce cas X =0 et u(t,x) = 0 pour tout 0 <x <L et
t>0.

On doit donc exclure le cas A < 0.

Cas 2 :

Si A =0, on obtient :

X(x) =a+px,
ou a, B sont des réels arbitraires.
Les conditions aux limites impliquent :
a+p=0,
a+pBL =0.

Comme L # 0, il est claire que & = f = 0. Alors, dans ce cas X =0 et u(x,t) = 0 pour
tout 0 < x <L ett>0. On doit donc exclure le cas A = 0.

Cas 3 : Si A = p?, on obtient :

X(x) = acos(ux) + psin(ux),

14
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ou &, f sont des réels arbitraires. Les conditions aux limites impliquent que :

a=0,
Bsin(uL) = 0.
Pour éviter la solution triviale X = 0, on suppose que § # 0. Ceci implique que sin(uL) = 0.

Conséquemment :

pL = nm, A = (nm/L)*,n € Z.

Il en résulte que :

Ay = (nm/Ln),

sont les valeurs propres de laplacien et les fonctions :

Xu(x) = Busin(nmx/L),

sont les fonctions caractéristiques du probléme (1.6.9).Comme sin(—x) = —sin(x) pour tout

x € R, il suffit donc de considérer :

Ap = (nmt/L)?, X, (x) = Brsin(n/L),n € N".

Il reste maintenant a résoudre le probléme (1.6.10), sa solution est donnée par :

T(t) = y,e ™ D' e N,

A la fin de cette étape, on peut considérer qu’on a bien construit une base hilbertienne
(Xi)ien--

Etape 3:

On utilise le principe de superposition générer a partir de (X;);en et (Ti)ien une solution
plus générale du probléme, sous la forme d’une série infinie de solutions séparées. On a

ainsi obtenu la suivante de solutions séparées :
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un(t, X) = vpsin(nmx/L)e X 5 e N (1.6.11)
Y

par le principe de superposition implique que toute combinaison linéaire

N
u(t,x) = Z Yusin(nmx/L)e K0m (1.6.12)

n=1
de solutions séparées est également une solution de I’équation de la chaleur qui satisfait
les conditions aux limites de Dirichlet.

Considérons maintenant la condition initiale. Supposons qu’il ait la forme :

N
f(x) = Z Spsin(nmx/L),
n=1

c’est-a-dire qu’il s’agit d’'une combinaison linéaire des fonctions propres. Ensuite, une so-

lution au probléme de chaleur (1.8.3) — (1.8.5) est donnée par :

N
u(t,x) = Z Susin(nrx/L)e Kmm/L

n=1
L’idée brillante de Fourier était qu’il était possible de représenter une fonction arbitraire
f satisfaisant les conditions aux limites (1.8.4) comme une combinaison linéaire infinie
unique des fonctions propres sin(nmx/L). En d’autres termes, il est possible de trouve des

constantes 0, telles que :

fx) = i Oxsin(nmx/L).
n=1

Une telle série est appelée une série (ou extension) de Fourier (généralisée) de la fonc-
tion f par rapport aux fonctions propres du probléme, et 6,, n = 1,2... sont appelés les
coefficients de Fourier (généralisés) de la série. Dans ce cas, le principe de superposition

généralisée implique que ’expression formelle :

u(t, x) = Z 5n5in(nnx/L)e‘k(””/L)2t,

n=1
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est un candidat naturel pour une solution généralisée du probléme (1.6.3) - (1.6.5). On
explique maintenant comment représenter une fonction «arbitraire» f sous la forme d’une

série de Fourier. En d’autres termes, comment calculer les coefficients 6, :

Remarquons :
L - L
M # 1,
fsin(mnx/L)f(x)dx = Z On fsin(mnx/L)sin(nnx/L)dx =
. ey L/2 ,m=n.

Par conséquent, les coefficients de Fourier sont donnés par :

L
f sin(mmx/L) f(x)dx L
By = == | sin(nmx/L)f ().
fsinz(mrcx/L)ds 0
0

On obtient la formule explicite de la solution formelle, qui est donnée par :

u(x, t) = Z Susin(nmx/L)e K7t

n=1

ou
L

On = %fsin(mnx/L)f(x)dx.

0

1.6.1 Equation de diffusion

Soit une u(t, x) représentant la température dans un probléme de diffusion thermique,
ou la concentration pour un probléme de diffusion de particules. L’équation de diffusion

est : [13]

ou *u

§ = Dﬁ + S(t, X),

ot D est le coefficient de diffusion et s(t, x) représente une source, par exemple une source

thermique provenant d’un phénomeéne de dissipation.

17



CHAPITRE 2

PROBABILITE ET PROCESSUS DE
MARKOV

Stochastique vient du mot grec stokhastikos, qui signifie spéculatif, et stockhos est
fait référence a la cible. Un processus stochastique est un modéle mathématique qui décrit
un état.

Un phénoméne aléatoire qui évolue dans le temps, processus aléatoire, fonction aléatoire
ou signal aléatoire sont des synonymes.
Un systéme évolue stochastiquement s’il peut reprendre une série a tout moment continue,
sa configuration exacte a un instant donné ne peut étre prédite.

Dans le futur, son évolution dans le temps dépend donc du hasard. Autrement dit, les
situations ne peuvent pas étre étudiées simplement a l’aide de calculs de probabilité, il

décrit des événements ot le résultat possible de chaque événement est un nombre.
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2.1 Notions de probabilités dans le discrete

2.1.1 Notions d’expérience aléatoire discrete

On appelle expérience aléatoire une expérience dont on ne peut pas prévoir a priori
Iissue. Une expérience aléatoire ayant un nombre fini ou dénombrable d’issues possible est
appelée expérience aléatoire discrete. L’ensemble de toute les issues possible est appelée
I'univers des possibles associé a cette expérience, il est généralement noté Q. Chaque sous
ensemble de () contenant un seul élément est appelé événement élémentaire, on le notera

w; et on aura Q = {wy, ..., w,}.

Remarque 2.1.1 [1§/
Une expérience aléatoire est déterminée par l’expérience que ’on effectue et donc 'univers

aussi. Si on change d’expérience aléatoire, on change aussi d’univers.

2.1.2 Probabilité

Définition 2.1.1 [1§/

Consistons une expérience aléatoire, () est son univers associé.

On appelle probabilité, notée P, tout application de l’ensemble des événements € dans
[0, 1] vérifiant les trois axiomes suivants :

e Pour tout évenement A de Q on a : A° € Q.

e P(Q)) = 1.

e 51 deux événements A et B sont incompatibles alors :

P(A UB) = P(A) + P(B).

Remarque 2.1.2 [1§/

La probabilité d’un événement A = {ws, ..., w,} est telle que P(A) = P(wq) + ... + P(wy,).
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P(A%) = 1 — P(A).
P(0) = 0.
p(A U B) = P(A) + P(B) — P(A N B).

2.2 Variables aléatoires discretes

Définition 2.2.1 [9/
Soit Q = {wy,...,wp} un univers probabilisé fini. On appelle variable aléatoire notée X

définie sur Q) tout application de Q dans R. On note X(Q) = {x, ..., x,,} I’ensemble image
de Q) par X.

2.2.1 Loide probabilité d'une variable aléatoire

Définition 2.2.2 [J/
Soit Q un univers probabilisé fini et X une variable aléatoire sur Q. On appelle loi de
probabilité de X 'application qui a chaque valeur image x, fait correspondre la probabilité

pi de la partie {X = x;} de Q.

Remarque 2.2.1
On a donc P(Q) =Y., pi=1.
2.2.2 Valeurs caractéristiques

Cas discrete : Soit X une variable aléatoire prenant les valeurs {xi,...,x,} avec les

probabilités respectives {p1, ..., Pu}-

Parametre de position : Espérance mathématique

Définition 2.2.3 [1§/

On appelle espérance mathématique de la variable aléatoire X le nombre noté E(X) et qui
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a valeur :

n
E(X) = Z piXi.
i=1
Ce nombre s’interepréte comme la moyenne m des valeurs x; pondérées par leur probabilité

pi-
Parametre de disposition : Variance
Si X est une variable aléatoire d’espérance E(X). On appelle variance de X le réel :[18]

Var(X) = E(X — E(X))*.

etona

Var(X) = E(X?) - (E(X))>.

Cas continue :

Parametre de position : Espérance mathématique

Si X une variable aléatoire continue, on a : [18]

E(X) = fxf(x)dx.

R

pour une vaa Y = g(X), I'espérance de Y est donnée par :

B0 = [ aoss.
R

E(X?) = f X2 f(x)dx,

R
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E(X") = fx”f(x)dx.
R

2.2.3 Lois de probabilité discrete

La loi de Bernoulli

On dit que la variable aléatoire X suit la loi de Bernoulli de parametre p € [0, 1], et

on note X ~ B(p) si :[18]
PX=0=1-p e PX=1)=p.

Ainsi, X modélise le résultat d'une expérience aléatoire a deux issues (expérience

élémentaire) avec probabilité p de réussite. On a :

EX)=p et Var(X)=p(d-p).

Modele

Modélise une épreuve de Bernoulli a savoir un phénomene ayant seulement deux

issues possibles (Pile ou face).

Loi binomiale
Modeéle

Modélise le nombre de succes sur n répétition d'un phénomene ayant deux issues

possibles.

Parametre

E(X) = np et V(X) = npq.
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La loi de Poisson

On dit que la variable aléatoire X suit la loi de Poisson de parametre A > 0, et on

k
note X ~P(A)siVke N, P(X=k)= e‘A/\—.[18]

k!
Le paramtre A est lié a la fréquence d’apparition des évenements, on l’appellera para-

meétre d’intensité. Dans ce cadre, X modélise le nombre d’évenements se produisant

dans l'intervalle de temps [0, t]. On a alors :

EX)=A e Var(X)=A.

Modele

Retenons juste qu’il modélise des événements rares (nombre de pannes sur une
ligne de production, accidents d’avions...). Nous verrons plus tard une autre facon de

l'introduire.

2.24 Lois de probabilité continues
La loi uniforme

On dit que la variable aléatoire X suit la loi uniforme sur le segment [g, b], et on

note X ~ Ul ), si elle admet pour densité de probabilité la fonction f définie par : [18]

£ 0 six ¢ [a,b],
x) =
1 six € [a,b].
b—a
Etona:
_a+b (b — a)?

E(X) = > et Var(X) = B
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Modele

Une variable uniforme sur [4, b] modélise un tirage au sort uniforme d’une valeur
dans l'intervalle [g, b] : 1a probabilité pour que la valeur tombe dans un intervalle est

proportionnelle a la longueur de l'intervalle.

La loi exponentielle

On dit que la variable aléatoire X suit la loi exponentielle de parametre A > 0, et on

note X ~ &(A), si elle admet pour densité de probabilité la fonction f définie par [18]

0 six <0,
fx) = .
Ae™ M six > 0.
Etona:
E(X) = 1 et Var(X) = 1
A A2
Modele

Duré de vie d’un atome, croissance bactérienne.

2.3 La fonction caractéristique

Définition 2.3.1

Soit X v.a.r. La fonction caractéristique de X est la fonction :

\I/X R - C
t > W(t) = E[¢"X].
i) si X est une variable aléatoire discrete, sa fonction caractéristique est :
Wy (t) = Z ¢ P(X = k).

k=0
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ii) si X estune variable aléatoire continue de la densité de probabilité fx, sa fonction

caractéristique est :

+00

Wy (t) = f ™ fx(x)dx.

—00

2.4 Processus de Markov

Le processus aléatoire est la famille de variables aléatoires

Un processus aléatoire est une généralisation d"un vecteur aléatoire. Cependant,
contrairement au vecteur aléatoire, la connaissance de la loi de (X;) pour toutt € T
telle que T € R, ne suffit pas a caractériser completement le processus. En effet,
cette connaissance ne donne aucune information sur l'évolution du processus
entre deux instants t et ¢ + At. Pour étudier les processus aléatoires, il est donc
important de considérer les probabilités de transition. Si B; et B, sont des parties
de E, on note P([Xi;ar € By]/[X: € By]) la probabilité de transition de B; a B
entre les instants t et t + At. Cette probabilité représente la probabilité d’étre dans
I'ensemble B, a I'instant t + At, sachant que le processus était dans 1’ensemble B,

a l'instant t.[5]

24.1 Généralités

Le processus de Markov est un outil simple pour modéliser une classe particuliere
de systemes a espace d’états discret. L'analyse des processus de Markov est un
préliminaire nécessaire a I'étude des systemes de files d’attente.

Définition 2.4.1 [5]

Le processus (X;)i=0, est un processus de Markov si :

axiome de Markov cpour tous ty < tr <. <ty < tuy1, pour tous xi, ... Xps1 :

P([Xt,., = xp1l/[Xyy = 1] 0N [Xe, = x0]) = P([X4,,, = X l/[Xe, = x0])  (2.4.1)

n+1

-axiome d’homogénéité : pour tous s et t, pour tous x, y € E, P([Xis = yl/[Xs = x])

ne dépend que de t (et non des instants s et t +s).
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2.4.2 Chaines de Markov a temps discret

Définition 2.4.2 [4]
Un processus stochastique {X,,n = 0,1, ...} dont I'espace des états E est fini ou infinie
dénombrable est une chaine de Markov stationnaire (ou homogene par rapport au temps)

Si:

P[Xy1 = len =1, Xy-1, ..., Xo = ip] = P[Xy41 = j|Xn =i] = Pi,js

pour tous les états iy..., i,-1,1, j et pour tout n > 0.

2.4.3 Chaines de Markov a temps continus

Définition 2.4.3 [4]

I=IN

Le Processus aléatoire (X;); > 0 d’espace d’états E = {ej}ien, fini ou dénombrable, est une
chaine de Markov a temps continu, si sont vérifiées les propriétés :

(1) propriété de Markov N(ey, ez, .....,n,enr1) € E"™, Y(ty, ..ty tus1) € R tell que

<t <..<t,<t,,

I)(}Q”+1 = €n+1|th =€u, ey th = 31) = P(th+1 = €n+1|th = en), (242)
(2) homogénéité : Vt,, tp,t € Ry, Ve, e; €E:
P(Xy 4t = €j|Xy, =€) = P(Xpp4r = €j|Xs, = €;), not P (1) (2.4.3)

Les chaines de Markov a temps continu sont supposées étre régulieres : leur
nombre de transitions en temps fini est presque stirement fini, ce qui est le cas si

la chaine récurrente ou finie.

Théoréme 2.4.1
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la matrice de transition P(t) = (P; j(t)); jex vérifie les deux propriétés :

(1)Vt, VZ,] S 1[, Pl‘,]'(t) = 0,

i
QW VieT, Z Pii(t) = 1.
Remarque 2.4.1 le processus de poisson et mouvement brownien sont des exemples de

processus de Markov.

2.5 Processus de Poisson

Le processus de Poisson est un processus de comptage qui modélise la répartition
dans le temps d’événements comme l'arrivée d’appels a centre téléphonique, oc-

currence d’accident dans une ville, panne de machines dans une usine...

2.5.1 Définitions de processus de Poisson

Définition 2.5.1 [17]

Un processus de Poisson N, t > 0 est un processus de comptage d'intensité A, A > 0, s"il
vérifie les propriétés suivantes :

(1)) No =0,

(i) (Ny) est a accroissements indépendant,

(iii) Le nombre d’occurrences dans un intervalle de temps quelconque de longueur t la loi

Poisson dr paramétre At, c’est -a-dire, Vs.t > 0, 0ona:

(=Ap)"
n!

P{Ngst — Ns = n} = exp(—At) (n >0).

Proposition 2.5.1 [5]
Un processus de comptage (Ni)ier, tel que Ny = 0 est un processus de poisson si et
seulement si :

e ¢st stationnaire,
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e est un processus a accroissements indépendants,
o il existe A > 0 tel que, pour tout t > 0, le variable aléatoire N, suivre la loi de Poisson

de parametre At.
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2.6 Mouvement Brownien (M.B)

Historique

Ce passage décrit I’observation initiale du mouvement brownien par le botaniste
écossais Robert Brown en 1827. En observant de minuscules particules en sus-
pension dans un gaz ou un liquide, il a remarqué leur mouvement erratique et
désordonné, qui semblait ne pas suivre de trajectoires reconnaissables. Ce mou-
vement était considéré comme indéterminable par certains physiciens du 19eme
siecle, ce qui empéchait 'application des lois de la mécanique classique et la
mesure de la vitesse.

En 1900, Louis Bachelier, un mathématicien francais, a proposé pour la premiere
fois une approche mathématique du mouvement brownien dans sa théorie de la
spéculation. Il a utilisé ce concept pour simuler la dynamique des cours boursiers.
Cependant, sa méthode est restée largement ignorée jusqu’aux années 1960. En
1905, Albert Einstein, un physicien allemand, a formulé un modéle probabiliste
décrivant le mouvement des particules diffusantes. Il a montré que la loi de posi-
tion d"une particule a un instant donné suivait une densité gaussienne satisfaisant
I’équation de la chaleur, connaissant son état initial.

En 1905, le physicien polonais Marian von Smoluchowski a utilisé des marches
aléatoires pour décrire le mouvement brownien dans ses limites. En 1923, 1’ Amé-
ricain Norbert Wiener a établi la premiere construction mathématique rigoureuse
dumouvement brownien en tant que processus aléatoire, démontrant notamment
la continuité de ses trajectoires. Entre 1930 et 1960, de nombreuses propriétés du
mouvement brownien ont été étudiées, notamment par le Frangais Paul Lévy, qui
a introduit le concept d’équations différentielles stochastiques.

Les recherches menées dans les années 1930 par Leonard Ornstein et George
Eugene, des scientifiques néerlandais, ont examiné la corrélation entre probabilité
et physique a travers I'étude du mouvement brownien et de ses extensions. Ils

ont développé le modéle d’Ornstein-Uhlenbeck, qui caractérise 1'état d’équilibre
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dans un systéeme propulsé par le mouvement brownien. Depuis lors, de nombreux
travaux ont été consacrés aux mouvements browniens, a leurs généralisations et
au calcul stochastique.

Il est important de mentionner Wolfgang Doblin, un mathématicien franco-
allemand dont les travaux pionniers dans le domaine de 'analyse stochastique
ont été menés a la fin des années 1930. Malheureusement, il n’est pas revenu de
la Seconde Guerre mondiale et ses ceuvres, qu’il avait envoyées du front, ont été
oubliées jusqu’en 2000.

Le mouvement brownien présente des trajectoires neérivables en aucun point,
contrairement aux phénomenes déterministes régis par des équations différen-
tielles ou des équations aux dérivées partielles. Cela rend impossible 1'utilisa-
tié’équations différentielles traditionnelles pour aborder le mouvement brownien.

Au lieu de cela, on utilise des équations intégrales et des intégrales stochastiques.

2] .

2.6.1 Mouvement Brownien

On se donne un espace (€2, F, P) et un processus (B;):»o sur cet espace.
Définition 2.6.1 [12]

Le processus (By)i=o est un mouvement Brownien (standard) si :

a P(By = 0) = 1 (le mouvement Brownien est issu de 'origine ).

b Vs < t, B; — B, est une variable réelle de loi gaussienne, centrée de variance (t — s).

cVn,Vt;, 0 < toty... < t,, les variables (B;, — B; ., By, = By,, By,) sont indépendantes.

.
La propriété (b) est la stationnarité des accroissements du mouvement Brownien, la
propriété (c) traduit que le mouvement Brownien est a accroissements indépendants. On
peut aussi écrire (c) sous la forme équivalente suivante :

(c’) Soit s < t. La variable B; — By est indépendante de la tribu du passé avant s, soit
0(By, u < s). Nous ne démontrons pas l'existence du mouvement Brownien (M.B dans
la suite). On pourra consulter I'ouvrage de Karatzas et Shreve (1988). On le construit
sur “l'espace canonique ” QO = C(IR*,R) des fonctions continues de R* dans R par

Bi(w) = w(t) et on munit cet espace d’une mesure (mesure de Wiener) telle que B soit un
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MB.
Définition 2.6.2

Un processus (By)i=o est un mouvement brownien(ou processus Wiener) si :

i) YO <s < t,{B;—Bs} est indépendant de la tribu 0{B,,, u < s}, (on écrit (B;—B;) L B,
(0 < u < s < t), de loi gaussienne centrée de variance (t — s) et de fonction de

covariance : Cov(B;, Bs) = inf(s,t) = s A t,
ii) Les trajectoires de B, c.a.d les applications t — Bi(w), sont toutes continues.

Définition 2.6.3 (Mouvement brownien standard)

Un mouvement brownien est dit standard si :

By =0,
E(Bt) = O,
E(B?) =t.

Dans la suite, lorsqu’on parlera de M.B (mouvement brownien), sans autre préci-

sion, il s’agira d'un M.B. standard, dans ce cas la loi de B, prend la forme

b e /2 gy,
27t

dx étant la mesure de Lebesgue sur IR.

Proposition 2.6.1 Soit B; un M.B alors :
1. —B; est aussi un M.B,
2. Pour tout ¢ > 0, {1B; =} est un M.B,

3. Le processus définit par Y, =0, et Y; = tB;; est un M.B.

2.7 Intégrale stochastique

Le but de l'intégrale stochastique est de donner un sens a des équations de la

forme :
dX B dB;
E - f(t,X) + g(t/X) dt 7
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Par exemple, si f = 0 et g = 1, on devrait retrouver X; = X, + B;, décrivant le
mouvement suramorti d"une particule Brownienne. Le probleme est que, comme
nous l'avons mentionné, les trajectoires du processus de Wiener ne sont pas
différentiables, ni méme a variations bornées. Comme dans le cas des équations
différentielles ordinaires, on interprete une solution de I'équation différentielle

comme une solution de I'équation intégrale :

X; = Xo+ ff(x)ds+ fg(x)dBS.

C’est a la deuxiéme intégrale qu'il s’agit de donner un sens mathématique Si
s — g(X;) était différentiable, on pourrait le faire a I’aide d’une intégration par

parties, mais ce n’est en général pas le cas.

2.8 Equation différentielle stochastique

Les équations différentielles sont des équations d’évolution du type, qui sont
transformées en équations différentielles stochastiques (E.D.S) pour prendre en

compte les phénomenes aléatoires.

x = f(t (1)),

ol l'inconnue est une fonction x(t) qui doit vérifier une équation impliquant sa
dérivée x'(t) et elle méme. Les cas les plus simples sont les équations différentielles
d’ordre 1 comme (seule la dérivée 1 ere est impliquée) avec f(t,x) = a + bx

indépendant de t par rapport a x. Symboliquement, 1’équation se réécrit :
dxi = f(t,x(t))dt.

Cette équation modélise typiquement un systeme physique x(t), ¢ > 0 qui évolue
dans le temps de fagon que x s’accroit, a la date t, selon le taux f(t, x;).

Par exemple, avec f(t,x;) = a(t)x(t), I'équation dx; = a(t)x;dt modélise le cours
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d’un actif financier x; soumis au taux d’intérét variable a(t) ou d"une population

avec un taux de natalité a(t). Il est bien connu que la solution est :

X, = xo e FOB),
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CHAPITRE 3

RELATION ENTRE LES EQUATIONS
DE LA PHYSIQUE ET LES
PROCESSUS DE MARKOV

Des liens importants existent entre probabilités et équations aux dérivéees par-
tielles (E.D.P) via les processus stochastiques. Ceux-ci sont souvent reliés a des
opérateurs différentiels linéaires, ce qui permet d’exprimer les solutions de cer-

taines E.D.P en termes de processus stochastiques.

Formule d’It6

[19] Soit (¢, x) — f(t, x) une fonction réelle C'?, et X un processus d’'Itd, on a :

t / t , t 1 )
ft, X)) = f(0,Xo) + | fi(s5,Xs)ds+ | f.(s,Xs)dXs + | =fru(s, Xs)d(X, X)s. (3.0.1)
[ sy [ e [

Ou
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Chapitre 3 la relation entre les E.D.P et les E.D.S

(dt.dt)y = (dt.dB;) = (dB,.dt) =0,
<dBtdBt> = dt
Exemple 3.0.1

1. On reprend l'intégrale

t
stst
0

1
On choisit X; = B; et f(t,x) = §x2. Alors

1
Yt = f(t/ Bt) = EB%

Alors la formule d’1td

Cof . f . 1Pf
de = Edt + adBt + Eﬁ

1 1
= BtdBt + E(dBt)z = BtdBt + Edt

(dBt)zl

Ainsi

1 1
d@Bb=B¢&+§ﬂ.

En d’autres termes,
t

1 1
EB? = stst + 5t

0

2. Que vaut
t

fsst.

0

Il semble raisonnable que le terme ¢B; devrait apparaitre, posons alors

f(t, x) =tx et Yt = f(t, Bt) = tBt
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Alors par la formule d’Ito,

dYt = Btdt + tdBt + 0,

i.e
d(tB;) = Bidt + tdB;,
Ou t t
tB; = stds + fsst,
0 0
ou t t
fsst = tB; — stds.
0 0

qui apparait comme une intégration par parties.

3.1 Formule de Feynman-Kac

On se donne des fonctions A,S et h et on considere I'équation aux dérivées

partielles suivant [12] :

oV

o 1 e\
ot

A(t,x)o;;—\i] + Esz(t, x)W =0. (3.1.1)

avec la condition finale W(T, x) = h(x).

Nous allons voir que la solution W de cette équation est de la forme :
W(t, x) = E(h(X7)|X: = x).
ol (X;) est solution de 1’équation différentielle stochastique suivante :

dXt = A(t, Xt)dt + S(t, Xt)dBt
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Chapitre 3 la relation entre les E.D.P et les E.D.S

On applique la formule d’It6 pour le processus Y; = W(t, X;) lorsque W est solution

de GI):

oW 10°W
Yy, = _(t/ XpdX; + (t Xpdt + > o2

a\P(t X)(A(t, X:)dt + S(t, X:)dB,) + a\f(t, X,)dt +

== (6 X)d(X),

10*°W

532 —(t, X,)S(t, X,)dt.

En rassemblant les termes en dt et en utilisant le fait que W est solution de I'E.D.P

(3.1.1), on obtient :
A

dYt:W

(tl Xf)S(t/ Xt)dBt

En particulier, (Y;) est une martingale. On en déduit :

W(x, t) = E(P(t, Xy)IX; = x) = E(W(T, X7)IX; = x) = E(h(X7)|X; = x).

3.2 Transformation de Fourier:

Théoréeme 3.2.1 (Produit de convolution :)
Soient A € L'(RN) et S € LF(RN) avec 1 < p < co. Alors, pour presque tout x € RY,

la fonction y — A(x — y)S(y) est intégrable sur RY. On pose

Axs19 = [ A=y

Définition 3.2.1

Soit une fonction F a valeurs dans R (ou C), F intégrable sue R au sens F € L (R) :

+00
L’integrale généralisée f |F(x)|dx est finie i.e convergente.

La transformée de Fourier de F est la fonction ¥ (F) = F définie par :

+00

F(F):v Fv) = fF(xe‘iV")dx. (3.2.1)

—00
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Proposition 3.2.1
On rappelle quelques propriétés essentielles sur les transformées de Fourier.

1. La Linéarité :

siA,S e L'(R)alors Va,f € R:
F(aA + BS) = aF (A) + BF(S).

2. convolution :
Soit A, S € LY(R) alors
i) AxS = AS.
3. Dérivée de la transformée :
si A et A € L'(R) alors
i) A e C'(R).
ii) (A) () = (“2mitA) ).

3.3 Semi-groupes et générateurs

Définition 3.3.1 [3]
Soit E un espace de Banach, une famille & un parametre T(¢),
0 <t < +oo d’opérateurs linéaires bornés de E est un semi-groupe d’opérateurs
linéaires bornés sur E si :
i) T(0) = I (I est’opérateur identité de E).
ii) T(t+s) =T()T(s),Vt,s > 0.
Définition 3.3.2 [3]]

L'opérateur linéaire A défini par :

D(A) = {x €E: }}irgk %existe} ,

et
o Thx—x  d'T(t)x
Av=lim = — =

,x € D(A).
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est appelé générateur infinitésimale du semi-groupe T(t), D(A) est le domaine de
A.

Théoréme 3.3.1

Soit (B;) un M.B alors :

2t
E{|Byl} = - < 0.

Preuve.

Rappelons d’abord que pour tout t > 0, B, ~ N(0, 1) ainsi :

E(B/)} = f el fOo)d,

+00

f e
= X e adx.
E V27t

Ona:

2
x|~ est une fonction pair.

Remarque 3.3.1

Fonction pair :

a a
f g(x)dx =2 f g(x)dx.
—a 0
Donc :
S -2 S —x2
f x| exdx =2 fx e dx.
s 27t 0 27t
Alors :
+00
E(B) =2 f L+
t = X e 2t ,
- V21t
+00
1 2
= f 2xe2 dx,
27t -
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2t
27t
2t

Tt

[_e%roo
0o -

3.4 Lien entre les E.D.P etles E.D.S

La formule de Feynman-Kac, prouve qu’il y’a une connection entre les solutions
des équations différentielles stochastiques et certaines équations aux dérivées
partielles du second ordre linéaire.
Théoréeme 3.4.1

Soient ty € Ry, xg € R,, (B;, t € R) un mouvement Brownien standard et
A,S : R* xR — R deux fonctions conjointement continues en (t, x) et lipschit-

zienne en x. On pose (X}, t € [ty, +o0[) la solution de 'E.D.S
dX; = A(t, Xy)dt + S(t, X;)dBy,
et X, = xo. On suppose de plus qu’il existe une constante K > 0 telle que :
IS(t,x)| > K, VY(tx) e R" xR.

Soit h € C(R) et T > 0, étant données les hypotheses ci dessus sur A et S, il existe

une unique fonction W € C2([0, T] X R) vérifiant :

A Y v 1o g -
= (60 + A0 Z—(L,20) + 58,057 =0 V(t,x) €[0,TIXR, (3.4.1)

W(T, x) = h(x).

Remarque 3.4.1
Si W la solution de 1’'équation (3.4.1), le processus (\W(t, X;),t € [to, T]) est une

martingale.
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En effet, par la formule d’It6 :

t t t
oV oV 1 *v
\Ij(t,x)—\y(tofxo)—‘[W(S,Xs)dS‘Ffﬁ(sfxs)dxs‘FEIW(S,XS)CKX),
0 0

0

t
oV
_ f &5, X)5(6, X.)dB:
0

t t
oW oW 1 (W )
+ fy(s, Xs)dXS + gA(S, XS)dBS + E WS(S’ XS) ,
0

0

(cette quantité est nulle car W satisfait I'équation (3.4.1))

t
oV
= fx(s, X5)S(s, Xs)dBs.
0

Le processus W(t, X;) est donc une martingale.

La nature probabiliste des solutions des E.D.P

Nous supposons b et 0 ne dépendent pas du temps, on note X; une solution de

dXt = b(Xt)dt + O(Xt)dBt.

Définition 3.4.1
Soit f une fonction de classe C* a dérivées bornées. On appelle générateur
infinitésimal du processus X;, 'opérateur différentiel qui a une fonction f de

classe C? associe.

Jf
ox’

ZXt (92
o )£+b(Xt)

Af) =55

Théoreme 3.4.2
Soit W une fonction de classe C? en (t,x) a dérivées bornées sur [0,T] x IR"
vérifiant :

Vx e R", W(T,x) = f(x),
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Chapitre 3 la relation entre les E.D.P et les E.D.S

et
oV
(E +At\Ij - V\Ij)(t, X) =0, V(t,X) S [0, T] x R".

Alors :

- fTr(s,Xs)ds
Y(t,x)€[0,T] x R",W(tx)=E(e * f(X4)).
Cette derniere est 1’écriture probabiliste de la solution de I'E.D.P.

Ainsi pour calculer I'espérance d'une fonction qui s’écrit comme fonction

d’une solution d"une E.D.S, il suffit de résoudre I'E.D.P associée au probléme.

3.5 Représentation probabiliste de la solution para-

bolique

3.5.1 E.D.P dela chaleur:

L’équation de la chaleur est une équation aux dérivées partielles décrivant la
distribution de la chaleur dans le temps. Dans une dimension spatiale, on note

W(t, x) comme la température qui obéit 4 la relation :

oV PV
ot oxr
o1 a est appelé coefficient de diffusion. Les problémes liés aux équations aux déri-

vées partielles sont généralement complétés par des conditions initiales W(0, x) =

Wy(x) et certaines conditions aux limites.

Dans ce travail, on résoudre I'équation de la chaleur, nous utilisons la conven-
tion suivante pour la transformée de Fourier et son inverse.

On se propose de résoudre 1'équation de la Chaleur suivante :

8t\II(t, .X')
W(0, x)

18%‘11(13, x), Vt>0,x€R
2 (3.5.1)

g(x), x€R
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ol g : R — R une fonction continue et bornée.

On définit le noyau de la chaleur par :

Kty — %) = ——eh 0,

1
V2mit
Le noyau de la chaleur est une solution fondamentale (ou fonction de Green) de

1
'opérateur d; — 58’2‘ de I’équation de la chaleur.

On sait que la solution de I'équation (3.5.1) analytiquement est :

W(t, x) = jﬂ;k(t, y—x)f(y)dy. (3.5.2)

i.e.une convolution de g avec le noyau de la chaleur.

On passe en suite la résolution de I'équation (3.5.1)) 4 'aide de la définition de
mouvement brownien (By).
i.e. la représentation probabiliste de la solution de I'équation de la Chaleur.

On montre que sa solution est donnée par :
W(t,x) = EX(9(By)).

Nous appliquons la transformée de Fourier pour confirmer que cette égalité est
vrai :

Pt y) = F(W(t,x)) = \/% L e (¢, x)dx.

Tt

on dérive par rapport a t,

W(t,y) = f e,V (t, x)dx,
R

1 v [1
=—— | [—832(\1’ t,x ]dx.
V21 j]l; 2 ()

En appliquant I'intégrale par partie :

5~
= |
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Posons,
A(x) = E_ixy, A,(X) — _iye—ixy’
—
S'(x) = PW(tx). S(x) = Y x).
Alors,
2\ (t y):1 1 eI W (t x)|+°°+iyfe_ixy&x\lf(t x)dx]
2 \2n - R

Nous avons :

e W(t, x) [T2= 0, car elle est a support compact.
Alors,

RVt y) = v 1 f e 9, W (t, x)dx,
R

2 V271

En appliquant l'intégrale par partie pour la deuxieme fois :

On pose,
Alx) = e Al(x) = —iye™,
-
S'(x) = J,VY(t,x) S(x) = W(tx).
Puis,
. o1 "
IV(ty) = —F.— | e™VW(t x)dx,
2 21 JR
(transformation de Fourier W)
d’ot,

. T
8t\y(t/ ]/) = _?\Il(tl y)

est une équation différentielle ordinaire a coefficients constants.

Alors,
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d . Ve
G Ly =-SY(Ly),

av(t, 2
ty Y

Yy 27
Par intégration,

2
In\P(t, y) = —y?t + ¢, o c est une constante strictement positive.

Nous trouvons,

2
W(t,y) =Ke 7!, K=¢. (1)

Les solutions sont des exponentielles décroissantes dans t.

Le terme constant est la condition initiale, notées par :

W0, y) = 4(y),

on obtient : K = 4(v),

et dong,

D’autre partona:

E(eint) — f eiy”g(p)dp,

, P
= | e e 2t dp,
f V27t P
_PZ

1 f T
= e'e 2t dp,
V27t P

f —v +lyp
27zt
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D’apres l'intégrale de Gauss :

[ee]
5 [T, 2
fe ax?+bx+c gy — —(e2@ +¢), a>0.
a

Donc fe%P2+indp = %3_@.
2t
Alors
E(e'¥®) = 1 f e%}PZHypdpl
V2mt
y2
)

D’aprés (1) et (2) ona :

W(t,y) = EE"™)jy),
f " §(y)Ps,(dz),

R

f e L f e g(x)dx
V2n

R R

En utilisant le changement de variable : x = x + z

= [ f eV g(x + z)dx
R

e f e g(x + z)dxPs,(dz),
R

PBt(dZ),

PBt(dZ)

ﬁ\**
A

Ainsi,

g(x + z)Pg,(dz)dx,

f e

%

ﬁ%
= |
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Ou Pg,(dz) 1a loi de B; donnée par la définition (2.6.3)

que nous résolvons

P, y) = \/LZ_H f e VW (t, x)dx.
R

Telle que :
W(t, x) = fg(x + z)Pg,(dz).
R
On applique la définition

W(t, x) = fg(x+z) \/1_

_Z2
e %dz,
27

(-7

R

1
= () e_th,
ng%ﬁ /

= E(g(B: + x)) = E*(9(By))-

Maintenant, on va vérifier que cette solution est égale a solution analytique-
ment :

En effet :
E*(9(By)) = E(g(B: + x)),
= f g(z + x)Pg,(dz),
R
Ona B; ~ N(0,1)

Alors,
E*(g9(By)) = ]ng(z + x)\/%_ne‘é(dz),
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Chapitre 3 la relation entre les E.D.P et les E.D.S

On supposey =z +x etdy=dz

E((B) = \% f g dy,
R

= f kt, y — x)g(y)dy.

R

D’ou1 le résultat.

Avec en plus un terme de potentiel —v i.e au second membre on a :
1
] = 5832( -0,

On a par la formule de Feyman-Kac que :

[ ftv(Bs)ds]
W(t,x) = E*| g(By)e © .

Généralisation

On commance :
—(t x) = Au(t x)
9t 7 7 7

Tq: u(0,x) = f(x).

d d
1 9* d
E Z airj(x)axiaxj + ; bl(x)a_xZ

i,j=1
La forme de Feyman-Kac donne la relation entre le point de vue analytique et

I"approche probabiliste
ut, x) = E*[f(X0)],
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ou X; est la solution de E.D.S :

t t

X, =x+ f b(X,)ds + f o(X,)dB.

0 0

3.5.2 Un model de transformation tomporelle :

On se propose de résoudre 1'équation suivante :

of(t,y) = ft,r+1)—-ftp), Vt>0,peR 653
f(O,P) = g(p)/ pe R
La solution est :
f(t,p) = EP(f(Ny)). (3.5.4)

En effet,on a:

£ - - 1 —ipy d
it ) = Ff ) = 5= fR e F(t, p)dp.

Tt

n 1 .
fie ) == fR e, f(t, p)p,

27

_ \/Lz_n fRe—ipy[f(t,p +1) = f(t,p)ldp,

-= e+ Dy - = [ s pie,

(transformation de Fourier f)

eV f(t,p + 1)dx — f(t,p),

e (1, p + 1)dp — f(L, ),

I,
[R e WY £t x + 1)dx — f(t, y),
I,
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. _\/12_ f e PV £(t,p + V)dx — f(t, y),
Tt JR

(transformation de Fourier)

af(t,y) =V f(t,y) - f(t,y) = ¥ = Df(ty).

est une équation différentielle ordinaire a coefficients constantes.

Dong,

2,y = @ -~ Df, ),

df(t,y)
fit,y)

Par l'intégration, nous trouvons,

= (¢ - 1)dt,

In f(t,y) = ¥ =1t +c, oitc>0.

fltty) =" Miy),  K=¢. (1)

la condition initiale, données par :

£0,y) = a(y).

D’autre part :

B = [ evpyap,

= Z szPNFp’

p=0

8

[o¢]

— Z zxp —At (/\ t)
et (e™ )\t)f’
; :

50



Chapitre 3 la relation entre les E.D.P et les E.D.S

—At ixAt
= e

7

_ ix
—¢ /\tee At,

— t,:,/\l‘(e'"‘—l) ) (2)

D’aprés (1) et (2) on obtient :

f(t, y) = E[¢™]4(x),

_ f e 5()Py, (dp),
R
. 1 .
_ f dmf L f e g(q + p)dg]Py, (dp),
R R

1 .
=5 e f g(p + q)Pn,(dp)dyg,
R

R

ou pn,(dp) la loi de N, alors :

ft,q) = | g(p +q)Pnd(p),
/

g(g + n)P(N; = q + n),

t n
9(q + n)e‘”’f—(y’i!) ,

D1 101

1l
o

=e E g(q + n)Vo :
n=0

n!
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