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RESUME

L’objectif principale de ce mémoire est de trouver la forme de solution d"une équa-
tion aux différences et un systeme des équations aux différences non linéaires d’ordre

supérieure, ainsi que d’étudier leur comportement asymptotique.
y

Dans le premier chapitre, nous présentons quelques définitions et théoremes liées a
la théorie des équations aux différences. De plus nous présentons également une étude

de la suite des de Balancing ainsi que la suite de Cobalancing.

Une équation aux différences d’ordre supérieure dont la solution est en relation avec

la suite de Balancing généralisée fait 1’objet du deuxieme chapitre.

Dans le dernier chapitre, nous présentons la forme de la solution d'un systeme
d’équations aux différences non linéaires d’ordre supérieure en termes de la suite de

Balancing généralisé.

Mots clés : Systeme d’équations aux différences, suite de Balancing généralisée,

suite de Cobalancing, la forme de solution.
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ABSTRACT

The main objective of this work is to give the solution of a higher-ordre difference

equation and a system of higher ordre non-linear difference equations.

In the first chapter, we presente theory, morever we study of the Balancing sequence

and the Cobalancing sequence.

A higher-ordre difference equation of with solutions associated to a general Balancing

sequance is the sujet of the second chapter.

In the last chapter, we give the forme of the solution of a system of higher order in

termes of a generelazed Balancing sequence.

Key words : System of differnce equations, generalized Balancing sequence, gene-

rale solution.
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INTRODUCTION

L’objectif de ce mémoire est de trouvé la forme de solution d"un systéme d’équations

aux différences non linéaires d’ordres supérieures.

En mathématiques, les équations aux différences jouent un réle importent dans la
compréhension et la modélisation de divers phénomeénes, ou ils expriment 1"évolution
d’une série de valeurs sur des intervalles de temps discrets, ce qui les rend particuliere-
ment pertinentes dans plusieurs domaines comme, I’économie, la biologie, la physique
et 'informatique ...ext, d’autre part, nous trouvons que 1'étude des systemes d’équa-
tions aux différences nous permet d’analyser des processus dynamique de prédire
des états futurs et de découvrir des modeles qui nous aident a prendre des décisions

éclairées.

Le concept des nombres de Balancing a été introduit pour la premiere foi par Behera
et Panda [1] en 1999. En 2005, aprés un petit modification sur les nombres de Balancing,

Behara et Ray [8] défini les nombres de Cobalancing.

1



Introduction

L’étude des nombres de Balancing conduit a la découvrent de nombreux modeles et
relations au sein de suites numériques, grace a luiles mathématiciens peuvent découvrir
des symétries cachées, des propriétés arithmétiques et des connexions complexes entre

différences éléments de la suite.

L’étude des nombres de Balancing est toujours en cours alimentée par les progres
de la recherche mathématiques et des outils informatiques, ou les chercheurs creusent
encore de plus en plus sur les propriétés de ces suite, pour ce qu’elle a des implication

pratiques dans divers domaines des mathématiques et au-dela.

Ce mémoire vise a trouver les solutions d"une équation et d'un systeme d’équations
aux différences non linéaires d’ordres supérieures, et d’étudier le comportement des
points d’équilibres.

Ce mémoire est structuré en trois chapitres :

Dans le premier chapitre, nous donnons quelques préliminaires sur les équations
et les systemes d’équations aux différences, nos présentons dans la deuxieme partie
la forme de Binet de la suite de Balancing et la suite de Cobalancig et quelques leurs

propriétés.

Le travail de troisiéme chapitre est devisé en deux parties, dans la premiere partie,
nos intéressons a donner la forme générale de la solution de I'équation aux différences

non linéaire d’ordre un
1

—6A—xn' n €N,

Xn+1 =

out A € INy, avec la valeur initiale x) € IN — {6A}. Dans la deuxiéme partie, nous nous
intéressons a donner la forme générale de la solution et d’étudier la stabilité des points

d’équilibres de I'équation aux différences d’ordre supérieure suivant :

1

—_— =0,1,2,..,ke N,
6A — Xn—k "

Xn+1 =



Introduction

ou A € INy, avec les valeurs initiales x_g, ..., xo € IN — {6A}. Nos donnons également la

relation entre cette solution et la suite de Balancing généralisée.

Le dernier chapitre est devisé également en deux parties. Dans la premiere partie,
nous donnons la forme générale de la solution du systeme d’équation aux différences

non linéaire d’ordre un suivant :

1 1

Xpy1 = 6A——yn' Yus1 = 6A——xn' nelN,

ou A € INj, avec valeur initiale xp, yp € IN — {6A}. Dans la deuxieme partie, nous
exprimons la solution et nos étudions la stabilité des points d’équilibres du systeme

d’équation aux différences d’ordre supérieur suivant :

1

il = Ty =——, =0,1,2,...,ke N,
Xn+1 6A — Yot Yn1 6A — 1,1 n

ou A € Ny, avec les valeurs initiales x_y, ..., Xo, Y, ..., Yo € IN — {6A} . Nos donnons aussi

la relation entre cette solution et la suite de Balancing généralisée.



CHAPITRE 1

QUELQUES PRELIMINAIRES

Dans ce chapitre, nous allons donner quelques définitions de base sur les équations
aux différences etla suite de Cobalancing. Dans la premiere partie nous nous intéressons
aux équation et systémes d’équations aux différences. Dans la derniere partie nous

présentons quelques définition et propriétés de la suite de Cobalancing.

1.1 Equations aux différences

1.1.1 Equation aux différences linéaires
Définition 1.1.1 Une équation de la forme
Xpk + P1(W)Xnik-1 + ..o + pr(n)x, = g(n), (1.1)

avec, po(n) = 1, p1(n), p2(n)..., g(n) sont des fonctions définies sur IN,,,, s’appelle équation aux

différences linéaire d’ordre k, dés que py(n) # O.

4



Quelques préliminaires

En général on associe k conditions initiales avec I’équation (1.1)

Xng = C1y Xyl = €2, eey Xng+K-1 = Ck, (1.2)

avec ¢;, i = 1,..., k sont des constantes réelles ou complexes.

Définition 1.1.2 L'équation aux différences (1.1) avec g(n) = 0, Vn > ny est dite équation aux

différences linéaire homogene et elle s’écrit comme suit

Xpsk + P1(M) X421 + .o + pr(m)x, = 0. (1.3)

Définition 1.1.3 Une suite (x,),,, est dit solution de I'équation (1.1) avec les conditions

initiales (1.2) si elle satisfait la relation (1.1).

Proposition 1.1.1 [3] La solution générale de I'équation (1.3) avec p;(n), i = 1, ..., k sont des

constants, s’écrit :

Xy = ci,]-nj/\?, Cij € R.

O
— Le parametre s < k désigne le nombre de racines distinctes de I'équation caractéristique
(1.3).
— Le parametre A; désigne une racine de I'équation caractéristique (1.3).
— Le parametre m; désigne la multiplicité de la racine A,.

— Les coefficients c; j sont des constantes qui sont déterminées a partir des conditions initiales.

1.1.2 Equations aux différences non linéaires

Soit I un intervalle de R et soit f : "' — [ est une fonction continue.

5



Quelques préliminaires

Définition 1.1.4 Une équation aux différences d’ordre (k+1)

Xp+1 = f(xn/ X1y eeey xn—k)/ n= O/ 1/ ceey (14)

avec les valeurs initiales xo, x_1, ..., X_x € I, est dite non linéaire s’il n’est pas de la forme (1.1).

Définition 1.1.5 On appelle équation aux différences linéaire associée a I'équation

(1.4) I'équation
Yn+e1 = PoYn + P1Yn-1 + - + PxYn—k,s
avec
of
pl_a_ui(x/x/" /x)/ 1_01 /k/
et

(U1, e, i) = f(Uy, e, Ug).

Définition 1.1.6 Un point X € I}, est dit point d’équilibre pour I'équation (1.6) si

X = f(@).

1.1.3 Stabilité par linéarisation

Théoréme 1.1.1 [3]

1 . Sitoutes les racines du polynome caractéristique de I'équation aux différences linéaire associée
sont dans le disque unité ouvert |A| < 1, alors le point d’équilibre de I'équation (1.4) est

asymptotiquement stable.

2 . Si au moins une racine du polyndme caractéristique de I'équation aux différences linéaire

associée a un module supérieur a un, alors le point d'équilibre de I'équation (1.4) est instable.



Quelques préliminaires

Théoréme 1.1.2 ( Théoreme de Clark)[2]. Une condition suffisante pour la stabilité locale

asymptotiquement de I'équation (1.4) est

lpol+1pil+-+Ipl<l.

Théoréme 1.1.3 ( Théoreme de Rouché)[4]. Soient f(z), g(z) deux fonctions holomorphes dans

une ouvert Q) du plan complexe C, et soit K un compact contenu dans €. Si on a
9(2)l < 1f ()|, Vz € K,

alors le nombre de zéros de f(z) + g(z) dans K est égal au nombre de zéros de f(z) dans K.

1.2 Systémes d’équations aux différences non linéaires

1.2.1 Lalinéarisation

Définition 1.2.1 Soient ) des fonctions continument différentiables
fO I X x [l — [+
oul,i=1,2,---,psont des intervalles réels.

Considérons le systeme de p équations aux différences

1 _ 1) (1) (1) o .2 .. () » P ()

o= fOw, ) x x, 0”xx xPxl),
@ _ 2) (D (1) o .2 .2 (2) » . (2]

x o= fOu), %, X X s X e X X X x ), (L5)
» _ 1 1 o 2 .2 () » . (]

xo= [0, x0Ty L a ),

@ .0 () k+1 5 _ .
oun,k € No, (x7,, X7, /e, X)) €L, 0 =1,2,-+, p.

Définissons la fonction

H:IP X B x xBTS U B x5,

7



Quelques préliminaires

par

H(W) = (fOW), fOW), ..., fO W), fEW), fEW), ..., fEN), ..., fP W), FE W), ..., F(W)),

avec

(Y] (1) @O @ 2 (2) ) (P) (P\T

= (Uy Uy e Uy U U Uy U U W)

(1) (i) ) (1) 0] . _
fo (W) = fOW), f"(W) = uy, ..., f," (W) = k v i=1,2,.,p.
Posons,

(1) (1) (2) (2) (2) (P) (P) (») T
=[x/, nl, ..... X X X s X X X e X ]

Ainsi, le systeme (1.5) est équivalent au systeme

Wy = HW,), n=0,1,..., (1.6)



Quelques préliminaires

c’est a dire

(1 _ 1) (1) (1) o 2 2 (2) ® ../ )
o= O, 0]l ),
D - ,
€y _ 1

Yokl = X k17

(2) _ 2) (1) (1) o 2 2 (2) ® ()
X o= fOu,x],xxxxx) xx),
2 - 2,

2 _ 2

Yokl = X k17

®) _ @ .1 o 2 2 (2) ® ()
xho= 00 x0T X xx),
qup) — x’(f)’

) — »)

Yolke1 = X ke
Définition 1.2.2

1. Un point (x®,x®, ..., x®) € [ x [ x ... x I5*1, est dit point d’équilibre pour le systeme

(1.5) si

Autrement dit (W, @, ...,%) est une solution de (1.5).

2 . Un point W = (x0,x0, .., xD,x® 5@, @, x®),x0), ., x®) e [T x T x ... x [k

est point d’équilibre du systéme (1.6) si



Quelques préliminaires

Remarque 1.2.1 Il est claire que (D, x@ ... xP) € I I x X I’;*l, est dit point

d’équilibre de (1.5) si et seulement siW = (W, W, v, X, x@ x (@), ...,@, ...,W, @, ...,W) €

I X I X XI5, est un point d'équilibre du systeme (1.6).

Définition 1.2.3 On appelle systeme linéaire associée aii systeme (1.6) autour du point d’équi-

libre

W = (x0,x0), .., x0,x@,x@, ., x@, ,x®),x0), ., xP) e [T x [ . x [,

le systeme

Wy =AW,, n=0,1,..,

ou A est le matrice Jacobienne de la fonction H au point d'équilibre W, donner par

B T R (N L
ou  oulh 8ul({l) ou?  ou® auff) (9uf)p ) (9u(1p ) ou?
L I L L L
ou)  oulV oul oul?  oul? ou” 8u(()p " oul 8u,(f )
ou’ o'V ou’ o ou® ou? oul  ou? ou?’
O O R
A= oul’ oul’ 8ul({1) ou?  ou? auf) 8uf)p ) Qu(lp ) 8ul(f )
S ) T (N
o'?u(()l) (9u§1) o'?ul(cl) 8u(()2) (9u§2) 8u§<2) 8qu ) 8u(1p ) 8ug7 )
A ) N ) ) A ) )
ou)  oulV oul) oul?  ou? ou? oul ol 8u,(f )
| oul) oulh 8141({1) u?  ou 9u§{2) 8ug’ ) 8u(1p ) 8u%’]1) g

10



Quelques préliminaires

1.2.2 Stabilité par linéarisation

Théoréme 1.2.1 [5]

1 . Sitout les valeurs propres de la matrice Jacobienne A sont dans le disque unité ouvert |A| < 1,

alors le point d'équilibre W du systeme (1.6) est localement asymptotiquement stable.

2 . Si au mois une valeur propre de la matrice jacobienne A a un module supérieur a 1 alors le

point d'équilibre W du systeme (1.6) est instable.

Définition 1.2.4 Une solution (x,(f))zo__k, i=1,2,.,p du systéme (1.5) est dit éventuellement
périodique de période p € INj si

AN > -k 29 =40, i=1,2,..,p

n+p —

Si N = —k, on dit que la solution est périodique de période p.

1.2.3 La stabilité

Définition 1.2.5 Soit W un point d'équilibre du systeme (1.6) et ||.|| une norme, par exemple

la norme euclidienne.

1 . Le point d’équilibre W est dit stable (ou localement stable) si pour chaque ¢ > 0; il existe

0 > 0 telle que ||Wy — W <6 implique ||W,, — W <6 pour n > 0.

2 . Le point d'équilibre W est dit asymptotiquement stable (ou localement asymptotiquement

stable) s'il existe y > 0 tel que ||Wy — W|| < y implique

W, = WIl = 0,1 = +oo.

11



Quelques préliminaires

3 . Le point d’équilibre W est dit globalement attractif (respectivement globalement attractif de
bassin d’attracteur I'ensemble G C I x J**1), si pour chaque Wy (respectivement pour chaque
W() € G)

W, = W|| = 0,1 — +co.

4 . Le point d’équilibre W est dit globalement asymptotiquement stable (respectivement globa-
lement asymptotiquement stable part rapport a G) si est localement stable, et si pour chaque
W, € G

W, — W|| = 0,11 — +o0.

5 . Le point d'équilibre W est dit instable s'il n’est pas localement stable.

1.3 Les nombres de Cobalancing

Dans cette partie nous donnons quelques définitions et propriétés de la suite de

Balancing (ou la suite d’équilibrage) et la suite de Cobalancing.

1.3.1 Les nombres de Balancing

D’apres Behera et Panda [1], un entier naturel  est appelé nombre de Balancing sil
satisfait

1+2+..+(n-1D)=m+D)+n+2)+...+(n+r). (1.8)

Pour un entier naturel n. IIs appellent n un nombre d’équilibrage et r I'équilibrant
correspondant a n et (n,r) € Z*. Par exemple 6, 35 et 204 sont respectivement des
nombres d’équilibrage avec 2, 14 et 84 équilibrant.

Il est également prouvé dans [1] qu'un entier positif n est un nombre d’équilibrage si

et seulement si 1 est nombre triangulaire, c’est-a-dire que 8n? + 1 est un carré parfait.

12



Quelques préliminaires

balancing numbers

Ficure 1.1 — Le plus petit nombre de Balancing.

Les nombres de Balancing

Ficure 1.2 — La forme générale des nombres de Balancing.

Définition 1.3.1 [1] La suite de Balancing est la suite (B,)nen définie par

Byi» = 6B,41 — By, BO =0, B;=1. (19)

1.3.2 Le terme général de la suite de Balancing

Soit la suite de Balancing

Bn+2 - 6Bn+1 + BTZ = O, BO = O, Bl = 1. (1.10)

13



Quelques préliminaires

-L’équation caractéristique de (1.10) est

A2—61+1=0,

ainsi, les racines caractéristiques sont

A =3+2V2, A,=3-242.

La solution générale de I'équation (1.10) est de la forme
B, = cl/\’f + CQA;. (111)

En utilisant les condition initiales, on obtient :

Donc

V2 V2

B, = ?2(3+2\/§)" - ?(3—2\/5)". (1.12)

Définition 1.3.2 La formule (1.12) est dit la formule de Binet de la suite de Balancing.

Autrement dit :
a — g"
Bn = ﬁ ’
a—-p

neN, (1.13)

aoec

a=3+2V2, B=3-2V2.

1.3.3 Quelques propriétés de la suite de Balancing

Proposition 1.3.1 Soit (B,,),cN la suite de Balancing.

Donc on a les identités suivantes :

14



Quelques préliminaires

i) L'identité de Cassini: Pourn > 0,0ona

B, 1B,1— B2 =-1. (1.14)

ii) L'identité d"Ocagne : Pour n,r € N, on a

By+/Bus1 — Buyrs1 By = B (1-15)

iii) L'identité de Johnson : Pour k,I,m,net r € N tels quek +1=m +n,

ByB; — BBy = Bx_/Bi—+ — BBy (116)

iv) L’identité de Catalan : Pour n et r € IN tels que

B2 - B,.,B,_, = B%. (1.17)

Preuve.
i) L’identité de Cassini: De (1.13)on a:

an—l _ ‘Bn—l an+1 _ 5n+1
Byn=——7—, e Byu=———,
a-p

VYn > 0.
“—f n=

Donc

an—l_ n—1 an+1_ n+1 an+1_ n+1\ 2
BB B = (i) () (e

a-p a—p a—p
— (a _1‘8)2 [z(aﬁ)n —a =1pn+l _ an+1 n—l],
— ; _ n-1 )2
= Gl @ pRl

= —(ap)"t=-1. (car aBp=1)

15



Quelques préliminaires

ii) L’identité d’Ocagne : En utilisons la formule de Binet (1.13)

n+r ﬁn+r ( n+1 ﬁn+1) an+r+1 _ ﬁn+r+1 at — ﬁn
a—p a—p a—p a=p )

Bn+an+1 - Bn+r+1Bn

— (a_lﬁ)z ﬁn+r+1 n +‘Bn n+r+1 n+r n+1 _an+1 n+r].
D’ou
Bn+an+1 - Bn+r+1Bn = (a ﬁ)2 (CV‘B) r+1 + ﬁH—l - Oéyﬁ - IBrO()],
1 oo
= woprr@mh-Fla=pl
Alors
Bn—an+1 - Bi = ﬁ)z (OC _ﬁ )(Oé 5)

_« —/)”

= 0 ‘B ,

= B,.

iii) L’identité de Johnson : Pour k,I,m,netr € Ntelsquek+/=m+nona:

BB — BB, = ﬁ)z [ = B’ = ) = (@" = B")(@" = B")],

1
— (a _ﬁ)2[amﬁn +ﬁman _ Oékﬁl —ﬁkal].
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Quelques préliminaires

D’ou
(a‘B)r —r( mQan m . n
BBy~ BB, = o —pal(@p) " (@"p" + pra’ - ofp' — ga)],
— ; m—r Qn—r m—r n—r _ k—rpl-r _ pk-r_I-r
= ol BT b - )
Alors
BkBl _ BmBn — ﬁ[ak—r(al—r _ ﬁl—r) _ ﬁk—r(al—r _ ‘Bl—r) _ am—r(an—r _ ﬁn—r) + ﬁm—r(an—r _ ﬁn—r)]
— (a _1‘3)2 [(ak—r _ ﬁk—r)(al—r _ ﬁl—r) _ (am—r _ ﬁm—r)(an—r _ ‘Bn—r)]’

= BiBi-+ = Byu—rBu-r-.

iv) L’identité de Catalan.

Soient n,r € IN, on a

le - Bn+an—r

an _ ﬁn 2 an+r _ ﬁn+r an+r _ ﬁn+r
(a—ﬂ)_( a-p )( a—p )

— (a _]‘5)2 [an+r‘8n—r + an—rﬁnﬂ’ _ z(a‘B)Tl],
= (;a_ﬁig)z [ +a™ "B —-2].
Alors
B BBy = D2 g papy]
n n+rPn—r — (a — ﬁ)z ,B s
_ . a’ — ‘Br 2
= (ap) (a——,B) ,
= B.

7
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Quelques préliminaires

1.3.4 Les nombres de Cobalancing

D’apres Behara et Ray [8], un entier naturel n est appelé un nombre de Balancing

s’il satisfait :

14+2+........ +(n-1)=m+1)+m+2)+....... +(n+r), (1.18)

si (n,r) € Z*, alors n est appelle le nombre d’équilibrage, r est appelle le balancer
associé a n, par exemple 6, 35,204 sont des nombres des Balancing dont le balancer sont
respectivement 2, 14, 84, il est également prouvé, I'explication par exemple existe déja.
Apres un petit modification a (1.18), nous appelons entier naturel # un nombre de

Cobalancing si il satisfait :
1+2+........ +n=m+1)+n+2)+.... +(n+r), (1.19)

si le couple (n,7) € Z* est une solution de (1.19), alors n est appelle le nombre de

Coéquilibrage, r est appelle le Cobalancer associé a 1, ce qui définie sous la relation

r—_(2n+1)+ V8n? +8n + 1
= > ,

les trois premiers nombres de Cobalancing sont 2, 14 et 84 avec Cobalancers 1, 6 et 35
respectivement, il est également prouvé.
De ce qui précede concluons que : chaque nombre d’équilibrage est un Cobalancer

associé a 1, et chaque balancer associé a n est un nombre de Coéquilibrage.

Définition 1.3.3 [9] La suit de Cobalancing est la suite (b,),>N défine par

bn+1 = 6b, — bn—l +2, b1 =0, b,=2 (1.20)
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Quelques préliminaires

Ficure 1.3 — La plus petit nombre de Cobalancing.

Les nomberes de Cobalancing

Ficure 1.4 — La forme générale des nombres de Cobalancing.
1.3.5 La formule de Binet de la suite de Cobalancing

Soit
bn+1 = 6bn - bn—l +2, avec bl =0, bz =2.

Nous écrivons a; = 1 + \/f, a=1-— V2 substitution
1
dy=b,+ =,
n n 2
d, vérifie la relation de récurrence suivant

Ay = 6d, —dy_1,
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Quelques préliminaires

la forme général de la solution de d,, est :

d, = A\ + BAZ,

le polyndme caractéristique

A2—61+1=0,

donc les racine

M =3+2V2=43

Ay =3-2V2=43

1 5
nous utilisons les condition initiale d; = 5 etd, = > nous obtenons :
1

A= ——,
a1(Aq — Az)

et

- a(A — Ag)

alors la solution est :

d, = AN +BA!,
2n-1 _ ,2n-1
a; a;

= L2 u=12.
42
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Quelques préliminaires

et

Théoreme 1.3.1 [9] Si b, est le n-eme nombre Cobalancing, alors la forme de Binet est :

2n—1 2n—-1
o - 1
by=—"——2 - n=12,.,

42 2

aovec

(X1=1+\/§, et 0(2:1—\/5.

1.3.6 Quelques propriétés de la suite de Cobalancing

D’apreés la formule de Binet de suite de Cobalancing, nous pouvons dériver d’autre

relations intéressantes entre les nombres de Cobalancing.

Théoréme 1.3.2 [9]

a) Pourn>0,ona:

(bn - 1)2 =1+ bn—lbn+1~

b) Pourn>k>2,0ona:

b, = by + Bxby_41 — Bi—1byt.

¢) Pourn>0,0ona:

b2n = Bnbn+1 - bn(Bn—l - 1)

d) PourneIN,ona:

b2n+1 = (Bn+1 + 1)bn+1 - Bnbn-
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Quelques préliminaires

e) PournelN,ona:

b2n—1 = (Bn + 1)bn - Bn—lbn—l-

f) Pourn,meIN,ona:

bn+m = bm + men+1 - Bm—lbn-

Preuve.

a) Pourn>0,ona:

(bn - 1)2 =1+ bn—lbn+1-
Par récurrence :

la relation est vrai pour n =1

(b — 1) 1+ bobs,

1 = 1.

On supposons que la relation est vrai pour n, c’est-a-dire :

(bn - 1)2 - bn—lbn+1 = 1/

et démontres que c’est vrai pour 7 + 1, c’est-a-dire :

(bn+1 - 1)2 - bnbn+2 =1.

by =172 = b2

n+1

- 2b71+1 + 1.
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Quelques préliminaires

Et

1+0b,b,. 1+ b,(6b,41 — b, +2),

1+6b,b,.1 — bi + 2b,,.

On obtient

(bn+1 - 1)2 - bnbn+2 = b2

n+1

—2b,41 + 1= 6b,b,11 + b2 — by,

(bn - 1)2 - bn+1(6bn - bn+1 + 2)/

(bn - 1)2 - bn+1bn—1/
= 1.

Donc la relation est vrai pour n + 1 aussi, alors le théoréme est vrai.

b) Pourn>k>2,0ona:

b, = by + Bkbp—s1 — Br-1bp—t.

Le prouve de cette relation est basée sur I'induction sur k,
pourk =2,0na

bn = 6bn_1 +2,

d’apres les relation (1.10) et (1.20), la relation est vrai pour n > k = 2

b3 6b2+2,
= 6X2+2,

= 14.
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On suppose que la relation est vrai pour k = 7, tel que n > r > k > 2, c’est-a-dire

bn = br + Brbn—r+l - Br—lbn—r/

et on montre que, c’est vrai pour k = r + 1, c’est-a-dire

bn = br+l + Br+1bn—r - Brbn—r—l-

Ona:

bry1 +Brabyy —Byby_ro1 = by + (6B, — B,1)by— — B(6by—y — by_r1 +2),
= by —2B, + Bby—yi1 — B,1byy,
= b, + B/by—ri1 — Byabys,
= b,

Donc la relation est vrai aussi pour k = r + 1, alors le théoreme est vrai.
La démonstration de ¢), d), e), f), suit a la démonstration de b), ou :
-dans c), on remplace n par 2n, et k par n,

-dans d), on remplace n par 2n + 1, etk parn +1,

-dans e), on remplace n par 2n — 1, et k par n,

-dans f), on remplace n par n + m, et k par m.
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CHAPITRE 2

SOLUTION D'UNE EQUATION AUX
DIFFERENCES NON LINEAIRE EN
TERME DES NOMBRES DE
COBALANCING

Introduction

Dans ce chapitre, on s’intéresse a la forme générale de la solution de 1’équation aux

différences non linéaire d’ordre supérieur

1
6A — xn_k'

n=0,12,..,

Xn+1 =

ou A € IN;, et les conditions initiales x_1, .., xg € R — {6A}, ol1 la solution est donnés en
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La solution d’une équation aux différences non linéaire

fonction des nombres de Cobalancing.
Lemme 2.0.1 Soit la généralisation de la suite de Balancing suivante :

B2 =6AB,1 =B, By=0, B =1 (2.1)
Ot A € Ny, alors la solution de I'équation (2.1) s’écrit sous la forme

_an_ﬁn

Bi= g 22)

avec a = 3A + V9A?2 —1,et p = 3A — VI9AZ - 1.

Preuve.

Le polyndme caractéristique de 'équation (2.1) est :
A2 —6AA+1=0.
Ainsi les racines caractéristiques sont :
a=3A+ m,

B=3A- V9A? 1.

La solution générale de I'équation (2.1) s’écrit :
B, =caa" +cp".

En utilisant les conditions initiales, on obtient :




La solution d’une équation aux différences non linéaire

Alors
a — ‘Bn

I

Corollaire 2.0.1 Soit (B),n la suite de Balancing généralisée. Alors

. 82n+1 . BZn+2

i = lim =q,
n—+co By, n—+eo Boiq

. B ) B,

lim === = lim = B,

n—+oo By, n—+co Boiq

aveca = 3A + V9A?2 -1, B =3A- VIA2-1.

Preuve. De (2.2), on a

2n+1 2n+1
. B a - B
lim =

n—+co By, - a?h _ﬁZn !

a2n+1 (1 B (E)2n+1)
o

Il
g

2n+1 2n
[Car lim (E) =0, Iim (E) = 0.]
n—+oo \ (¥ n—+oo \ (¥

n—+oo By, a2n _5211 ’
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La solution d’une équation aux différences non linéaire

2n-1 2n
[Car lim (E) =0, Iim (E) = 0.]
n—+oo \ (¥ n—+oo \ (¥

BZ ) a2n+2 _ ﬁ2n+2
n+

a2+l ﬁ2n+1 4

a2n+2 (1 B (E)ZIHZ)
lim u 2n+1
e a2n+1 [1 — (E) )
o

= Q.

lim
n—+00 By

7

2n+2 2n+1
[Car lim (E) =0, Iim (E) = O.]
n—+oo \ (¥ n—+oo \ (¥

2n 2n
lim B _ &P
- a2+l — l32n+1’

n—+oo By, 4q
2n
({4
o
lim

N—+00 2n+1\’
v 0{2”+1 1 - E
o

:ﬁ,

2n 2n+1
[Car lim (E) =0, Iim (E) = 0.] [
n—+oo \ ¥ n—+oo \ (¥

_ 1
6A — x,

S|+

2.1 L'équation x,+1 =

Dans cette section on donne la forme de la solution de 1’équation aux différences

d’ordre un suivant
1

]l = —————, =0,1,2,.., 2.3
Xn+1 6A —x, n (2.3)

ou A € INy, et la condition initiale x5 € R — {6A}.
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La solution d’une équation aux différences non linéaire

2.1.1 La forme de solution

Pour trouver la forme de la solution de I'équation (2.3) nous avons besoin du lemme

suivant.

Lemme 2.1.1 On considere I'équation aux différences linéaire

Zyso —6AZ,1+2,=0, mnelN,

(2.4)

ot A € INy, avec les valeurs initiales zy et zy € R. Alors toutes les solutions de I'équation (2.4)

écrits sous la forme

Zy = —Z()Bn_l + 218,1.

Preuve. L'équation caractéristique de 1’'équation (2.4) est donnée par
P*—6Ap+1=0,

qui a deux racines réels a = 3A + V9A2 -1, et =3A - VA2 - 1.

Donc la solution générale de (2.4) et donnée par
Zy = Cl(Xn + Czﬁn.
Pour trouver c; et ¢;, on utilises les conditions initiales z, et z;, c’est-a-dire
aa+c = 2o,
aa+cof = zi.
On va écrire le systeme sous la forme matricielle,

11 C1 20

CE[)) Cy Z1

29
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La solution d’une équation aux différences non linéaire

En utilisant la méthode de Cramer on obtient,

Zoﬁ—Zl
aO=—F—"—",
-
Z1 — Zp
Cr =
-

On remplace c; et ¢c; dans (2.7) on obtient :

an—l _ pn—1 a* — g"
Zn = Zp ﬁ + z; ﬁ .
—(@—p) a-p
Alors
Zy = —Z()Bn_l + Zlgn.
|

Pour trouver la forme des solutions de 1’équation (2.3), on considere le changement de

variable suivant :

Zn
Xn = ’
Zn+1
alors
Zn+1 — 1
Zn+2 6A — Zn_
Zn+1
_ Zn+1
6AZy1 — 2y
Donc I’équation (2.3) devient
Zpso = 6AZ,11 — Zp. (2.8)

L’équation (2.8) est sous la forme de 1’équation (2.4), alors d’apres le Lemme (2.1.1) sa

solution est sous la forme (2.5), c’est -a-dire,

Zn = _ZOBn—l + Zlgn/
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La solution d’une équation aux différences non linéaire

tel que B, est le n-eme nombre de Balancing généralisé, et zj, z; sont des nombres réels.

Alors

Zn

Xy = ’
Zn+1
—208,1 + 218,
7
_ZOBn + Z1~Bn+1
20

—(—)Bn_1 + B,

4

avec

donc
_XOBn—l + Bn

Xy = .
_XOBn + Bn+1

(2.9)

Donc tout ce qui précede, le théoréme suivant est vrai.

Théoréme 2.1.1 Soit (x,),s, une solution bien définie de I'équation aux différences (2.3).

Alors pour n € N,

_xOBn—l + Bn
Xp = ———, 2.10
_xOBn + Bn+1 ( )
oit (B),s est la suite de Balancing généralisée.
Corollaire 2.1.1 Les solutions de I'équation aux différences (2.3) écrit sous la forme
—X0Bon-1 + Bon
Xoy = ’
—X0Bon + Bon+1
nx1.
—X0Bon + Bon+1 (2.11)
Xon+1 = .
—X0Bon+1 + Bans2
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La solution d’une équation aux différences non linéaire

Awvec les valeurs initiales xy € R — 1By, et By est I'ensemble défini par

+00

B, = U{ Xo € R; —x0Boy + Bons1 =0, et —x0Bons1 + Boysn =0 }

n=1

1

2.2 L'égquationx,,1 = ————
q n+1 6A — X1

Dans cette section on donne la forme de solution de 1’équation aux différences

d’ordre supérieur suivant

1
Yo = ————  1n=0,1,2,..,
T 6A - (2.12)

ot A € Ny, et les conditions initiales x_i, - -+, xg € R — {6A} .

2.2.1 Analyse de la forme de I’équation (2.12)

Nous analysons la relation de récurrence de 1'équation (2.12), nous écrivons sous

certains termes

1 N 1
- - Mm+l =
H 6A 7 x| et 6A — xl(k+1)m—k
X, = ——— X+yme2 = p
? 6A 1 X1-k (e 6A — x(§+1)m—k+l
X3 = —, Xk+lym+s = p
6A —x2t = ebme 6A — X(k+1ym—k+2
X L L e N
k= x = — n )
6A E X_1 (k+1)ym+k 6A — xl(k+1)m—1 0
Xk+1 . X P EEE—
6A — Xo (k+1)m+(k+1) 6A — Xt 1y
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La solution d’une équation aux différences non linéaire

De méme maniére, il est montré que tout les termes de la suite (x,),>1, écrits sous la

forme
1

X(k+1)(n+1)—j = m,
n-j

telle que x_; est le condition initiale et j € {0,1,--- ,k}.

2.2.2 Forme de la solution

Soit le changement de variable :
quj) = X(k+1)n—j-
Alors 1’équation (2.12) devient

‘ 1
=L aen
6A — x,!
Proposition 2.2.1 La solution de I'équation aux différences (2.12) est donné par

—x_iBop1+ Bay
4
_x—jBZn + Bons1

X2(k+1)n—j =

n>1.
—x_iBoy + Bous1
—x_Bons1 + Bousz

X2(k+1)n+(k+1)—j =

Avec les valeurs initiales x; € R — By, et By est I'ensemble défini par

+00

IBl = U{ x_] [S R; x_]‘an + ‘821’[+1 = 0, et _x—j82n+l + 82n+2 — 0 }’

n=1

33
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La solution d’une équation aux différences non linéaire

Preuve. On a I'équation (2.12) s’écrit sous la forme (2.15), par conséquent et d’apres la

Corollaire(2.1.1), la solution de I'équation (2.15) est

x(]') . _xé])BZrz—l + BZn

2n (j) 4
_xO] BZn + BZn+1

—xg)an + B

) )
—x0] Boni1 + Bousz

()

Xops1 =

En substituant (2.14) dans (2.17), on obtient

—x_iBou-1 + Boy
4
—x_iBon + Bonia

Xk+1)2n)—j =

—x_iBon + Bon
—X_iBous1 + Bonsz

X(k+1)2n+1)—j =

Alors la solution de 'équation (2.12) est

—x_iBou-1 + Boy
4
—x_ By + Bous

X2(k+1)n—j =

—x_iBon + Bons1

n>1,j€{0,1,..

X2(k+1)n+(k+1)—j =

—x-jBo1 + Bous2

.k} (2.17)

n>1,j€{0,1,... k.

n>1,j€{0,1,...,k}.

Corollaire 2.2.1 La solution de I'équation aux différences (2.12) pour A = 1 est donnée en

terme des nombres de Cobalancing, c’est-a-dire :

1
boys1 + —)

e

2

X2(k+1)n—j =

2

1 1\
—X-j (b2n+1 + E) + (b2n+2 + —)

1 1
—X-j (b2n+1 + —) + (b2n+2 + —)

2
(2.18)

2

X2(k+ 1)+ (k+1)—j =

2
34

1 1Y\
—X-j (b2n+2 + —) + (b2n+3 + —)
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La solution d’une équation aux différences non linéaire

Avec les valeurs initiales x; € R — 1By, et By est 'ensemble défini par

+00

1 1 1 1
B, = nL:J1{ x_j€R;—x_; (b2n+l + E) + (b2n+2 + 5) =0, et —x_j (b2n+2 + E) + (b2n+3 + E) =0 },
etje{0,1,...,k}.
2.3 Stabilité globale de la solution de (2.12)
Lemme 2.3.1 L'équation (2.12) admet deux points d’équilibres réels :
X1 =3A + V9A2—1, J_CQI?)A— V9A2—1, AENl.
Preuve. Considérant la fonction
f: M - R,
1
x = f(x)= e
Soit ¥ un point d’équilibre, donc
f®) =1,
L = x
6A-x 7
¥6A-%) = 1,
—¥ +6Ax—1=0, (2.19)

I'équation (2.19) admet deux solutions réelles dans I, données par :
X1 =3A+ V9A2 -1, (2.20)

% =3A- V9AZ -1, (2.21)

La stabilité locale du point d’équilibre (2.21) de 'équation (2.12) est donner par le
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La solution d’une équation aux différences non linéaire

théoréme suivant.

Théoréme 2.3.1 Le point d'équilibre %, est localement asymptotiquement stable.

Preuve. L'équation linéaire associée al’équation (2.12) du point d’équilibre ¥, est donnée

par:

Yn+1 = PrYn—ks
avec

IS S
Pe= ) = A "2 " 6A—x,

Alors

“(622%)

Yny1 = 6A — 1 Yn—k
On a
Ipil = ‘6Axi 5 = ;—j <1. (car x> %)

D’apres le Théoréme de Clark, ¥, est localement asymptotiquement stable. m
L’instabilité locale du point d’équilibre (2.20) de 1’équation (2.12) est donner par le

théoréme suivant.

Théoréme 2.3.2 Le point d'équilibre X, est instable.

Preuve. L'équation linéaire associée al’équation (2.12) du point d’équilibre ¥; est donnée

par:
Yny1 = Qk]/n—kr

avec
P 2
Q=f M= Ay~ 6a-m

Alors



La solution d’une équation aux différences non linéaire

Son polynome caractéristique est donné par :

1
A:(6Axix1)k+1
Ona 1 1
A] = (6Afi9‘c1)m = (%)m > 1. (car X > X)

D’apres le Théoréme (1.1.1), %; est instable. m

Théoreme 2.3.3 Le point d'équilibre %, est globalement asymptotiquement stable.

Preuve. Soit (x,),s, une solution de I'équation (2.12). D’apres le Théoreme (2.3.1), il

suffit de prouver que ¥, est globalement attractif, c’est-a-dire

lim xn(k+1)—j = X».

n—+oo
De (2.16) on a
lim fim et B
im o= m
Lam 2n(k+1)—j H—+00 —XjBQn + Bopa ’
BZ -1
—x_ (—") +1
) BZn
= lim :
n—+00 BZVH’]
_x_j + | —
BZn
Comme,
. an—l 1 . BZn+1
lim ~ li B
oo an o n—+00 an
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On obtient que

1
—X_j (—) +1
im xpupe1)-j = —
n—+0co / —X_j +a
—X_]' +
— o
—x_j+a’
1
=
o
= ﬁ =X

Et
1. 1 —x_]'an + Z;211+1
im x -j = 1m
oo 2n(k+1)+(k+1) ] n—+00 _x—jBZVH'l + 82n+2’
B
Y. (—B 21 ) +1
_ 11m 2n+1
n—+oo BZ)’!+2
xX-j+
82n+1
Comme
. BZn 1 B2n+2
lim - 1 -
n—otoo boyi1 Q& n—+oo By
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La solution d’une équation aux différences non linéaire

On a
1
—x_]- (—) +1
. a
hm X . =
e 2n(k+1)+(k+1)—j —x_]- T a ’
—X_]' + o
— 84
—x_j+a’
1
= -
o
= ﬁ = fz.
Alors

lim xn(k+1)—j = Xs.
n—+oo

Donc 1, est globalement attractif et par conséquentx; est globalement asymp-

totiquement stable. =
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CHAPITRE 3

SOLUTION D'UN SYSTEME
D’EQUATIONS AUX DIFFERENCES
NON LINEAIRE D’ORDRE
SUPERIEURS EN TERME DES
NOMBRES DE COBALANCING

3.1 Introduction

Dans ce chapitre, on s’intéresse la forme de la solution du systeme d’équations aux

différences non linéaires d’ordre supérieur suivant :

_ 1 B 1
+ _6A—yn_k, n+l —



La solution d’un systéme d’équations aux différence non linéaire

ou A € IN; avec les valeurs initiales x_, ..., Xo, Y, ..., Yo € R = {6A}, ou la solution est

donnée en fonctions des nombres de Cobalancing.

1 1

3.2 Lasolutiond te = —, = —
a solution du systeme x,,.1 A — v Yn+1 64— x.

Pour trouver la solution du systéeme

1
Xn+1 = 6A——yn' Yn+1 = oA _xn,

n=0,1,2,.. 3.1)

nous rappelons que B, est le n-éme nombre de Balancing généralisé, qui vérifie la

relation de récurrence

B =6AB,1— B, By=0, B =1
Pour trouver la solution du systeme (3.1), nous besoin de deux lemmes suivants.
Lemme 3.2.1 On considere I'équation aux différences linéaire

Tpo +6AT, 1+ T, =0, nelNy, (3.2)

oit A € INy, et les valeurs initiales Ty, T1 € R. Alors touts les solutions de I'équation (3.2)
écrites sous la forme

Ty = (-1)" (ToBy-1 + T1By). (3-3)
Preuve. L'équation caractéristique de 1'équation (3.2) est donnée par :
p*+6Ap+1=0,
qui a deux racines réels p1, p2

p1=-p, p2=-a,
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La solution d’un systéme d’équations aux différence non linéaire

tel que a, et B sont les racine de 1’équation (2.6). Donc la solution générale de (3.2) est
donnée par

T, = cip| + c2py. (3.4)

Pour trouver c; et ¢y, on utilise les conditions initiales T et T;, c’est-a-dire

C1+Cy = To,

T.

C1P1 + C202

On va écrire le systeme sous la forme matricielle,

o)

En utilisant la méthode de Cramer on obtient,

Topz -Th
a=———""
P2—pP1
T — To,Dl
= —.
P2—pP1

On remplace c; et c; dans (3.4) on obtient :

(=p)"! = ()" R Sl 2

L=b=— "I Co-p

Alors
Ty = (-1)"" N (ToBy-1 + T18By).
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La solution d’un systéme d’équations aux différence non linéaire

Lemme 3.2.2 On consideére le systeme d’équations aux différences linéaire suivant :

Upsp = 6AV,1 — Uy, (35)
Unpo = 6AU 1 — Uy,

avec les valeurs initiales g, u1, vy, v1 € R. Alors toutes les solutions de ce systéme sont écrites
sous la forme

Uy = —UpBon—1 + 1By,

Uops1 = =00 Bon + U1 Bon+1,

(3.6)
Uy = =09 Bon-1 + u1Boy,
Uons1 = —UpBoy + 01 Bon41.
Preuve. Du systeme (3.5), pour n € IN, on a
Uyl + Oy = 6A(un + Un) - (un—l + Z)n—l)/ (37)
Up+1l — Opy1 = 6A(Un - un) - (un—l - Z711—1)-
On pose
R, =u, +v,,
(3.8)

S, =u, —v,.

On remplace (3.8) dans (3.7), on obtient les deux équations aux différences linéaires
suivantes :

Rus1 = 6AR, — Ry, (3.9)

Sn+1 = —6A.Sn - Sn—l- (310)

-L’équation (3.9) est sous la forme de 1’équation (2.8), donc d’apres le Lemme (2.1.1) sa
solution est sous la forme

Rn = _ROBn—l + RLBn/

tel que B, est le n-eme nombre de Balancing généralisé, et Ry, R; sont des nombres

réels.
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La solution d’un systéme d’équations aux différence non linéaire

-L’équation (3.10) est sous la forme de I'équation (3.2), donc d’apres le Lemme (3.2.1)

sa solution est sous la forme (3.3). C’est -a-dire
Sy = (=1)""(SoBy-1 + 518By), (3.11)

tel que B, est le n-eme nombre de Balancing généralisé et Sy, S sont des nombres réels.
De (3.8), on a

Uy = 1(12” +S,),
2 (3.12)

n— 3 Rn - 9n)-.
0= 3Ry = 5)
Donc la solution du systéme (3.12) est donnée par :
1
Uzn = 5(=RoB2u-1 + RiB2u = SoBou-1 = 518m),

1
Uopt1 = E(—Rogzn + R1Bops1 + SoBon + S1Bo441),
1
Uy = E(_ROBZH—l + R1Boy + SoBon-1 + 518B0n),

1
Oons1 = E(_ROBZH + R1BZf1+l - SOBZn - SlBZn+l)'

Alors
Upy = —UoBon—1 + 1B,
Upps1 = —00Boy + U1 Bop41,
(3.13)
Uy = =09 Bop-1 + U1 Boy,
Vons1 = —UBoy + 01Bon41.
]

Pour trouver la forme de la solution du systéme (3.1), on considere les changements

des variables suivants

Zn
xn - 7
Wp+1
Wy
Yn = .
Zn+1
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La solution d’un systéme d’équations aux différence non linéaire

Alors

6AZye1 =y’ (3.14)

Donc le systéme (3.1) devient

Wpeo = 6AZ,01 — Wy,
+2 +1 (3.15)
Zns2 = 6AWp1 — Zy.

Le systeme (3.15) est sous la forme de systéme (3.5), donc d’apres le Lemme (3.2.2) sa

solution est sous la forme (3.6). C’est -a-dire

Won = =W Bon-1 + 21Bon,

Won+1 = —20Bon + W1 Bop1, (3.16)
Zon = =20 Bon-1 + W1 Boy,

Zon+1 = —WoBoy + 21Bons1,

tel que les valeurs initiales wy, w1, zo, z1 € R.

Ona
Zn
xn - 7
Wh+1
Wy
Yn = ’
Zn+1
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La solution d’un systéme d’équations aux différence non linéaire

alors

Zon
Xop =

7
Wan+1
—20Bon-1 + W1 B,

7
—20Bon + W1 Bons1

—wq ((Z—O) Bon-1 + an)
w1

—wq ((E)an + an+1)
w1

_xOBZn—l + BZn
—x0B2n + Bont1

Donc

_ Zonwl
Xop+1 = —w ’
2n+2

~wWo By + 21Bon+1
7
~woBon+1 + 21Bons2

—Z1 ((@)Bm + 82n+1)
21

w 7
—Z ((Z—O) Bons1 + an+2)

1
~1Y0Bon + Bons1

—1Y0Bon+1 + Bonsz '
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La solution d’un systéme d’équations aux différence non linéaire

Et

Woy

y2n = ’
2on+1
~woBon-1 + 21 B

—woBon + 21Bons1’
wo

—Z7 ((—) Bon-1 + 32;1)
21

—Z ((@) By + Bz;«u)
21

~1YoBon-1 + Bo
~10Bon + Bons1 '

Donc

Worn+1

Yo+l = ’
Zon+2

—20Bon + W1 Bon41
V4
—20Bon+1 + W1 Bous2

—wn ((Z—O) By, + an+1)
[4%!

Z 7
—wn ((—O) Bons1 + an+2)
w

1
—X0Bon + Bons1

—X0Bon+1 + Bons2

Avec

20 Wy
Xg = — 0= —.
w,’ 4 21

Alors d’apres tout ce qui précede la théoréme suivant est vrai.
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La solution d’un systéme d’équations aux différence non linéaire

Théoréme 3.2.1 Soit (x,, Yn),, une solution bien définie du systeme (3.1). Alors pour n € N

v = —x0B2u-1 + By
2n — ’
_xOBén + Bopii
N _ ~Yobou + Dona
2n+l1 — 7
—1Y0Bons1 + Bonso
y ~10Bon-1 + Boy
2n = 7
—10Bon + Bonsa
y _ =x0Bow + Bonia
2n+1 — 7
—X0Bon+1 + Bonsa

ou B, est le n-eme nombre de Balancing généralisée.

1 1

3.3 Lasolutiondusystemex,.1 = ————, Yp+1 = 57— ——
asolution dusysteme X, ;1 6A — Yok Yn+1 6A — Xk

Dans cette partie, on donne la solution du systéme d’équation aux différences

d’ordre supérieur suivant

1 1

—, Ypp1 = ——————, =0,1,2.., 3.17
6A — Y-k Yni1 6A — Xn—k " ( )

Xnt+1 =

ou A € Ny, et les conditions initiales x_y, ..., Xo, Y-, ..., Yo € R — {6A}.

3.3.1 Analyse de la forme du systéme (3.17)

Nous analysons la relation de récurrence du systéme (3.17), nous écrivons

1 1
Xy = —, x = —
1 ) ; e (k+1)m+1 A yl(k+1)m_k
X2 = ———— Xtz = ,
? 6A S Yi-k (e 6A — y(§+1)m—k+1
X3 = ——, Xk = :
: 6A -1k = (D3 6A — Y(k+1)m—k+2
1 1
X = —, X (s 1 = —— neN
k 6A E v (k+1)ym+K 6A — ]/1(k+1)m—1 0
X = . -
k+1 6A — o X (k+1)m+(k+1) 6A — Yiertm
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La solution d’un systéme d’équations aux différence non linéaire

Et
N Yk+yme1 = ;,
h 6A —x_; 6A — xl(k+1)m—k
1
= —— k+1)m = 7
Y2 6A — x1-¢” Selims2 6A — x(i+1)m—k+1
Y3 = 6A —x0r ot o Yesymes = 6A — x(k+1)m_k+2,
N _ 1 cN
Ye = 6A —x_, Y(e+1)m+K GA = xl(k+l)m—1, n 0
Y1 = ———. . -
’ 6A — xg Yler1ym+ (k1) 64— X

De la méme maniere, il est montré que tout les termes des les suites (x,),59 €t (Yu),50 -
n € IN écrite sous la forme

1

X+D)n+)-j = 70— s

Yr)mnv1)-j = 6A — 2o X 1
n=j

telle que x_; et y_; sont des conditions initiales et j € {0, 1, ..., k} .

3.3.2 Forme de la solution

Pour trouver la forme de la solution nous appliquons 1’analyse précédente.
Soit le changement de variable

o _
xn] = Y+ 1)n—js (3.19)

y,(f) = X(k+1)n—j-

Alors
o ,
1l = YD) n+1)-js

j€1{0,1,..., k}.

0 _
Yii1 = Xler)(n+1)-j-
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La solution d’un systéme d’équations aux différence non linéaire

Donc la solution (3.18) la méme du systéme

O
n+l 6A — yg)
n € IN.
W __ 1
Y= —.
A =AY

Proposition 3.3.1 La solution de systéme (3.17) écrit sous la forme :

—x_iBru-1 + Boy
7
—x_iBoy + Bous1

X2(k+1)n—j =

_]/—jBZn + Bopt1
7
—y_szn+1 + B2

X2(k+1)n+(k+1)—j =

_y—jBZn—l + Boy
_y—jB2n + 82n+1 ’

Vogk+1yn-j =

—x_ ;B + Bous
7
—x_iBons1 + Bousz

Yo+ yn+(k+1)-j =

avec les valeurs initiales x;, y; € R — By, et By est I'ensemble définie par

+00

B1=U{xoelR; c? =0, DY =0, EV =0, P§[>:o},

n=1

aovec

cY = —x_iBoy + Bons1,
Df{) = _]/—jBZnH + Bonsa,
E) = -y B +8
n ]/—] 2n t Dons,
F) = -x B + B
n = —X-jDons1 + Dons2,
etj€{0,1,...,k}.
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La solution d’un systéme d’équations aux différence non linéaire

Preuve. On a le systeme (3.17) écrite sous la forme (3.20), donc d’apres la Théoreme

(3.2.1) la solution du systéme (3.17) est donnée par :

x(]') _ _x(()])BZn—l + BZn
2n i ’
_xé])Z;Zn + 82n+1
() _]/(()])8211 + BZnH
Y1 = T () ’
—Y Bou+1 + Bons2 (3.22)
y(]') _ _]/E)])BZn—l + 8271
2n ~ i /
_y(()])BZn + BZnH
() —X(()])an + BZnH
Yo = 7 :
—xf{)Bzm + Bonsz

On remplace I'équation (3.19) dans (3.22), on obtient

—x_iBop1+ Bay
7
—x_ B + Bous

X(k+1)@2n)-j =

_y—jBZn + Bopt1
_}/—jBZnH + Bopsd”
n>1,j€{0,1,...,k}.

X(k+1)2n+1)—j =

_]/—jBZn—l + By,
—y_szn + Bons1’

Y+ 2n)-j =

—x_iBoy + Bous1
—x_Bous1 + Bousz

Ye+1ent1)-j =
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La solution d’un systéme d’équations aux différence non linéaire

Alors la solution du systéme (3.17) est donnée par

_x—jBZn—l + B,

n

Xo(k+1)n-j =
/ _x—jBZn + 82n+

s
1

—y-szn + Bopsi

X2(k+1)n+(k+1)—j =

7
Y- j82n+1 + B2

n>1.

Y- jBZH—l + Boy

Wog+1yn-j =

_]/—jBZn + Bops1’

—x_iBon + Bon1

Yok yn+(k+1)-j =

—x_iBons1 + Bousz

Corollaire 3.3.1 La solution du systeme (3.17) pour A = 1 est donné en fonction des nombres

de Cobalancing suivant :

1 1
—X-j (bZn + E) + (b2n+1 + E)

X2(k+1)n—j =

2

1
i (b + 3) 4

1 1\
—X-j (b2n+1 + —) + (b2n+2 + —)

2

1
bonsa + E)

X2(k+1)n+(k+1)—j =

1
e )|

1 V4
bonss + E)

n>0.

1 1
i b+ 5) + b+ 5

Wog+1yn-j =
& ( 2

1
—Xj (b2n+1 + E) + (

1 1\
bans1 + —) + (b2n+2 + —)

2

1
bonsa + E)

Yo+ )n+(k+1)-j =

1
—X-j (b2n+2 + E) + (
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La solution d’un systéme d’équations aux différence non linéaire

avec les valeurs initiales x;, y; € R — By, et By est I'ensemble défini par

+00
B, = U{ weR; ¢)=0, DY=0, E)'=0, F)=0 }
n=1
avec
1 1
cy = —X_; (b2n+l + E) + (b2n+2 + E)'
1 1
DY = -y (b2n+2 + 5) + (b2n+3 + E)'
‘ 1 1
E) = —Y-j (b2n+1 + E) + (b2n+2 + E)'
; 1 1
F) = —X_j (b2n+2 + E) + (b2n+3 + E)'

etj€(0,1,...,k.

3.3.3 Stabilité globale des solutions du systeme (3.17)

Dans cette section, nous étudions la stabilité asymptotique globale de la solution

réel du systeme (3.17). Soit I et | € R et on considere les fonctions
f: Ik+1 X ]k+1 — ]

g: Ik+1 X ]k+1 N ]’

ou I et ] sont des intervalles réels. Considérons le systéme d’équations aux différences
définies par
1

64 = Ynt (3.24)
6A — xn_k'

Xn+1 = f(xn/ Xn=17 +oor Xn—kr Y1r Yn-1, s yn—k) =

Y1 = G(Xn, X1, -os Xneks Yy Yn=1, -r Yn—k) =

oun,k €N, (X_x, X—gs1, -, X0) € ' et (Y_r, Y-ks1, -, Yo) € JL.
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La solution d’un systéme d’équations aux différence non linéaire

Lemme 3.3.1 Le systéme (3.24) admet deux points équilibres réels donne par :
M=®7) =GBA+ V9AZ— 1,34+ V9AZ—1), AeNj,

M = (X, y) = BA - V9A2 —1,3A — V9A2 —1).

Preuve. Soit (x, ) un point d’équilibre donc :

1
X = —, 3.25
=T (3.25)
_ 1
= , 3.26
Y= eA—x (3:26)
on obtient
6Ax —xy—-1=0, (3.27)
6Ay —xy—-1=0. (3.28)
Et avec la soustraction de (3.25) et (3.26) on obtient :
xX=y. (3.29)

On remplace (3.29) dans (3.26) on obtient :
7 +6A7—1=0,

alors

T=3A+V9A2—1, ¥ =3A- \oA2—1.

Donc les point d’équilibres sont

M= (x,7) = BA+ V9A2 —1,3A + V9A2 - 1),
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La solution d’un systéme d’équations aux différence non linéaire

= (¥, y) = BA - V9AZ—1,3A — VOA2 - 1).

m
La stabilité locale du point d’équilibre M’ = (X, ') = (3A — V9A2 —1,3A — V9A2 - 1)

est décrite dans le théoréme suivant.

Théoréme 3.3.1 Le point d’équilibre M’ est localement asymptotiquement stable.

Preuve. Définissons la fonction

H: Ik+1 % ]k+1 — Ik+1 % ]k+1,

par
= (fow), fi(w), ... fr(w), go(w), g1(w), ..., ge(w)),
avec
w = (Ug, U1, ..., Ug, V0, V1, ooy VK),
fO(w) = f(w)/fl(w) = uO/"'/fk(w) = Uk-1,
go(w) = g(w), g1(w) = vy, ..., ge(W) = V1.
Posons

— T
Wy = (xn/ Xn—1s +oor Xn—ks yn/ yn—l/ eeey yn—k) .

Ainsi, le systeme (3.24) est équivalent au systeme

wyy1 = Hw,), n=0,1,2,..,
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La solution d’un systéme d’équations aux différence non linéaire

c’est-a-dire

1
Xn+1 s
6A — Yn—k
Xn = Xn,
Xn—k+1 = Xn—k+1,
1
+1 =
Y 6A — %,y
Yn = Yus
Yn—k+1 = Yn—k+1-

Le systeme linéaire associé au systéme (3.17) autor du point d’équilibre M’ = (', X, ..

est donnée par

Wy = Dw,,.

Avec D est la matrice Jacobienne donnée par

00 0 0 0 (BA — V9AZ — 1)

01 - 0 00 - 0
D={0 0 --- BA-Y9AZ—12 0 0 --- 0

00 - 0 1 0 - 0

00 0 0 1 0

Le polyndme caractéristique est donner par

Pp(A)

det(D — Alygsy),
= A2D _ (34 — V9A2 - 1)%,

56

4
'le

(3.30)



La solution d’un systéme d’équations aux différence non linéaire

Considérons les deux fonctions définies par

P(A) = 22ED (1) = —(BA — V9A2 —1)?, (3.31)
alors
Pp = ¢(A) + p(A).
On a
|-(BA — V9A2 —1)* <1, (CarA eN;)
et
A2 =1, VYA:|A=1.

Donc

lp(A)] < [W(A), VYA:|A=1.

D’apres le Théoreme de Rouché (1.1.3) ¢ et P = ¢ + ¢ ont le méme nombre de zéro
dans le disque unité |[A| < 1, et puisque ¢ admet comme racine |A| = 0 de multiplicité
2(k + 1), alors touts les racines de P sont dans le disque |A| < 1.

Ainsid’apresle Théoreme (1.1.1), le point d’équilibre (3A— m, 3A- m, ey 3A—
VOA2 - 1) est localement asymptotiquement stable. m

L’instabilité locale du point d’équilibre M= (%, Y) = (BA+ V9A2 —1,3A + m) est

donner par le théoreme suivant.

Théoréme 3.3.2 Le point d'équilibre M est instable.

Preuve. Définissons la fonction
H . Ik+l % k+1 — Ik+1 % ]k+1,

par
H(w) = (fo(w), A(w), ... fil(w), go(w), g1 (@), ..., gr(w)),

57



La solution d’un systéme d’équations aux différence non linéaire

avec
w = (uOI Ui, .oy Ug, 09, 01, --oy Z)k)T/
fO(w) = f(w)l f](w) = Uo, /ﬁ((w) = Uk-1,
go(w) = g(w), g1(w) = vy, ..., (W) = Vx_1.
Posons

— T
wy = (xn/ Xn=1s +oer Xn—ks ]/n/ yn—l/ eees ]/n—k) .

Ainsi, le systeme (3.24) est équivalent au systéme
Wyl = H(wn) M= 0/ 11 2/ Y

c’est-a-dire

1
Xn+1 = ’
6A — Yn—k
Xn = Xn,
Xn—k+1 = Xn—k+1s
1
+1 = T
I 6A — X0t
Yn = Yns
Yn-k+1 = Yin—k+1-

Le systeme linéaire associé au systeme (3.17) auteur du point d’équilibre M = (%, ... XY, Y,..,Y),
est donnée par

Wyy1 = Dw,.
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La solution d’un systéme d’équations aux différence non linéaire

Avec D est la matrice Jacobienne donnée par

00 0 0 0 (BA + VOAZ — 1)
10 - 0 00 - 0
01 - 0 00 - 0
D=[0 0 - BGA+V9AZ-1)2 0 0 --- 0 . (3.32)
00 - 0 1 0 - 0
00 0 0 1 0

Le polyndme caractéristique est donner par

Pp(A) = det(D — Ayyy),
= 22D _(3A + V9A2 — 1)

4
2(k + 1)

2
(34 + VoA2 - 1)m

A= |(34 + VoA2 1) = >1. (Car AeN)

D’apres le Théoreme (1.1.1), le point d’équilibre (3A + V9A? - 1,3A + V9A?2 -1, ..,3A+
VI9A? — 1) est instable. m

Théoreme 3.3.3 Le point d'équilibre M’ est globalement asymptotiquement stable.

Preuve. Soit (X, ¥n),5o / = 0,1, ..., k, 1a solution du systeme (3.17).
D’aprés le Théoréme (3.3.1), M’ localement asymptotiquement stable, il suffit donc de

prouver que M’ = (x', y') est globalement attractif.
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La solution d’un systéme d’équations aux différence non linéaire

On a
1. N T —x_]-Bz,H + BZn
im -j = lam !
SN X (k1)) n—+eo —X_iBoy + By
Bo,_
—x_j (ﬂ) +1
_ 11 BZn
n—+0oo (BZVHI )
—X_]' +
BZn
Ona
. By 1 Bon+ _
11m - 1 -
n—+oo By, o n—+oo By
donc
1
im xgi1yen-j = —a,
n—+0co —X-jta
—X_]' + o
_ o
—x_]' +a ’
= ‘B = ?,
et
1. N I —y_]'an + 82n+1
IM Xg+1)@n+1)-; = 1M !
n—+00 (kD) @n+1)=j n—+oo _y—jB2”+l + BZ”+2
BZH
)+
_ 111‘1‘1 2n+1 .
s (%)
7\ By
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Ona:
. BZn 1 . 82n+2
lim =—, im ——= =g,
n—too By n—+oo By
donc
1
()1
lim x i = —
oo (k+1)(2n+1)—j —]/_]'+Oé s
—Y-jta
_ a
—y-jta’
= B=x.
alors
Et
lim = lim e
oo Ysnen-j = oo —y—szn + Bopir
By,
_y_j( 2 1) +1
= lim B
n—+oo Y+ (BZrHl)
J BZn
On a
li BZn—l _ 1 1 BZn+1
n—+00 B2n a’ n—+0o an /
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donc
nl_i}}loo Ye+1)@2n)-j
et
LM ygenearny-j =
Ona
. 8211 1
lim =—,
n—teo By
donc

im yeny@ni)-j

n—+oo

1
o 3) 1
—y-jta’
—Y-ita

_a
—y-jta’

B=7,

—x_ By + B

lim
n—+eo —X_;i By i1 + Bonia’
B
—x_]- ( 21 +1
. BZrHl
lim .
n—-+co Bon+o
—x_]- +
BZn+1
. Z;Zn+2
lim =q,
n—+oo Bopyq
1
—x_]- (—) +1
_ o
—x_j +a !
—X_]‘ +«
_ o
= : ,
-x_jta
= B=vy
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alors

Lim Ygru-j = Y-

Alors

Lim (Xgs1yn—js Yxs1yn—j) = (', ?)

n—+oo

Donc le point d’équilibre M’ est globalement attractif, alors il est globalement asymp-

totiquement stable. m
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CONCLUSION ET PERSPECTIVES

Dans notre mémoire, nous présentons une contribution significative en donnons
la forme de solution pour le systéme d’équations aux différences d’ordre supérieure,

notées (3.17).

De plus, nous établissons une connexion entre une suite de Balancing généralisée et
la solution du systeme (3.17). En utilisant cette connexion, nous pouvons obtenir des

informations sur le comportement asymptotique de solution.

En particulier, notre mémoire présente non seulement la forme générale de solution
pour le systeme (3.17), mais établit également un lien entre les nombres de Balancing

généralisées et la solution du systeme.

De plus, nous étudions la stabilité globale de la solution, ce qui permet une compré-

hension plus profonde du comportement du systéme.

Comme perspectives nous allons essayer de donner la forme des solutions des sys-

temes plus générals suivants
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i)
1

Xpi1 = A——]/n—k/ Yne1 = , n=0,1,2,..

B - Xn—k
ou A, B € Ny, etles conditions initiales x_x, X_g+1, ..., X0, Yk, Y=k+1, ---» Yo, sSont des nombres
réels positives.
ii)

1 1 1

Xn+l = 57— yn+1 = Zpt1 = 70— n= 0/ 1/ 2/ ceey
A - Zn—k A - Xn—k A - Yn—k

ou A € INj, et les conditions initiales X_i, X_k+1, .., X0, Y—ks Y—ks1s -r Y0, Z—ks Zks1s s 20,

sont des nombres réels positives.
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