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صـــــــخـــــالمل  
 تفاضلية حل معادلة في هذا العمل قدمنا طريقة لدراسة وجود و وحدانية          

 عادية، تسمى طريقة الحلول التحتية والفوقية.

 من ةبمعادلة تفاضلية عاديتم تطبيق الطريقة على مشكل دوري مرتبط        

 الدرجة الأولى والثانية.

 ية.لية عادالحلول التحتية والفوقية، مشكل دوري، معادلة تفاض: ـية حـلمات المفتاكال

Résumé 

     Dans ce travail, nous avons présenté une méthode pour 

étudier l'existence et l'unicité d'une solution, pour une 

équation différentielle ordinaire, appelée méthode des sous 

et sur solutions. 

     La méthode est présentée dans un problème périodique 

associé à une équation différentielle ordinaire du premier et 

second ordre. 

    Mots clés: Sous et sur solutions, problème périodique,         

équation différentielle ordinaire. 

Abstract 

       In this work, we have presented a method to study the 

existence and unicity of a solution, for an ordinary differential 

equation, called the upper and lower solutions methods. 

     The method is presented in a periodic problem 

associated with an ordinary first and second order 

differential equation. 

  Keywords: Upper and lower solutions, periodic problem, 

ordinary differential equation. 
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Certaines notations seront utilisées tout au long de cette mémoire que nous listons

ci-dessous :

R : Ensemble des nombres réels.

Rn : Espace numérique réel à n dimensions cartésiennes x1, x2, ..., xn.

R+ : Ensemble des nombres réels positifs ou nuls.

N : Ensemble des entiers naturels 0, 1, 2,....

N∗ : Ensemble des entiers naturels non nuls 1, 2,....

C : Ensemble des nombres complexes.

[0, 2π] : Intervalle fermé de R d’extrémités 0 et 2π.

]0, 2π[ : Intervalle ouvert de R d’extrémités 0 et 2π.

x(n)(t) =
dnx
dtn : Dérivée (n) de la variable x par rapport au temps.

x(i) : Ième dérivée.

max : Fonction maximum.

min : Fonction minimum.

|.| : Valeur absolue ou norme sur R2.

‖.‖ : Norme sur Rn.

A : Un opérateur linéaire.
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INTRODUCTION

Le thème de ce mémoire de master s’inscrit dans le cadre des équations différentielles

et méthode des sous et sur solutions.

Le terme équation différentielle est apparu pour la première fois sous la plume

de Leibniz ( Philosophe et scientifique allemand, 1646-1716) en 1676, pour définir la

relation entre les différentielles dx et dy des deux variables x et y.[16]

L’équation différentielle est une équation qui relie une fonction à un ou plusieurs

de ses dérivés. Elles peuvent généralement être classés en deux types :

X Les équations différentielles ordinaires (EDO), où les fonctions inconnues recher-

chées ne dépendent que d’une seule variable.

X Les équations différentielles partielles (EDP), où les fonctions inconnues recher-

chées peuvent dépendre de plusieurs variables indépendantes.

Elles sont un outil puissant pour modéliser et analyser de nombreux phénomènes

naturels et pratiques.

La méthode des sous et sur solutions est une méthode mathématique utilisée pour

résoudre les problèmes différentiels. Elle consiste à encadrer la solution du problème

par deux fonctions connues : une sous-solution et une sur-solution, fut initiée par

1



Introduction

Scorza [28] en 1931. De lors, un grande nombre de contributions ont enrichi la théorie.

Notamment, les extensions faites par Nagumo[24, 25, 26], Erbe[15], Mawhin [21, 22],

Adjé [2, 3, 4], De Coster et Habets [10, 11, 12, 13].

La méthode des sous et sur-solutions est également utilisée pour prouver l’existence

de solution à des problèmes différentiels. En effet, si on peut construire une sous-

solution et une sur-solution qui se rencontrent en un point donné, alors la solution du

problème existe en ce point.

Le but principale de ce travaille est pour prouver l’existence et localisation de

solution pour les équations différentielles non linéaires, nous avons utilisé la méthode

des sous et sur solutions.

Notre travail est divisé de trois chapitres :

Dans le premier chapitre, on donne des notions et des résultats préliminaires sur les

équations différentielles ordinaires : Existence et unicité pour le problème de Cauchy,

EDO linéaire et non linéaire, quelques définitions et théorèmes.

Ensuite, le deuxième chapitre, on étudie un théorème d’existence sur un problème

périodique associé à une équation différentielle ordinaire du premier ordre, en utilisant

la méthode des sous et sur solutions.

Et le troisième chapitre, on étudie un théorème de l’existence des sous et sur

solutions d’un problème périodique associé à une équation différentielle du second

ordre. Et nous donnons des exemples dans cette dernière.

2



CHAPITRE 1

PRÉLIMINAIRES

Dans ce chapitre nous rappelons quelques définitions et notions fondamentales

sur les équations différentielles ordinaires : linéaire et non linéaire, le problème de

Cauchy.

1.1 Équation différentielle ordinaire

Définition 1.1.1 [1]

Une équation différentielle ordinaire, également notée EDO, d’ordre n est une relation entre

la variable réelle t, une fonction inconnue t 7→ x(t) et ses dérivées x′, x′′, ..., x(n) au point t définie

par

f (t, x, x′, x′′, ..., x(n)) = 0 . (1.1)

où f n’est pas indépendante de sa dernière variable x(n). On prendra t dans un intervalle I de R

(I peut être R tout entier).

3



Préliminaires

La solution x en général sera à valeur dans Rn, n ∈N∗.

Exemple 1.1.1 L’équation

(t + 5)x4x(4) + tx(3) +
3

x2 + 5
x′′ + x′ = 0 ,

est une équation différentielle ordinaire d’ordre 4 .

1.2 Équation différentielle la forme normale

Définition 1.2.1 [1]

On appelle équation différentielle la forme normale d’ordre n toute équation de la forme

x(n)(t) = f (t, x(t), x′(t), x′′(t), ..., x(n−1)(t)) . (1.2)

Exemple 1.2.1 L’équation

x(5) = x(4) + x(3) + x′′ + x′ ,

est une équation différentielle ordinaire d’ordre 5 sous la forme normale.

1.3 Équation différentielle autonome

Définition 1.3.1 [1]

On appelle équation différentielle autonome d’ordre n toute équation de la forme

f (x, x′, x′′, ..., x(n−1)) = x(n) . (1.3)

Autrement dit, f ne dépend pas explicitement de t.

4



Préliminaires

Exemple 1.3.1 L’équation

x′ − 2(x + 1) = 0 ,

est une équation de premier ordre autonome .

1.4 Équation différentielle ordinaire du premier ordre

Définition 1.4.1 [8]

Une équation différentielle ordinaire du premier ordre est une expression qui décrit une

relation entre une fonction à une variable et sa dérivée première

f (t, x, x′) = 0 ,

lorsque cette équation est résoluble en x′ , on peut mettre sous la forme

x′ = f (t, x) . (1.4)

L’ensemble des solutions de l’équation différentielle est appelé solution générale.

Exemple 1.4.1 l’équation différentielle

x′ + x3
− 2t = 0 ,

est du premier ordre avec V = R et f (t, x, x′) = x′ + x3
− 2t.

5



Préliminaires

1.4.1 Types d’équations différentielles ordinaires du premier ordre

?Équations différentielles à variables séparables

Définition 1.4.2 [8]

Une équation différentielle du premier ordre est à variables séparables si elle peut se mettre

sous la forme

1(x)x′ = f (t) , (1.5)

où f et 1 sont des fonctions continues.

Dans la pratique, on écrit 1(x)x′ = f (t) de la façon suivante

1(x)
dx
dt

= f (t) .

Ce que l’on peut encore écrire

1(x) dx = f (t) dt ,

on intègre les deux cotés, ce qui donne

∫
1(x) dx =

∫
f (t) dt⇔ G(x) = F(t) + K ,

où G une primitive de 1, F une primitive de f et K une constante arbitraire.

Exemple 1.4.2 Soit l’équation

x′ =
2tx

1 + t2 .

On se ramène à

1
x

dx =
2t

1 + t2 dt⇔
∫ 1

x
dx =

∫ 2t
1 + t2 dt ,

on intègre, on obtient

6
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ln(x) = ln(1 + t2) + C⇔ x = eC(1 + t2) = k(1 + t2) .

?Équations différentielles homogènes

Proposition 1.4.1 [8]

On appelle équation différentielle du premier ordre homogène toute équation de la forme

x′ = f
(x

t

)
, t , 0 , (1.6)

où f est définie, continue sur I ∈ R.

Pour intégrer cette équation on fait le changement d’inconnue suivant x = ut, soit encore

u =
x
t
, t , 0 et donc

x′(t) = u(t) + tu′(t) ,

on remplace dans (1.6), on trouve

tu′(t) = f (u) − u(t) ,

c’est une équation à variables séparables qui s’écrit sous la forme

u′

f (u) − u
=

1
t

.

Exemple 1.4.3 Soit l’équation

t2x′ = tx − x2 .

On a

t2x′ = tx − x2
⇔ x′ =

x
t
−

(x
t

)2

,

on pose : u =
x
t
, t , 0 ,

et donc

7
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x′(t) = u(t) + tu′(t) ,

on remplace dans (1.6), on trouve

tu′(t) = −u2(t) .

C’est une équation à variables séparables qui s’écrit sous la forme

u′

−u2 =
1
t
⇔

du
−u2 =

dt
t

,

on intègre ∫
du
−u2 =

∫
dt
t
⇔

1
u

= ln |t| + C

⇔ x =
t

ln |t| + C
.

1.5 Équation différentielle ordinaire du second ordre

Définition 1.5.1 [8]

Une équation différentielle du second ordre est de la forme

f (t, x, x′, x′′) = 0 . (1.7)

1.6 Équations différentielles ordinaires linéaires

1.6.1 Cas d’une équation non homogène

Définition 1.6.1 [5]

Une équation différentielle ordinaire est dite linéaire d’ordre n, (n ∈N∗) elle est de la forme

suivante

x(n) + an−1(t)x(n−1) + ... + ai(t)x(i) + ... + a1(t)x′ + a0(t)x = f (t) , (1.8)

8



Préliminaires

où x(i) , 1 ≤ i ≤ n sont les dérivées d’ordre i de la fonction x par rapport à t, et ai , 1 ≤ i ≤ n

sont des fonctions continues.

Une solution de cette équation est une fonction x(t), n fois dérivable sur un intervalle ouvert

I de R.

Définition 1.6.2 [8]

On appelle équation différentielle linéaire du premier ordre toute équation différentielle de

la forme

x′ + a(t)x = c(t) , (1.9)

où a et c sont des fonctions continues.

Définition 1.6.3 [8]

On appelle équation différentielle linéaire du second ordre à coefficients constants toute

équation du type

x′′ + ax′ + bx = c(t) , (1.10)

où a, b sont des réels et c : I→ R une fonction continue, et I un intervalle ouvert de R.

1.6.2 Cas d’une équation homogène

Définition 1.6.4 [5]

L’équation linéaire homogène associée à l’équation différentielle (1.8) si est de la forme

x(n) + an−1(t)x(n−1) + ... + ai(t)x(i) + ... + a1(t)x′ + a0(t)x = 0 . (1.11)

Exemple 1.6.1 (1) L’équation

x′′(t) − 5x′(t) + 4x = 0 ,

est une équation différentielle linéaire d’ordre deux à coefficient constantes.

(2) L’équation

9
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(2t − 1)x′′′(t) + 2tx′(t) − x(t) = cos t ,

est une équation différentielle ordinaire linéaire d’ordre 3 à cofficient dépendant de t.

1.7 Équations différentielles ordinaires non linéaires

Définition 1.7.1 [19]

Si l’on veut des modèles un peu plus complexes (et donc plus proches de la réalité), on obtient

en règle générale des équations non linéaires.

Ce sont, pour la plupart, des équations que l’on ne sait pas résoudre de façon exactes. Ces

équations sont résolues dans d’autres espaces queRn comme les espaces de Banach et de Fréchet

en utilisant la théorie des semi groupes combinée avec les théorèmes des points fixes.

Exemple 1.7.1 (1) L’EDO

x′′(t) = (x′(t))4 + x3(t) + x2(t) − 1 ,

est une équation explicite polynomiale non linéaire.

(2) L’EDO

(x′′(t))3x(t) + (x′(t))2 = 3 ,

est une équation implicite polynomiale non linéaire.

1.8 Solution d’une équation différentielle

Définition 1.8.1 (Prolongement)

Soient x : I→ U et x̃ : Ĩ→ Ũ deux soulions de l’équation différentielle. On dit que x̃ est un

prolongement de x si I ⊂ Ĩ et

x̃(t) = x(t), ∀t ∈ I .

10
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Définition 1.8.2 (Solution maximale) [14]

On dit qu’une solution x : I→ Rn est maximale sur I si x n’admet pas de prolongement x̃ :

Ĩ→ Rn avec Ĩ % I.

Définition 1.8.3 (Solution globale) [14]

Soit I un intervalle inclus dans R. Une solution x est dite globale dans I si elle est définie

sur l’intervalle I tout entier.

Remarque 1.8.1 [14]

Toute solution globale est maximale, mais la réciproque est fausse.

Exemple 1.8.1 Soit x′ = x2 sur U = R ×R.

1. On a d’une part la solution x(t) = 0 est une solution évidente,

2. Si x(t) , 0, on a x′ = x2 s’écrit
x′

x2 = 1, alors
dx
x2 = dt, d’où par intégration

−
1

x(t)
= t + C ,

alors

x(t) = −
1

t + C
( C est un constante ) .

Cette solution est maximale mais non globale, x(t) = 0 est la seule solution globale.

Théorème 1.8.1 (Régularité des solutions) [14]

Soit f : I ×Rn
→ Rn et k ∈N. Si f ∈ Ck(I ×Rn), alors toute solution de (1.4) est de classe

Ck+1 sur I.

Preuve.

On raisonne par récurrence sur k.

• k = 0 : f continue.

11
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Par hypothèse x : I → Rn est dérivable, donc continue. Par conséquent x′(t) = f (t, x(t))

est continue, donc x de classe C1.

• Si le résultat est vrai à l’ordre k − 1, alors x est au moins de classe Ck. Comme f est de

classe Ck, il s’ensuit que x′ est de classe Ck comme composée de fonctions de classe Ck,

donc x est de classe Ck+1.

1.9 Existence et unicité pour le problème de Cauchy

Définition 1.9.1 (Problème de Cauchy) [5]

Le problème de Cauchy étant donnés par

1. Un interval I ⊂ R,

2. Une fonction f , définie et continue sur I ×Rn à valeurs dans Rn

f : I ×Rn
→ Rn

(t, x) 7→ f (t, x) ,

trouver une fonction x ∈ C1(I) telle que x′(t) = f (t, x(t)) ,∀t ∈ I ,∀x ∈ Rn

x(t0) = x0 , t0 ∈ I (Condition Initiale)
. (1.12)

Définition 1.9.2 (Solution du problème de Cauchy) [27]

Une solution du problème de Cauchy sur un intervalle ouvert I de R avec la condition

initiale (t0, x0) ∈ I ×Rn et t0 ∈ R est une fonction de classe C1 x : I 7→ Rn telle que

i. Pour tout t ∈ I, (t0, x0) ∈ I ×Rn,

ii. x est continue sur I,

iii. Pour tout t ∈ I

x(t) = x0 +

∫ t

t0

f (s, x(s)) ds . (1.13)

12
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Preuve.

Soit x : I 7→ Rn une fonction continue sur un intervalle ouvert I qui contient t0 et

que (t0, x0) ∈ I ×Rn.

Supposons que x est une solution du problème de Cauchy (1.12). Alors x est déri-

vable sur I et vérifie  x′(t) = f (t, x(t))

x(t0) = x0

. (1.14)

En intégrant les deux membres de t0 à t, on obtient pour tout t ∈ I

∫ t

t0

x′(s) ds =

∫ t

t0

f (s, x(s)) ds ,

ce qui donne, en remplaçant x(t0) par x0

x(t) = x0 +

∫ t

t0

f (s, x(s)) ds , pour tout t ∈ I .

Inversement, supposons que pour tout t ∈ I, x vérifie

x(t) = x0 +

∫ t

t0

f (s, x(s)) ds , (1.15)

alors, d’aprés la continuité de x et f , donc la dérivabilité de la fonction t 7→ f (t, x(t)), on

obtient

x′(t) = f (t, x(t)) , pour tout t ∈ I , (1.16)

de plus x vérifie x(t0) = x0 ce qui signifie que x est solution du problème (1.12).

Exemple 1.9.1 Soit le problème suivant

 x′ = e−t2
+ x2 , 0 ≤ t ≤ 1

2 et 0 < |x| < b

x(0) = 0
,

ce problème est un proplème de Cauchy.
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La fonction f est définie par (t, x) 7→ f (t, x) = e−t2
+ x2 est continue sur

[
0, 1

2

]
×R avec la

condition initiale x(t0) = x(0) = 0.

On a x est une fonction continue sur
[
0, 1

2

]
, donc par intégration sur [0, t] de la fonction f

on trouve ∫ t

0
x′(s) ds =

∫ t

0
f (s, x(s)) ds

=⇒ x(t) − x(0) =

∫ t

0

[
e−s2

+ x2(s)
]

ds

=⇒ x(t) =

∫ t

0
f (s, x(s)) ds .

1.9.1 Existence et l’unicité globale

Définition 1.9.3 [27]

Soient I un intervalle réel, D un ouvert de Rn, f : I × D 7→ Rn. Soient (t0, x0) ∈ I × D.

On dit que f est globalement lipschitzienne, c’est à dire qu’il existe L > 0 tel que pour tout

(t, y), (t, x) dans I ×Rn

‖ f (t, y(t)) − f (t, x(t))‖ ≤ L‖y(t) − x(t)‖ .

Théorème 1.9.1 [27]

On suppose f ∈ C(I × Rn,Rn) est globalement lipschitzienne par rapport à deuxième

variable. Alors, ∀(t0, x0) ∈ I ×Rn il existe une solution globale du problème (1.12).

Exemple 1.9.2 Le système suivant est un problème de Cauchy

 x′(t) =
5
4

x(t)
1
5

x(0) = 0
. (1.17)

On pose :

14
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f (t, x(t)) =
5
4

x(t)
1
5 .

(1) Cette fonction est de classe C1 car ( f est une polynôme caractéristique).

(2) Montrons que f est globalement lipschitzienne :

∃ L > 0,∀x1, x2 ∈ Rn telle que

‖ f (t, x1(t)) − f (t, x2(t)) ‖ = ‖
5
4

x1(t)
1
5 −

5
4

x2(t)
1
5 ‖

≤
5
4
‖ x1(t)

1
5 − x2(t)

1
5 ‖ ,

alors, f est globalement lipschitzienne.

De (1) et (2) on a la solution du problème (1.17) existe et unique.

1.9.2 Existence et l’unicité locale

Définition 1.9.4 (Fonction localement lipschitzienne) [27]

Soient I un intervalle réel, D un ouvert de Rn. f : I × D 7→ Rn. Soient (t0, x0) ∈ I × D et

J ⊂ D un voisinage du point x0.

On dit que f est localement lipschitzienne par rapport à la variable x dans le voisinage J si

il existe une constante L > 0, et il existe un voisinage U ⊂ I du point t0 tels que

‖ f (t, x1(t)) − f (t, x2(t))‖ ≤ L‖x1(t) − x2(t)‖ ,

pour (t, x1(t)), (t, x2(t)) dans U × J .

Théorème 1.9.2 (Unicité) [7]

Soient U un ouvert de R × Rn et f : U −→ Rn une fonction continue et localement

Lipschitzienne en x, alors pour tout (t0, x0) ∈ U, le problème (1.12) admet une solution maximale

unique.
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1.10 Espaces Fonctionnels

Définition 1.10.1 (Espace de Banach) [9]

Un espace de Banach est un espace vectoriel normé (E, ‖.‖) ( sur R ou C ) qui est complet

pour la métrique associée à cette norme.

Définition 1.10.2 (Espace vectoriel normé) [9]

Soit X un espace vectoriel. On appelle norme sur X une application de X dans R+ habituel-

lement notée ‖.‖ vérifiant pour tout x, y ∈ X et tout λ ∈ k

1) ‖λx‖ = |λ| ‖x‖ (homogénéité) ,

2) ‖x‖ = 0 si et seulement si x = 0 et ,

3) ‖x + y‖ ≤ ‖x‖ + ‖y‖ (inégalité triangulaire) .

1.11 Théorème de la convergence dominée de Lebesgue

Théorème 1.11.1 [19]

Soit X un espace de Banach. Soit ( fn)n∈N une suite de fonctions dans L1(X,X) et soit f une

fonction de X dans X tell que f > 0. On suppose que

i. La suite ( fn(x))n∈N converge vers f (x), pour presque tout x ∈ X ,

ii. Il existe une fonction 1 ∈ L1(X,R) telle que

∀n ∈N, ‖ fn(x)‖ ≤ 1(x), pour tout x ∈ X .

Alors la fonction f est intégrable et on a

f ∈ L1(X,X) , lim
n→+∞

‖ fn − f ‖L1 = 0 et lim
n→+∞

∫
X

fn(x) dx =

∫
X

f (x) dx .
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CHAPITRE 2

EQUATIONS DIFFÉRENTIELLES DU 1er

ORDRE ET MÉTHODE DES SOUS ET

SUR SOLUTIONS

La première partie de ce chapitre nous avons donné le théorème du point fixe

de Brouwer et en particulier les hypothèses des éléments de ce théorème. Dans la

deuxième partie on présente le résultat d’existence de solution d’un problème pério-

dique du première ordre grâce aux notions des sous et sur solutions.
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Equations différentielles du 1er ordre et méthode des sous et sur solutions

2.1 Théorème du point fixe de Brouwer 1910

Définition 2.1.1 (Ensemble compact) [20]

Les parties compactes de (R, |.|) sont les parties à la fois fermées et bornées.

Définition 2.1.2 (Ensemble convexe) [18]

Un sous-ensemble C de Rn est dit convexe si et seulement si

∀x, y ∈ C : [x, y] = {(1 − t)x + ty, t ∈ [0, 1]} ⊆ C .

Définition 2.1.3 (Opérateur continu) [30]

Soient E et F deux espaces normés, un opérateur A défini sur un sous ensemble S ⊂ E dans

F est dit continu au point x0 de S si on a la propriété suivant :

Pour tout suite (xn)n de S converge vers x0, la suite A(xn) converge vers A(x0) c’est à dire

lim
n→+∞

A(xn) = A( lim
n→+∞

xn) = A(x0) .

Définition 2.1.4 (Point fixe) [9]

Soit A une application d’un ensemble X dans lui même. On appelle point fixe tout point

x ∈ X tel que

A(x) = x .

Théorème 2.1.1 (Point fixe de Brouwer) [29]

Soit C un compact, convexe non vide deRn et A : C→ C une application continue, alors A

admet au moins un point fixe dans C.

Définition 2.1.5 (La fonction périodique) [17]

On appelle période d’une fonction f ∈ C(R,X) le plus petit nombre réel positif non nul T

tel que

18



Equations différentielles du 1er ordre et méthode des sous et sur solutions

f (x + T) = f (x), ∀x ∈ R .

2.2 Présentation du problème

[6] On considère le problème périodique x′(t) = f (t, x(t)), ∀t ∈ [0, 2π]

x(0) = x(2π)
, (2.1)

où f : [0, 2π] ×R→ R est une fonction continue.

Définition 2.2.1 (Sous-solution) [6]

Une fonction α ∈ C1([0, 2π]) est une sous-solution du problème (2.1) si

(a) ∀t ∈ [0, 2π] , α′(t) ≤ f (t, α(t)) ;

(b) α(0) ≤ α(2π) .

Définition 2.2.2 (Sur-solution) [6]

Une fonction β ∈ C1([0, 2π]) est une sur-solution du problème (2.1) si

(a) ∀t ∈ [0, 2π] , β′(t) ≥ f (t, β(t)) ;

(b) β(0) ≥ β(2π) .

2.3 Existence de solutions C1

Théorème 2.3.1 les résultats dans la référence [6]

On suppose qu’il existe α et β sont des sous et sur solution de problème périodique (2.1),

telles que α ≤ β. Et soit l’ensemble S définie par

S = {(t, x) ∈ [0, 2π] ×R; α(t) ≤ x(t) ≤ β(t)} .
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On suppose que f est continue sur S. Alors le problème (2.1) admet au moins une solution

x ∈ C1([0, 2π]) telle que

α(t) ≤ x(t) ≤ β(t), ∀t ∈ [0, 2π] .

Preuve.

Considérons le problème modifié suivant x′ = f (t, σ(t, x)), pour t ∈]0, 2π[

x(0) = x(2π)
, (2.2)

où σ : [0, 2π] ×R→ R est une fonction continue définie par

σ(t, x) =


α(t) , si x < α

x(t) , si α ≤ x ≤ β

β(t) , si β < x

. (2.3)

D’après le problème de Cauchy dans le chapitre 1, le problème (2.2) est équivalent

à l’équation intégrale

x(t) =

∫ 2π

0
f (s, σ(s, x(s))) ds . (2.4)

Et pour démontre le théorème (2.3.1) on utilisons deux étapes :

Etape (1) :

On montre que toute solution du problème (2.1) satisfait

α(t) ≤ x(t) ≤ β(t), ∀t ∈ [0, 2π] .

? Première cas :

Montrons que

α(t) ≤ x(t), ∀t ∈ [0, 2π] . (2.5)

20



Equations différentielles du 1er ordre et méthode des sous et sur solutions

On suppose par l’absurde qu’il existe t ∈ [0, 2π] tel que x(t) − α(t) < 0. Puisque

(x − α) ∈ C1([0, 2π]), il existe t0 ∈ [0, 2π] tel que

min
t∈[0,2π]

{x(t) − α(t)} = x(t0) − α(t0) < 0 .

- Si t0 ∈]0, 2π[, alors x′(t0)−α′(t0) = 0 et puisque x est une solution de (2.1) et x(t0) < α(t0)

alors

x′(t0) − α′(t0) = f (t0, α(t0)) − α′(t0) ≥ 0 ,

ce qui est une contradiction.

- Si t0 ∈ {0, 2π}, alors

min
t∈[0,2π]

{x(t) − α(t)} = x(0) − α(0) = x(2π) − α(2π) < 0 .

Donc, x(0) − α(0) ≤ 0 ≤ x(2π) − α(2π), α(t) sous-solution de problème (2.1) alors,

on a

x(0) = x(2π) et α(0) ≤ α(2π) i.e x(0) − α(0) ≤ x(2π) − α(2π) .

D’ou

x(0) − α(0) = x(2π) − α(2π) = 0 .

Donc, pour t assez petit, on a x(t) − α(t) < 0 et

∫ t

0
[x′(s) − α′(s)] ds =

∫ t

0

[
f (s, α(s)) − α′(s)

]
ds ≥ 0 ,

c’est à dire x(t) − α(t) ≥ 0. D’ou la contradiction.

? Second cas :

Montrons que

x(t) ≤ β(t), ∀t ∈ [0, 2π] . (2.6)
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On suppose par l’absurde qu’il existe t ∈ [0, 2π] tel que x(t) − β(t) > 0. Puisque

(x − β) ∈ C1([0, 2π]), il existe t0 ∈ [0, 2π] tel que

max
t∈[0,2π]

{x(t) − β(t)} = x(t0) − β(t0) > 0 .

- Si t0 ∈]0, 2π[, alors x′(t0)−β′(t0) = 0 et puisque x est une solution de (2.1) et x(t0) > β(t0)

alors

x′(t0) − β′(t0) = f (t0, β(t0)) − β′(t0) ≤ 0 ,

ce qui est une contradiction.

- Si t0 ∈ {0, 2π}, alors

max
t∈[0,2π]

{x(t) − β(t)} = x(0) − β(0) = x(2π) − β(2π) > 0 .

Donc, x(0)− β(0) ≥ 0 ≥ x(2π)− β(2π), β(t) sur-solution de problème (2.1) alors, on a

x(0) = x(2π) et β(0) ≥ β(2π) i.e x(0) − β(0) ≥ x(2π) − β(2π) .

D’ou

x(0) − β(0) = x(2π) − β(2π) = 0 .

Donc, pour t assez petit, on a x(t) − β(t) > 0 et

∫ t

0

[
x′(s) − β′(s)

]
ds =

∫ t

0

[
f (s, β(s)) − β′(s)

]
ds ≤ 0 ,

c’est à dire x(t) − β(t) ≤ 0. D’ou la contradiction.

Alors, d’après les deux cas, on a

α(t) ≤ x(t) ≤ β(t), ∀t ∈ [0, 2π] .
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Etape(2) :

Dans cette étape nous allons montrer que le problème (2.1) admet au moins une

solution. Pour cela nous allons transformer le problème (2.1) en un problème de point

fixe et appliquer le théorème de Brouwer (théorème (2.1.1)). C’est à dire, montrer que

T est continu.

Il est clair que x est une solution du problème (2.2) si et seulement si x est un point

fixe de T tel que T est un opérateur défini comme suit

T : C([0, 2π])→ C([0, 2π])

x 7→ Tx ,

tel que pour tout x ∈ C([0, 2π]) et pour tout t ∈ [0, 2π]

Tx(t) =

∫ 2π

0
f (s, σ(s, x(s))) ds .

Les points fixes de cet opérateur sont solutions de l’équation intégrale, donc solu-

tions du problème (2.1). Pour montrer l’existence de solutions du problème (2.2) il suffit

de montrer que T admet un point fixe en vérifiant que les hypothèses du théorème de

Brouwer (Théorème (2.1.1)) sont satisfaites :

∗ T est continu :

Soit (xn)n∈N est une suite qui converge dans C([0, 2π]) vers un certain élément x.

Alors pour t ∈ [0, 2π]

|Txn(t) − Tx(t)| = |
∫ 2π

0
f (s, σ(s, xn(s))) ds −

∫ 2π

0
f (s, σ(s, x(s))) ds |

≤

∫ 2π

0
sup

s∈[0,2π]
| f (s, σ(s, xn(s))) − f (s, σ(s, x(s))) | ds

≤

∫ 2π

0
sup

s∈[0,2π]
| hn(s) − h(s) | ds

≤ 2π‖hn − h‖L1 ,
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où pour tout s ∈ [0, 2π]

hn(s) = f (s, σ(s, xn(s))) ,

et

h(s) = f (s, σ(s, x(s))) .

Puisque f et σ sont continues et que la suite (xn(s))n∈N converge vers x(s), alors la

suite (hn(s))n∈N converge vers h(s) pour presque tout s ∈ [0, 2π] et puisque f et σ sont

bornées, alors d’aprés le théorème de la convergence dominée de Lebesgue (théorème

(1.11.1)), on a ‖hn − h‖L1 −→ 0. Donc pour tout t ∈ [0, 2π], |Txn(t) − Tx(t)| −→ 0. D’ou

(Txn)n∈N converge vers Tx. Par conséquance T est continu.

Alors, d’après le théorème de Brouwer (2.1.1), on déduite que T admet une point

fixe x dans C([0, 2π]) qui est solution du problème (2.1).

De plus, nous avons

x′(t) = f (t, σ(t, x(t))) ,

et donc x′ est continue, ce qui implique que x ∈ C1([0, 2π]). On en déduit que x est un

solution du problème (2.1). Et d’après la première étape x vérifié

α(t) ≤ x(t) ≤ β(t), ∀t ∈ [0, 2π] .

Exemple 2.3.1 On considère le problème suivant x′ + sin x = 1 , pour t ∈ [0, 2π]

x(0) = x(2π)
. (2.7)
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La fonction α(t) =
π
2

est une sous-solution de ce problème car

α′(t) + sin(α(t)) − 1 = sin
(
π
2

)
− 1

= 1 − 1 = 0 ,

avec α(0) = α(2π) =
π
2

.

La fonction β(t) =
3π
2

est une sous-solution de ce problème car

β′(t) + sin(β(t)) − 1 = sin
(3π

2

)
− 1

= −1 − 1 = −2 < 0 ,

avec β(0) = β(2π) =
3π
2

.

De plus, on a α(t) ≤ β(t), ∀t ∈ [0, 2π] .

En vertu du théorème (2.3.1), ce problème admet une solution x vérifiant

α(t) ≤ x(t) ≤ β(t), ∀t ∈ [0, 2π] ,

ce qui nous permet de dire que

π
2
≤ x(t) ≤

3π
2
, ∀t ∈ [0, 2π] .

Corollaire 2.3.1 Soit f : [0, 2π] ×R→ R est une fonction continue telle que pour r1 ≤ r2 et

∀t ∈ [0, 2π]

f (t, r1). f (t, r2) ≤ 0 .

Alors, ce problème admet au moins une solution x ∈ C1([a, b]) telle que

r1 ≤ x(t) ≤ r2, ∀t ∈ [0, 2π] .
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Preuve.

Soit f (t, r1). f (t, r2) ≤ 0. Cela implique que soit

(1) f (t, r1) ≥ 0 et f (t, r2) ≤ 0 ou ,

(2) f (t, r1) ≤ 0 et f (t, r2) ≥ 0 .

Soit r1 sous-solution de (2.1), alors on a r1 ≤ f (t, r1) puisque r1 est une constante, cela

implique que 0 ≤ f (t, r1) si r2 est une sur-solution, on a r2 ≥ f (t, r2), donc 0 ≥ f (t, r2),

ceci a donné lieu au cas (1) ci-dessus.

Si nous avons r2 comme sous-solution et r1 comme sur-solution, nous avons cas (2).

Donc, puisque r1 et r2 sont sous et sur solutions vérifiant les hypothèses du corollaire,

alors d’après le théorème (2.3.1), il existe une solution x(t) telle que

r1 ≤ x(t) ≤ r2, ∀t ∈ [0, 2π] .
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CHAPITRE 3

EQUATIONS DIFFÉRENTIELLES DU 2e

ORDRE ET MÉTHODE DES SOUS ET

SUR SOLUTIONS

Dans ce chapitre on donne un résultat d’existence de solution d’un problème du

second ordre, on utilise la méthode des sous et sur solutions et le théorème du point

fixe de Schauder.
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3.1 Théorème du point fixe de Schauder 1930 et d’Ascoli-

Arzela

Définition 3.1.1 (Opérateur linéaire) [30]

Soit E et F deux espaces vectoriel sur le corps k, et A : E→ F. On dit que l’opérateur A est

linéaire si

(1) ∀x, y ∈ E,∀λ ∈ k, A(x + y) = A(x) + A(y) ;

(2) A(λx) = λA(x) .

Définition 3.1.2 (Ensemble relativement compact) [23]

A(C) est dit relativement compact si A(C) (adhérence de A(C)) est compact.

Théorème 3.1.1 (Point fixe de Schauder) [23]

Soit X un espace vectoriel normé sur Rn et C une partie non vide de X fermé et convexe. Si

A est une application continue de C dans C telle que A(C) soit relativement compact, alors A

admet un point fixe.

Théorème 3.1.2 (Ascoli-Arzela) [31]

Soit I un intervalle de Rn , A(C) ⊂ C(I,Rn), A(C) est relativement compact si

1. A(C) est bornée, c’est à dire qu’il existe M > 0 :

|Ax(t)| ≤M, ∀t ∈ I et Ax ∈ A(C) ,

2. A(C) est équicontinu c’est à dire que pour tout ε > 0 il existe δ(ε) > 0 :

∀t1, t2 ∈ I, |t1 − t2| < δ⇒ |Ax(t1) − Ax(t2)| < ε, ∀Ax ∈ A(C) .
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3.2 Présentation du problème

[12] On considère le problème périodique x′′(t) = f (t, x(t)), ∀t ∈ [0, 2π]

x(0) = x(2π), x′(0) = x′(2π)
, (3.1)

où f : [0, 2π] ×R→ R est une fonction continue.

Définition 3.2.1 (Sous-solution) [12]

Une fonction α ∈ C2(]0, 2π[)
⋂

C1([0, 2π]) est une sous-solution du problème (3.1) si

(a) ∀t ∈]0, 2π[ , α′′(t) ≥ f (t, α(t)) ;

(b) α(0) = α(2π) , α′(0) ≥ α′(2π) .

Définition 3.2.2 (Sur-solution) [12]

Une fonction β ∈ C2(]0, 2π[)
⋂

C1([0, 2π]) est une sur-solution du problème (3.1) si

(a) ∀t ∈]0, 2π[ , β′′(t) ≤ f (t, β(t)) ;

(b) β(0) = β(2π) , β′(0) ≤ β′(2π) .

3.3 Existence de solutions C2

Théorème 3.3.1 les résultats dans la référence [23]

On suppose qu’il existe α et β sont des sous et sur solutions du problème périodique (3.1),

telles que α ≤ β. Et soit l’ensemble S est définie par

S = {(t, x) ∈ [0, 2π] ×R; α(t) ≤ x(t) ≤ β(t)} .

On suppose que f est continue sur S. Alors le problème (3.1) admet au moins une solution
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x ∈ C2([0, 2π]) telle que

α(t) ≤ x(t) ≤ β(t), ∀t ∈ [0, 2π] .

Preuve.

Considérons le problème modifié suivant x′′ − x = f (t, σ(t, x)) − σ(t, x) pour t ∈]0, 2π[

x(0) = x(2π), x′(0) = x′(2π)
, (3.2)

où σ : [0, 2π]× R −→ R est une fonction continue définie par

σ(t, x) =


α(t) , si x < α

x(t) , si α ≤ x ≤ β

β(t) , si β < x

. (3.3)

Le problème (3.2) est équivalent à l’équation intégrale

x(t) = x(0) +

∫ 2π

0
G(t, s) f (s) ds, ∀t ∈ [0, 2π] , (3.4)

où G est la fonction de Green définie par

G(t, x) =


t(s − 2π)

2π
si 0 ≤ t ≤ s ≤ 2π

s(t − 2π)
2π

si 0 ≤ s ≤ t ≤ 2π
. (3.5)

Preuve.

Trouvons la solution du problème linéaire suivant

 x′′(t) = f (t)

x(0) = x(2π), x′(0) = x′(2π)
.
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En effet : on considère l’équation

x′′(t) = f (t) .

En intégrant une première fois les deux membres entre 0 et t, on obtient

∫ t

0
x′′(s) ds =

∫ t

0
f (s) ds ,

c’est-à-dire

x′(t) − x′(0) =

∫ t

0
f (s) ds ,

et donc

x′(t) =

∫ t

0
f (s) ds + x′(0) .

Ensuite par une deuxième intégration, on trouve

x(t) − x(0) =

∫ t

0
ds

∫ s

0
f (τ) dτ +

∫ t

0
x′(0) ds ,

c’est-à-dire

x(t) =

∫ t

0
(t − s) f (s) ds + tx′(0) + x(0) .

Comme on a : x(0) = x(2π) et x′(0) = x′(2π) alors :

x(0) =

∫ 2π

0
(2π − s) f (s) ds + 2πx′(0) + x(0) ,

ce qui donne

x′(0) =
−1
2π

∫ 2π

0
(2π − s) f (s) ds .
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On remplace x′(0) dans l’expression de x(t), on trouve

x(t) = x(0) +

∫ t

0
(t − s) f (s) ds + t

[
−1
2π

∫ 2π

0
(2π − s) f (s) ds

]
= x(0) −

t
2π

∫ t

0
(2π − s) f (s) ds −

t
2π

∫ 2π

t
(2π − s) f (s) ds +

∫ t

0
(t − s) f (s) ds

= x(0) +

∫ t

0

−t(2π − s) + 2π(t − s)
2π

f (s) ds +

∫ 2π

t

−t(2π − s)
2π

f (s) ds

= x(0) +

∫ t

0

s(t − 2π)
2π

f (s) ds +

∫ 2π

t

t(s − 2π)
2π

f (s) ds

= x(0) +

∫ 2π

0

[st
π
− (s − t)

]
f (s) ds

= x(0) +

∫ 2π

0
G(t, s) f (s) ds ,

où G est la fonction de Green définie par l’expression (3.5).

Et pour démontre le théorème (3.3.1) on utilisons deux étapes :

• Etape 1 :

On montre que toute solution du problème (3.1) satisfait

α(t) ≤ x(t) ≤ β(t), ∀t ∈ [0, 2π] .

? Première cas :

Montrons que

α(t) ≤ x(t), ∀t ∈ [0, 2π] .

On suppose par l’absurde qu’il existe t ∈ [0, 2π] tel que x(t) − α(t) < 0 . Puisque

(x − α) ∈ C2([0, 2π]), il existe t0 ∈ [0, 2π] tel que

min
t∈[0,2π]

{x(t) − α(t)} = x(t0) − α(t0) < 0 .
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- Si t0 ∈]0, 2π[, alors x′′(t0) − α′′(t0) ≥ 0, et puisque x est une solution de (3.1) et x(t0) <

α(t0), alors

x′′(t0) − α′′(t0) = f (t0, α(t0)) + x(t0) − α(t0) − α′′(t0)

= [ f (t0, α(t0)) − α′′(t0)] + [x(t0) − α(t0)]

< 0 ,

ce qui est une contradiction.

- Si t0 ∈ {0, 2π}, alors

min
t∈[0,2π]

{x(t) − α(t)} = x(0) − α(0) = x(2π) − α(2π) < 0 ,

Donc, x′(2π) − α′(2π) ≤ 0 ≤ x′(0) − α′(0) , α(t) sous-solution de problème (3.1) alors,

on a

x′(0) = x′(2π) et α′(0) ≥ α′(2π) i.e x′(2π) − α′(2π) ≤ x′(0) − α′(0) ,

d’ou

x′(0) − α′(0) = x′(2π) − α′(2π) = 0 .

Donc, pour t assez petit, on a x(t) − α(t) < 0 et

∫ t

0
[x′′(s) − α′′(s)] ds =

∫ t

0
[ f (s, α(s)) + x(s) − α(s) − α′′(s)] ds

=

∫ t

0
[ f (s, α(s)) − α′′(s)] + [x(s) − α(s)] ds

< 0 ,

c’est à dire x′(t) − α′(t) < 0. D’ou la contradiction.

? Second cas :

Montrons que

x(t) ≤ β(t), ∀t ∈ [0, 2π] .
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On suppose par l’absurde qu’il existe t0 ∈ [0, 2π] tel que x(t) − β(t) > 0. Puisque

(x − β) ∈ C2([0, 2π]), il existe t0 ∈ [0, 2π] tel que

max
t∈[0,2π]

{x(t) − β(t)} = x(t0) − β(t0) > 0 .

- Si t0 ∈]0, 2π[, alors x′′(t0)−β′′(t0) ≤ 0, et puisque x est une solution de (3.1) et x(t0) > β(t0),

alors

x′′(t0) − β′′(t0) = f (t0, β(t0)) + x(t0) − β(t0) − β′′(t0)

= [ f (t0, β(t0)) − β′′(t0)] + [x(t0) − β(t0)]

> 0 ,

ce qui est une contradiction.

- Si t0 ∈ {0, 2π}, alors

max
t∈[0,2π]

{x(t) − β(t)} = x(0) − β(0) = x(2π) − β(2π) > 0 ,

Donc, x′(0) − β′(0) ≤ 0 ≤ x′(2π) − β′(2π) , β(t) sur-solution de problème (3.1) alors,

on a

x′(0) = x′(2π) et β′(0) ≤ β′(2π) i.e x′(0) − β′(0) ≤ x′(2π) − β′(2π) ,

d’ou

x′(0) − β′(0) = x′(2π) − β′(2π) = 0 .

Donc, pour t assez petit, on a x(t) − β(t) > 0 et

∫ t

0
[x′′(s) − β′′(s)] ds =

∫ t

0
[ f (s, β(s)) + x(s) − β(s) − β′′(s)] ds

=

∫ t

0
[ f (s, β(s)) − β′′(s)] + [x(s) − β(s)] ds

> 0 ,
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c’est-à-dire x′(t) − β′(t) > 0. D’ou la contradiction.

Alors, d’après les deux cas, on a

α(t) ≤ x(t) ≤ β(t), ∀t ∈ [0, 2π] .

• Etape 2 :

Dans cette étape nous allons montrer que le problème (3.1) admet au moins une

solution. Pour cela nous allons transformer le problème (3.1) en un problème de point

fixe et nous allons appliquer le théorème de Schauder (Théorème (3.1.1)).

Il est clair que x est une solution du problème (3.2) si et seulement si x est un point

fixe de T tel que T est un opérateur défini comme suit

T : C([0, 2π])→ C([0, 2π])

x 7→ Tx ,

tel que pour tout x ∈ C([0, 2π]) et pour tout t ∈ [0, 2π]

Tx(t) =

∫ 2π

0
G(t, s)[ f (s, σ(s, x(s))) − σ(s, x(s))] ds . (3.6)

Les points fixes de cet opérateur sont solutions de l’équation intégrale, donc solu-

tions du problème (3.2). Pour montrer l’existence de solutions du problème (3.2) il suffit

de montrer que T admet un point fixe en vérifiant que les hypothèses du théorème de

Schauder (Théorème (3.1.1)) sont satisfaites. C’est-à-dire, montrer que T est continu et

que T(C([0, 2π])) est relativement compact. Pour montrer cette dernière hypothèse nous

allons utiliser le théorème d’Ascoli-Arzela (Théorème (3.1.2)), c’est-à-dire vérifier que

T(C([0, 2π])) est borné et équicontinu.
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∗ T est continu :

Soit (xn)n∈N est une suite qui converge vers x dans C([0, 2π]). Alors, pour tout

t ∈ [0, 2π]

| Txn(t) − Tx(t)| = |
∫ 2π

0
G(t, s)[ f (s, σ(s, xn(s))) − σ(s, xn(s)) − f (s, σ(s, x(s))) + σ(s, x(s))] ds |

≤ max
s,t∈[0,2π]

|G(t, s) |
∫ 2π

0
sup

s∈[0,2π]
|[ f (s, σ(s, xn(s))) − σ(s, xn(s))] − [ f (s, σ(s, x(s))) − σ(s, x(s))]| ds

≤ max
s,t∈[0,2π]

| G(t, s) |
∫ 2π

0
sup

s∈[0,2π]
|yn(s) − y(s)| ds

≤ max
s,t∈[0,2π]

| G(t, s) | ‖yn − y‖L1 ,

où pour tout s ∈ [0, 2π]

yn(s) = f (s, σ(s, xn(s))) − σ(s, xn(s)) ,

et

y(s) = f (s, σ(s, x(s))) − σ(s, x(s)) .

Puisque f et σ sont continues et que la suite (xn(s))n∈N converge vers x(s), alors la

suite (yn(s))n∈N converge vers y(s) presque par tout s ∈ [0, 2π] et puisque f et σ sont

bornées, alors d’après le théorème de la convergence dominée de Lebesgue(Théorème

(1.11.1)), on a ‖yn − y‖L1 −→ 0. Donc, pour tout t ∈ [0, 2π] : |Txn(t) − Tx(t)| −→ 0. D’ou,

(Txn)n∈N converge vers Tx. Par conséquence T est continu.

∗ T(C[0, 2π]) est relativement compact :

(1) T(C[0, 2π]) est borné :

Soit x ∈ C[0, 2π]. Puisque les fonctions α et β sont bornées (car elles sont continues

dans le compact [0, 2π] ). Alors, il existe deux constantes m1 et m2 telles que

∀t ∈ [0, 2π], |α(t)| ≤ m1 et |β(t)| ≤ m2 .

36



Equations différentielles du 2e ordre et méthode des sous et sur solutions

Pour M = max{m1,m2}, nous avons

∀t ∈ [0, 2π], max{|α(t)|, |β(t)|} ≤M .

On en déduit alors que

∀t ∈ [0, 2π], |σ(t, x(t))| ≤M .

D’autre part, f étant continue sur le compact [0, 2π], on en conclu que

∃M1 > 0,∀t ∈ [0, 2π] : | f (t, σ(t, x(t)))| ≤M1 .

D’ou

|Tx(t)| = |
∫ 2π

0
G(t, s)[ f (s, σ(s, x(s))) − σ(s, x(s))] ds |

≤ max
t,s∈[0,2π]

| G(t, s) |
∫ 2π

0
sup

s∈[0,2π]
| [ f (s, σ(s, x(s))) − σ(s, x(s))] | ds

≤ max
t,s∈[0,2π]

| G(t, s) |
∫ 2π

0
sup

s∈[0,2π]

[
| f (s, σ(s, x(s))) | + | σ(s, x(s)) |

]
ds

≤ max
t,s∈[0,2π]

| G(t, s) |
∫ 2π

0
(M1 + M) ds

≤ 2πM2(M1 + M) ,

où M2 = max
t,s∈[0,2π]

| G(t, s) |. Donc l’ensemble T(C[0, 2π]) est borné.
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(2) T(C[0, 2π]) est équicontinu :

Soient t1, t2 ∈ [0, 2π] telle que t2 ≤ t1, et soit ε > 0 .Puisque G est uniformément

continue, alors

∃ δ > 0 : |t2 − t1| < δ =⇒ |G(t2, s) − G(t1, s)| = |
st2

π
− (s − t2) −

st1

π
+ (s − t1) |

= |
s
π

(t2 − t1) + (t2 − t1) |

= | (
s
π

+ 1)(t2 − t1) |

≤ |
s
π

+ 1 || t2 − t1 |, ∀s ∈ [0, 2π]

−→ 0, lorsque t2 ≤ t1 .

D’où pour x ∈ C([0, 2π])

|Tx(t2) − Tx(t1)| = |
∫ 2π

0
[G(t2, s) − G(t1, s)]

[
f (s, σ(s, x(s))) − σ(s, x(s))

]
ds |

≤

∫ 2π

0
| G(t2, s) − G(t1, s) | sup

s∈[0,2π]
| f (s, σ(s, x(s))) − σ(s, x(s)) | ds

≤ (M1 + M)
∫ 2π

0
| G(t2, s) − G(t1, s) | ds

−→ 0 ,

ce qui prouve que T(C[0, 2π]) est équicontinu.

D’après le théorème d’Ascoli-Arzela ( Théorème (3.1.2)) T(C[0, 2π]) est relativement

compact. Par suite, par le théorème de point fixe de Schauder (Théorème (3.1.1)) T

admet une point fixe x dans C([0, 2π]) qui est solution du problème (3.2).

De plus, nous avons

x′′(t) = x(t) + f (t, σ(t, x(t))) − σ(t, x(t)) ,

et donc x′′ est continue, ce qui implique que x ∈ C2([0, 2π]). On en déduit que x est un

solution du problème (3.1). Et d’après la première étape x vérifié

38



Equations différentielles du 2e ordre et méthode des sous et sur solutions

α(t) ≤ x(t) ≤ β(t), ∀t ∈ [0, 2π] .

3.4 Exemples

Exemple 3.4.1 On considère le problème suivant ε2x′′ − x3 + sin3 t = 0 , pour t ∈ [0, 2π]

x(0) = x(2π), x′(0) = x(2π)
,

où ε > 0 est une paramétre assez petit.

La fonction α(t) = sin t − 2ε est une sous-solution de ce problème car

ε2α′′(t) − α3(t) + sin3 t = ε2(− sin t) − (sin t − 2ε)3 + sin3 t

= −ε2 sin t −
(
sin3 t + 4ε2 sin t − 4ε sin2 t − 2ε sin2 t − 8ε3 + 8ε2 sin t

)
+ sin3 t

= −13ε2 sin t + 6ε sin2 t + 8ε3

= ε
[
6 sin2 t − 13ε sin t + 8ε2

]
= ε

[
(2 sin t − 2ε)2 + 2 sin2 t + 4ε2

− 5ε sin t
]

> 0 ,

avec α(0) = α(2π) = −2ε et α′(0) = α′(2π) = 1 .

La fonction β(t) = sin t + 2ε est une sur-solution de ce problème car

ε2β′′(t) − β3(t) + sin3 t = ε2(− sin t) − (sin t + 2ε)3 + sin3 t

= −ε2 sin t −
(
sin3 t + 4ε2 sin t + 4ε sin2 t + 2ε sin2 t + 8ε3 + 8ε2 sin t

)
+ sin3 t

= −13ε2 sin t − 6ε sin2 t − 8ε2

= −ε
[
6ε sin2 t + 13ε sin t + 8ε2

]
< 0 ,
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avec β(0) = β(2π) = 2ε et β′(0) = β′(2π) = 1 .

De plus, on a α(t) ≤ β(t), ∀t ∈ [0, 2π] .

En vertu du théorème (3.3.1), ce problème admet une solution x vérifiant

α(t) ≤ x(t) ≤ β(t), ∀t ∈ [0, 2π] ,

ce qui nous permet de dire que

sin t − 2ε ≤ x(t) ≤ sin t + 2ε, ∀t ∈ [0, 2π] ,

c’est à dire

x(t) = sin t + O(ε) .

Exemple 3.4.2 On considère le problème x′′ + sin x = h(t) , pour t ∈ [0, 2π]

x(0) = x(2π), x′(0) = x′(2π)
,

On suppose que h ∈ C0([0, 2π]) et ‖h‖C0 ≤ 1 .

Nous avons α(t) = π
2 est une sous-solution de ce problème car

α′′(t) + sinα(t) − h(t) = sin π
2 − h(t)

= 1 − h(t)

≥ 0 ,

avec α(0) = α(2π) = π
2 et α′(0) = α′(2π) = 0 .

La fonction β(t) = 3π
2 est une sur-solution de ce problème car

β′′(t) + sin β(t) − h(t) = sin 3π
2 − h(t)

= −1 − h(t)

≤ 0 ,
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avec β(0) = β(2π) = 3π
2 et β′(0) = β′(2π) = 0 .

Puisque h est continue et α ≤ β, d’après le théorème (3.3.1), ce problème admet une solution

x telle que

π
2
≤ x(t) ≤

3π
2

, ∀t ∈ [0, 2π] .

Remarque 3.4.1 Comme nous allons le voir dans l’exemple suivant, le théorème (3.3.1) n’est

pas valable si α ≥ β .

Exemple 3.4.3 On considère le problème x′′ = −x + sin t , pour t ∈ [0, 2π]

x(0) = x(2π), x′(0) = x′(2π)
,

On voit que α(t) = 1 est une sous-solution de ce problème car

α′′(t) + α(t) − sin(t) = 1 − sin t ≥ 0 ,

et α(0) = α(2π) = 1 et α′(0) = α′(2π) = 0 .

La fonction β(t) = −1 est une sur-solution de ce problème car

β′′(t) + β(t) − sin(t) = −1 − sin t ≤ 0 ,

avec β(0) = β(2π) = −1 et β′(0) = β′(2π) = 0 .

Mais le problème n’admet pas de solutions.

En effet, soit l’équation

x′′(t) = −x(t) + sin t .

En multipliant les deux membres par sin t et en intégrant de 0 à 2π, on trouve

∫ 2π

0
x′′(t) sin t dt =

∫ 2π

0
(−x(t) + sin t) sin t dt .
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D’aprés l’intégration par parties,

on pose :

 x′1(t) = x′′(t)

x2(t) = sin t
=⇒

 x1(t) = x′(t)

x′2(t) = cos t
,

alors
∫ 2π

0
x′′(t) sin t dt = [x′(t) sin t]2π

0 −

∫ 2π

0
x′(t) cos t dt

= −

∫ 2π

0
x′(t) cos t dt ,

on pose :

 x′1(t) = x′(t)

x2(t) = cos t
=⇒

 x1(t) = x(t)

x′2(t) = − sin t
,

alors −

∫ 2π

0
x′(t) cos t dt = −

(
[x(t) cos t]2π

0 +

∫ 2π

0
x(t) sin t dt

)
= −x(2π) −

∫ 2π

0
x(t) sin t dt ,

et ∫ 2π

0
(−x(t) + sin t) sin t dt =

∫ 2π

0
sin2 t dt −

∫ 2π

0
x(t) sin t dt = −

∫ 2π

0
x(t) sin t dt ,

car ∫ 2π

0
sin2 t dt = [2 sin t cos t]2π

0 = [sin(2t)]2π
0 = 0 .

Alors le problème n’admet pas de solutions bien qu’il admet une sous-solution et une sur-

solution.

Corollaire 3.4.1 Soit f : [0, 2π] × R → R une fonction continue telle que pour r1 ≤ r2 et

∀t ∈ [0, 2π]

f (t, r1) ≤ 0 ≤ f (t, r2) .

Alors, ce problème admet au moins une solution x ∈ C2([0, 2π]) telle que
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r1 ≤ x(t) ≤ r2, ∀t ∈ [0, 2π] .

Exemple 3.4.4 On considère le problème suivant x′′(t) = kx2n+1 + h(t) , pour t ∈ [0, 2π]

x(0) = x(2π), x′(0) = x′(2π)
,

où k > 0, n ∈N et h ∈ C([0, 2π]). On pose : r1 = −

(
‖h‖∞

k

) 1
2n+1

et r2 =

(
‖h‖∞

k

) 1
2n+1

.

Nous avons

f (t, r1) = −‖h‖∞ ≤ 0 et f (t, r2) = ‖h‖∞ + h(t) ≥ 0 .

On a ainsi

f (t, r1) ≤ 0 ≤ f (t, r2) .

D’après le corollaire (3.4.1), il existe une solution x telle que

r1 ≤ x(t) ≤ r2, ∀t ∈ [0, 2π] .
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CONCLUSION

Dans ce mémoire, on a présenté quelques résultats d’existence de méthode des

sous et sur solutions d’un problème périodique associé à une équation différentielle

ordinaire du premier et second ordre. Ces résultats, ont été obtenus par l’application de

la théorie du point fixe, en particulier on utilisé le théorème du point fixe de Schauder

et Brouwer.
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