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Résumé

L'objectif de ce mémoire est d’étudier I'application de Lozi. Au
début de ce travail, nous rappelons quelques préliminaires sur
les systemes dynamiques discrets tel que : les points fixes et
leurs stabilités, les orbites périodiques et leurs stabilités.
Ensuite, nous présentons la dynamiques de |'application de Lozi
en deux dimension, exploré les bifurcations et les
comportements chaotiques de cette application. Cette étude
des simulations numériques sont présentés pour illustrer notre
travail.

Les mots clés

Systeme dynamique, Points fixes, Orbites périodiques,
Bifurcations, chaos, Application de Lozi.



Abstract

The objective of this memory to study the application of Lozi. At
beginning of this work, we point out some preliminaries on the
discrete dynamical systems such as the fixed points and their
stabilities, periodic orbits and their stabilities. Then, we present
the dynamics of the application of Lozi in two dimension,
explored the bifurcations and the chaotic behaviors of this
application. This study numerical simulations are presented to
illustrate our work.

Key words

System dynamic, point fixed, Orbit periodic, Bifurcations, chaos,
Lozi map.
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INTRODUCTION

Les systemes dynamiques sont des modeles mathématiques utilisés pour décrire
I'évolution d'un systeme au fil du temps. IIs peuvent étre classés en deux catégories
principales : les systemes continus [27, 28] et les systemes discrets [29, 30]. Les systemes
continus sont décrits par des équations différentielles, tandis que les systemes discrets
sont modélisés par des équations récurrentes. Dans cette mémoire, nous concentrerons
sur les systémes dynamiques chaotiques discrets, ot1 le temps est discret et les valeurs
des variables du systeme évoluent selon des regles de mise a jour déterministes. La
caractéristique essentielle des systémes dynamiques chaotiques discrets est leur sen-
sibilité extréme aux conditions initiales. Cela signifie que méme de petites différences
dans les conditions initiales peuvent conduire a des comportements complétement
différents a long terme. Le célebre exemple de sensibilité aux conditions initiales est
I'effet papillon, qui stipule qu'un battement d’ailes d"un papillon au Brésil peut éven-
tuellement provoquer une tornade au Texas. Cette sensibilité aux conditions initiales
rend les systemes dynamiques chaotiques discrets difficiles a prévoir et a controler, et
introduit une dose d’aléatoire inhérente a leur comportement. Un autre aspect carac-
téristique des systemes dynamiques chaotiques discrets est la présence d’attracteurs
étranges. Les attracteurs étranges sont des ensembles de valeurs que les trajectoires du
systeme tendent a approcher apres un certain temps. Contrairement aux attracteurs

réguliers, tels que les points fixes ou les cycles périodiques, les attracteurs étranges
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sont caractérisés par leur structure fractale complexe et non répétitive. Ces structures
fractales sont un autre indicateur du caractere chaotique des systéemes dynamiques dis-
crets et témoignent de la richesse et de la diversité des comportements qu’ils peuvent
manifester. Les systemes dynamiques chaotiques discrets ont des applications dans de
nombreux domaines scientifiques, tels que la physique, la biologie, 'économie et la
météorologie [31, 32, 33, 34, 35, 36, 37]. En physique, ils sont utilisés pour modéliser des
phénomeénes tels que la turbulence des fluides, la mécanique quantique chaotique et la
dynamique des systémes complexes. En biologie, les systemes dynamiques chaotiques
discrets sont employés pour étudier les modeles de croissance des populations, les
oscillations neuronales et les comportements émergents dans les réseaux biologiques.
En économie, ils peuvent aider a analyser les fluctuations des marchés financiers et la
dynamique des systemes économiques complexes. Dans ce mémoire nous allons étu-
dier les systemes dynamiques discrets parce qu’ils ont une grande importance pratique
ou nous sommes concentrés sur I'étude de systeme dynamique chaotique. Nous allons
divisé ce mémoire en trois chapitres : Dans premier chapitre nous rappelons quelques
concepts sur les notions de base d'un systéme dynamique a temps discret. Dans le
deuxieme chapitre on va parler sur la théorie des bifurcations et le chaos. Le troisieme

chapitre est consacré a I'étude de l'application de Lozi.



CHAPITRE 1

PRELIMINAIRES SUR LES SYSTEMES
DYNAMIQUES DISCRETS

1.1 Systémes dynamiques discrets

Définition 1.1.1 [1]
Soit f une fonction de classe C' sur un ouvert D C R™. Un systeme dynamique discret noté

(D, N, f) est une relation de la forme

X1 = f060). (L1)

Ainsi, si o représente la composition des applications, on a :

Xy = f"(x0). (1.2)

f'x)=fofo..of(x), YneNet f=Id.
N’
nfois

Définition 1.1.2 (Systéme dynamique discret autonome et non-autonome)

3
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Lorsque la fonction f dans (1.1) dépend explicitement du temps le systeme est dit non-autonome.

Dans le cas contraire, on dit que le systéme est autonome.

1.1.1 Trajectoires

Etant donné le point initial xy, on appelle orbite (ou trajectoire) du systéme (1.1) la

suite :

O(xo) = {x(0) = x0, x(1) = f(x(0)), ..., x(n + 1) = f(x(n)), ...}.

1.1.2 Points fixes et orbites périodiques

Les points fixes et les orbites périodiques sont des trajectoires particulierement

simples mais qui jouent un role central dans I'étude des systemes dynamiques.

Points fixes et leurs stabilités

Le point fixe c’est la trajectoire la plus simple.

Définition 1.1.3 (Points fixes)
Un point x* est un point fixe du systeme (1.1) (ou1 de I'application f) si

f(x) =x"

Parfois, ces points sont appelés points stationnaire ou points d’équilibres.
Graphiquement les points fixes d “une applications linéaire sont donnés par l'intersec-

tion entre le graphe de f et la droit ¥ = x comme le montre la Figure (1.1).

Exemple 1.1.1

Les points fixes de I'application logistique x,.1 = ax,(1 — x,) (0 < a < 4) sont les solutions de
I'équation x = ax(1 — x).

Donc le systeme précédant a deux points fixes x; = 0 et x; = L.

Graphiquement les points fixes sont donnés par l'intersection entre le graphe de f et la droit

y==x
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Ficure 1.1 - Les points fixes de I'application f(x) = 3x(1 — x).

Définition 1.1.4

Un point fixe x* est stable si pour tous € > 0 il existe 6 > 0 tel que
llxo — x*|| < 6 implique ||x,, — x*|| < € pour tous n > 1. (1.3)

Autrement dit, une fois que nous avons choisi a quel point nous voulons rester preés
de x* au future (choix de €), nous pouvons trouver a quel point nous devons commencer

au début (existence de 0).

Définition 1.1.5

Un point fixe x* qui n’est pas stable est dit instable.

1.1.3 Les orbites périodiques p-cycle

Définition 1.1.6 (p-cycles)
Par définition, un p-cycle est un p-uplet (xo, x1, ..., Xp-1) tel que pour toutk € {1,2,...,p—1}, on
a f(xx-1) = xp et f(x,-1) = x, = Xo; p étant le plus petit entier supérieur ou égale a 1 possédant

cette propriété. On dira que tout point du cycle est p-périodique.

Remarque 1.1.1 1. Un point fixe est un point périodique de période 1.

2. Un point fixe x est dit p périodique d’un transformation f s'il est point fixe de f¥ sans

étre un point fixe de f', 1 <1 <p, (I est entier).

5
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3. Un point p périodique de f est un point fixe de f?

Exemple 1.1.2
Soit le systeme dynamique gouverné par I'application logistique f(x) = ax(1 —x) (0 < a < 4).

Les points 2-périodiques sont solutions du systeme

fA(x) =x,
f(x) # x.

Si 2 < a < 4 ce systeme a deux solutions :

a+1+\/a2—2a—3€tx a+1- Va?2-2a-3
= 2_
a

1 2 - 20 ’

qui sont les points d'un cycle de période 2. Graphiquement les points d'un cycle de période 2
sont l'intersection entre le graphe de f> = f o f et la droit y = x, tel que f(x) # x comme le

montre la Figure (1.2).

Ficure 1.2 - Les points 2-périodiques de I'application f(x) = 3.4x(1 — x).

Définition 1.1.7 Une orbite périodique (xo, x1, ..., Xp—1) d 'un systeme dynamique gouverné par
une application f est stable si tous point x;,i = 0,1, ...,p — 1 est un point fixe stable du systeme

dynamique gouverné par 'application f7.



Préliminaires sur les systémes dynamiques discrets

Définition 1.1.8 Une orbite périodique (xo, X1, ..., Xp-1) qui n’est pas stable est dite instable.

1.1.4 Points limites, ensembles limites et orbites apériodiques

Soit O(xo) = {xo, X1, X2, ..., Xy, ...} une orbite d’un systéeme dynamique

Xn+1 = f(xn)/ (14)

Xo est une condition initiale donnée.
Définition 1.1.9 Un point z est dit point limite de I'orbite O(x) s’il existe une sous suite

{xn, 1 k=0,1,...} de O(x) tel que

lim

k—+c0

Xy — z|| =0. (1.5)

Remarque 1.1.2 1. Une orbite stationnaire a un seul point limite (point fixe).
2. Une orbite O(x,) p-périodique a exactement p points limites : Xo, X1, X2, ..., Xp-1.

Définition 1.1.10

L’ensemble L(x,) de tous les points limites d’une orbite O(x) est dit ensemble limite.

L’égalité fondamentale entre L(x,) et son image par 1’application f est

f(L(x0)) = L(xo).

Définition 1.1.11

1. Une orbite O(x) est dite asymptotiquement stationnaire si son ensemble limite est un
point stationnaire (point fixe), et elle est asymptotiquement périodique si son ensemble

limite est une orbite périodique.

2. Une orbite O(xo) est dite éventuellement périodique de période p sil n’est pas périodique
mais il existe un m > 0 tel que fP**(x) = f*(x) pour tous k > m (i.e. f¥(x) est un point

périodique pour k > m). Si p = 1, O(xo) est dite éventuellement stationnaire.

7
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Par conséquent, toute orbite éventuellement stationnaire (resp éventuellement pério-
dique) est asymptotiquement stationnaire (resp asymptotiquement périodique). L'in-

verse n’est pas toujours vrai comme le montre I'exemple suivant :

Exemple 1.1.3
. . 1 . . .
Pour le systéme dynamique x,.1 = x,(1 — x,,), l'orbite O(E) est asymptotiquement stationnaire

mais n'est pas éventuellement stationnaire.

Définition 1.1.12

Une orbite O(xy) est dite apériodique si son ensemble limite L(xo) a un nombre infini d’éléments.

D’apres ce qui précede, il est clair que soit O(x,) est asymptotiquement périodique (L(x)
est fini), ou apériodique (L(x,) est infini). Il n’est pas facile d’établir théoriquement le
caractere apériodique d'une orbite, car cela dépend de son comportement asympto-
tique. Le résultat suivant assure 1'existence d’orbite apériodique pour les systemes

dynamiques discrets dans RR.

Théoreme 1.1.3 (Théoréeme de Li-Yorke [2])
Soit Iun intervalleet f : I — Iune application continu. Supposons que f a une orbite périodique
de période 3. Alors f a des orbites périodiques de période p pour tout p > 1 et il y a un ensemble

infini S contenu dans I telle que chaque orbite issu a partir d’un point de S est apériodique.

1.1.5 Equivalence topologique des systémes

Nous allons aborder dans cette sous section la notion d’équivalence entre deux
systemes, cette notion est tres importante pour 1'étude des systémes dynamiques, sur-
tout pour les systemes qui ont des comportements complexes. Soient D et E deux
espaces métriques et f : D — D, g : E — E deux applications définissant sur D et G

respectivement deux systémes dynamiques.

Définition 1.1.13
Soient (D, f) et (E, g) deux systemes dynamiques. On dit qu’ils sont topologiquement conjugués

s'il existe un homéomorphisme ( une application continue et bijective) h : D — E tel que

hof=goh.
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Théoréme 1.1.4
Soient (D, f) et (E,g) deux systémes dynamiques. Supposons qu’ils sont topologiquement

conjugués par un homéomorphisme h : D — E. Alors

1. L'application h™' : E — D vérifie aussi la définition et assure donc I'équivalence topolo-

gique entre les systemes (D, f) et (E, g).
2. ho f"=g"oh, pour tout n € IN.

3. Six* € D est un point périodique de f de période fondamentale p alors h(x*) € E est un

point périodique de g de période fondamentale p.

Remarque 1.1.5 1. L'application h : D — E correspond tout simplement a un changement

de variables qui transforme f en g.

2. Selon ce concept, et pour un point fixe hyperbolique, nous pouvons donner une description
approximative du comportement local du systeme dynamique. Ceci est précisé par le

théoréeme de Hartman-Grobman [3].

1.2 Systemes dynamiques discrets unidimensionnelles

de premier ordre

On dit que le systeme dynamique discret

Xn+1 = f(xn)/ (16)

est de dimension 1 si la variable d’état x est une scalaire, i.e. x € R. Souvent f dépend
dun ou de plusieurs parametres que nous appellerons parameétres de bifurcations.

Dans ce cas le systéme (1.6) devient

Xn+1 = f(xnr a), (1.7)

oua=(m,ay,..,a,) € R".
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1.2.1 Systémes linéaires

Apres une translation d’origine, un systéme dynamique linéaire d’ordre un, de

dimension un, peut toujours étre mise sous la forme :
Xp41 = Sx,, — 00 < x < 400, (1.8)

On est dans un cas ot le second nombre permet 1'obtention de la solution sous forme

explicite, pour une condition initiale x, quelconque.
x, = S"xp. (1.9)

L’origine (x = 0) de 'axe des x, est le seul point fixe et d’apres (1.8) et (1.9), on voit
que la nature de ce point est completement déterminée par le nombre réel S, appelé

multiplicateur du point fixe x = 0. En effet

1. Si|S| < 1, quel que soit x, 'orbite O(x;) du systeme (1.8) tend vers le point fixe

x = 0. Ce point 0 est dit attractif, ou encore asymptotiquement stable.

2. Si|S| > 1, quel que soit x, I'orbite O(xy) du systeme (1.8) s’éloigne de 0 quand n

augmente. Ce point 0 est alors dit répulsif ou instable.
La nature du point fixe 0 dépend aussi du signe du multiplicateur S. En effet,

1. si S est positif la suite des points engendrées par (1.8) et telle que x, a toujours le

méme signe que x. 0 est appelé dans ce cas point de type 1;

2. par contre si S est négatif la suite des points engendrée par (1.8) et telle que le
signe de x, dépend de n. Cette suite oscille autour du point fixe 0. 0 est alors

appelé point de type 2

Dans le contexte linéaire, |S| = 1 correspond a un cas banal, car si S = 1 tout point de

I’axe des x est un point fixe, et si S = —1, tout point de 'axe des x est un point fixe de

Xps1 = S2X,. (1.10)

10



Préliminaires sur les systémes dynamiques discrets

Lorsque 0 est attractif, le domaine d’attraction de 0, est I'ensemble des points xy qui
donne une suite tendant vers 0. Il est ici constitué par tout 1’axe des x.
Ftant donné un point initial x, le point x; obtenu a partir de (1.8) est appelé le

conséquent de xy. En écrivant (1.8) sous la forme :
Xp = S x4, (1.11)

on définit la récurrence inverse, (1.8) étant la récurrence directe. Au point x, correspond
un point x_; donné par (1.11), qui est appelé antécédent de rang un de xy. Si (1.8)
correspond a une transformation ponctuelle f, (1.11) correspond a la transformation
inverse f~!. Dans le cas linéaire, il est évident que ! est toujours uniforme, c’est-a-
dire, un point x, possede un antécédent de rang n et un seul. Le point x_, issu de x, est

I'antécédent de rang n.

Remarque 1.2.1 Notons que si on a un systeme dynamique linéaire défini par I'application

f(x) = Sx donc le multiplicateur du point fixe x* = 0 est donné par S = f'(x").

1.2.2 Systémes dynamiques non-linéaires

Soit le systeme dynamique non-linéaire défini par :
Xni1 = f(xn,a), (1.12)

a € R™ est le parametre de bifurcation et f(x) étant une fonction uniforme de classe C'
de la variable réelle x, ne pouvant étre ramenée a la forme (1.8) par un changement

linéaire de variables.

1.2.3 Systémes dynamiques linéaires bi-dimensionnelles de premier

ordre

La caractérisation des trajectoires dans les systemes linéaires autonomes bidimen-

sionnels de premier ordre fournit les fondements conceptuels de la généralisation de

11



Préliminaires sur les systémes dynamiques discrets

I'analyse pour les systemes dynamiques non linéaires, de rang supérieur, non auto-

nomes. Soit le systéme dynamique discret linéaire suivant :

X141 = A11X1,0 + A12X2 5,
;o T 00 <X, Xy < to0. (1.13)

X2 41 = A21X2,5 + A22X7 5.

avec la condition initiale (x19,x20). OU ay1,a12,a21,a2; sont des constantes réelles. Le

systeme (1.13) peut s’écrire sous forme matricielle comme

X1,n+1 air a2 || Xin X1,n
= =A . (1.14)
X2,n+1 a1 A\ X2 X2,n
. an dw| o, . . . , . .
ouA = . L'origine O est le seul point fixe de I'application f (si det(I — A) # 0)
ax dx»
définie par
X1
f
f x| X2 | Xy + 412X
X2 X1 A21Xon + A22X2 5
f2
X2
. N . . . N X1,n
Une solution du systeme linéaire (1.14), est une trajectoire {X,,},>0 ot X, = pour
X2

tout entier positif n. Donc la valeur de X,, dans les périodes 1,2, 3, ..., n est

X1 = AX(),
Xz = AXl = AZXO,

Xn = AXn—l = AnXO

12



Préliminaires sur les systémes dynamiques discrets

Dans le cas ou la matrice A n’est pas une matrice diagonale et qu’il existe l'inter-
dépendance dans 1’évolution des variables d’état, ils existent des méthodes d’algebre
linéaire (Forme normale de Jardon) qui permettent de transformer le systéme a variable
d’état interdépendantes a un systéme a variables d’état indépendantes ou partialement

indépendantes.

Matrice de Jordan

Cette sous section résume les propositions fondamentales de 1’algebre linéaire uti-
lisée dans la dérivation et ’analyse qualitative des systemes dynamiques discrets bidi-

mensionnels.

Lemme 1.2.1

Soit A = (ai]-) une matrice 2 X 2, tel que a;; € R pour tous i et j.

1. Silamatrice A a deux valeurs propres réelles distinctes {A1, A»}, alors il existe une matrice

2 X 2 non singuliere Q et une matrice diagonale D, telle que A = QDQ™.

A 0
0 A

et Q est une matrice 2 X 2 inversible dont les colonnes sont les vecteurs propres de la

matrice A.

2. Si la matrice A a deux valeurs propres réelles répétées Ay = A, = A alors il existe une

matrice 2 X 2 non singuliere Q, telle que A = QDQ™! ol

A0
1 A

3. Sila matrice A a deux valeurs propres complexes conjuguées, \1p =a +ibet w =u +iv

sont les vecteurs propres associés alors il existe une matrice 2 X 2 non singuliére, Q, telle

13



Préliminaires sur les systémes dynamiques discrets

a —b
b a

et Q est une matrice 2 X 2 inversible de plus Q = (v, u).

que A = QDQ™' ol

D=

Caractérisation des solutions d’un systéme dynamique linéaire

Pour caractériser les solutions du systeme dynamique bidimensionnel
X1 = AX,, (1.15)

avec X € R? et A une matrice carrée 2 X 2 on s’intéresse dans un premier temps au
systeme

Y,11 = DY,, (1.16)

avec X = QY et D = Q7 'AQ (D et Q sont les matrices définies dans le lemme (1.2.1)et on
déduit la caractérisation des solution du systéme (1.15) en utilisant la relation X = QY.

x
Pour simplifier la notation dans ce qui vient on pose Y = [ ]
Yy

¢ Valeurs propres réelles distincts
Soit le systeme dynamique
Y1 = DY, (1.17)

A’f 0.
avec D = 1.e.
0 A}

0
] et Ay # A, e R.Donc Y, = D"Y, avec D" =
0 A,

Xn = (Al)n X0, (1 18)

Yn = (Az)n Yo-

X0 e X
avec [ ] est une condition initiale du vecteur [ ]
Yo y

1. Si|Ay < Aq] <1

14
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lim x, = lim y,=0.

n—>+00 n—>+o0o

Le point 0 est un point fixe attractif, ou asymptotiquement stable (un neeud stable).

(@) SiAy >0, A, >0, la suite des points générée a partir de My(x, o) tend vers O

sans oscillation autour de I'un des axes OX, OY. 0 est appelé nceud stable de

type 1.

(b) Si Ay <0, A >0,0u Ay >0, A, <0, la suite des points générée a partir de
Moy(x0, yo) tend vers 0 en oscillant auteur de OY dans le premier cas, et auteur

de OX dans le second. 0 est appelé nceeud stable de type 2 .

(c) SiAy <0, A; <0, la suite des points générée a partir de My(xo, o) tend vers 0
en oscillant auteur des deux axes OX, OY. 0 est appelé nceud stable de type

3.

2. SilAyf > Ay > 1

lim x, = +c0, lim y, = +oo.

n—>+o00 n—+oo

0 est appelé nceud instable qui selon les signes de A4, A, peut étre de type 1, 2, ou

3. On dit aussi que 0 est un neeud répulsif.

3. Si|Ay| <1,|A4] > 1, 0 est un point fixe instable qui sera appelé un col. Le signe de

A1, A, permet encore de distinguer les cols de type 1, 2 ou 3.

4. Si |A4] = |42, O est appelé un nceud étoile de type 1(A1 = A, > 0), de de type 2
(A1 = =Ay) ou de type 3 (A1 = Ay < 0) attractif, ou répulsif, selon |A4] < 1, ou
|/\1| > 1.

¢ Valeurs propres réelles égales

Considérons le systeme dynamique (1.17) avec D =
1 A

0
JetAe]R.

15
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A" 0].
Donc Y, = D"Y, avec D" = 1e.
nA”‘l Al

X, = A"x,
(1.19)
Yn = nA" xg + Ay,

x L o : . s .
Pour A > 0 et — > 0 les trajectoires sont situées sur les courbes invariantes d’équation
Xo

X
l —
)

Y= Ay

X. (1.20)

1. Si A Le point fixe 0 est alors appelé un nceud impropre attractif.

2. Si A Le point fixe 0 est alors appelé un nceud impropre répulsif.

¢ Valeurs propres complexes

Considérons le systéme dynamique (1.17) avec D =

], a,b € R. Considérons la
b a

représentation géométrique des valeurs propres, en posant r = Va? + b2, a = rcos 0 et

b=rsinOavec0< 60 < malors Ay, =a+ib=re’.

1. Sir =1, Le point fixe 0 est appelé centre (un point fixe centre est stable mais

n’est pas asymptotiquement stable)

2. Sir#1,

(a) Silr| <1, origine est appelée foyer stable

(b) Si|r| > 1, 'origine est appelée foyer instable

16
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1.2.4 Stabilité des systemes dynamiques non-linéaires discrets bi-

dimensionnelles

Un systéme non-linéaire discret de dimension 2 est donné par

Xn
fi
Xn+1 Xn ]/n
= f = ’
n n Xn
Yn+1 Y £
Yn

ou bien
Xnt+1 = fl(xn/ yn)/
Yns1 = f2(xn/ yn)

(1.21)

fi(x, ), f2(x, y) étant des fonctions continues, uniformes, non-linéaires, des variables
réelles x, y. Les propriétés des solutions du systeme (1.21) sont tres complexes par
rapport a celles de la récurrence (1.13). En particulier, les solutions ne s’expriment pas,
sauf cas exceptionnel, a 1’aide des fonctions transcendantes connues, sous forme finie,

et il est nécessaire de les caractériser a travers les singularités du systéme (1.21).

1. Points fixes :
Le cas non-linéaire conduit donc a la possibilité d’existence de plusieurs points
fixes. Soit X* un point fixe pour le systeme (1.21), alors si fi(x, v), f2(x, y) sont au
moins une fois différentiables (classe C;) au point X* = (x*, y*), un développement

de Taylor au voisinage de X* donne

X = AX) +(F) (X) (= x) + (2) (X)) (ga - y) + X,
Yun = Fo(X) + () (X) (= x) + (L) (X) (v = y) + V.

X et Y sont les termes non linéaires. Lorsque X est trés proche de X* les termes

non-linéaires deviennent négligeables devant le terme linéaire et le systéme non-

17
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linéaire est approximé par le systeme linéaire suivant :

‘ (1.22)

Kt == (5) (X) (o = 2) + () XY - ),
Y = ¥ = (B) (X) (o = %) + (L) X) (v - ).

Apres un changement des variables X’ = X — X" le point fixe se ramene a I’origine

0 et (1.22) devient

¥ = (E) ), + () (X) v
Vo = (£) X%, + () X) v,
ie.

X;’1+1 = ]Xil’l’

() ()
() (7))

est la matrice Jacobienne de f en X*. Comme dans le cas linéaire, en général, les

multiplicateurs (valeurs propres de J) A1, A, fixent le comportement des trajec-
toires de notre systéme, mais ici seulement pour des conditions initiales prises
dans un voisinage (suffisamment petit) au point fixe X*. Les cas ott un multipli-
cateur (ou les deux) est (ou sont) de module égal a un, qui se présentent dans
le cas linéaire comme des cas frontieres séparant deux structures de trajectoires
discretes différentes, ne permettent plus de définir ’allure des courbes invariantes
a partir de I'approximation linéaire de (1.21). En effet si |14 = 1, ou [A;] = 1, ou
|A1] = |A4] = 1, cette caractéristique de frontiere, entre deux comportements qua-
litatifs différents, entraine que les trajectoires de ’approximation linéaire ne sont
pas en général conservées, aussi petit que soit le voisinage O du point fixe X*. Ce
sont les non-linéarités X, Y, qui fixent I'allure de ces trajectoires a I'intérieur de

D. On dit alors qu'il y a cas critique au sens de Lyapounov.

Théoreme 1.2.2 (a) Si tous les valeur propres de la matrice Jacobien | ont des modules

strictement inférieurs a 'unité, alors le point fixe X* du systeme (1.21) est localement

18
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asymptotiquement stable.

(b) Si la matrice Jacobien | admet au moins une valeur propre de module strictement

supérieur a I'unité, alors le point fixe X* est instable.

(c) Si certaines valeurs propres de la matrice | sont sur le cercle du rayon de 'unité et

les autres a l'intérieur, on ne peut pas conclure la stabilité locale du point fixe X*.
2. m-cycles :
Un m-cycle est défini comme point fixe de f™ qui n’est pas point fixe de f¥,
1 < k < m, (k,m entiers). Il est donc constitué par m points dans le plan (x, y), et

possede, comme un point fixe, deux multiplicateurs A4, A,.
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CHAPITRE 2

BIFURCATION ET CHAQOS

2.1 Théorie des bifurcations

On dit qu'une solution d’un systeme dynamique correspond a une bifurcation sous
l'effet d"une variation de parametre, lorsqu’elle est une frontiere entre deux comporte-

ments qualitatifs différents de solutions. Plus précisément, soit le systeme dynamique :

Xn+1 = f(xnl H)l (2-1)

p étant un parametre réel, f(x, 1) une fonction continue de la variable réelle x (le cas
générale x vecteur dans R"™) et de u. S’il existe un € > 0, aussi petit que 1'on veut, tel
que la structure des singularités (points fixes, orbites périodiques) de (2.1) est différente
pour p < o, 4 > po, (|4 — ol < €), la valeur uy du parametre u est appelée point de
bifurcation. Dans cette section on présentera trois types de bifurcations qui sont : la

bifurcation fold, bifurcation flip et la bifurcation de Neimark-Sacker.

1. Bifurcation fold ou pli :

La bifurcation pli est une bifurcation catastrophique. Ca signifie que, quand le

parameétre de contrdle varie, on a une apparition de deux cycles d’ordre k, de
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Bifucation et chaos

stabilités différentes. A la bifurcation, les deux cycles sont confondus et avec un
multiplicateur S égal a 1. Pour comprendre le mécanisme de cette bifurcation,

passons maintenant a un exemple spécifique.

Exemple 2.1.1
Soit le systeme dynamique défini par I"application (2.2),

fx)=x*+x+c, (2.2)

c est le parametre de bifurcation. Les graphes des applications f. quand ¢ > 0, ¢ = 0

et ¢ < 0 sont donnés dans la Figure (2.1). Les points fixes de (2.2) sont solutions de

05 /// i
1 //// 8
151 //// i
L \ \ \ \ \
-2 15 1 05 0 05 1 15 2
2 \ —
/! -
5F \ / - ]
/
AN / -
1r \ // / m
i
/
051 e _
/
& =
v —_~
05 // 8
e //
i+ P // J
151 // -
/




Bifucation et chaos

Ficure 2.1 - Le graphe de 'application f.(x) = x*> + x + ¢ pour (a) ¢ = 0.5. (b) ¢ = 0. ()
c=-05.
I'équation x*> + x + ¢ = x. Pour ¢ > 0, il n'y a pas de point fixe. Pour ¢ = 0, il y a un
seul point fixe x; = 0. Pour ¢ < 0, il y a deux points fixes x, = F \/—c. L'itération (2.2)
présente une bifurcation pli a c = 0 au point fixe x = 0 avec un multiplicateur f;j(0) = 1.
Pour a < 0, les multiplicateurs des points x; = V—cet x; = —\—csont 2v-c+1> 1
(x est répulsif) et 0 < =2+/—c + 1 < 1 (x, est attractif) respectivement. Le diagramme de

bifurcation dans l'espace (c, x) est présenté sur la figure (2.2).

,,,,,,,,,,,,,,,, x, pf instable

== e x, pf stable

Ficure 2.2 - Bifurcation pli.

2. Bifurcation flip ou doublement de période
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Cette bifurcation a lieu, lorsqu'un cycle d’ordre k stable a un multiplicateur qui
passe par la valeur S = —1. Ce cycle devient alors instable et donne naissance a
un cycle d’ordre 2k stable. Afin de clarifier ce genre de bifurcation nous traitons

I'exemple suivant :

Exemple 2.1.2
Soit I'application logistique f définie par :

fa(x) = ax(1 —x), (2.3)

a est le parametre de bifurcation. L'application f présente une bifurcation de doublement

. . a .y .
de période en a = 3 au point fixe x; = avec un multiplicateur S = —1. Le diagramme

de bifurcation dans I'espace (a, x) est donné par la figure (2.3).

=065

05
25 26 27 28 29 3 31 32 33 34

Ficure 2.3 — Bifurcation flip ou doublement de période.

3. Bifurcation de Neimark-Sacker

La bifurcation de Neimark-Sacker est définie pour un systéme de dimension plus
grand que 1, cette bifurcation est caractérisé par la naissance (quand le parametre
de bifurcation u dépasse le point de bifurcation 19) d"une courbe invariante fermée
a partir d"un point fixe, lorsque le point fixe change de stabilité via une paire de

valeurs propres complexes avec un module unitaire. La bifurcation peut étre
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Bifucation et chaos

super-critique figure (2.4) ou sous-critique figure (??), donnant lieu a une courbe

invariante fermée stable ou instable, respectivement.

300
200~

./

100 200 300

Y

00

200

)
\

-300 ‘
-300 -200 -100

300

200 — |

100 — |

A
v

-100 [~ |

-200 [ |

20 ! ! ! !
-300 -200 -100 100 200 300

Ficure 2.4 - Bifurcation de Neimark-Sacker super-critique. (a) Foyer stable pour p < .
(b) Courbe invariante fermée stable p1 > .

2.2 Chaos

Le monde qui nous entoure parait souvent imprévisible, désordonné, hasardeux
et chaotique. Un systéme chaotique est un systeme simple ou complexe, sensible aux

conditions initiales et qui présente un caractere répétitif, une forte récurrence. Une
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petite perturbation peut entrainer une instabilité ou un déséquilibre gigantesque non
prédictible a long terme. Ainsi les dispositifs simples peuvent donner lieu a des phé-
nomenes complexes. Un systeme chaotique est l'inverse d'un systéme parfaitement
régulier. Nous essayons dans la section suivante de donner une définition du chaos,

due a R.L Devaney [4].

2.2.1 Systemes dynamiques chaotiques

On trouve dans la littérature plusieurs définitions mathématiques du chaos, mais
jusqu’a présent, il n’existe aucune définition mathématique universelle du chaos. Avant
de donner une définition du chaos, due a R.L Devaney [4], quelques définitions de base

sont nécessaires.

Définition 2.2.1
f ] — ] est dite topologiquement transitive si pour toute paire d’ensembles ouverts U,V C |

il existe k > 0 tel que f{(U) NV # 0.

Définition 2.2.2
f ] = ] a une sensibilité aux conditions initiales s'il existe 6 > 0 tel que, pour tout x € | et

tout voisinage N, de x, il existe y € N, et n > 0 tels que |f"(x) — f"(y)| > 6.

Intuitivement, une application possede une sensibilité aux conditions initiales si il
existe des points arbitrairement proches de x qui finissent par s’éloigner de x par au
moins 0 sous l'itération de f. Nous passons maintenant a 1'un des themes principaux
dans les systémes dynamiques, la notion du chaos. Nous présentons ici une définition
particuliere donnée par Devaney [4], car elle s’applique a un grand nombre d’exemples

et généralement il est facile a vérifier.

Définition 2.2.3

Soit V un ensemble. L'application f : V. — V est dite chaotique sur V si
1. f possede une sensibilité aux conditions initiales,

2. f est topologiquement transitive,
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3. les points périodiques sont denses dans V.

Pour résumer, une application chaotique possede trois propriétés : I'imprévisibilité,
elle est indécomposable et elle a un élément de régularité. Un systeme chaotique est
imprévisible en raison de la sensibilité aux conditions initiales. Il ne peut pas étre
décomposé en deux sous-systemes (deux sous-ensembles ouverts et invariants) qui ne
se chevauche pas sous f en raison de la transitivité topologique. Et, au milieu de ce
comportement aléatoire, nous avons quand méme un élément de régularité, ce sont les

points périodiques denses.

2.2.2 Attracteurs, bassins d’attraction et frontiéres

L’analyse du comportement a long terme d’'un systeme dynamique nécessite une
définition de l'attracteur, qui s’applique aux ensembles plus généraux que les points

fixes et les orbites périodiques.

Définition 2.2.4 [6]
Soit U D IR? un ouvert et soit 'application f : U — U. Un ensemble fermé et borné

A C U est un attracteur si f(A) = A et s'il existe r > 0 tel que d(xy, A) < r implique que
lirp d(x,, A) = 0.

Les attracteurs jouent un role fondamental dans 1’étude du comportement a long terme
d’un systéme dynamique. Certain de ces attracteurs ont une géométrie treés compliquée
au point que certains d’entre eux ont été appelés attracteurs étranges . Les attracteurs

peuvent étre classés dans trois catégories [5] :
1. Point fixe (un seul point),
2. orbite périodique (un ensemble fini des points),

3. un attracteur chaotique (attracteur étrange) est tout autre type d’attracteurs.

Définition 2.2.5
Etant donné un attracteur A, nous appelons le bassin d’attraction de A I'ensemble de toutes

les conditions initiales xy, telles que lim d(x,, A) = 0.
n—+oo
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Différents bassins d’attraction sont séparés par des frontieres des bassins. La géométrie
de ces frontieres est souvent aussi complexe que la géométrie des attracteurs eux-

mémes. La figure (2.5) présente l'attracteur de 1’application de Lozi défini par (2.4) :

Yy X

X 1—alx]|+b
L x| y. (2.4)

o1 a et b sont les parametres de bifurcations.

1.5

0.5 1

-15 . . . . .
-1.5 -1 —-0.5 (0] 0.5 1 1.5

Ficure 2.5 — Attracteur de Lozi obtient poura = 1.7 et b = 0.5.

2.2.3 Exposants de Lyapounov

Dans I’analyse d"un systeme dynamique, I’exposant de Lyapounov permet de quan-
tifier la stabilité ou l'instabilité de ses mouvements. Un exposant de Lyapounov est :
soit un nombre réel (fini), soit vaut +oco ou —co. Un mouvement instable a un exposant
de Lyapounov positif, un mouvement stable, a un exposant de Lyapounov négatif. Les
mouvements bornés d’un systeme linéaire ont un exposant de Lyapunov négatif ou
nul. L'exposant de Lyapunov peut servir a étudier la stabilité (ou l'instabilité) des points
d’équilibres des systémes non linéaires. Nous allons définir dans cette sous-section la
notion de I'exposant de Lyapunov et montrer comment on s’en sert pour étudier des

systemes chaotiques et méme détecter la présence du chaos dans des systemes.
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1. Cas d’un systémes dynamiques de dimension 1:

Soit f une application de R dans R. Choisissons deux conditions initiales tres
proches, soit xj et xq + € et regardons comment se comportent les trajectoires qui
ensontissues. Supposons qu’elles s’écartent en moyenne a un rythme exponentiel.

On pourra alors trouver un réel u tel que apres n itérations :

[f"(x0 +€) = f"(x0)l = e exp(np),

4

ACE, ee) @),

En faisant € tendre vers zéro, on trouve :

df"(xo)

de

p = log| |

Finalement, en faisant tendre n vers l'infini et en utilisant la regle de dérivation

en chaine,
d n—1
—f"(x0) = 1_0[ £

on obtient :

n-1
u= lim lZlog £ ()| (2.5)
i=0

n—+oo 11

u est appelé exposant de Lyapounov. Par sa définition, I'exposant de Lyapounov
caractérise la stabilité d"une orbite O(xo). Si u > 0 I'orbite O(x) est instable. Si u <
0, elle est stable. La figure (2.6) donne I'exposant de Lyapounov de l'application
logistique 2.6) pour 3 < a < 4.

Xpr1 = ax,(1 — x,). (2.6)

2. Cas d’un systemes dynamiques de dimension 2 :

Donnons maintenant une généralisation de la notion de I'exposant de Lyapunov
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FiGure 2.6 — Exposant de Lyapunov de l'application logistique (2.6) en fonction du
parametre 4.

dans le cas multi-dimensionnel. Soit f : R" — R"™ et soit

Xn+1 = f(xn)/ (27)

le systeme dynamique défini par f. Commencgons par préciser qu'un systeme
m-dimensionnel possédera m exposant de Lyapunov u;, i = 1,2,...,m. Chacun
d’entre eux mesure le taux de divergence suivant un des axes du systeme. Pour
chaque n > 1 considérons la matrice jacobien de 'application f" (notons le J,(xo))

évalué en un point x;. Tout comme dans le cas de dimension 1 nous avons :
n
Juo) = | [ 1xo, (2.8)
i=1

ol x; = f'(xo) sont les points de l'orbite O(xo) et J(x) est la matrice jacobien de
I'application f évaluée en un point x. Pour calculer les u;, i = 1,2, ..., m, nous nous

intéressons a :

f'(xo+ €)= f(x0)
Posons x| = xy + € et opérons un développement limite d’ordre 1 de f"(xo) au
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voisinage de x;) :

Xn = Xy, = Ju(x0) (X0 — Xp),
Si Ju(xo) est diagonalisable, alors il existe une matrice inversible P; telle que :
D,(x0) = P;'Ju(x0)Ps, out Dy (x0) est une matrice diagonale contenant les valeurs
propres de J,(xp). Notons ces valeurs propres par 0;, i = 1,..,m. On définit alors
les m exposants de Lyapounov de la maniere suivante :

pi = lim 1 In(0)), i=1,..,m.

n—+oo 71

La figure (2.7) donne les deux exposants de Lyapounov de I'application de Hénon
définie par :

Xps1 = 1 —ax2 + by, 29)

Yn+1 = Xy

pourb = 0.3et0.2 < a < 1.5. Les exposants de Lyapounov d'une orbite périodique

Ficure 2.7 — Exposant de Lyapounov de 'application de Hénon pour b = 0.3 et 0.2 <
a<15b.

attractive sont également négatifs. Si 1'un des exposants est nul on a un point de
bifurcation. Sil"un des exposants est positif alors on a la sensibilité aux conditions

initiales, c’est-a-dire il y a le chaos.
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2.2.4 Dimension fractale

L’étude d'un ensemble A C R invariant, fermé et borné (attracteur) d’un systéme
dynamique gouverné par une application f comprend souvent la détermination d"un
nombre représentant la dimension de A selon une définition appropriée de cette pro-
priété. Ce nombre peut étre assez important surtout quand A est un attracteur chaotique.
Par exemple, un point a la dimension 0, un segment a la dimension 1, un carré plein
(intérieur et bord) a la dimension 2, un cube plein (intérieur et limite) a la dimension 3,
etc. Cette idée intuitive n’est pas assez sophistiquée pour les objets géométriques com-
plexes, y compris les attracteurs étranges. Il peut arriver que différentes définitions de
dimension attribuent différents nombres a 1'un des sous-ensembles complexes de IR,
pour les quels I'idée intuitive de dimension a échoué. De plus, ces nombres ne peuvent
pas étre des nombres entiers. Un objet géométrique dont la dimension (dans une dé-
finition appropriée) n’est pas un entier s’appelle une fractale [7]. Quelques définitions

différentes de dimension fractales seront abordées dans cette section [8].

1. Dimension de Hausdorff :
Soit I'espace A. On recouvre I'espace A au moyen d’une réunion dénombrable de
Yy
parties notées A;, chacune étant de diametre inférieur a r. Pour tout s réel positif

ou nul, on considere la quantité ) diam(A;)°. On introduit la quantité :
i=1

HiA)=  inf {; diam(A} A C Ul Ai}

La fonction H; est décroissante, ce qui assure 1'existence d'une limite (éventuelle-

ment infinie) quand on fait tendre r vers 0. D’ot1 la définition :
H(X) = lin(}Hi(X).

H* s’appelle mesure de Hausdorff s-dimensionnelle. La dimension de Hausdorff

s’appuie sur la mesure de Hausdorff. La dimension de Hausdorff de A C R" est
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définie par [29] :
Dy = sup ls, H'(A) = +o0} = inf {5, H*(4) = 0},

ou H°(A) est la mesure de Hausdorff de I'ensemble A : Ce type de dimension
dépend uniquement des propriétés métriques de 'espace dans lequel se trouve

I'ensemble.

2. Dimension de capacité :
L’idée de la dimension de capacité est la suivante. Supposons que A soit un sous-
ensemble borné de R". Choisissez € > 0 et sélectionnez des hyper-cubes (segments
dans R, carrés dans IR?, cubes dans IR?, etc.) du rayon €. Notons par N(e) le plus

petit nombre nécessaire pour couvrir A. Posons

_ i NGe)
Pe =10 Tty

Dc est appelé la dimension de capacité de 'ensemble A [8].

3. Dimension de corrélation :
Soit O(x;) une trajectoire d'un systeme dynamique (la condition initiale est notée
x1). La dimension de corrélation de I’ensemble O(x;) est calculée de la maniére
suivante :

Etant donné un nombre réel positif r, nous formons l'intégrale de corrélation

donné par :
1y
C(n = lim —— ; H(r = ||xi — x[]), (2.10)
i#]
ou
Osix <0,
H(x) = , (2.11)
1six >0.

est la fonction caractéristique de I'ensemble IR". La somme compte le nombre de
paires de vecteurs plus proches que r lorsque | < i,j < neti # j, ou n®> — n est
le nombre total de paires avec i # j. Par conséquent, le rapport entre les deux

représente le ratio des paires qui sont plus proches que 7, et C(r) mesure la densité
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de paires de vecteurs distincts qui sont plus proches que r.

Définition 2.2.6

La dimension de corrélation D¢,, de O(x1) est définie par :

L In€r)
D¢y = 1r1_r>%1 ne) (2.12)

4. Dimension Kaplan et Yorke (Lyapunov) :[30]
Soit uy > pp > ... > uy, les n exposants de Lyapunov d"un attracteur d’un systeme

dynamique et soit j le grand entier naturel tel que :

p1+ 2+ ...+ ;> 0. Alors la dimension de Karlan et Yorke (Lyapunov) est donnée
par:

i
b
DKY -

]
Si aucun j existe alors Dgy = 0 (comme le cas d’un point hyperbolique stable) ; et

si l’attracteur est chaotique alors Dgy > 0 est un nombre fractionnaire.

2.2.5 Routes vers le chaos

Une route vers le chaos est une séquence spécifique de bifurcations menant d"une
évolution totalement prévisible (possede par exemple un point fixe stable) a une évo-
lution chaotique. Une caractéristique remarquable, découverte dans les années 1980,
est que ces séquences sont souvent qualitativement identiques, méme si les systemes
physiques sont totalement différents. C’est ce qu’on appelle l'universalité des routes du
chaos. On a pu mettre en évidence trois grands scénarios de passage d"une dynamique
réguliere a une dynamique chaotique lors de la variation d"un parametre. Trois routes
typiques ont été mises en évidence pour les systemes dissipatifs, chacune associée a un
type de bifurcation : la route de doublement de période associée a la bifurcation flip ou
doublement de période, la route d’intermittence associée a la bifurcation fold ou nceud

col et la route de Ruelle-Takens associée a la bifurcation de Neimark-Sacker.
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Cascade de doublements de période

Cette route décrit le passage d une situation ou1 le systeme dynamique atteint un état
d’équilibre (c’est-a-dire un point fixe stable) a un régime chaotique par une succession
de bifurcation de type doublement de période. Lorsque le parametre de bifurcation
u augmente, le point fixe stable est remplacé en p = o par un 2—cycle stable (le
point fixe existe toujours pour u > po mais il est instable). Ensuite, en u = uy, ce
cycle perd sa stabilité et est remplacé par un 4—cycle stable. Et ainsi de suite : I'orbite
périodique de période 27! observée pour u < p; perd sa stabilité pour u = y; et est
remplacée par une orbite périodique de période 2/ stable. La suite croissante (u;);xo
des valeurs de bifurcations tend vers une limite pc. En y = pc, un régime chaotique
apparait. Les valeurs de bifurcations (1) -0 sont spécifiques au systéme considéré, ainsi
que leur valeur limite uc. Par contre, leur accumulations en ¢ suit une progression

géométrique :
lim 8 (2.13)
jotoo Ujyoy — Uil
ol 6 est un nombre universel : 6 = 4.66920.... Cela signifie que I'exposant 6 est identique
dans tous les systémes ot1 une telle séquence de doublements de périodes conduisant
au chaos est observée : une similitude qualitative entre comportements asymptotiques
implique une identité quantitative. Ce scénario est observé par exemple dans 'appli-

cation logistique (2.6) avec 3 < a < 4, comme le montre la figure (2.8).

Par intermittence

La route appelée intermittence décrit la persistance de phases réguliéres et pré-
visibles dans une dynamique globalement chaotique. L'idée principale est qu’apres
la disparition d’un point fixe stable xj, via une bifurcation nceud-col pour y = 0, la

dynamique reste lente au voisinage de x}, comme si elle connaissait la présence d'un

fantdme du point fixé [11]. L'exemple typique est le systeme discret :

Xni1 = Gu(Xn) = —pu +x, — Axi, (2.14)
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Ficure 2.8 — Bifurcation vers le chaos par doublement de période (ex : I'application
logistique pour 2.5 <a < 4.).

ou A > 0 et u est le parametre de bifurcation. Pour p = 0 le systeme (2.14) a un seul
point fixe x* = 0; pour pu < 01l y a deux points fixes + \/% I'un est stable l'autre est
instable ; pour p > 0iln’y a plus de points fixes. Cependant, g,(x) ~ x au voisinage de 0,
de sorte que la trajectoire reste longtemps dans cette région et qu'un régime régulier et
lent est observé, qui suit grossierement la loi d’évolution x,,,; = x,, — u tant que Ax, < 1

et Ax2 < u figure (2.9).

Scénario de Ruelle et Takens

L’énoncé exact de cette route est assez technique car il faut introduire une topologie
sur 1'espace des champs de vecteurs, afin de définir la proximité de deux systémes
dynamiques continus. Sa formulation approximative est écrite : un systeme dynamique
continu connaissant trois bifurcations de Hopf successives possede généralement un
attracteur étrange. Chaque bifurcation de Hopf correspond a I’apparition d'un mode
instable. La déclaration ci-dessus peut étre reformulée : La perte de stabilité de 3 modes
avec des fréquences dont les rapports de paires sont irrationnels mene au chaos. Ce résultat
a profondément modifié I'image que les scientifiques ont sur le chaos : la vision qui
prévalait auparavant, due a Landau, nécessitait la perte de stabilité d'une infinité

de modes pour que l'évolution devienne apparemment erratique et imprévisible. En
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04 I/ (X/"Kg)

12F (y%55) -

2
sl 8, )= 0005 +3-054°
| | | | | | | | | |
-1 -0.8 06 -04 0.2 0 02 04 06 08 1

F1GURE 2.9 — Pour p = 0.025 et A = 0.5 les itérés successifs ont lieu entre le graphe de g,
et la bissectrice. La trajectoire passe lentement pres des fantomes des points fixes qui
existaient pour u <0

conséquence, on pensait que le chaos ne surviendrait que dans des systemes a une
infinité de degrés de liberté. Le scénario de Landau s’est révélé beaucoup trop restrictif :
le couplage non linéaire de trois modes dont les rapports de fréquence par paire sont

irrationnels suffit a générer un attracteur étrange [11].
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CHAPITRE 3

LES BIFURCATIONS DE
L’APPLICATION DE LOZI

En 1978, Lozi introduit dans une courte papier [12] une application a deux dimen-
sions dont les équations et les attracteurs ressemblent a ceux de I'application de Hénon
[13]. Simplement un terme quadratique dans 1’application de Hénon est remplacé par
une terme linéaire par morceaux . Ce fait permet de prouver rigoureusement le caractere
chaotique de certains attracteurs [14] et une analyse détaillée de son bassin d’attraction
[15].

L’application de Lozi est donnée par I'équation suivant :

Xpe1 = 1+ yu —alx,l = f(xX0, yn), 631)

Yne1 = bxy = g(xn, Y-
Ou a, b sont des parametres réels non nuls . A I'intérieur de la région ou les orbites res-
tent bornée, 'application de Lozi peut présenter un comportement régulier chaotique.
Lebut de ce travail est de montrer que l’application de Lozi présente également une par-
ticularité type de bifurcation récemment trouvé dans une classe d’application linéaire

unidimensionnel discontinues par morceaux [16] . Un phénomeéne similaire dans les
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applications continues a été également décrit dans [17]. Le principale caractéristique
de cette bifurcation est la présence d'un continuum de cycles stables. Ainsi, au point
de bifurcation méme , 'attracteur dans l’espace des phase contient un ensemble infini
d’orbites réguliers. En fonction des parametres, le passage peut s’effectuer aussi bien

de régimes réguliers a des régimes réguliers qu’a des régimes chaotiques.

3.0.6 Dynamique de 1’application de Lozi

I est d’'usage de commercer I'étude d"un systeme dynamique par un catalogue de
ses points fixes, attracteurs périodiques, etc, en accordant une attention particuliere a
leur stabilité et a leur évolution avec les parametres du systéme. Nous commengons par
collecter certaines de ces caractéristique pour l’application de Lozi dont aurons besoin
dans les sections suivantes :

Pour des considérations de stabilité, nous avons besoin de la matrice jacobienne de

L(x,y) qui est :

J(x,y) = —osgn) 1 (3.2)
b 0

Remarquons que J(x, y) ne dépend du point de l'orbite que par signe(x). En consé-
quence, nous notons sa valeur par [, = J(x > 0,y) et |- = J(x <0, y). De plus, puisque
det ], = —b, nous ne considérons que les application avec |b| < 1, afin d’avoir des sys-
témes non-expansifs. En particulier, les applications avec b = +1 préservant la surface .
C’est tres simple pour de montrer que pour |b| < 1 l'application de Lozi n’a pas des
points fixes sia < b—1. 1l a P; comme point fixe unique sib—1 < a < 1-b un point fixe
P, ,sia>1-b,avec

Pia,b) = (—] 1 1 1

P -
TravTva 0 OO =G 1,9
De plus J(P1) = Ji, J(P2) = J-. Seul P; est stable et cela se produit pour les sys-

temes avec des valeurs de parameétre (b, a) a l'intérieure du triangle avec des sommets

(1,0),(-1,2),(-1,-2) dans I'espace des parametres.
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Concernent les cycles de période T = 2, il est facile de voir qu'ils existent, si l’'on garde

|b| < 1poura >1-0b. Leurs élément sont (z1, bz,) et (z, bz1) avec

_ 1-b+a _ 1-b-a

TU-brra 2T A bRt ar

ils sont stables pour les valeurs des parameétres (b, a) al'intérieure du triangle a sommets

21

(0,1), (1,0),(1, 2) dans I'espace des parametres

1 0.5 0.5 ]

T ot

Ficure 3.1 — Comportement de l'application de Lozi dans l'espace des parameétres.
Les zones blanches correspondent a des trajectoires non bornées. Les bifurcations bis-
sectrices ont lieu aux droites rouges, 2 = 1 + b ce diagramme n’épuise pas tous les
attracteurs possibles que 1'application de Lozi peut présenter.

3.0.7 Bifurcations bissectrices

Considérons le diagramme de bifurcations illustré a la figure( 3.2) pour b = 0.1 et
0.8 < a < 1.8. 1l présente un point de bifurcation a = 0.9 d"un point fixe vers une orbite
2-périodique. Une deuxieme point de bifurcation c’esta = 1.1 d"une orbite 2-périodique
vers le chaos. De méme, sur la figure (3.3) pour a = 1.5 et —0.75 < b < 0.75 deux bifur-
cation se produisent a+0.5. Le systéme est chaotique pour a = 1.1 sur la figure (3.2)et
—-0.5 < b < 0.5 sur la figure (3.3) . Notons que les lignes verticales de ces diagramme de
bifurcation comme nous le verrons, ils représentent des ensembles infinis d’orbites pé-
riodiques. C’est la caractéristique la plus saillante de la phénomene dont nous traitons

ici. Nous 'appelons bifurcations bissectrices.
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Commengons par expliquer I'approche que nous suivons pour localiser algébrique-
ment quelles valeurs de a et b dans I'espace des parametres donnent lieu a un ensemble
infini de cycles simultanés. Nous résolvons d’abord les cas des périodes deux et quatre
suggérer par les figures (3.3) et nous illustrons suffisamment la procédure. Apres cela,
nous déterminons les éléments des cycles, cette procédure nous permet de comprendre
I’origine et la structure des attracteurs donnés par les lignes verticales qui apparaissent
dans les diagrammes de bifurcation. Les périodes trois sont ensuite analysées de la
méme maniere et montrent qu’elles sont a ’origine d"un modele différent. Ordre supé-
rieur les attracteurs périodiques peuvent étre étudies dans le méme sens, bien sur au
prix d"une algebre plus compliquée.

La stabilité des cycles peut également étre résolue. Etant donné une période-N orbites
de L(x, y).ses élément sont des points fixes de LN!(x, y) et leur stabilité est déterminée
simultanément par le plus grand des modules des valeurs propres de la matrice jaco-

bienne de LINl(x, y) , évalué a n’importe lequel des points périodiques.

1.0

0,5}

> 0.0

0,5} | :
| b=0.1

198 70 12 12 18 1.8

Ficure 3.2 — Diagramme de bifurcation pour b = 0.1. Notion que la bissectrice bifurca-
tions avoir liewnaaa=1=+b
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'1 -5 L] . T ol T
1,0 J '
0,5t y -

>

0.0 » .
-0.,5 4

i
-1,0 2

-0,5 0,0 0,5

b

Ficure 3.3 — Diagramme de bifurcation pour a = 1.5. Notion que la bissectrice bifurca-
tions avoir liewaa b = £(a — 1)

Continuité des attracteurs de périodique 2

Soit (x1, Y1), (x2, y2) un cycle de période-2 de l'application de Lozi. Ensuite, nous

utilisons 1’équation aux différence du second ordre équivalente
Xpp1 = 1 = alxy| + bx,g
La condition de périodicité de ce systéme donne
X, =1 —alxq| + bx,

x1 =1 —alxy| + bxy

Les 2-cycles correspondants de I'application de Lozi seront ((x;, bx2), (x2, bx1).
Lorsque les équations du systeme ci dessus sont équivalentes alors il existe une infinité
de solutions et donc des orbites 2-périodique. D’un point de vue algébrique cela signifie

que le coefficient et les matrices augmentées doivent tous deux avoir un rang égal 1 :

sign(x) 1-0b B
1-b sing(x)
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=1 (3.3)

asign(x;) 1-b 1
ran
1-b asing(xy) 1

qui donnent la contrainte : 2 + b = 1, avec a > 0. Alors il existe deux familles & un
parametre de 2-cycles dans R*. (S;, S,) et (U3, Uy) avec
1-ax 1-ax 1
5= (xlbﬁ), S, = (F’bx) , (0 <1x < Z)'
+ax +ax -
ul - (x/ bm)/ UZ - (m/ bx) ’ (7 <x< O)

Pour une trajectoire de période-2, la matrice jacobienne de I'application LI(x, y)
est le produit matriciel de J(x, y) évalué aux points de l'orbite. Pour la famille S nous
avons [(51)](S2) = J? , dont les valeurs propres sont (4> + 2b + |a] \/M/Z). Dans le
cas critique, a + b = 1, elles se réduisent aux valeur 1 et (1 — a)?, et donc ces orbites sont
stables des que 0 < a < 2.

Pour la famille U on a J(U;)J(U,) = J? , dont les valeurs propres dans le cas critique

sont 1 et (1 +a)?> > 1,aveca > 0. Ces orbites sont donc instables.

Continuité d’attracteurs de période 4

La recherche d’ensembles d’orbites de période-4 donne les résultats suivants. Pre-
miérement, les contraintes sur les parameétres sontaa =1+b,et0<b<1,1<a<2,
pour que le rang des matrices correspondant soit égal a trois, permettant ainsi 1’exis-
tence d’une famille a un parametre des solutions. Deuxiemement, si (x;, y;) désigne les
éléments du cycle, aveci =1, .....,4 alors
X1 =U+2b,x,=pu—(b-1)B,x3=—p, x4 =-pu+b+1)p.

Y1 = bxa, Yo = bxy, y3 = bxo, ys = bxs.

Les

1 L 1
Ot nous avons utilisé le parametre réel 0 < pu < 1 et la définition g = a0
orbites de période-4 alternent le signe de ses composantes. Ceci peut étre facilement

déduit del’expression des cycles. Par conséquent, la matrice jacobienne correspondante
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se lit simplement (J,J-)?, dont les valeurs propres sont 1 et (1 — 4)* dans le cas critique.

Par conséquent, les orbites de période-4 sont stables.
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CONCLUSION

Dans ce mémoire nous avons étudie les bifurcations de 1’application de Lozi, qui
présente également une particularité des types des bifurcations trouvé dans une classe
des applications linéaires discontinues par morceaux unidimentionnelles. La principale
caractéristique de cette bifurcation est la présence des orbites p- périodiques continues.
.Il'y a une étude sur les concepts de systéme dynamiques discrets tels que les points
tixes et leurs stabilités, les orbites périodiques et leurs stabilités, les bifurcations et le

chaos.
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