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NOTATIONS

EILF : Equation intégrale linéaire de Fredholm.
EILV : Equation intégrale linéaire de Volterra.
EID : Equation intégo-différentille.

EIDF : Equation intégo-différentille de Fredholm.
EIDV : Equation intégo-différentille de Volterra.
EDO : Equation différentielle ordinaire



REMERCIEMENTS

Je remercie ALLAH , qui nous a donné la force , la santé et la volonté de commencer et
de terminer ce mémaoire.

Ce travail ne serait pas si riche sans le soutien de nos chers professeurs. Je les remercie
pour leur patience et leur générosité tout au long du processus de préparation, en
particulier notre enseignante de Dr Hayet BOUZERAIEB qui nous a guidé et orienté
tout au long de la recherche et de I’écriture, ainsi que le professeur Dr Mohamed
KACIES qui nous a apporté son aide précieuse par ses conseils. un grand merci
également a la distinguée enseignant Dr Amina DAOUI qui a amélioré notre étet
d’esprit et nous a facilité toute difficulté.

Je tiens a exprimer ma sinceére gratitude & 1’enseignante Dr Hafida LAIB qui nous a
honoré en acceptant la présidence du comité de soutenance de cette these. Je souhaite
également remercier 1’enseignante Dr Chafika SAKHANE pour avoir accepté
d’évaluer ce travail.

Enfin, je voudrais remercier toutes nos familles qui nous ont soutenus tout au long de
notre parcours scolaire par leur veille et leurs prieres, ainsi que tous ceux qui nous ont
soutenus de prés ou de loin, que ce soit dans la famille, les amis, en particulier les
étudiants en mathématiques en général et les collegues spécialisés en mathématiques

fondamentales en particulier.



INTRODUCTION

Dans ce travail on étudie des équations intégrales qui sont une branche importante
en mathématiques. Parmi ces équations, nous avons dans ce travail les équations in-
tégrales linéaires de Volterra et Fredholm. Les équations intégrales de Volterra ont été
présentées publiquement par le mathématicien Vito Volterra, et le scientifique Trjit-
zinsky les a expliquées dans ses travaux en 1908 sous la supervision du scientifique
francais Charles Emile Picard en 1911. Quant aux équations intégrales de Fredholm,
elles ont été développées par le mathématicien Erik Ivar Fredholm. Ces équations
jouent un role principale dans divers domaines scientifiques tels que la biologie, la
chimie quantique et la physique, en aidant a analyser et comprendre les variations des
quantités avec le temps.

L'objectif de cette étude est d’analyser et de comprendre les équations intégrales li-
néaires, ainsi que de présenter plusieurs méthodes pour résoudre ces équations. Ce
travail est divisé en deux chapitres principaux :

Dans Le premier chapitre on donne les définitions des équations intégrales linéaires
de Volterra et Fredholm, ainsi que certaines méthodes analytiques pour résoudre ces
équations et quelques exemples.

Le dernier chapitre est encore plus technique. Ici on définit ce que sont les équations

intégro-différentielles linéaires de Volterra et Fredholm, ainsi que certaines méthodes



Introduction

analytiques pour résoudre ces équations et quelques exemples. Nous abordons égale-
ment, dans la derniere partie de ce chapitre ,on trouver la résolution numérique des

équations intégo-différentielles a retard a I’aide de la méthode de Taylor d’ordre élevé.



CHAPITRE 1

EQUATIONS INTEGRALES LINEAIRES

Dans ce chapitre, nous discutons de 1’étude des concepts d’équation différentielles
intégrales et de leurs types, en donnant quelques méthodes analytiques pour résoudre

les équations de Volterra et Fredholm, tout en présentant quelque exemples.

1.1 Définition générale d’équation intégrale

Une équation linéaire intégrale est I’équation dans laquelle la fonction inconnue

u(x) apparait. Le type standard d’équation intégrale en u(x) est de la forme :

h(x)

u(x) = f(x) + /\f k(x, t)u(t)dt. (1.1)

g(x)

Ot g(x) et h(x) sont les bornes d’intégration, A est un parametre constants, et k(x, t) est
une fonction connue de deux variables x et ¢, appelée noyau ou la noyau de 'équation
intégrale. La fonction inconnue u(x) qui sera déterminé apparait a I'intérieur du signe

intégrale. Dans bien d’autres cas, la fonction inconnue u(x) a I'intérier et a 'extérieur

5



Equations intégrales linéaire

du signe intégrale. Les fonctions f(x) et k(x, ) sont données a ’avance. Il est a noter
que les limites d’intégration g(x) et h(x) peuvent étre toutes deux variables constantes

ou mixtes.

Remarque 1.1.1 Les équations intégrales apparaissent sont des nombreuses formes. Deux
maniéres distinctes, qui dépendant des limites d'intégration, sont utilisés pour caractériser les

équations intégrales a savoir :

i) Si les limites d’intégration sont fixes, I'"équation intégrale est appellée une équation intégrale

d e Fredholm donnée sous la forme :

u(x) = f(x) + AL k(x, t)u(t)dt.

< O a et b sont constantes.

ii) Siaumoins une limite est une variable, I'équation intégrale est appellée une équation intégrale

de Volterra donnée sous la forme :

u(x) = f(x)+ A fx k(x, t)u(t)dt.

De plus, deux autres especes distincts, qui dépendent de I'apparence des fonctions inconnues

u(x), sont définis comme suit :

1) Si la fonction inconnue u(x) n’apparait que sous le signe intégral dans équation de Fredholm
ou de Volterra, I'équation intégrale est dite de premiere espece, respectivement équation intégrale

de Fredholm ou Volterra.

b
0=f(x)+A J k(x, u(t)dt,

X

0=f(x)+ /\f k(x, t)u(t)dt.

a
2) Si la fonction inconnue u(x) n’apparait a la fois a l'intérieur et I'extérieur de signe dans

6



Equations intégrales linéaire

I'équation de Fredholm ou de Volterra, I'équation intégrale est appellée une équation intégrale
de Fredholm ou de Volterra de deuxieme espece respectivement. Dans toutes les équations

intégrales de Fredholm ou de Volterra présetées ci-dessus, les équations résultante sont :

b
u(x) = f(x) + AL k(x, t)u(t)dt,

o
X

u(x) = f(x) + /\J k(x, t)u(t)dt.

a
Remarque 1.1.2
i) Sila fonctionf(x) # 0 on dit que I'équation intégrale linéaire non homogene.

ii) Sila fonction f(x) = 0 on dit que I'équation intégrale linéaire homogene.

Exemples 1.1.1

1/ L’équation intégrale linéaire non homogene de Fredholm de premiere espece :
1
0=x*+1+ f (x* — tyu(t)dt,
-1
et I'équation intégrale linéaire non homogene de Fredholm de la deuxieme espéce :

u(t) = x* +sin(x) + 1+ Jl (x* — tyu(t)dt.

2/ L’équation intégrale linéaire homogéne de Fredholm de premiére espece :

0= 4J1 (x* — tyu(t)dt,

et I'équation intégrale linéaire homogéne de Fredholm de la deuxieme espece :

u(x) =4 r (x* — Hu(t)dt.



Equations intégrales linéaire

3/ L'équation intégrale linéaire homogéne de Volterra de premiere espéce :

et I'équation intégrale linéaire non homogene de Volterra de la deuxieme espéce :

X

u(x) =1+x —f u(t)dt.

0

1.2  Unicité d’équations intégrales de Fredholm

Définition 1.2.1 Pour les équations intégrales de Fredholm, les limites d'intégration sont fixes.
De plus, la fonction inconnue u(x) peut n’apparaitre qu’a l'intérieur de I'équation intégrale,

dans la forme suivant :
b

flx) = /\J k(x, t)u(t)dt. (1.2)
C’est ce qu’on appelle I'équation intégrale de Fredholm de premiére espéce. Cependant, pour
I'équation intégrale de Fredholm de seconde espece, la fonction inconnue u(x) apparait a la fois

a intérieur et a l'extérieur du signe intégral. la deuxieme espéce est représentée par la forme

suivant :
b

u(x) = f(x) + AJ k(x, t)u(t)dt. (1.3)

a

Exemples 1.2.1



Equations intégrales linéaire

1/ L'équation intégrale linéaire de Fredholm de premiere espece est définie comme suit :

1, 2 1
X mgxt = L (x — t)u(t)dt.

2/ L’équation intégrale linéaire de Fredholm de seconde espece est définie comme suit :

Théoreme 1.2.1 (Unicité de la solution) Si le noyau k(x,t) dans l'intégrale de Fredholm
I"équation on ([1.3)) est une fonction continue i valeurs réelles, bornée dans le carré a < x < b et
a <t <betsif(x) est une fonction continue a valeurs réelles, alors une condition nécessaire i

Iexistence d’un solution unique pour Fredholm I'équation intégrale (1.3)) est donnée par
IAIM(b—a) <1, (1.4)

o

Ik(x,t)] < M e R. (1.5)

Au contraire, si la condition nécessaire (1.4) n'est pas vérifiée, alors une solution continue peut

exister pour I'équation intégrale de Fredholm.

[Unicité de la solution ]

Définition de EILF de premiere espéce

Définition 1.2.2 En étudiant les équations intégrale de Fredholm de la premiere espece donne

par :
b

flx) = /\J k(x,t)u(t)dt,x € D, (1.6)

ot D est un ensemble fermé et borné en nombres réels, et la fonction f(x) et le noyau k(x, t)

recoit des fonctions a valeur x réeles, et A est un parametre qui est souvent omis.

9



Equations intégrales linéaire

1.2.1 Méthode de régularisation pour résoudre les EILF de premier

espece

La méthode de régularisation consiste a remplacer les mauvais probléme posé par
probleme bien posé.

A approximation de ’équation intégrale de Fredholm

b

pu,(x) = f(x) — AJ k(x, t)u,(t)dt,x € D, (1.7)

a

ou U est petit parametre positif. Qui peut étre récrite :

1t
uy(x) = —f(x) — HAL k(x, t)u,(t)dt,x € D, (1.8)

la solution u, converge vers la solution u(x) lorsque u — 0.

Exemple 1.2.1 Résoudre I'équation intégrale de Fredholm de premiere espece par la méthode

de régularisation suivant :

1

—e* = f4 e tuy, (t)dt. (1.9)
4 0

En utilisant la méthode de réqularisation, I'équation ([1.9)) peut étre transformée en

uy(x) = ﬁex - %J: e fuy, (t)dt. (1.10)

uy(x) = —e" — ﬁex, (1.11)

oil :
a = J4 e fuy(t)dt. (1.12)
0



Equations intégrales linéaire

Pour déterminer o, nous substituons (L.11)) dans (1.12)), intégrons le résultat intégrale et

résoudre pour trouver que :

1
= 1.1

= Tra (1.13)

cela donne a son tour

ex

1.14

la solution exacte est :
u(x) = limu,(x) = ¢ (1.15)

p—=0

Définition de EILF de seconde espece

Définition 1.2.3 On appelle équation intégrale linaire de Fredholm de second espece, I'équation

de la forme :

u(x) = f(x)+ A JX k(x, t)u(t)dt. (1.16)

1.2.2 Méthode décomposition Adomian pour résoudre les EILF de

second espéce

La méthode de décomposition Adomian consiste a décomposer la fonction inconnue
u(x) de toute équation en une somme d’un nombre infini de composants définis par

série de décomposition

u(x) = Z Uy (x), (1.17)
n=0
ou équivalent
u(x) = up(x) + ur(x) + ua(x) + ... + uy(x). (1.18)

Ou les composantes u,(x),n > 0, seront déterminé de maniére récurrente. La mé-
thode décomposition Adomian se préoccupe de trouver les composants u, ui, uy, ...
individuellement. Comme nous 1’avons vu précédemment, la détermination de ces

composants peuvent étre obtenus de maniére simple grace a une relation de récurrence

11



Equations intégrales linéaire

qui implique généralement des intégrales simples qui peuvent étre facilement évaluées.
Pour étabtir la relation de récurrence, on substitue ([1.16)) dans la relation de Fredholm

équation intégrale pour (1.17)) obtenir :

i Uy(x) = f(x)+ A Jb k(x,t) <§: un(t)> dt, (1.19)

ou équivalent
ug(x) +up(x) + up(x) + .. = f(x) + A Jb k(x,t) (uo(t) + ur(t) + ua(t) +...)dt.  (1.20)

La composante zéro u,(x) est indetifiée par tous les termes qui ne sont pas inclus sous
le signe intégrale. Cela signifie que les composantes u;(x), j > 0 de la fonction inconnue

u(x) sont completement déterminés en fixant la récurrence relation :

up(x) = f(x), (1.21)

b
Upip(X) = /\f k(x,t)u,(x)dt,n =0,
ou équivalent
to(x) = f(x),
b
uy(x) = AJ k(x, t)uo(t)dt,
b
Uy (x) = AJ k(x, t)uy(t)dt,

us(x) = A J bk(x, Hus(tdt,

et ainsi de suite pour les autres composants. Au vu de ([1.22)) les composantes
up(x), u1(x), uz(x), uz(x), ... sont compliment déterminée. Par conséquent, la solution u(x)
de l'intégrale de Fredholm I’équation ([1.16)) est facilement obtenue sons forme de série

en utilisant la série comme somme dans ((1.17)).

12



Equations intégrales linéaire

Exemple 1.2.2 Résouder I'équation intégrale de Fredholm suivante :
1

u(x) =e* —x+ xf tu(t)dt. (1.22)

0

La méthode de décomposition Adomian suppose que la solution u(x) a une forme série donnée

en. ({1.17)) En substituent la série de décomposition (1.17)) en les deux cotés de ([1.22)) donne :

iun(x) :ex_x+xftiun(t)dt, (1.23)

ou équivalent

1

up(x) + up(x) + up(x) + ... = —x + xf t(uo(t) + up(t) + ua(t) + ...) dt, (1.24)

nous identifions la composante zéro par tous les termes qui ne sont pas inclus dans le signe

intégrale. On obtient donc la relation de récurrence suivante :

1

Up(x) = € — x, Up1(x) = xf tui(t)dt, k = 0. (1.25)
0

En conséquence, on obtient :

rl 1 2
ui(x) = x | tup(t)dt = xf t(e — t)dt = =x,
JO 0 3
rl 1 2
up(x) =x | tuy(t)dt = xf ~#2dt = 2x,
JO 0 3 2
! ) 2
=x | tup()dt  =x| ZPdt=—
us(x) xm uy(t) xJO 5 7%

13
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Et ainsi de suite. L'utilisation de (1.17)) donne la solution en série :

i 2 1 1 1
u(x) =e" —x+ gx(l +t3tgt 2—7...). (1.26)

Remarquez que la série géométrique infinie du coté droit a ay = 1, et la rapport r = 3. La somme

de la série infinie est donnée par :

2
= = —. 1.27
s = (127)

u(x) =e'. (1.28)

1.2.3 Méthode des approximation successives pour résoudre les EILF

de second espece

La méthode fournit un schéma qui peut étre utilisé pour résoudre des probleme
de valeur initiale ou des équations intégrales. Cette méthode résout n’importe quel
probleme en trouvant des approximations successives de la solution par en commen-
cant par une estimation initial comme uy(x), appelée approximation zéro. Comme on
le verra, 'approximation zéro est toute fonction sélective valeurs réelles qui sera utilisé
dans une relation de récurrence pour déterminer l'autre approximation cations. Les
valeurs les plus couramment utilisées pour les approximations zéro 0, 1 ou X. Bien stir
d’autres valeurs réelles peuvent également étre choisies.

Etant donnée I’équation intégrale de Fredholm de deuxieme espeéce :

b
u(x) = f(x) + AJ k(x, t)u(t)dt. (1.29)
La méthode des approximations successives introduit. Relation réccurente

up(x) = la fonction constant,
b (1.30)
Up1(x) = f(x) + /\f k(x, t)u,(t)dt,n = 0.

a

14



Equations intégrales linéaire

La solution est détermininée en utilisant la limite :
u(x) = lim u,1(x). (1.31)
n—oo

I1 est intéressant de souligner que la méthode de décomposition Adomian permet

I'utilisation d’une formule d’itération de forme :

ug(x) = tous les termes non inclus dans le signe intgral,
b
uy(x) = /\f k(x, t)uo(t)dt,

b
Uy(x) = /\L k(x, t)u(t)dt,
(1.32)

| b
Upi1(x) = /\f k(x, t)u,(t)dt.

Exemple 1.2.3 Résoudre I'équation intégrale de Fredholm en utilisant la méthode des approxi-

mations successives :
1

u(x) =x+e — f xtu(t)dt. (1.33)
0

Pour l'approximation zéro ug(x), on peut choisir :
up(x) = 0. (1.34)

La méthode des approximations successives admet "utilisation de l'itération formule :

1

Up1(x) =x+ ¢ — J xtu, (t)dt,n = 0, (1.35)
0

15



Equations intégrales linéaire

en substituent (1.34]) a (1.35))

1 (_1)11
Upi1(X) =x+¢" — J xtu, (t)dt = e* + TR
0
Par conséquent, la solution u(x) de (1.33|) est donnée par :
u(x) = lim u,q = €. (1.36)
n—0oo

1.3 Equations intégrales de Volterra

Déféinition de EILV du premier espece

La forme standard des équations intégrales de Volterra de premier espece est donnée
par:
flx) = J k(x, t)u(t)dt, (1.37)
0

ot le noyau k(x, t) et la fonction f(x) recoivent des fonctions a valeurs réelles, et u(x)
est la fonction déterminer. Rappelons que la fonction inconnue u(x) n’apparait qu’a

lI'intérieur du signe intégral pour les équations intégrales de Volterra de premier espece.

16



Equations intégrales linéaire

1.3.1 Méthode de solution en série pour résoudre les EILV de premier

espece

Nous considérons la solution u(x) comme analytique, ot il a des dérivées de tous

les ordres, et il possede des séries de Taylor en x = 0 de la forme :
u(x) = Z a,x", (1.38)
n=0

ou les coefficients an seront déterminés de maniere récurrente. Remplacement ((1.38)

dans ((1.37)) donne :

0

T(f(x)) = f K(x, £)(> ] aut")dt, (1.39)
n=0

ou pour plus de simplicité, nous pouvons utiliser

T(f(x)) = LX K(x, t)(ag + ait + axt* + ...)dt, (1.40)

ou T(f(x)) est la série de Taylor pour f(x).

Exemple 1.3.1 Résoudre I'équation intégrale de Volterra en utilisant la méthode de résolution
en série :
X
sinx — xcosx = J tu(t)dt. (1.41)
0
En precédant comme précédemment, seuls quelques termes de la série de Taylor pour

sinx — xcos x et pour la solution u(x) dans (1.41)) sera utilisé. Intégration du coté droit on

obtient :
1, 1, 1, fx 2
SR = — = |t t4 apf® + ..) dt
3~ 30% T a® * i (ap + art + axt® + ...)

1 1 1 1 1
= §(a0x2 + §a1x3 + Za2x4 + ga3x5 + 8a4x6 +..).

L’équation des coefficients de puissance similaires de x dans (1.42)) donne :

1 1
ay = O, s = —...

aO:O/a1:1/a2:0/a3:§/ 5'
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la solution sous forme de série est donnée par :

15 15
u(x) =x— T + = + e
La solution exacte sont :
u(x) = sinx.

Définition de EILV du second espéce

(1.42)

(1.43)

Définition 1.3.1 Dans les équations intégrales de Volterra, au moins 'une des limites d’inté-

grations est une variable. Pour les équations intégrales de Volterra de premier espece, la fonction

inconnue u(x) n’apparait qu’a l'intérieur du signe intégral et la forme générale est :

u(x) = f(x)+ A f: k(x, t)u(t)dt.

(1.44)

Cependant, les équations intégrales de Volterra de deuxieme espeéce, la fonction inconnue u(x)

apparait a la fois a l'intérieur et a l'extérieur du signe intégrale.

La forme générale de ces équations est :

X

u(x) = f(x) + /\f k(x, t)u(t)dt,

0

Exemple 1.3.2 Des équationes intégrales de Volterra du premier espece sont :

xe ™t = J e u(t)dt,

0

et

5x% + x° = Jx(x — Hu(t)dt.
0

18
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1.3.2 Méthode de décomposition modifiée pour résoudre les EILV de

second espéce

Comme indiqué précédemment, la méthode de décomposition d’Adomian fournit
la solution en une série infinie de composants. Les composantes u;, j > 0,sont facilement

calculé si le terme in homogene f(x) dans 1’équation intégrale Volterra :
u(x) = f(x) + /\J k(x, t)u(t)dt, (1.46)
0

Consiste en une polyndéme. Cependant, si fonction f(x) consiste en un composé com-
binaison de deux ou plusieurs polynéme, fonctions trigonométriques, hyperbolique
fonctions, et autres I'évaluation des composants u;,j > 0 nécessite travail fastidieux.
Une modification fiable de la méthode I’Adomian de composition il a éte développée
par Wazwaz. La modification de méthode de composition facilitera le processus de
calcul et acaccélérer la convergence de la solution en série. La décomposition modifiée
méthode sera appliquée, le cas échéant, toutes les équations intégrales et les équations
différentielles de tout ordre. Il est intéressant de noter que la méthode de décomposition
que la modifiée dépend principalement du découpage de la fonction f(x) en deux par-
ties, elle ne peut pas étre alors utilisée si la fonction f(x) est composée d’'un seul terme.
La méthode de décomposition modifiée sera décocrite et employée dans cette section.
Pour donner une description claire de la technique, nous rappelons que la norme. La

méthode de décomposition Adomian admet 'utilisation de la relation récurrence :

. (1.47)
Upy1(x) = AJ k(x, t)ux(t)dt, k = 0.

Exemple 1.3.3 Résoudre I'équation intégrale de Volterra en utilisant la méthode la décompo-

sition modifiée :

X

u(x) = 2x +sinx +x* —cosx + 1 — f u(t)dt. (1.48)
0
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La fonction f(x) est composée de cing terme. Par essai on divise f(x) donnée par :
f(x) = 2x +sinx + x> — cosx + 1. (1.49)

En deux parties, les deux premiers termes et les trois termes suivants pour trouver :

f1(x) = 2x + sinx,

fa(x) =x* —cosx + 1.

Nous utilisons ensuite la formule de récurrence modifiée obtenir :

up(x) = 2x + sinx,

ui(x) = x* — cosx + 1,

U1 (x) = —J k(x, )u(t)dt =0,k > 1.
0
1l est évident que chaque composante de uj, k > 1.

u(x) = 2x + sinx. (1.50)

1.3.3 Méthode de transformation de Laplace pour résoudre les EILV

de second espece

La méthode de la transformation de Laplace est une technique puissance qui peut
étre utilisée pour résolution de problemes de valeur initiale et d’équations intérales.
Nous supposons que le lecteur a utilisé la méthode de la transformation de Laplace, et
la méthode de Laplace inverse transformation pour résoudre des équtions ordinaires.
Les détails et propriétés de la méthode de Laplace dans les équations ordinaires des
textes.

Dans le théoréme de convolution pour le Laplace transformee, il été dit que si le noyau
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k(x,t) de I’équation intégrale :

ux) = f(x)+ A Lx k(x, t)u(t)dt, (1.51)

dépend de la différence x — t, alors on l'appelle un noyau de différence. Exemples
du noyau de différence sont ¢*f, cos(x — ) et x — t. L'équation intégrale peut ainsi

s’exprimer comme :
X

u(x) = f(x) + /\J k(x — t)u(t)dt, (1.52)
0
Considérons deux fonctions fi(x) et f,(x) qui possedent les conditions néssaires pour
'existence de la transformée de Laplace pour chacun. Laissez de Laplace se transformer

pour les fonctions f1(x) et f,(x) soit donnée par :

L{Ai(x)} = Fi(s),

(1.53)
Lif(x)} = Fa(s)-
Le produit de convolution de Laplace de ces deux fonctions est défini par :
(e ) = | = DA, (154
ou
(e ) = | e DA, (155
rappeler que
(fi = ) (x) = (fo = fi) (x)- (1.56)

On peut facilement montrer que la transformation de Laplace du produit de convolution

(fi * f2)(x) est donné par :

Lih=L)x)} = L{JOX filx =) fa(t)dt}; = Fa(s)Fa(s). (1.57)

nous examinerons les équations intégrales spécifiques de Volterra ot le noyau est un

noyau de différence. Rappelons que nous appliquerons la méthode de transformation
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de Laplace l'inverse de transformation de Laplace. En prenant des transformation de

Laplace des deux cotés de (1.52)on trouve :
U(s) = F(s) + AK(s)U(s), (1.58)
ou
U(s) = L{u(x)}, K(s) = LK)}, E(s) = L{f (1)} (1.59)
Résoudre pour U(s) donne :

Ufs) = 1 i(SA)vc

AK # 1. (1.60)

La solution u(x) est obtenue en prenant la transformation de Laplace inverse des deux
cotés de ((1.60) ou ’on trouve :

f(5)

u@) = LU g

L. (1.61)

Les équations seront illustrée par 1’étude des exemples suivants.

Exemple 1.3.4 Résoudre I'équation intégrale de Volterra en utilisant la méthode de transfor-

mation de Laplace :

X

u(x) =1+ J u(t)dt. (1.62)

0

Remarquez que le noyau k(x —t) = 1, A = 1. En prenant la transformation de Laplace deux

cotés ((1.62) de sorte que :

L{u(x)} = L{1} + L{1 = u(x)}, (1.63)
ou équivalent :
U(s) = % + %U(s), (1.64)
ou équivalent
U(s) = : i T (1.65)

En prenant la transformation de Laplace inverse des deux cotés de (1.65)), la valeur exacte
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solution est donc donnée par :

u(x) =e'. (1.66)
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CHAPITRE 2

EQUATIONS
INTEGRO-DIFFERENTIELLES
LINEAIRES

Dans ce chapitre, nous étudions les concepts de taux intégro-différentielle linéaire
et certaines de leur types, en abordant certaines méthodes analytique pour résoudre
les équations intégro-différentielles de Volterra et Fredholm, et en donnons quelques

exemple.

2.1 Définition générale

Une équation intégro-différentielle est une équation dans laquelle la;; fonction
inconnue u(x) apparait sous un signe entier et contient une dérivée ordinaire 1 (x)

également.
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Une équation intégro-différentielle standard est de la forme :

h(x)

u(x) = f(x) + /\f k(x, t)u(t)dt. (2.1)

g(x)

Ot g(x), h(x), f(x), A et le noyau k(x, t) sont tels que précédentemmet.

2.2 Equations intégro-différentielles de Fredholm

Les équations intégro-différentielles de Fredholm, qui apparaissent lorsque 1'on
convertit des équations différentielles en équation intégrale. Les équations intégro-
différentielles de Fredholm contiennent la fonction inconnue u(x) et 'une de ses déri-
vée u(x), n > 1, a la fois a l'intérieur et a 'extérieur du signe intégrale. Les limites
d’intégration dans ce cas sont fixes comme dans les équations intégrales de Fredholm.
L’équation est étiqueté comme intégro-différentielle et intégrale opérateurs dans la
méme équation il est important de noter que les conditions initiales doit étre donnée
pour les équations intégro-différentielles de Fredholm pour obtains la solution parti-

culieres. L'équation intégro-différentielle de Fredholm apparait dans la forme :

u™(x) = f(x) + A Jb k(x, t)u(t)dt. (2.2)

Ou u™ indique la niéme dérivée de u(x). Autres dérivée de moindre ordre peut appaite

avec u™ sur le coté gauche.

Définition de é EIDF de seconde espece

Nous focaliserons notre étude sur les équations faisant intervenir des noyaux sépa-

rables o1 le noyau k(x, t) peut étre exprimé comme une somme finie de la forme :

k(x,£) = > ge(x)hi(t), (2.3)
k=1
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sans perte de généralité, nous ferons notre analyse sur un noyau a un terme k(x, t) de

la forme :

k(x,t) = g(x)h(t). (2.4)

D’autres cas peuvent étre examinés de la méme maniére. Le noyau non séparable en
utilisant I’expansion de Taylor pour le noyau concerné. Cependant, seuls les noyaux

séparables seront présentés dans ce texte.

2.2.1 Méthode de calcul direct pour résoudre les EIDF de second

espece
La forme standard de I'équation intégro-différentielle de Fredholm est donnée par :
b
u™(x) = f(x) + J k(x, u(t)dtu®(0) = b0 <k <n—1, (2.5)

ot u™(x) indique la niéme dérivée de u(x) par rapport a x et by sont les conditions

initiales. La substitution de(2.4) dans donne :
b
u™(x) = f(x) + g(x)J h(x)u(t)dt,u®(0) = b,0 <k <n—1. (2.6)

Nous pouvons facilement observer quel'intégrale définnie dans1’équation (2.6) intégro-
différentielle implique un intégrande qui dépend complétement de la variable t. Cela
signifie que l'intégrale définie du coté droit de (2.6]) est équivalente & une constante. En

d’autres termes, nous posons :
b
a= f h(x)u(t)dt. (2.7)
a
En conséquence, 1'équation (2.6) devient :

u™(x) = f(x) + ag(x). (2.8)
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En intégrant les deux cdé de (2.8)) fois de 0 a x, et en utilisant les conditions initiales
prescrites, nous pouvons trouver une expression pour u(x) qui implique la constante «

en plus de la variable x. Cela signifie que nous pouvons écrire :
u(x) = o(x,a). (2.9)

En remplacant dans le coté droit de (2.9), en évaluant l'intégrale et en résolvant
I’équation résultante, nous déterminons une valeur numérique pour la constante « cela
conduit a la solution exacte u(x) obtenue en substituant la valeur résultante de a dans
2.9). Il est important de rappeler que cette méthode conduit toujours a la solution

exacte et non a des composants en série.

Exemple 2.2.1 Résoudre I'équation intégro-différentille de Fredholm suivante :

u'(x) =3+ 6x+ xr tu(t)dt,u(0) =0,

0
cette équation peut étre écrite comme :

u'(x) =3+ 6x + ax,u(0) =0,

obtenu en fixant :

1
a= J tu(t)dt, (2.10)
0
en intégrant les deux cotés de (2.2.1)) de 0 a x, et en utilisant la condition initiale donnée, on
obtient :
1
u(x) = 3x + 3x% + Eacxz. (2.11)

Remplacer (2.11)) dans (2.10)) et évaluer le rendement intégrale

+1a
8 4

=13

a= Jl tu(t)dt =

0

donc on trouve :
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La solution exacte est donnée par :

u(x) = 3x + 4x°.

2.2.2 Méthode de résolution en série pour résoudre les EIDF de se-

cond espece

La méthode de solution en série était utilisée auparavant, ot la forme générique de

la série de Taylor pour une solution analytique u(x) ax =0

u(x) = i ax". (2.12)
n=0

La méthode de résolution en série sera utilisée pour résoudre les équation intégro-
différentielles de Fredholm. On suppose que la solution u(x) de 1’équation intégro-

différentielle de Fredholm
b .
u®(x) = f(x) + /\f k(x, tyu(t)dt, u"(0) =a;,0 < j<k—1, (2.13)

est analytique, et posséde donc une série de Taylor de la forme donnée en (2.12)). Ot les
coefficients a, seront déterminés de maniére récurrente. La substitution de (2.12) dans

les deux membres de (2.13]) donne :

. (k) .
(Z anx”> — T(f(x)) + A ka(x, t) (Z ant”> dt. (2.14)

Ou pour plus de simplicité nous utilisons :
b
(ap + arx + ayx® + .00 = T(f(x)) + /\J k(x,t)(ag + art + at® + ...)dt, (2.15)

ot T(f(x)) est la série de Taylor pour f(x). L'équation intégrale (2.13)) sera convertie
en une intégrale traditionnelle dans (2.14) ou (2.15) ou au lieu d’intégrale la fonction
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inconnue u(x), les termes de la forme t",n > 0 seront intégré. Noter que parce que
nous recherchons une solution en série, alors si f(x) inclut des fonctions élémentaires
telles que des fonctions trigonométriques, des fonctions exponentielles , ...etc, alors les
développements de Taylor pour les fonctions impliquées dans f(x) doivent étre utilisés.
De plus, les équations initiales données doivent étre utilisées dans I’hypothese de série

2.12).

Nous intégrons d’abord le coté droit de I'intégrale dans (2.14) ou (2.15), et recueillons

les coefficients de méme puissances de x. Nous égalons ensuite les coefficients de
méme puissances de x des deux coté de ’équation résultante pour obtenir une relation
de récurrence en aj,j > 0, la résolution de la relation de récurrence conduira a une
détermination complete des coefficients a;, j > 0. Apres avoir déterminé les coefficients
a;,j = 0, la solution en série suit immédiatement aprés la substitution des coefficients
dérivés dans (2.12). La solution exacte peut étre obtenue si une telle solution exacte
existe. S’il n’est pas possible d’obtenir une solution exacte, la série obtenue peut étre
utilisée a des fins numérique. Dans ce cas, plus nous évaluons de termes, plus le niveau
de précision atteste est élevée.

Il est intéressant de noter que 'utilisation de la méthode de résolution en série pour
résoudre les équations intégro-différentielles de Fredholm donne des solutions exactes
si la solution u(x) est un polyndme cependant, si la solution est n’importe quelle autre
fonction élémentaire telle que sinx, exp x,...etc, la méthode des série donne la solution

exacte aprés avoir arrondi quelques des coefficients 4, j > 0.

Exemple 2.2.2 Résoudre I'équation intégro-différentielle de Fredholm en utilisant la méthode

de résolution en série
1
u'(x) =4+ 4x + f (1 — xt)u(t)dt,u(0) = 1. (2.16)
1

En substituant u(x) par la série

u'(x) = <i a,pc”) , (2.17)
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dans les deux cotés de I'équation (2.16) conduit a :

0 1 0
Z na,x"' =4 4 4x + f ((1 — xt) Z anx”) dt. (2.18)
n=1 -1 n=0

Remarquez que ay = 1 d’apres les conditions initiales données. L'évaluation de l'intégrale du

cOté droit donne :

2 2 2 2 2 2 2 2
a1+ 2ax + 3a3x2 +..=6+ 55!2 + gll;; + 506 + §118 + (4 - 5(11 — 5513 - §IZ5 — 5617)3(7. (219)

La mis en équation des coefficients de méme puissances de x des deux cotés de (2.19)donne :
a1 =6a,=0n>=2, (2.20)

la solution exacte est donnée par :

u(x) =1+ 6x,

o 1t nous avons utilisé a = 1 a partir de la condition initiale.

2.3 Equations intégro-différentielles de Volterra

Les équations intégro-différentielles de Volterra apparaissent lorsque nous conver-
tissons la valeur initiale problémes aux équations intégrales. L'équation intégro-différentielle
de Volterra contient la fonction inconnue u(x) et une de ses dérivée u(x) n > 1al'in-
térieur et a I'extérieur du signe intégral. Au moins une des limites de I'intégration dans
ce cas est une variables comme dans les équation intégrales de Volterra. L'équation
est appelé intégro-différentiel parce que les opérateurs différentiels et intégraux sont
impliqués dans la méme équation.

Il est important de noter que les conditions initiales doit étre donnée pour les équations

intégro-différentielles de Volterra afin de détermines la solution particulieres I’équation
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intégro-différentielle de Volterra apparait dans la forme :
u™(x) = f(x) + /\J k(x, t)u(t)dt. (2.21)
0

Ou u™ indique la nieme dérivée de u(x), autres dérivés de moindre ordre peut appaitre

avec u™ sur le cote gauche.

2.3.1 Méthode de décomposition Adomian pour résoudre les EIDV

de second espece

La méthode de décomposition Adomian donne la solution en une série infinie de
composantes qui peuvent étre déterminées de fagon récurrents. La série obtenue peut
donner la solution exacte si une telle solution existe. On peut supposer un intégro-

différentiel de Volterra équation du seconde espece donnée par :

u"(x) = f(x) + Jox k(x, t)u(t)dt,u(0) = ag, u'(0) = aq, (2.22)
intégrer deux fois les deux membre de de a x conduit

u(x) =ag +ax + L (f(x)) + Ll(fox k(x, tyu(t)dt), (2.23)

ou les conditions initiales #(0) et #/(0) sont utilisées, et L~! opérateur intégral nous

utilisons alors la série de décomposition

u(x) = u(x). (2.24)

n=0

Dans les deux cotés de (2.23)) pour obtenir :

i uy(x) = ag + arx + L7 (f(x)) + L‘l(fx k(x, t)(i Uy (x))dt), (2.25)
n=0 0 n=0
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ou équivalent

up(x) + up(x) + tp(x) + ... =ag +ax + LH(f(x)) + L_l(fc k(x, £)uo(t)dt)
0 (2.26)

X

+ L‘l(fx k(x, t)uy(t)dt) + L_l(f k(x, t)uy(t)dt) + ...,

0 0

pour déterminer les composantes u(x), ui(x), uz(x),... de la solution u(x), on fixe la
relation de récurrence

up(x) = ag + ayx + L7 (f(x))

X

Ups1(x) = L‘l(J; k(x, t)u(t)dt), k = 0, (2.27)

Exemple 2.3.1 Utiliser la méthode d’ Adomian pour résoudre I'équation intégro-différentielle
de Volterra

u'(x)=1- Joxu(t)dt,u(O) =0. (2.28)

En appliquant l'opérateur intégral L= défini par :

L) = J x(.)dx. (2.29)

Aux deux cotés de (2.28)) un fois de Oa x et en utilisant la condition initiale donnée, nous

obtenons :

u(x) =x — L_l(J u(t)dt), (2.30)
en utilisant la série de décomposition (2.24)), et en utilisant la relation de récurrence (2.27). On
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obtenir

up(x) = x,
up(x) = —Ll(JX up(t)dt) = %x3,

e L (2.31)
Uy (x) = LI(J0 uy(t)dt) = §x5,

uz(x) = —L_l(fx Uy ()dt) = %x7.

0

Et ainsi de suite. Cela donne la solution sous forme de série
1 1
ux) =x+ =x"+ =x" + =x" + .., (2.32)
et donc la solution exacte est donnée par :

u(x) = sinx. (2.33)

2.3.2 Méthode d’itération variationnelle pour résoudre les EIDV de

second espéce

La méthode de l'itération variationnelle a été utilisée pour traiter les équations
intégrales de Volterra en les convertissant en un valeur initiale ou en la convertissant en
une équation intégro-différentielle équivalente. La méthode fournit des approximations
successives a convergence rapide de la solution exacte si une solution de forme fermée
existe et non des composants comme dans la méthode de décomposition d” Adomian.
La méthode de l'itération variationnelle gere les problemes linéaires et non linéaires de
la méme maniere sans avoir besoin de restriction spécifique telles que les polynomes
dits Adomiens dont nous avons besoin pour des probléemes non linéaires. L'équation

intégro-différentielle standard d’ordre 1 est de la forme :

u(x) = f(x) + Jx k(x, t)u(t)dt. (2.34)
0
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otr u(x) = %, et u(0), u’(0), u”(0), ..., u~Y(0) sont les condition initiales. La fonction-

nelle de correction pour 1'équation intégro-différentielle (2.34) est :

x ‘ &
uwnw%=w@%+fA@KﬁR@—f@%iLﬂaﬂ%UM@~ (235)

0

Laméthode d’itération variationnelle est utilisée en appliquant deux étapes essentielles.
I1 faut d’abord déterminer le multiplicateur de Lagrange A qui peut étre identifié de
maniere optimale par intégration par parties et en utilisant une variation restreinte
ayant a détermination des approximations successives u,,1(x), n = 1 de la solution u(x)
I'approximation zéro u(x) peut étre n'importe quelle fonction sélective. Cependant, les
valeur initiale #(0),#'(0),... sont utilisées de préférence pour I’approximation sélective
par zéro 1,(x) comme on le verra plus loin. Par conséquent, la solution est donnée par :

u(x) = lim u,(x). (2.36)

n—aoo

Il est de résumer les multiplicateurs de Lagrange tels qu’ils sont dérivés :

u' + fu(é),u'(&)=0,A=-1,
u’ + f(u(&),u' (&), u"(&) =0,A=&—x,

1 2 (2.37)
u" o+ f(u(E), (), u"(£),u"(8) = 0, A = —5; (&~ )7,
u™ + F(u(E),u' (&), u"(&),.,u" (&) =0, A = (_1)11(” _1 1)!(5 _ ),

Exemple 2.3.2 Utiliser la méthode d'itération variationnelle pour résoudre I'équation intégro-
différentiel de Volterra

u'(x)=1- Joxu(t)dt,u(O) =1. (2.38)

La fonctionnelle de correction pour cette équation est donnée par :

X

&

(1, (&) =1~ f u, (r)dr)d&. (2.39)

0

tria(8) = ) — [

0
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Oii nous avons utilisé A = —1 pour les équations intégro-différentielles du premier ordre comme

indiqué dans (2.37)).
On peut utiliser la condition initiale pour sélectionner uy(x) = u(0) = 1. L'utilisation de cette

sélection dans la fonctionnelle de correction donne I’approximation succéessive suivante :

X 3
uy(x) = up(x) —J (ug(&) =1 — L o(n)dr)dé =1 +x+ %x

x : (2.40)
uz(x) =M1(x)—J (ui(é)—l—ﬁ) 1(r)dr)dé = 1+x+%x + ;x +%x

* ¢ 1 1 1 1 1
u3(x)=u2(x)—J(u’2(5)—JO ()dr)d£—1+x+2 +3 +4 +5x +5x

et ainsi de suite. La méthode d’itération variationnelle admet 'utilisation de

u(x) = lim u,(x), (2.41)
n—aoo
qui donne la solution exacte :
u(x) = e (2.42)

2.3.3 Méthode de la trasformée de Laplace pour résoudre les EIDV

de second espece

La méthode de la transformée de Laplace a été utilisée auparavant pour résoudre
les équations intégrales de Volterra du premier et du second espece. Les détails et les
propriétés de la méthode de la transformée de Laplace peuvent étre trouvés dans les
textes d’équations différentiels ordinaires.

Avant de commencer a appliquer cette méthode, nous résumons certains des concepts
présentés dans le théoreeme de convolution de la transformée de Laplace, il a été

déclaré que si le noyau k(x, t) de I’équation intégrale

u(x) = f(x) + A Jx k(x, t)u(t)dt, (2.43)
0



Equations intégro-différentielles linéaireS

dépend de la différence x — t, on parle alors de noyau de différence. L'équation intégro-

différentielle peut donc étre exprimée comme :
u(x) = f(x) + /\f k(x — t)u(t)dt, (2.44)
0

considérons deux fonctions fi(x) et fo(x) qui possedent les conditions nécessaires a
I'existence de la transformée de Laplace pour chacune. Soit les transformée de Laplace

pour les fonctions f;(x) et f,(x) données par :

Lfi(x) = Fi(s), Lf2(x) = Fafs). (2.45)

Le produit de convolution de Laplace de ces deux fonctions est défini par :

(= fo)(x fﬁx—tﬁ() (2.46)

ou

(e )l f flx— DA, (247)

rappeler que

(= f)(x) = (f2x f1)(x), (2.48)

on peut facilement montrer que la transformation de la Laplace du produit de convo-

lution (f; * f2)(x) est donné par :

L(fi v fi)(x) = £ f filx — D fa(t)dt} = Fy(5)Fafs). (2.49)

Pour résoudre les équations intégro-différentielles de Volterra en utilisant la méthode

de la transformée de Laplace des dérivées de u(x). On peut facilement montrer.

Lu"® =" Lu(x) —s"""u(0) — "' (0) — ..u""1(0), (2.50)
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Cela donne simplement

Lu'(x) = sLu(x) — u(0) = sU(s) — u(0),
Lu"(x) = s* Lu(x) — su(0) — 1/ (0) = s*U(s) — su(0) — u'(0),
m _ B 2 a1 _ "
Lu" (x) = s° Lu(x) — s7u(0) — su’(0) — u”"(0) 251)
= s°U(s) — s*u(0) — su’(0) — u"(0)
Lu”(x) = s* Lu(x) — s°u(0) — s?u/(0) — su”(0) — u”(0)

= s*U(s) — s*u(0) — s°u/(0) — su”(0) — u”"(0),

et ainsi de suit pour les dérivées d’ordre supérieur.

La méthode de la transformée de Laplace peut étre appliquée de maniere similaire a la
approche utilisée auparavant , nous appliquons d’abord la transformée de Laplace aux
deux codés de (2.44)), utilisons la transformée de Laplace approriée pour la dérivée de
u(x) , puis résoudre pour U(x). Nous utilisons ensuite la transformée de Laplace inverse

des deux coés de I'équation résultante pour obtenir la solution u(x) de 1'équation.

Exemple 2.3.3 Utiliser la méthode de la transformée de Laplace pour résoudre I'équation

intégro-différentielle de Volterra
X

u'(x) =1+ J u(t)dt,u(0) =1, (2.52)
0

remarquer que le noyau k(x —t) = 1, prendre la transformée de Laplace des deux cotés de (2.52)

L' (x)) = L(1) + L(1 = u(x)), (2.53)
de sorte que
sU(s) — u(0) = % + %U(s). (2.54)

Obtenu en utilisant la condition initiale donnée et en résolvant pour U(s), nous trouvons

U(s) = (2.55)
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en prenant la transformation de Laplace inverse des deux cotés de (2.55)), la solution exacte est
donnée par :

u(x) = expx.

2.3.4 Meéthode de solution en série pour résoudre les EIDV de second

espece

La fonction réelle u(x) est dite analytique si elle a des dérivées de tous ordres telles

que la série de Taylor en tout point b de son domaine

0 u(”) (b) "
u(x) = ZO ——(x—b)", (2.56)
Converge vers u(x) au voisinage de b. Pour simplifier, la forme générique de la série de

Taylor a x = 0 peut étre écriteé comme dans

u(x) = i ax", (2.57)
n=0

cette section, nous appliquerons la méthode de résolution en série pour résoudre les
équations intégro-différentielles de Volterra de deuxieme espéce. On supposera que la

solution u(x) de I’équation intégro-diférentielle de Volterra
u®(x) = f(x) + A | k(x, Hu(t)dt,u®(0) = kla, 0 <k < (n—1 2.58
(x) = f(x) (x, tyu(t)dt, u™(0) = Klay, (n—1), (2.58)
0

est analytique, et posséde donc une série de Taylor de la forme donnée en (2.57), ot les
coefficients a,,, seront déterminés de maniere récuérrente.

Les premiers coefficients a; peuvent étre déterminés en utilisant la condition initiale de
sorte que

ap = u(0),a; = t'(0),a, = =u"(0),a3 = =u"(0), (2.59)

ainsi de suite, les autres coefficients ai, de (2.57)) seront déterminer en appliquant la

méthode de résolution en série a I'équation intégro-différentielle de Volterra (2.58). La
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substitution de (2.57)) dans les deux membres de (2.58) donne :

(Z akxk> =T(f(x)) + Lx k(x,t) (Z aktk> dt, (2.60)

ou pour puis de simlicité nous utilisons

X

(ag + arx + ayx® + ..)" = T(f(x)) + J k(x,t)(ag + art + axt* + ...)dt. (2.61)
0

Ou T(f(x)) est la série de Taylor pour f(x). L'équation intégro-différentielle (2.58) sera
convertie en une intégrale traditionnelle dans (2.60)ou (2.61) ot au lieu d’intégrer la
fonction inconnue u(x), des termes de la forme ", n > 0 seront intégrés remarquez que
parce que nous recherchons une solution en série, alors si f(x) inclut des fonctions élé-
mentaires telles que des fonctions trigonométriques, des fonctions exponentielles,...etc,
alors les développements de Taylor pour les fonctions impliquées dans f(x) doivent

étre utilisés.

Nous intégrons d’abord le coté droit de l'intégrale dans (2.60) ou (2.61)) ; et réveillons

les coefficients de puissances similaires de x dans les deux c6tés de 1’équation résultante
pour déterminer une relation de récurrence dansa;, j > 0. La résolution de la relation de
récurrence conduira a une détermination compleéte des coefficients a;, j > 0 ot certains
de ces coefficients a;, j > 0, la solution en série suit immédiatement la substitution des
coefficients dérivés dans (2.58). La solution exacte peut étre obtenue si une telle solution
exacte existe. S'il n’est pas possible d’obtenir une solution exacte, la série obtenue peut
étre utilisée a des fins numérique. Dans ce cas, plus nous évaluons de termes, plus le

niveau de précésion atteint est élevée.

Exemple 2.3.4 Utiliser la méthode de solution en série pour résoudre I'équation intégro-
différentielle de Volterra
w(x) =1+ J u(t)dt,u(0) =1, (2.62)
0

en substituant u(x) par la série

u(x) = i ax", (2.63)
n=0
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dans les deux cotés de I'équation (2.62)) conduit a

<i anx”> =1+ r k(x,t) (i ant") dt. (2.64)
n=0 0 n=0

En différenciant le coté gauche une fois par rapport a x, et en évaluant l'intégrale du coé droit,

nous trouvons

o0 ee} 1
na,x" =1+ —a,_1x". (2.65)

O nous avons initié I'exposant de x des deux cotés et utilisé ay = 0 a partir de la condition
initiale donnée. La mise en équation des coefficients de puissances similaires de x des deux cotés

de (2.65)) donne la relation de récurrence

ayg = Oﬂl = 1an+1 = man_1 nz= 1, (266)
olt ce résultat donne :
1
An = 0a2n41 = m, (2.67)
Pour n = 0 la substitution de ce résultat dans (2.63|)donne la solution en série
a1
2n+1
=) — , 2.68
u(x) nz_;) T (2.68)
qui converge vers la solution exacte :
u(x) = sinh x. (2.69)

Définition de EIDV de premier espéce

La forme standard de I’équation intégro-différentielle de Volterra de premiere espéce

est donnée par :

fx ke (x, t)u(t)dt + Jx ko (x, Hu™ (H)dt = f(x),ka(x, 1) # 0, (2.70)
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ol les conditions initiales sont imposées. L'équation intégro-différentielle de Volterra
de premiere espece peut étre convertie en une équation intégrale de Volterra de
seconde espece, pour 1 = 1, en intégrale la seconde intégrale dans par parties.

Les équations intégro-différentielles de Volterra de premiere espéce seront traitées dans
cette section par la méthode de la transformation de Laplace et la méthode d’itération

variationnelle.

2.3.5 Méthode de la transformation de Laplace pour résoudre les

EIDV de premier espéce

La méthode la transformée de Laplace été utilisée auparavant pour résoudre les
équations intégrales de Volterra de la premiere et de la seconde espece.
L’analyse portera sur les équations ot les noyaux ki (x, t) et kx(x,t) de (2.70) sont des
noyaux de différence. Cela signifie que chaque noyau dépend de la différence (x-t)

prendre la transformée de Laplace des deux cotés de donne :
Lki(x,1) » u(x)) + Llka(x, 1) = u™(x)) = L(f(x)), (2.71)
de sorte que
ka(s) = U(s) + ka(s)(s"U(s) — 8" 'u(0) — 8"/ (0) — ... —u""V(0)) = L(f(s)), (272)

ou

U(s) = L{u(x))ki(s) = Lka(x)) ka(s) = Lk2(x)) F(s) = L(f(x)), (2.73)
en utilisant les conditions initiales donnée et en résoulvant pour U(s), nous trouvons

F(s) + ka(s)(s"U(s) — s"'u(0) — s"~2u'(0) — ... — u"=1(0))
Uls) = k1(s) + s"ka(s) ’ 274)

a condition que

ki(s) + s"ka(s) # 0. (2.75)
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En prenant la transformation de Laplace inverse des deux cotés de (2.74)), la solution

exacte est facilement obtenue :

Exemple 2.3.5 Résoudre I'équation intégro-différentielle de Volterra de premiere espéce sui-

vante

Jx(x — Hu(t)dt + fx(x — )%/ (t)dt = 3x — 3sinx,u(0) = 0. (2.76)
0 0

Prendre les transformation de Laplace des deux cotés donne :

1 1 3 3
S—ZU(S) + S—3(SU(S) —u(0)) = SRy (2.77)

oii en utilisant la condition initiale donnée et en résolvant pour U(s) nous obtenons

1
U(s) = —, 2.78
5 == 2.78)
en prenant la transformation de Laplace inverse des deux cotés, nous trouvons
u(x) = sinx. (2.79)

2.3.6 Méthode d’itération variationnelle pour résoudre les EIDV de

premier espéce

La forme standard del’équation intégro-différentielle de Volterra de premiére espece

est donnée par :

f ) k(x, t)u(t)dt + f ' ko(x, ) u™ (t)dt = f(x), ka(x,t) # 0. (2.80)

Condition initiales sont prescrites. Nous différencions d’abord les deux cotés de (22.80)
pour le convertir en une équation intégro-différentielle de Volterra équivalente du

second espéce, ou la regle de Leibnitz doit étre utilisée pour différencier les intégrales
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du coté gauche, d’ott nous obtenons :

u'(x)

[0 ), L (O

- ko(x,x)  ko(x, x) ) - ka(x,x) Jo Ox
1 *0(ka(x, 1))
ko (x, x) fo Ox

(2.81)

u"(H)dt ke (x,t) # 0,

comme indiqué précédemment, pour utiliser la méthode d’itération variationnelle,
nous devons d’abord déterminer le multiplicateur de Lagrange A. Le multiplicateur
de Lagrange A peut étre déterminé sur la base des équations intégro-différentielles

résultantes, ot la régle suivante pour A

u(x) + f(u(t),u'(),u"(t),.., u"(x)) = 0,A = (—1)" —x)), (2.82)
a été dérivé. Ayant A déterminé, une formule d’itération, doit étre utilisée pour la
détermination des approximations successives u(,41)(x),n > 0 de la solution u(x).
L’approximation zéro de peut étre n'importe quelle fonction sélective. Cependant, on
utilise de préférence les valeurs initiales u(0), u’(0),..., pour 'approximation sélective
du zéro vers le haut comme on le verra plus loin. Par cons équent, la solution est donnée

par:
u(x) = lim u,(x). (2.83)

n—o0

Exemple 2.3.6 Résoudre I'équation intégro-différentielle de Volterra de premiere espéce

J (x —t+ 1)/ (H)dt =" + %xz —1,u(0)=1, (2.84)
0

dériver une fois les deux membres de (2.84) par rapport a a donne I'équation intégro-différentielle

de Volterra de seconde espece

u(x)=e"+x— JX u'(t)dt, (2.85)
0
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la correction fonctionnelle pour équation (2.85|) est donnée par :

U1 (x) = uy(x) — JX (u;(t) —e —t+ f u;(r)dr) dt, (2.86)

0 0

ot nous avons utilisé A(t) = —1. L'approximation zéro uy(x) peut étre choisie par uy(x) = 1.

Cela donne les approximations successives

up(x) =1,
() = ¢+
m(x) =€ + 527,
L
U (x )—1+x+2x +§x
1 1
uz(x) = e + 3|x3 + Ix‘*,
1a 1 (2.87)
uy(x )_1+x+5x +4 _ﬁx’
1 e 6
u5()—1+x+5x +4 +6'x,
Cela donne
Uy(x) =x + 1+lx+1x +lx+ (2.88)
S 207 417 el '
la solution exacte est donc donnée par :
u(x) = x + coshx. (2.89)
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EQUATIONS
D’INTEGRO-DIFFERENTIELLE A
RETARD

2.4 Equation intégro-différentielle a retard

Equation intégro-différentielle a retard est un type d’équation intégro-différentielle.
formellement, I’approche de collocation décrite pour les problémes de valeur initiale
dans EDO est facilement étendue aux équations intégrales ou aux équations intégro-

différentielle de type Volterra [4] :

x(t) = g(t) + f k(t,s)x(s)ds,t € [to, T], (2.90)

ou

x'(f) = f(t,x(8)+, J: k(t,s)x(s)dst € [to, T, (2.91)

45



Solution numérique des équations d’intégro-différentielle a retard

et pour retarder les problemes, par exemple pour
X(t) = Flt,x(£), X(O(£))) + Wa, (1), t € [to, T]. (2.92)

Ici, le retard 7(t) dans la fonction de retard O(t) = t—17(t) peut étrenonnul, 7(¢t) > 7o > 0
pourt € [ty, T],ounul, lorsque 0(t) = gt = t—(1—q)t (0 < q < 1) avect, = 0. L'intégrale

de retard Wy a la forme :

Wy = f ka(t,s,x(s), x'(t))ds (2.93)
o(t)

2.5 Meéthode de collocation pour résoudre les équations

intégro-différentielle a retard

Dans cet section, nous étudions une méthode numérique pour la solution d’équation

a retard intégro-différentielle de la forme :

X'(t)=g(t) + ft_ k(t,s)X(s)ds (2.94)

pour f € [0, T] et X(t) = ®(t) pour t € [—1,0], ol les fonctions g, k, @ sont suffisamment
lisses. L'existence et I'unicité de la solution peut étre trouvé. Les équations de
retard intégro-différentielle sont devenuées importantes dans la modélisation mathé-
matique des phénomeénes biologiques et physiques.

Récemment, la solution numérique des équations intégro-différentielles de retard.
Brunner[4] a appliqué la méthode de collocation polynomiale pour approximer la
solution de (2.94). Wu et Gan [7] ont utilisé des méthodes linéaires multi-étapes ba-
sées sur une regle de quadrature pour trouver une solution numéérique d’équations
intégro-différentielles a retarde de Volterra singulierement perturbées.

La méthode polynomiale de Taylor pour approximer la solution des équation intégrales
a été proposée. S. Yalginbas [8] a appliqué la méthode de Taylor pour la résolution de

certaines équations intégrales de Volterra-Fredholm. Akytiz-Dascioglu et Sezer [1] et
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Darania et Lvaz [5] ont utilisé la méthde de Taylor pour trouver une solution approchée
des équations intégro-différentielles de Volterra-Fredholm.

Notre but est d’approximer la solution de dans l'espace S\ (ITy), L'espace des
fonctions splines polynomiales continues de degré m, En utilisant des polynomes de

Taylor.

2.6 Description de la méthode de collocation des EID

Dans cette section, Nous supposons sans perte de généralité que T = tr, ou r € IN*.
Soit [Ty une partition uniforme de l'intervalle I = [0, T] défini par t, = it + nh, n =
0,1,..,N,i=0,1,..,r—1,0ule pas est donné par h = 5+ On définit les sous-intervalles
o, = [t,t ], i=0,1,..,r— 1. De plus, on note ,, I'ensemble de tous les polyndmes
réels de degré n’excédant pas m. On définit I'espace spline polynomial réel de degré m

et de continuité comme suit :
Sf,?)(HN) = (u e C(LR): ufq =1 | o; en,,n=01,.,N-1,i=0,1,..,r — 1) .

Il est facile de voir que st (Ily) est un espace vectoriel réel, et sa dimension est donnée

par:
dim (S,(,?) (HN)) =rNm +1,

On cherche une approximation u dans l'espace spline Sff)_l(HN) de la solution X
de (2.94). Par la continuité de u, les polynomes u!, vérifient u!(t,) = u' _ () pour
n=1,.,N—1etu)(t) =uy_,(t) pouri=1,..,r— 1. Pour trouver les coefficients des
polyndmes u;, n=0,1,.,N-1,i=0,1,..,r — 1, on utilise un polynéme de Taylor sur
chaque sous-intervalle sur ¢,

premiérement, on approximation la solution exacte X dans l'intervalle ¢ par le poly-

nome

o

=0 x( ) .
u(t) = 2 ( )t],t €0y, (2.95)
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Pour trouver X(0), on dérive (2.94) j-fois

XU (#) = g0 (#) + ( J 0 k(t,s )m ]Z[ _1_i+f0y§j)k(t,s)X(s)ds,
- - t (2.96)

Alors

X070 = ¢90)+ | 0 k(,5)0(5)s U () [prxen] ™ ox00)
t=t i=0 1=0

pour j =0,1,...,m, ou X(0) = ®(0).
Deuxiement, nous approchons X par le polynéome (nel,2,..,N—1)surl'intervalle

oY tel que '
U

-

j=0

(t—19);teal, (2.97)

Ou U, est la solution exacte de I’équation intégro-différentielle

£, t
U, o(t) f k(t,s)® ds+2 k(t,$)ul(s)ds + | k(t,s)Uno(s)ds,  (2.98)
tO

0
tn

Pour t € of tel que U,o(t)) = u®_ (1)) Les coefficients (u(]) (t9)) sont donnés par la

formule suivante

()
ulsv ) = <J k(t,s)® s) (£2)

Z[n Kt £) U (5] 9770 (8) + Z f 10(s)ds
U K o)® ) )(tg”ijll (7)) oKt oD

YOK(19,5) (s — £9)'ds,

z+1
t0

(2.99)
pour je€0,1,...,met U,o(t) = u’_ (),

troisemement, pour que X soit approché par ug (pel,?2,..,r—1)sur lintervalle ag, X
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]

(0 <k <N -—1)et0 < j < psur chaque intervalle de tel que

doit étre approché par u

u(f)(tp) ‘
0’; “(t—t)ited, (2.100)

YRS

m
j=0
Ot Uy, est la solution exacte de I’équation intégro-différentielle

Uo,(t) = g(t) + th_o k(t,s)uP=1(s)ds + Li k(t,s)Uo,(s)ds, (2.101)

pour t € ohtel que Up,(th) = u (), ot u! = u sur Iintervalle o' = [t, 5] pour
ieQ1,..,r—1.

Les coefficients U(()j;(tg) sont donnés par la formule suivante :

Uy, 8 = 90() = 33 3 (77) DAPkCe e =o)L (67
F I M k) (s— e 2102)
. T g 71 i '

20 2 () ke 1ol )

pour j€0,1,...,met Uy, (£) = 1l " (£9).
Enfin, sur l'intervalle o) (n € 1,2,..,N — 1), le polyndme est défini par la formule sui-

vante :

(t—t);ted, (2.103)

ou U, est la solution exacte de I’équation intégro-différentielle

fo nloeh
U:l,p(t) =g(t) + f k(t,s)u’=(s)ds + 2 f k(t,s)uf(s)ds
o =0 - (2.104)

t
+ J k(t,s)Uyp(s)ds,
t

P
n
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pour t € a}, tel que U,,(th) = uzfl(tﬁ).

les coefficients Ur(l]])g(tfl) sont donnée par la formule suivante :

w6 = g0 - 35 3 (7)) ke = P UL )

m ) i t . 1
ip () -1
F N | ks (s s
(2.105)

m U ()
ip\Ti AR () I
+ Z T , v k(th,s) (s — ) ds

i=n [=0 ’ 1

pour j€0,1,..,met Uy,,(th) =u’_ ().

n

2.7 Exemple numérique

Exemple 2.7.1 Considérons I'équation intégro-différentielle de retard
t
X'(t) =g(t) + f k(t,s)x(s)ds,t € [0,3], (2.106)
-1

avec D(t) = sin(t) + 1 pour t € [-0.5,0],k(t,s) = cos(t + s + 1) + 2, et g est choisi pour que
la solution exacte soit x(t) = sin(t) + 1.

Les erreurs absolues pour (m,N) € (4,4),(5,5),(7,7),(8,8) at = 0,0,5, ...,3 sont pésentés
dans le tableau I.

e(m,N) = max| x(t) —u(t) |,t =0,0,5,...,3

avec (m,N) = (4,4),(5,5),(7,7),(8,8).

Exemple 2.7.2 Considérons I'équation intégro-différentielle de retard

X'(t) =g(t) + f_l k(t,s)x(s)ds,t € [0,6], (2.107)
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Solution numérique des équations d’intégro-différentielle a retard

Avec D(t) = cos(t) exp(—t) pour t € [—1,0), k(s,t) = (t —s) exp(t —s), et g est choisi pour

que la solution exacte soit x(t) = cos(t) exp(—t)

t

m=4,N=4

m=5N=5

m=7,N=7

m=8,N=8

0.0
0.5
1.0
1.5
2.0
2.5
3.0

0.0
0.104 «107°
0213 +107°
0.303 = 10~°
0.412 +107°
0.619 = 10~°
0.100 = 10~

0.0
0.100 = 108
0.700 = 108
0.130 = 107
0.260 = 107
0.470 « 1077
0.890 « 107

0.0
0.100 = 108
0.100 = 108
0.100 = 108
0.300 = 108
0.900 = 108
0.150 « 107

0.0
0.100 « 10~°
0.111+ 1078
0.900 = 10~?
0.217 1078
0.600 = 1077
0.300 « 10~?

TasLE 2.1 — Erreurs absolues pour la solution de (2.106))

m=5N=5

m=6,N=6

m=8,N=8

m=9,N=9

NI WO IN P O+

0.0
0.805  10~°
0.215%107°
0.418 = 10~°
0.788 = 10~°
0.148 = 10~*
0.281 10~*

0.0
0.143 « 1077
0.208 = 107
0.363 = 1077
0.686 = 1077
0.130 « 10~°
0.246 « 10~°

0.0
0.253 « 1077
0.592 = 10~°
0.123 1078
0.208 = 108
0.402 = 108
0.764 « 108

0.0
0.535 1071
0.197 =10~
0.980 = 1071
0.598 = 10~°
0.113 108
0.214 1078

TasLe 2.2 — Erreurs absolues pour la solution de (2.107))
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CONCLUSION

Dans cet mémoire, nous avons présenté des solutions de quelques équations inté-
grales lineares de Volterra et Fredholm.
Nous avons proposé une méthode collocation basés sur 1"utilisation de polynémes de
Taylor pour approximer la solution du équation intégro-différentielle a retard dans 1'es-
pace spline <S$)_1 (HN)> ,nous avons montré que la solution numérique est convergente,

cette méthode est simple .
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Résume

Ce travail vise a presenter les concepts clés des équations intégrales et intégro-
différentielles linéaires de Fredholm et de Volterra en raison de leurs utilisations dans
plusieurs applications scientifiques. Nous avons également étudié de nombreuses
méthodes numériques et analytiques pour résoudre ce type d'équations, en fournissant des
exemples de recherche de la solution correcte et précise. Nous avons également abordé la
Solution numérique de retard équations d'intégro-différentielle a I'aide de Taylor méthode
de collocation.

Mots clés: équations intégrales différentielles linéaires de Fredholm, équations intégrales
différentielles linéaires de Volterra, équations intégro-différentielles linéaires de
Fredholm, équations intégro-différentielles linéaires de Volterra, méthodes numériques et
analytigues, solution correcte, solution précise, Solution numérique de retard équations
d'intégro-differentielle a I'aide de Taylor méthode de collocation.

Abstract

This work aims to present the key concepts of linear integral and integro-differential
equations of Fredholm and Volterra, due to their applications in various scientific fields.
We have also studied numerous numerical and analytical methods to solve this type of
equations, providing examples for finding the correct and accurate solution. Additionally,
we have addressed the numerical solution of delay integro-differential equations using the
Taylor collocation method.

Keywords: linear integral differential equations of Fredholm, linear integral differential
equations of Volterra, linear integro-differential equations of Fredholm, linear integro-
differential equations of VVolterra, numerical and analytical methods, correct solution,
accurate solution, numerical solution of delay integro-differential equations using the

Taylor collocation method.
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