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Résumé

Dans ce mémoire, nous avons étudié la résolution d’un problème de transport à quatre

indices en utilisant l’algorithme AlPT4, développé par ZITOUNI en 2008.

De plus, nous avons proposé une nouvelle approche pour traiter la dégénérescence associée

au problème. Nous avons effectué des simulations numériques qui ont donné des résultats

satisfaisants.

Abstract

In this thesis, we focused on solving a four-index transportation problem using the AlPT4,

algorithm, proposed by ZITOUNI in 2008. Additionally, we proposed a new technique to adress

the issue of degeneracy in the problem. We conducted numerical simulations, and the obtained

results were satisfactory.
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Introduction générale

L’étude du transport routier de marchandises englobe toute les méthodes et activités

visant à coordonner les flux physiques en optimisant tous les éléments intervenant dans chaque

maillon de la chaîne. Le problème de transport à deux indices (PT2) est développé par

Hitchcock en 1941, la recherche dans ce domaine a obtenu des résultats satisfaisants sur

diverses extensions.Cette recherche admet deux principales orientations l’une théorique et l’autre

opérationnelle. Sur le plan théorique, la recherche sur le problème de transport est

développée au niveau macro avec le problème à n indices, et sur le plan opérationnelle, les

résultats sont encore limité puisque l’application des modèles de transport à la réalité et

complexe. C’est-à-dire le problème restant consiste à trouver des méthodes pour résoudre les

problèmes particuliers.

Le problème de transport classifié selon le nombres d’indices en quatre groupes sont :

* les problèmes de transport à 2 indices.

* les problèmes de transport à 3 indices.

* les problèmes de transport à 4 indices.

* les problèmes de transport à n indices.

Dans ce mémoire nous nous intéressant au problème de transport à 4 indices noté PT4 et

ces indices sont : origines, destinations, types de marchandises et types de camions.

Ce mémoire est organisé comme suit :

Dans le premier chapitre, nous présentons quelques rappels est généralités de convexité, de

programmation mathématique et de calcul différentiel qui sont utilisés par la suite de

7



Chapitre 1 : Quelques rappels et généralités

mémoire.

Ensuite, nous faisons une présentation de problème de transport à deux indices.

Le troisième chapitre contient l’essentiel de notre travail, nous proposons une nouvelle

technique pour résoudre le problème de dégénérescence pour le problème de transport à quatre

indices et nous avons mise en œuvre l’algorithme avec succès.

Enfin, un exemple qui illustre le traitement de la dégénérescence entre l’ancienne et la

nouvelle méthode sera proposée.
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Chapitre 1

Quelques rappels et généralités

Il y a plusieurs branches des mathématiques l’un de ses branches c’est l’optimisation qui

est cherché à modéliser et à résoudre les problèmes analytiquement ou numériquement, et

à déterminer le meilleur élément d’un ensemble et choisit la meilleure configuration parmi

tout les configurations possibles du système.

1.1 Formulation mathématique d’un problème d’optimisa-
tion classique

Un problème d’optimisation classique peut se formuler de la manière suivante :

Trouver un x∗ ∈ X tel que :

f(x∗) ≤ f(x), ∀x ∈ X

Ce que on note :

f(x∗) = min
x∈X

f(x) (1.1)

L’ensemble X peut être défini de la manière suivante :

X = {x ∈ Rntelque : gi(x) = 0, i = 1, k, gi(x) ≤ 0, i = k + 1,m} (1.2)

f(.) est appelée fonction objectif et g(.) est appelée fonction contrainte.

* Si f et gi, i = 1,m sont linéaires alors le problème (1.1) et (1.2) est appelée programme
linéaire.

* Si l’une des fonctions est non linéaires alors le problème est dit programme non linéaire

avec contraintes (ou problème d’optimisation non linéaire avec contraintes).

9



Chapitre 1 : Quelques rappels et généralités

* Si X = Rn le problème est dit programme non linéaire sans contraintes (problème

d’optimisation non linéaire sans contraintes).

1.2 Rappel de calcul différentiel

1.2.1 Notations

* Pour tout n ∈ N∗, Rn (n <∞) désigne l’espace euclidien R×R× ...×R (produit n fois)

Un vecteur x de Rn sera noté (x1, x2, ..., xn)

* On note e1, e2, ..., en les éléments de la base canonique de Rn

(ei)j = δij =


1, si : i = j, ∀i, j = 1, n

0, si : i 6= j

* Pour tout x ∈ Rn, on note ‖ x ‖ la norme euclidienne de x donnée par

‖ x ‖= (
n∑
i=1

xi
2)

1
2

Définition (produit scalaire)

Soit E un R-espace vectoriel

On appelle produit scalaire sur E toute application φ notée < ., . > : E × E → R

vérifiant les propriétés suivantes :

a/ Bilinéaire : ∀x, y ∈ E, ∀λ, µ ∈ R : < λx+ µy, z > = λ < x, z > +µ < y, z > et

< x, λy + µz > = λ < x, y > +µ < x, z >

b/ Symétrique : ∀x, y ∈ E, < x, y > = < y, x >

c/ Définie : ∀x ∈ E, < x, x > = 0⇒ x ∈ OE

d/ Positive : ∀x ∈ E, < x, x >≥ 0

Le produit scalaire < x, y > est aussi noté (x, y) ou encore x. y

1.2.2 Dérivée partielle

Définition

Soit f : Rn → R une fonction continue. La fonction notée
∂f

∂xi
est appelée iime dérivée

10



Chapitre 1 : Quelques rappels et généralités

partielle de f et définie par :

lim
t→0

f(x1, ..., xi + t, ..., xn)− f(x1, ..., xn)

t

Remarque

Cette limite peut ne pas existe.

1.2.3 Gradient

Si les dérivées partielles
∂f

∂xi
existent pour tout i, le gradient de f est définit comme suit :

(5f(x))T = (
∂f

∂x1
(x), ...,

∂f

∂xn
(x))

Exemple

Soit f(x1, x2) = ex1 + x21x2

Alors le gradient de f est :

5f(x1, x2) =

(
ex1 + 2x1x2

x21

)

Définition (Dérivée directionnelle)

Soit Ω ⊂ Rn et soit x ∈ Ω et h ∈ Rn, on note :

∂f

∂h
(x) = lim

t→0

f(x+ th)− f(x)

t
=< 5f(x), h >

La dérivée directionnelle de f en x de direction h.

Définition (Fonction différentiel)

Soit f : Rn → R une fonction continue si, pour tout d ∈ Rn, la dérivée directionnelle de f

dans la direction d existe, alors la fonction f est dite différentiable.

1.2.4 Matrice Hessienne

Définition

On appelle Hessien de f la matrice symétrique de Mn(R)

H(x) = 52f(x) = (
∂2f

∂xi∂xj
)(x), i = 1, n, j = 1, n

11



Chapitre 1 : Quelques rappels et généralités

Remarque

Si f ∈ C2(Ω) alors 52f(x) est une matrice symétrique ∀x ∈ Ω (c’est le théorème de

Schwartz).

1.3 Notions sur la convexité

1.3.1 Ensemble convexe

Définition

Un ensemble X de Rn est dit convexe, si pour tout couple (x, y) d’éléments de X le segment

[x, y] tout entier est inclus dans X. Autrement dit, X est convexe lorsque,

∀x, y ∈ X, λ ∈ [0, 1] le vecteur :

Z = λx+ (1− λ)y ∈ X

Propriétés

Soit une famille {Xi}i=1,...,k d’ensembles convexes, alors on a :

* X =
k⋂
i=1

Xi est un ensemble convexe

* X =
k∏
i=1

Xi est un ensemble convexe

* Si X est convexe, et λ ∈ R, alors l’ensemble k = {x/x = λx1, x ∈ X} est convexe.

1.3.2 Fonction convexe

Définition

1/ Soit X ⊂ Rn un ensemble non vide.

une fonction f : X → R est convexe si et seulement si :

∀(x, y) ∈ X2,∀t ∈ [0, 1], f(tx+ (1− t)y) ≤ tf(x) + (1− t)f(y)

2/ On dit que f est strictement convexe si :

∀(x, y) ∈ X2,∀t ∈ [0, 1], f(tx+ (1− t)y) < tf(x) + (1− t)f(y)

3/ On dit que f est concave si (−f) est convexe.

12



Chapitre 1 : Quelques rappels et généralités

Théorème (caractérisation des fonctions convexes)

Soit Ω un ouvert de Rn, et soit X ⊂ Ω un convexe de Ω, soit f : Ω→ R une fonction de

classe C1. Alors, les assertions suivantes sont équivalentes :

1/ f est convexe sur X

2/ f(y) ≥ f(x)+ < 5f(x), y − x >,∀x, y ∈ X

3/ < 5f(y)−5f(x), y − x >≥ 0,∀x, y ∈ X

Remarque

Lorsque f est définie sur un intervalle ouvert I ⊂ R, f ∈ C1(I), l’équivalence de 1 et 3 dans

le théorème s’écrit :

f est convexe sur I ⇔< 5f(y)−5f(x), y − x >≥ 0

⇔ (f ′(y)− f ′(x)) (y − x) ≥ 0, ∀x, y ∈ I

⇔ f ′ est croissante sur I

⇔ f ′′(x) ≥ 0, ∀x ∈ I et si f ∈ X2

Remarque

On a l’équivalence entre la convexité stricte et les inégalités 2 et 3 rendues strictes pour

x 6= y.

Théorème (caractérisation de la convexité avec la matrice hessienne)

Soit f une fonction de classe C2 sur un ouvert convexe X ⊂ R, alors f est convexe ssi la

matrice hessienne 52f(x) est semi-définie positive pour tout x ∈ X c-à-d :

< 52f(x)h, h >≥ 0, ∀h ∈ Rn

Théorème

Soit f une fonction de classe C2 sur un ouvert convexe X de Rn, alors f est strictement

convexe si la matrice hessienne est définie positive pour tout x ∈ X c-à-d :

< 52f(x)h, h >> 0,∀h ∈ Rn − {0}

13



Chapitre 1 : Quelques rappels et généralités

En effet :

Supposons que 52f(x) est définie positive pour tout x ∈ X, la formule de Taylor-Maclaurin

donne :

∀(x, y) ∈ C2, x 6= y : f(y) = f(x)+ < 5f(x), y − x > +
1

2
< 52f(x+ t(y − x))(y − x), y − x >

D’où f(y) > f(x)+ < 5f(x), y − x >, ∀x, y ∈ X, x 6= y

donc f est strictement convexe d’après le théorème.

Remarque

La réciproque est fausse.

Proposition

Soit f : X → R une fonction convexe, X étant un convexe de Rn. Alors :

1/ Tout minimum local de f sur X est un minimum global.

2/ Si f est strictement convexe, il y a au plus un point de minimum global.

14



Chapitre 2

Problème de transport à deux indices

On présente dans ce chapitre les définitions, les propriétés, les conditions d’optimalité et des

méthodes pour la résolution du problème de transport à deux indices.

2.1 Position du problème

Supposons que l’offre totale d’un problème de transport est égale la demande, alors :

On appelle les sources par S1, S2, ..., Sm et D1, D2, ..., Dn les destinations

On présente les stations suivantes :

xij : quantité transporté de Si à Dj

cij : coût unitaire du transport de Si à Dj

ai : offre de la source Si

bj : demande de la destination Dj

On suppose que les ai et bj sont positif ai ≥ 0 et bj ≥ 0

Il s’agit de minimiser le coût de transport

La fonction objectif sous la forme :

minZ =
m∑
i=1

n∑
j=1

cijxij

sous contraintes :

Offre :
∑n

j=1 xij = ai, ∀i = 1,m.

Demande :
∑m

i=1 xij = bj, ∀j = 1, n.

Positivité : xij ≥ 0.

15



Chapitre 2 : Problème de transport à deux indices

2.2 La forme matricielle

Le problème de transport écrit sous forme matricielle comme suit :


minZ = cTx

Ax = d

x ≥ 0

Où x = (x11, x12, ..., x1n, x21, ..., x2n, ..., xmn)

c’est-à-dire que l’on déroule la matrice xij suivante les lignes, la même chose pour

c = (c11, c12, ..., c1n, c21, ..., c2n, ..., cmn)

On a nm variables et n+m contraintes.

Le vecteur d = (a1, a2, ..., am, b1, b2, ..., bn)

La matrice A suivante pour m = 3, n = 2

A =


1 1

1 1
1 1

1 1 1
1 1 1


La somme des m premières lignes donne

L1 + L2 + ...+ Ln = (1, 1, ..., 1)

Ainsi, la somme des lignes m+ 1 à m+ n donne

Ln+1 + Ln+2 + ...+ Ln+m = (1, 1, ..., 1)

Si on combine ces deux résultats, on obtient

L1 + L2 + ...+ Ln − Ln+1 − Ln+2 − ...− Ln+m = 0

ceci implique que

rang(A) < m+ n

16



Chapitre 2 : Problème de transport à deux indices

Proposition :

La matrice A donne les propriétés suivantes :

1- Chaque colonne contient exactement deux entrées non nulles et que sont égaux.

2- Le rang de A est égale à m+ n− 1.

3- Chacun des ligne est une combinaison linéaire des autres lignes.

4- Il y a toujours une ligne de trop que l’on peut éliminer.

5- Il y a exactement m+ n− 1 variables de base réalisable.

Preuve (propriété) :

En renumérotant si nécessaire, il suffit de montrer que les lignes

L2, L3, ..., Lm+n sont linéairement indépendant pour cela, posons :

a2L2 + a3L3 + ...+ am+nLm+n = 0

A cause de la structure de la matrice, ceci implique immédiatement que :

am+1 = am+2 = ... = am+n = 0

2.3 Tableaux de transport

Le tableau de transport T est un tableau rectangulaire de m lignes (i = 1,m) associé aux

sources Si et de n colonnes (j = 1, n) associé aux destinataires Dj

Chaque intersection entre une ligne i et une colonne j est une case (i, j) de T contient des

quantités

- Le coût unitaire cij de transport de Si vers Dj.

- La valeur de la variable xij.

Le tableau T est on outre bordé par une colonne marginale contenant les disponibilités

ai(i = 1,m) est une ligne marginale contenant les demandes bj(j = 1, n).

17



Chapitre 2 : Problème de transport à deux indices

c11 c12 c13 . . . c1n a1

c21 c22 c23 . . . c2n a2

c31 c32 c33 . . . c3n a3

cm1 cm2 cm3 . . . cmn am

b1 b2 b3 . . . bn

2.4 Dual du problème de transport

Problème de transport donné :

minZ =
∑m

i=1

∑n
j=1Cijxij = eTx

les contraintes :

∀i = i,m,
∑n

j=1 xij = ai ⇔ A1x = a

∀j = 1, n,
∑m

i=1 xij = bj ⇔ A2x = b

xij ≥ 0⇔ x ≥ 0

la forme compact

minZ = cTx

A1

−A1

A2

−A2



x ≥



a

−a

b

−b


18



Chapitre 2 : Problème de transport à deux indices

x ≥ 0

le dual est :

maxZ = aTu+ − aTu− + bTv+ − bTv−


AT1 −AT1 AT2 −AT2





u+

u−

v+

v−



≤ c

u+, u−, v+, v− ≥ 0

avec u = u+ − u− et v = v+ − v−, on a :

maxZ = aTu+ bTv

AT1 u+ AT2 v ≤ c

u, v libre

AT1 u+ AT2 v ≤ c⇔ ui + vj ≤ cij

On a x la solution optimale, selon les conditions KARUSH-KUHN-TUCHER on a :

xT (c− AT1 u− AT2 v) = 0

On a les relations :

ui + vj = cij, ∀xij > 0

Si x est solution de base non dégénéré, on a bien la décomposition ui + vj = cij pour les

indices des variables de base.

Théorème (Condition de réalisabilité)[4]

Une condition nécessaire et suffisante pour que le problème de transport admet une solution

réalisable si et seulement si :
m∑
i=1

ai =
n∑
j=1

bj
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Preuve

Si x est une solution qui vérifié les contraintes, on a :

n∑
j=1

xij = ai ⇒
m∑
i=1

n∑
j=1

xij =
m∑
i=1

ai

m∑
i=1

xij = bj ⇒
n∑
j=1

m∑
i=1

xij =
n∑
j=1

bj

ceci implique

m∑
i=1

ai =
n∑
j=1

bj

Inversement, si

m∑
i=1

ai =
n∑
j=1

bj = T ,

on pose :

xij =
aibj
T
≥ 0

Montrons que x vérifié les contraintes :

n∑
j=1

xij =
1

T

n∑
j=1

aibj = ai

n∑
j=1

bj

T
= ai

Et
m∑
i=1

xij =
1

T

m∑
i=1

aibj = bj

m∑
i=1

ai

T
= bj

Par conséquent, le problème admet une solution réalisable.

Théorème (conditions d’optimalité)[4]

Soit x une solution réalisable, alors x est optimale si et seulement s’il existe un vecteur

(u1, ..., um, v1, ..., vn)T ∈ RM ( où M = m+ n)

Tel que :

ui + vj ≤ cij pour xij = 0

Et

ui + vj = cij pour xij > 0
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Chapitre 2 : Problème de transport à deux indices

Preuve

Considérons la formulation suivante du problème (PT) :

min[cTx : x ≥ 0, Ax = b]

Alors, son dual qu’on note (DPT) est formulé comme suit :

max[bTx : Ay ≤ c, y ∈ RM ]

Soient y = (ui, vj)
T ∈ RM avec i = 1,m, j = 1, n une solution réalisable du problème

(DPT), alors une solution réalisable x = xij du problème (PT) est optimale si et seulement si

la condition de complémentarité suivante est vérifié :

(c− ATy)Tx = 0

C’est-à-dire :
(cij − ui + vj)

Txij = 0 (2.1)

donc :

1- Si xij = 0, alors il vient des formulations des deux problèmes duaux que Ui + Vj ≤ cij

car on a (c− ATy)Tx ≥ 0.

2- Si xij > 0, alors il vient de la condition 4 que ui + vj = cij.

2.5 Résolution du problème
Pour découvrir la solution optimale de transport on engager par déterminer une solution

réalisable et après cela on améliore cette solution jusqu’à l’obtention de la solution optimale.

Nous exposant brièvement quelque méthodes d’initialisation du notre problème avant d’en

proposer la méthode du simplexe appliqué a ce dernier.

2.5.1 Méthodes d’initialisation

La méthode d’initialisation les plus connues sont toute basées sur le même principe décrit :

Étape 1 : Déterminer une case (i, j) de la grille désignée par la méthode utilisée.

Étape 2 : Comparer ai et bj et aller à (2, 1), (2, 2)ou (2, 3) selon le cas :

(2, 1) : Si ai < bj : xij = ai, remplacer bj par bj − xij et ai par 0 et supprimer
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Chapitre 2 : Problème de transport à deux indices

la ligne i.

(2, 2) : Si ai > bj : xij = bj, remplacer ai par ai − xij et bj par 0 et supprimer

la colonne j.

(2, 3) : Si ai = bj : Affecter xij = ai = bj et pose ai = bj = 0, nous trouvons dans un

cas dégénéré on supprime alors la ligne i, à mois quelle ne soit la seule ligne restante du tableau,

au quel cas il faut supprimer la colonne j.

Étape 3 : Répéter l’algorithme sur le tableau réduit jusqu’à ce que tous les ai soient 0. Saturant

une rangée à chaque étape, nous obtiendrons une solution d’au plus m+ n− 1 variable non

nulles. Il y a m lignes et n colonnes qu’on sature l’une après l’autre, sauf lors de la dernière

affectation où une ligne et une colonne sont saturées simultanément.

Méthode du coin Nord-ouest

Certainement c’est la méthode la plus facile à mettre en œuvre et de complexité minimale,

elle consiste à déterminer la variable de plus petit indice où il est possible d’affecter une quantité,

sa simplicité la rendue très populaire. Par contre, la solution trouvée n’a aucune raison d’être

près de la solution optimale.

Méthode du coût minimum

Étape 1 : On commencer par chercher la variable xij avec le coût de transport minimum.

Étape 2 : On sature sa valeur et on sature la ligne ou colonne correspondante.

Étape 3 : Répéter la procédure avec les cases non saturés.

Étape 4 : Si une variable satisfait à la fois la contrainte de ligne et de colonne, ne saturer

qu’une d’entre elles.

Étape 5 : Lorsqu’il ne reste plus qu’une case saturer sa ligne et sa colonne.

Méthode de Vogel

Cette méthode mise sur la minimisation d’un système de pénalité. On appelle la pénalité

d’une rangée, la différence de coût entre la case de plus petit coût et celle du deuxième plus
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petit coût de la rangée.

Étape 1 : Détermination d’une case (i, j) de la grille.

1.1 : Évaluer la différence entre les deux plus petits coûts de chaque ligne et de chaque

colonne (pénalité).

1.2 : Identifier la rangée correspondant à la plus grande pénalité.

1.2.1 : Si cette rangée est unique alors choisir la case (i, j) la moins coûteuse de cette

rangée.

1.2.2 : Si la pénalité maximale est associée à plusieurs lignes ou colonnes alors, l’un ou l’autre

des cas suivants se présente :

(a) Si le coût minimal d’une des lignes (ou colonnes) concernées est aussi le coût minimale

de sa colonne (ligne) alors choisir la case (i, j) ainsi désignée.

(b) Si aucun des coûts ne répond aux exigences décrites en (a), alors calculer les “pénalités

secondes”des rangées touchées par la pénalité maximal.

La pénalité seconde d’une ligne (colonne)est donnée par la différence entre le deuxième plus

petit coût de cette ligne (colonne) et le plus petit coût de la colonne (ligne) où apparait ce

coût, si dans une des rangées, il existe plusieurs case de coût égale au deuxième plus petit

coût, alors calculer toute les pénalités secondes associées à ces cases. Choisir alors la case

(i, j) de moindre coût dans la rangée pour la quelle la pénalité seconde prend la plus grand

valeur.

Étape 2 et 3 : Ces étapes de la procédure d’initialisation sont effectuées en recalculant les

pénalités à chaque itération.

2.6 Méthode du simplexe appliqué au problème de trans-
port

Voila la démarche que sera employée :

1- Détermination d’une solution réalisable de base.
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2- Évaluer les coût duaux

* m+ n− 1 équation à m+ n inconnues : fixés u1 = 0.

* Résoudre récursivement le système ui + vj − cij = 0 pour tout xij > 0.

3- Pour toutes les cases hors-base évaluer la quantité cij = cij − ui − vj.

4- La solution de base sera optimale si tous les cij > 0.

5- Sinon,

(a) Choisir la case qui minimiser la valeur de cij < 0.

(b) Trouver la boucle (une séquence de 4 cellules au moins, telle que : deux cellules consécutives

sont dans la même ligne au même colonne) impliquant la nouvelle variable et un sous

ensemble des variables existantes.

(c) Trouver la cellule impaire dans la boucle contenant la variable avec la plus petite valeur θ.

(d) Augmenter de θ toutes les variables d’indice pair dans la boucle et réduire de θ toutes

les variables d’indice impair.

(e) Les valeurs des variables hors-boucle ne changent pas et recommencer le processus.

2.7 Autre types de problèmes de transport

2.7.1 Cas où l’offre dépasse la demande

Il s’agit du cas :

minZ =
m∑
i=1

n∑
j=1

cijxij

les contraintes

Proposition :
n∑
j=1

xij ≤ ai, ∀i = 1,m

demande :
m∑
i=1

xij = bj, ∀j = 1, n.

positivité : xij ≥ 0.

Avec l’hypothèse que le proposition dépasse la demande
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Chapitre 3 : Problème de transport à quatre indices

m∑
i=1

ai ≥
n∑
j=1

bj

Il suffit d’ajouter une destination fictive et de ramener le problème au cas traité

antérieurement, on notera par D0 la nouvelle destination fictive, notion est d’envoyer toute

le surplus des sources à D0, écrit :

n∑
j=1

xij ≤ ai ⇔
n∑
j=1

xij + xi0 + ai,∀i = 1,m

avec xi0 ≥ 0 qui représente le surplus de la source i.

restant à préciser de b0

b0 =
m∑
i=1

ai −
n∑
j=1

bj ≥ 0

Par construction

m∑
i=1

ai =
n∑
j=1

bj

On choisit certainement ci0 = 0 car la destination est fictive.
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Chapitre 3

Problème de transport à quatre indices

Dans ce chapitre, on parle au problème de transport à quatre indices et de la méthode de

résolution. On utilise l’algorithme AlPT4 et on présente l’algorithme AlPT4 modifié pour traité

la dégénérescence.

3.1 Position du problème

Supposons que l’offre total d’un problème de transport égal la demande égal la quantité de

marchandises et égale la moyenne de transport, alors :

On appelle :

les sources par S1, S2, ..., Sm

Les destinations par D1, D2, ..., Dn

Les types de marchandises par M1, M2, ..., Mp

Les types de camions par T1, T2, ..., Tq

On présente les stations suivantes :

xijkl : Quantité transporté de Si à Dj.

cijkl : Coût unitaire transporté de Si à Dj.

αi : offre de la source Si

βj : Demande de la destination Dj

γk : Quantité de marchandise Mk

δl : Moyenne de transport Tl

Supposons que les αi, βj, γk et δl sont positif
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Chapitre 3 : Problème de transport à quatre indices

Le problème de transport axial «de somme axial» à quatre

indices sans capacités (PT4) est :

MinimiserZ =
m∑
i=1

n∑
j=1

p∑
k=1

q∑
l=1

cijklxijkl

Les contraintes

n∑
j=1

p∑
k=1

q∑
l=1

xijkl = αi Pour tout i = 1,m

m∑
i=1

p∑
k=1

q∑
l=1

xijkl = βj Pour tout j = 1, n

m∑
i=1

n∑
j=1

q∑
l=1

xijkl = γk Pour tout k = 1, p

m∑
i=1

n∑
j=1

p∑
k=1

xijkl = δl Pour tout l = 1, q

xijkl ≥ 0 Pour tout (i, j, k, l)

Dans ce problème αi, βj, γk, δl, xijkl et cijkl sont donnés et tels que pour tout on a αi > 0,

βj > 0, γk > 0, δl > 0 et cijkl ≥ 0
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Chapitre 3 : Problème de transport à quatre indices

la formulation est équivalente au programme linéaire :

minZ = ctx

Ax = b

x ≥ 0

avec

* x = (x1111, ..., xmnpq)
T ∈ RM

* c = (c1111, ..., cmnpq)
T ∈ RM

* d = (d1111, ..., dmnpq)
T ∈ RM

* b = (α1, ..., αm, β1, ..., βn, γ1, ..., γp, δ1, ..., δq)
T ∈ RM

* A est une M ×N matrice

*M = m+ n+ p+ q et N = mnpq

3.2 Préliminaires

3.2.1 Matrice des coefficients

Dans cette représentation x = (x1111, x1211, ..., xmnpq) on associé à chaque i, j, k, l ∈ 1, ...,m×

1, ..., n× 1, ..., p× 1, ..., q un vecteur pijkl ∈ RM .

Seulement quatre composantes du vecteur Pijkl sont non nulles, elles sont situé dans les lignes

i, m+ j, m+ n+ k et m+ n+ p+ l, et ayant 1 comme valeur commune. La matrice A

des coefficients est de la forme :

A =



P1111 . . . P1npq P2111 . . . P2npq . . . Pm111 . . . Pmnpq

1 . . . 1 . . . . . .

. . . 1 . . . 1 . . .

. . . . . . . . . 1 . . . 1

1 . . . 1 . . . . . . 1 . . .


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Les autres éléments de A sont tout nuls.

Contrairement au problème de transport à deux indices, la matrice A n’est pas totalement

unimodulaire car elle possède des mineurs qui n’appartiennent pas à l’ensemble {−1, 0, 1}.

Notons que

rang(A) = M +N − 3

3.2.2 Tableau de transport

On appel tableau de transport le tableau qui présente les données du problème. Ce tableau

est de M lignes et de N colonnes, deux lignes marginales et aussi une colonne marginale. Les

cases de ces N colonnes de la première et la deuxième ligne marginale sont réservées aux valeurs

des quantités, cijkl et xijkl respectivement. Les cases de la colonne marginale sont réservées

aux valeurs des quantités αi, βj, γk et δl respectivement. Finalement, l’entrée de la case du

tableau située à la ligne correspondante à αi′ et à la colonne Pijkl est 1 si i = i
′ et 0 ailleurs.

Même pour βj′ , γk′ et δl′ . On donne un exemple ci-dessous.

c1111 c1211 . . . cmnpq /
x1111 x1211 . . . xmnpq /
1 1 . . . 0 α1

...
... . . .

...
...

0 0 . . . 1 αm
1 0 . . . 0 β1
0 1 . . . 0 β2
...

... . . .
...

...

0 0 . . . 1 βn
1 1 . . . 0 γ1
...

... . . .
...

...

0 0 . . . 1 γp
1 1 . . . 0 δ1
...

... . . .
...

...

0 0 . . . 1 δq
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3.2.3 Cycle

On appelle cycle, tout ensemble µ contenant un nombre ωω > 1 de case (i, j, k, l) dont

les vecteurs Pijkl correspondants sont liés, mais toute sous famille de (ω − 1) éléments de

cette famille de vecteurs est libre.

Les vecteurs Pijkl correspondant à un cycle µ vérifiant la relation

∑
(i,j,k,l)∈µ

αijklPijkl = 0, avec αijkl 6= 0.

Les nombres αijkl sont appelés coefficients du cycle.

Définition

* La solution réalisable x de (PT4) est dite de base si les colonnes de la matrice Ax obtenue

de A gardant seulement les colonnes correspondant aux variables xijkl > 0 sont linéairement

indépendantes

* Une solution réalisable de base est dite non dégénérée si :

rang(Ax) = rang(A)

* Soit x une solution réalisable de base, le 4-uplet (i, j, k, l) tel que xijkl > 0 est appelé case

intéressante, dans le cas contraire (i, j, k, l) est non intéressante

3.3 Résolution du problème

Théorème (condition de réalisabilité)[18]

Le problème (PT4) admet une solution réalisable si et seulement si :

m∑
i=1

αi =
n∑
j=1

βj =
p∑

k=1

γk =
q∑
l=1

δl

Preuve

Supposons que le problème (PT4) ait une solution réalisable xijkl

Alors :

m∑
i=1

αi =
n∑
j=1

βj =

p∑
k=1

γk =

q∑
l=1

δl =
m∑
i=1

n∑
j=1

p∑
k=1

q∑
l=1

xijkl
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La condition :
m∑
i=1

αi =
n∑
j=1

βj =
p∑

k=1

γk =
q∑
l=1

δl est contrôler

On pose
m∑
i=1

αi =
n∑
j=1

βj =
p∑

k=1

γk =
q∑
l=1

δl = H

On prend un vecteur x tel que xijkl =
αiβjγkδl
H3 Pour tout (i, j, k, l), on peut aisément contrôler

que x une solution réalisable pour le problème (PT4)

Théorème (condition d’optimalité)[18]

Soit x une solution réalisable pour le problème (PT4), alors x est optimale si et seulement
s’il existe un vecteur

(u1, ..., um, v1, ..., vn, w1, ..., wp, t1, ..., tq)T ∈ RM

Tel que

ui + vj + wk + tl ≤ cijkl

pour

xijkl = 0

et

ui + vj + wk + tl = cijkl

pour

xijkl > 0

Preuve

La formulation
min[cTx : x ≥ 0, Ax = b]

son dual qu’on note (DPT4) est formulé :

max[bTy : y ≤ c, y ∈ RM ]

Soit y = (ui, vj, wk, tl)T ∈ RM avec i = 1,m, j = 1, n, k = 1, p et l = 1, q une solution réalisable

du problème (DPT4) alors une solution réalisable x = xijkl du problème (TP4) est optimale si

et seulement si la condition de complémentarité est vérifiée

(c− ATy)Tx = 0

i.e
(cijkl − ui + vj + wk + tl)

Txijkl = 0

Alors
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1- Si xijkl = 0 donc il vient des formulation des deux problèmes duaux que ui+vj+wk+tl ≤ cijkl

car (c− ATy)Tx ≥ 0.

2- Si xijkl > 0 donc il vient de la condition 3.3

que

(ui) + vj + wk + tl = cijkl

3.4 Méthode de résolution

3.4.1 L’algorithme AlPT4

La méthode de résolution autoriser d’avoir une solution réalisable initiale de base pour un

problème de transport à deux indices peut être généralisée pour un problème de transport

à quatre indice elle constituer deux phase :

Phase 1 : (Détermination d’une solution réalisable initiale de base)

1- Choisir la case de moindre coût

ci′j′k′l′ = min cijkl

et prendre leur indice (i′j′k′l′).

2- Donner à une variable quelconque xi′j′k′l′ la valeur

xi′j′k′l′ = min(αi′ , βj′ , γk′ , δl′)

3- Substituer les quantités αi′ , βj′ , γk′ et δl′ par αi′ − xi′j′k′l′ , βj′ − xi′j′k′l′ , γk′ − xi′j′k′l′ et

δl′ − xi′j′k′l′ (respectivement).

3- Si xi′j′k′l′ = αi′ , alors prendre xi′jkl = 0,∀(i, j, k) 6= (j′, k′, l′) i,e la ligne i′ dans le

tableau de transport est supprimer, de la même création, supprimer la ligne j′, k′ ou l′ dans le

tableau de transport, si xi′j′k′l′ = βj′ , xi′j′k′l′ = γk′ , ou xi′j′k′l′ = δl′ (respectivement).

4- Répéter les trois opérations précédent jusqu’à ce que toute les valeurs des variables xijkl

soit déterminer.
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Phase 2 : (amélioration d’une solution réalisable de base)

Soit x(0) une solution initial de base prendre r = 0.

a/ Déterminer l’ensemble I(r) des cases (ijkl) intéressantes.

Si I(r) = m+ n+ p+ q − 3, donc le problème est non dégénéré, alors en passe à

l’étape (b).

Si I(r) < m+ n+ p+ q − 3, donc le problème est dégénéré, on complète le nombre des cases

jusqu’à m+ n+ p+ q − 3 comme suit :

On appelle Eb l’ensemble des cases intéressantes et Eh l’ensemble des autres cases

n’appartient pas à Eb.

On appelle aussi Es l’ensemble des cases complémentaires tel que :

Es ∪ Eb est libre.

b/ Pour tout (i, j, k, l) ∈ I(r), Résoudre le système linéaire

u
(r)
i + v

(r)
j + w

(r)
k + t

(r)
l = cijkl

c/ Pour tout (i, j, k, l) /∈ I(r) déterminer

∆
(r)
ijkl = cijkl − (u

(r)
i + v

(r)
j + w

(r)
k + t

(r)
l )

Si la condition d’optimalité

∆
(r)
ijkl ≥ 0, ∀(i, j, k, l) /∈ I(r)

Alors la solution x(r) est optimale

Fin

Sinon

d/ Définir

∆
(r)
i0j0k0l0

= min
(ijkl)

∆
(r)
ijkl tel que ∆

(r)
ijkl < 0

e/ Définir un cycle µ(r) contenant certain cases attachant (i, j, k, l) et la base non attachant

(i0, j0, k0, l0) correspondantes à ∆
(r)
i0,j0,k0,l0

Prendre
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σ(r) = {(i, j, , k, l) : (i, j, k, l) formant le cycle µ(r)}

σ(r)− = {(i, j, k, l) : (i, j, k, l) ∈ σ(r) et αijkl < 0}

Définir

θ(r) = min
(i,j,k,l)∈σ(r)−

(x
(r)
ijkl/− αijkl)

Après

x(r+1) = {x(r)ijkl + αijklθ
(r), (i, j, k, l) ∈ σ(r)} ∪ {x(r)ijkl, (i, j, k, l) /∈ σ

(r)}
f/ Prendre r = r + 1 et répéter les étapes de a/ à e/ jusqu’à ce que la condition d’optimalité

soit contrôler.

3.4.2 L’algorithme AlPT4 modifié

L’algorithme AlPT4 modifié basé à l’algorithme AlPT4 avec une modification à la phase 1

pour traité la dégénérescence.

Phase 1 : (Détermination d’une solution réalisable initiale de base)

1- Choisir la case de moindre coût

ci′j′k′l′ = min cijkl

et prendre leur indice (i′j′k′l′).

2- Donner à une variable quelconque xi′j′k′l′ la valeur

xi′j′k′l′ = min(αi′ , βj′ , γk′ , δl′)

Si

αi′ = βj′ ∨ αi′ = γk′ ∨ αi′ = δl′ ∨ βj′ = γk′ ∨ βj′ = δl′ ∨ γk′ = δl′

Alors, on retourne à l’étape (1) et choisir la case du deuxième moindre coût.

Sinon on passe à l’étape (3).

3- Substituer les quantités αi′ , βj′ , γk′ et δl′ par αi′ − xi′j′k′l′ , βj′ − xi′j′k′l′ , γk′ − xi′j′k′l′ et

δl′ − xi′j′k′l′ (respectivement).

3- Si xi′j′k′l′ = αi′ , alors prendre xi′jkl = 0,∀(i, j, k) 6= (j′, k′, l′) i,e la ligne i′ dans le

tableau de transport est supprimer, de la même création, supprimer la ligne j′, k′ ou l′ dans le

tableau de transport, si xi′j′k′l′ = βj′ , xi′j′k′l′ = γk′ , ou xi′j′k′l′ = δl′ (respectivement).

4- Répéter les trois opérations précédent jusqu’à ce que toute les valeurs des variables xijkl

soit déterminer.
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Phase 2 : (amélioration d’une solution réalisable de base)

Soit x(0) une solution initial de base prendre r = 0.

a/ Déterminer l’ensemble I(r) des cases (ijkl) intéressantes

b/ Pour tout (i, j, k, l) ∈ I(r), Résoudre le système linéaire

u
(r)
i + v

(r)
j + w

(r)
k + t

(r)
l = cijkl

c/ Pour tout (i, j, k, l) /∈ I(r) déterminer

∆
(r)
ijkl = cijkl − (u

(r)
i + v

(r)
j + w

(r)
k + t

(r)
l )

Si la condition d’optimalité

∆
(r)
ijkl ≥ 0, ∀(i, j, k, l) /∈ I(r)

Alors la solution x(r) est optimale

Fin

Sinon

d/ Définir

∆
(r)
i0j0k0l0

= min
(ijkl)

∆
(r)
ijkl tel que ∆

(r)
ijkl < 0

e/ Définir un cycle µ(r) contenant certain cases attachant (i, j, k, l) et la base non attachant

(i0, j0, k0, l0) correspondantes à ∆
(r)
i0,j0,k0,l0

Prendre

σ(r) = {(i, j, , k, l) : (i, j, k, l) formant le cycle µ(r)}

σ(r)− = {(i, j, k, l) : (i, j, k, l) ∈ σ(r) et αijkl < 0}

Définir

θ(r) = min
(i,j,k,l)∈σ(r)−

(x
(r)
ijkl/− αijkl)

Après

x(r+1) = {x(r)ijkl + αijklθ
(r), (i, j, k, l) ∈ σ(r)} ∪ {x(r)ijkl, (i, j, k, l) /∈ σ

(r)}

f/ Prendre r = r + 1 et répéter les étapes de a/ à e/ jusqu’à ce que la condition d’optimalité

soit contrôler.
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3.4.3 Exemple

m=2, n=2, p=2, l=2.

α1 = 7 β1 = 6 γ1 = 2 δ1 = 1

α2 = 3 β2 = 4 γ2 = 8 δ2 = 9

ijkl 1111 1112 1121 1122 1211 1212 1221 1222 2111 2112 2121 2122 2211 2212 2221 2222

cijkl 17 15 32 5 18 45 12 6 7 23 11 28 9 8 10 14

L’algorithme AlPT4 :

On utilise la méthode du coût minimale :

Phase 1 :
1/
* Choisir la case de moindre coût :

min cijkl = c1122

donc :

ijkl = 1122

* Affectation de la case choisit :

x1122 = min(α1, β1, γ2, δ2) = min(7, 6, 8, 9)

Donc :

x1122 = 6

*
α1 = α1 − 6
β1 = β1 − 6
γ2 = γ2 − 6
δ2 = δ2 − 6
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α1 = 1 β1 = 0 γ1 = 2 δ1 = 1

α2 = 3 β2 = 4 γ2 = 2 δ2 = 3

xi1kl = 0, ∀ (i, k, l) 6= (1, 2, 2)

* Alors :

ijkl 1111 1112 1121 1122 1211 1212 1221 1222 2111 2112 2121 2122 2211 2212 2221 2222

cijkl 0 0 0 6 18 45 12 6 0 0 0 0 9 8 10 14

2/
* Choisir la case de moindre coût :

min cijkl = c1222

donc :

ijkl = 1222

* Affectation de la case choisit :

x1222 = min(α1, β2, γ2, δ2) = min(1, 4, 2, 3)

Donc :

x1222 = 1

*
α1 = α1 − 1
β2 = β2 − 1
γ2 = γ2 − 1
δ2 = δ2 − 1

α1 = 0 β1 = 0 γ1 = 2 δ1 = 1

α2 = 3 β2 = 3 γ2 = 1 δ2 = 2

x1jkl = 0, ∀ (j, k, l) 6= (2, 2, 2)
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* Alors :

ijkl 1111 1112 1121 1122 1211 1212 1221 1222 2111 2112 2121 2122 2211 2212 2221 2222

xijkl 0 0 0 6 0 0 0 1 0 0 0 0 9 8 10 14

3/
* Choisir la case de moindre coût :

min cijkl = c2212

donc :

ijkl = 2212

* Affectation de la case choisit :

x2212 = min (α2, β2, γ1, δ2) = min(3, 3, 2, 2)

Donc :

x2212 = 2

*
α2 = α2 − 2
β2 = β2 − 2
γ1 = γ1 − 2
δ2 = δ2 − 2

α1 = 0 β1 = 0 γ1 = 0 δ1 = 1

α2 = 1 β2 = 1 γ2 = 1 δ2 = 0

xi1kl = 0, ∀ (i, j, l) 6= (2, 2, 2)

xijk1 = 0, ∀ (i, j, k) 6= (2, 2, 1)

* Alors :

ijkl 1111 1112 1121 1122 1211 1212 1221 1222 2111 2112 2121 2122 2211 2212 2221 2222

cijkl 0 0 0 6 18 45 12 6 0 0 0 0 0 2 0 14

4/
* Choisir la case de moindre coût :
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min cijkl = c2222

donc :

ijkl = 2222

* Affectation de la case choisit :

x2222 = min (α2, β2, γ2, δ2) = min (1, 1, 1, 1)

Donc :

x2222 = 1

*
α2 = α2 − 1
β2 = β2 − 1
γ2 = γ2 − 1
δ2 = δ2 − 1

α1 = 0 β1 = 0 γ1 = 0 δ1 = 0

α2 = 0 β2 = 0 γ2 = 0 δ2 = 0

x2jkl = 0, ∀ (j, k, l) 6= (2, 2, 2)

xi2kl = 0, ∀ (i, k, l) 6= (2, 2, 2)

xij2l = 0, ∀ (i, j, l) 6= (2, 2, 2)

xijk2 = 0, ∀ (i, j, k) 6= (2, 2, 2)

* Alors :

ijkl 1111 1112 1121 1122 1211 1212 1221 1222 2111 2112 2121 2122 2211 2212 2221 2222

cijkl 0 0 0 6 0 0 0 1 0 0 0 0 0 2 0 1

Phase 2 :

1/

a/ Déterminer I(0).

Les xijkl sont déterminé mais :

Le nombre des variables de xijkl non nuls xijkl = 4 et m+ n+ p+ q − 3 = 5, Alors :
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xijkl < m+ n+ p+ q − 3

On appelle Eb l’ensemble des variables de xijkl non nuls et Eh l’ensemble des autres indices
qui

n’appartient pas à Eb, tel que :

Eb = {(1122), (1222), (2212), (2222)}

Eh = {(1111), (1112), (1121), (1211), (1212), (1221), (2111), (2112), (2121), (2122), (2211),

(2221)}

Soit Es = {(1111)}, vérifiant que Eb ∪ Es est libre.

α1P1111 + α2P1122 + α3P1222 + α4P2212 + α5P2222 = 0

Alors :

α1 + α2 + α3 = 0

α4 + α5 = 0

α1 + α2 = 0

α3 + α4 + α5 = 0

α1 + α4 = 0

α2 + α3 + α5 = 0

α1 = 0

α2 + α3 + α4 + α5 = 0

⇒ α1 = α2 = α3 = α4 = α5 = 0

Alors libre.

Donc I0 = Eb ∪ Es :

I0 = {(1111), (1122), (1222), (2212), (2222)}

Et

x0 = {x1111 = 0, x1122 = 6, x1222 = 1, x2212 = 2, x2222 = 1}

b/ u0i + v0j + w0
k + t0l = cijkl, (ijkl) ∈ I(0), u1 = v1 = w1 = 0



u
(0)
1 + v

(0)
1 + w

(0)
1 + t

(0)
1 = 17

u
(0)
1 + v

(0)
1 + w

(0)
2 + t

(0)
2 = 5

u
(0)
1 + v

(0)
2 + w

(0)
2 + t

(0)
2 = 6

u
(0)
2 + v

(0)
2 + w

(0)
1 + t

(0)
2 = 8

u
(0)
2 + v

(0)
2 + w

(0)
2 + t

(0)
2 = 14

⇒



t
(0)
1 = 17.....................................(1)

w
(0)
2 + t

(0)
2 = 5...........................(2)

v
(0)
2 + w

(0)
2 + t

(0)
2 = 6.................(3)

u
(0)
2 + v

(0)
2 + t

(0)
2 = 8..................(4)

u
(0)
2 + v

(0)
2 + w

(0)
2 + t

(0)
2 = 14.....(5)
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De (1) :

t
(0)
1 = 17

De (2) et (3) :

v
(0)
2 + 5 = 6⇒ v

(0)
2 = 1

De (4) et (5) :

w
(0)
2 + 8 = 14⇒ w

(0)
2 = 6

De (3) :

7 + t
(0)
2 = 6⇒ t

(0)
2 = (−1)

De (4) :

u
(0)
2 + 1− 1 = 8⇒ u

(0)
2 = 8

c/

Pour tout (i, j, k, l) /∈ I(0), ∆
(0)
ijkl = cijkl − (u0i + v0j + w0

k + t0l )

∆
(0)
1112 = 15− (0 + 0 + 0− 1) = 16

∆
(0)
1121 = 32− (0 + 0 + 6 + 17) = 9

∆
(0)
1211 = 18− (0 + 1 + 0 + 17) = 0

∆
(0)
1212 = 45− (0 + 1 + 0− 1) = 45

∆
(0)
1221 = 12− (0 + 1 + 6 + 17) = −12

∆
(0)
2111 = 7− (8 + 0 + 0 + 17) = −18

∆
(0)
2112 = 23− (8 + 0 + 0− 1) = 16

∆
(0)
2121 = 11− (8 + 0 + 6 + 17) = −20

∆
(0)
2122 = 28− (8 + 0 + 6− 1) = 15

∆
(0)
2211 = 9− (8 + 1 + 0 + 17) = −17

∆
(0)
2221 = 10− (8 + 1 + 6 + 17) = −22

d/

∆
(0)
i0j0k0l0

= min ∆
(0)
ijkl tel que : ∆ijkl < 0

∆
(0)
i0j0k0l0

= ∆
(0)
2221, donc (2221) entrant de la base

e/ Prendre σ(0) et σ(0)− et définir θ(0)

42



Chapitre 3 : Problème de transport à quatre indices

α1111P1111 + α1122P1122 + α1222P1222 + α2212P2212 + α2222P2222 = −P2221

α1111 + α1122 + α1222 = 0

α2212 + α2222 = −1

α1111 + α1122 = 0

α1222 + α2212 + α2222 = −1

α1111 + α2212 = 0

α1122 + α1222 + α2222 = −1

α1111 = −1

α1122 + α1222 + α2212P+α2222 = 0

⇒



α1111 = −1

α1122 = 1

α1222 = 0

α2212 = 1

α2222 = −2

alors :

σ(0) = {(1111), (1122), (1222), (2212), (2221), (2222)}

Et

σ(0)− = {(1111), (2222)}

Donc

θ(0) = min(
x1111
−α1111

,
x2222
−α2222

) = min(0,
1

2
) = 0

Alors x ne change pas (car xijkl = xijkl − αi′j′k′l′θ(r)) et x1111 sortant de la base.

x(1) = {x1122 = 6, x1222 = 1, x2212 = 2, x2221 = 0, x2222 = 1}

2/

a/ Déterminer I(1) :

I(1) = {(1122), (1222), (2212), (2221), (2222)}

b/ u(1)i + v
(1)
j + w

(1)
k + t

(1)
l = cijkl, (ijkl) ∈ I(1), u1 = v1 = w1 = 0



u
(1)
1 + v

(1)
1 + w

(1)
2 + t

(1)
2 = 5

u
(1)
1 + v

(1)
2 + w

(1)
2 + t

(1)
2 = 6

u
(1)
2 + v

(1)
2 + w

(1)
1 + t

(1)
2 = 8

u
(1)
2 + v

(1)
2 + w

(1)
2 + t

(1)
1 = 10

u
(1)
2 + v

(1)
2 + w

(1)
2 + t

(1)
2 = 14

⇒



w
(1)
2 + t

(1)
2 = 5...........................(1)

v
(1)
2 + w

(1)
2 + t

(1)
2 = 6.................(2)

u
(1)
2 + v

(1)
2 + t

(1)
2 = 8..................(3)

u
(1)
2 + v

(1)
2 + w

(1)
2 + t

(1)
1 = 10......(4)

u
(1)
2 + v

(1)
2 + w

(1)
2 + t

(1)
2 = 14.....(5)

De (2) et (1) :

v
(1)
2 + 5 = 6⇒ v

(1)
2 = 1

De (3) :
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u
(1)
2 + t

(1)
2 + 1 = 8⇒ u

(1)
2 + t

(1)
2 = 7...................(6)

De (5) et (6) :

7 + 1 + w
(1)
2 = 14⇒ w

(1)
2 = 6

De (2) :

1 + 6 + t
(1)
2 = 6⇒ t

(1)
2 = −1

De (5) :

u
(1)
2 + 1 + 6− 1 = 14⇒ u

(1)
2 = 8

De (4) :

8 + 1 + 6 + t
(1)
1 = 10⇒ t

(1)
1 = −5

c/

Pour tout (i, j, k, l) /∈ I(1), ∆
(1)
ijkl = cijkl − (u

(1)
i + v

(1)
j + w

(1)
k + t

(1)
l )

∆
(1)
1111 = 17− (0 + 0 + 0− 5) = 22

∆
(1)
1112 = 15− (0 + 0 + 0− 1) = 16

∆
(1)
1121 = 32− (0 + 0 + 6− 5) = 31

∆
(1)
1211 = 18− (0 + 1 + 0− 5) = 22

∆
(1)
1212 = 45− (0 + 1 + 0− 1) = 45

∆
(1)
1221 = 12− (0 + 1 + 6− 5) = 10

∆
(1)
2111 = 7− (8 + 0 + 0− 5) = 4

∆
(1)
2112 = 23− (8 + 0 + 0− 1) = 16

∆
(1)
2121 = 11− (8 + 0 + 6− 5) = 2

∆
(1)
2122 = 28− (8 + 0 + 6− 1) = 15

∆
(1)
2211 = 9− (8 + 1 + 0− 5) = 5

La condition d’optimalité est vérifié.

Donc la solution optimal est :

x1122 = 6, x1222 = 1, x2212 = 2, x2221 = 0, x2222 = 1

On résout le même exemple précédent avec l’algorithme AlPT4 modifié :
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3.4.4 Exemple

m=2, n=2, p=2, l=2.

α1 = 7 β1 = 6 γ1 = 2 δ1 = 1

α2 = 3 β2 = 4 γ2 = 8 δ2 = 9

ijkl 1111 1112 1121 1122 1211 1212 1221 1222 2111 2112 2121 2122 2211 2212 2221 2222

cijkl 17 15 32 5 18 45 12 6 7 23 11 28 9 8 10 14

On utilise la méthode du coût minimal modifié :

Phase 1 :
1/
* Choisir la case de moindre coût :

min cijkl = c1122

donc :

ijkl = 1122

* Affectation de la case choisit :

x1122 = min(α1, β1, γ2, δ2) = min(7, 6, 8, 9)

Donc :

x1122 = 6

*
α1 = α1 − 6
β1 = β1 − 6
γ2 = γ2 − 6
δ2 = δ2 − 6
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α1 = 1 β1 = 0 γ1 = 2 δ1 = 1

α2 = 3 β2 = 4 γ2 = 2 δ2 = 3

xi1kl = 0, ∀ (i, k, l) 6= (1, 2, 2)

* Alors :

ijkl 1111 1112 1121 1122 1211 1212 1221 1222 2111 2112 2121 2122 2211 2212 2221 2222

cijkl 0 0 0 6 18 45 12 6 0 0 0 0 9 8 10 14

2/
* Choisir la case de moindre coût :

min cijkl = c1222

donc :

ijkl = 1222

* Affectation de la case choisit :

x1222 = min(α1, β2, γ2, δ2) = min(1, 4, 2, 3)

Donc :

x1222 = 1

*
α1 = α1 − 1
β2 = β2 − 1
γ2 = γ2 − 1
δ2 = δ2 − 1

α1 = 0 β1 = 0 γ1 = 2 δ1 = 1

α2 = 3 β2 = 3 γ2 = 1 δ2 = 2

x1jkl = 0, ∀ (j, k, l) 6= (2, 2, 2)
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* Alors :

ijkl 1111 1112 1121 1122 1211 1212 1221 1222 2111 2112 2121 2122 2211 2212 2221 2222

xijkl 0 0 0 6 0 0 0 1 0 0 0 0 9 8 10 14

3/
* Choisir la case de moindre coût :

min cijkl = c2212

donc :

ijkl = 2212

* Affectation de la case choisit :

x2212 = min (α2, β2, γ1, δ2) = min(3, 3, 2, 2)

On a :

γ1 = δ2

Alors on passe à l’étape 1 et on choisit la case du deuxième coût moindre :

** La case du deuxième moindre coût :

min cijkl = c2211

donc :

ijkl = 2211

** Affectation de la case choisit :

x2211 = min (α2, β2, γ1, δ1) = min(3, 3, 2, 1)

Donc :

x2211 = 1

**
α2 = α2 − 1
β2 = β2 − 1
γ1 = γ1 − 1
δ2 = δ2 − 1

α1 = 0 β1 = 0 γ1 = 1 δ1 = 0

α2 = 2 β2 = 2 γ2 = 1 δ2 = 2
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xijk1 = 0, ∀ (i, j, k) 6= (2, 2, 1)

* Alors :

ijkl 1111 1112 1121 1122 1211 1212 1221 1222 2111 2112 2121 2122 2211 2212 2221 2222

xijkl 0 0 0 6 0 0 0 1 0 0 0 0 1 8 0 14

4/
* Choisir la case moindre :

min cijkl = c2212

donc :

ijkl = 2212

* Affectation de la case choisir :

x2212 = min (α2, β2, γ1, δ2) = min (2, 2, 1, 2)

Donc :

x2212 = 1

*
α2 = α2 − 1
β2 = β2 − 1
γ1 = γ1 − 1
δ2 = δ2 − 1

α1 = 0 β1 = 0 γ1 = 0 δ1 = 0

α2 = 1 β2 = 1 γ2 = 1 δ2 = 1

xij1l = 0, ∀ (i, j, l) 6= (2, 2, 2)

* Alors :

ijkl 1111 1112 1121 1122 1211 1212 1221 1222 2111 2112 2121 2122 2211 2212 2221 2222

cijkl 0 0 0 6 0 0 0 1 0 0 0 0 1 1 0 14

5/
* Choisir la case moindre :
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min cijkl = c2222

donc :

ijkl = 2222

* Affectation de la case choisir :

x2222 = min (α2, β2, γ2, δ2) = min (1, 1, 1, 1)

On a :

α2= β2= γ2= δ2

mais il n’y a pas d’autre case, Alors :

x2222 = 1

*
α2 = α2 − 1
β2 = β2 − 1
γ2 = γ2 − 1
δ2 = δ2 − 1

α1 = 0 β1 = 0 γ1 = 0 δ1 = 0

α2 = 0 β2 = 0 γ2 = 0 δ2 = 0

Phase 2 :

1/

a/ Déterminer I(0).

I0 = {(1111), (1122), (1222), (2212), (2222)}

Et

x0 = {x1122 = 6, x1222 = 1, x2211 = 1, x2212 = 1, x2222 = 1}

b/ u0i + v0j + w1
k + t0l = cijkl, (ijkl) ∈ I(0), u1 = v1 = w1 = 0
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

u
(0)
1 + v

(0)
1 + w

(0)
1 + t

(0)
1 = 5

u
(0)
1 + v

(0)
1 + w

(0)
2 + t

(0)
2 = 6

u
(0)
1 + v

(0)
2 + w

(0)
2 + t

(0)
2 = 9

u
(0)
2 + v

(0)
2 + w

(0)
1 + t

(0)
2 = 8

u
(0)
2 + v

(0)
2 + w

(0)
2 + t

(0)
2 = 14

⇒



w
(0)
2 + t

(0)
2 = 5...........................(1)

v
(0)
2 + w

(0)
2 + t

(0)
2 = 6.................(2)

u
(0)
2 + v

(0)
2 + t

(0)
1 = 9..................(3)

u
(0)
2 + v

(0)
2 + t

(0)
2 = 8..................(4)

u
(0)
2 + v

(0)
2 + w

(0)
2 + t

(0)
2 = 14.....(5)

De (1) et (2) :

v
(0)
2 + 5 = 6⇒ v

(0)
2 = 1

De (5) :

u
(0)
2 + 1 + 5 = 14⇒ u

(0)
2 = 8

De (3) :

8 + 1 + t
(0)
1 = 9⇒ t

(0)
1 = 0

De (4) :

8 + 1 + t
(0)
2 = 8⇒t 2(0) = (−1)

De (5) :

8 + 1 + w
(0)
2 − 1 = 14⇒ w

(0)
2 = 6

c/

Pour tout (i, j, k, l) /∈ I(0), ∆
(0)
ijkl = cijkl − (u0i + v0j + w0

k + t0l )

∆
(0)
1111 = 17− (0 + 0 + 0 + 0) = 17

∆
(0)
1112 = 15− (0 + 0 + 0− 1) = 16

∆
(0)
1121 = 32− (0 + 0 + 6 + 0) = 26

∆
(0)
1211 = 18− (0 + 1 + 0 + 0) = 17

∆
(0)
1212 = 45− (0 + 1 + 0− 1) = 45

∆
(0)
1221 = 12− (0 + 1 + 6 + 0) = 5

∆
(0)
2111 = 7− (8 + 0 + 0 + 0) = −1

∆
(0)
2112 = 23− (8 + 0 + 0− 1) = 16

∆
(0)
2121 = 11− (8 + 0 + 6 + 0) = −3

∆
(0)
2122 = 28− (8 + 0 + 6− 1) = 15

∆
(0)
2221 = 10− (8 + 1 + 6 + 0) = −5
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d/

∆
(0)
i0j0k0l0

= min ∆
(0)
ijkl tel que : ∆ijkl < 0

∆
(0)
i0j0k0l0

= ∆
(0)
2221, donc (2221) entrant de la base

e/

Prendre σ(0) et σ(0)− et définir θ(0)

α1122P1122 + α1222P1222 + α2211P2211 + α2212P2212 + α2222P2222 = −P2221

α1122 + α1222 = 0

α2211 + α2212 + α2222 = −1

α1122 = 0

α1222 + α2211 + α2212 + α2222 = −1

α2211 + α2212 = 0

α1122 + α1222 + α2222 = −1

α2211 = −1

α1122 + α1222 + α2212P+α2222 = 0

⇒



α1122 = 0

α1222 = 0

α2211 = −1

α2212 = 1

α2222 = −1

alors :

σ(0) = {(1122), (1222), (2211), (2212), (2221), (2222)}

Et

σ(0)− = {(2211), (2222)}

Donc

θ(0) = min(
x2211
−α2211

,
x2222
−α2222

) = min(1, 1) = 1

Alors x2211 sortant de la base.

x(1) = {x1122 = 6, x1222 = 1, x2212 = 2, x2221 = 0, x2222 = 1}

2/

a/ Déterminer I(1) :

I(1) = {(1122), (1222), (2212), (2221), (2222)}

b/ u(1)i + v
(1)
j + w

(1)
k + t

(1)
l = cijkl, (ijkl) ∈ I(1), u1 = v1 = w1 = 0
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

u
(1)
1 + v

(1)
1 + w

(1)
2 + t

(1)
2 = 5

u
(1)
1 + v

(1)
2 + w

(1)
2 + t

(1)
2 = 6

u
(1)
2 + v

(1)
2 + w

(1)
1 + t

(1)
2 = 8

u
(1)
2 + v

(1)
2 + w

(1)
2 + t

(1)
1 = 10

u
(1)
2 + v

(1)
2 + w

(1)
2 + t

(1)
2 = 14

⇒



w
(1)
2 + t

(1)
2 = 5...........................(1)

v
(1)
2 + w

(1)
2 + t

(1)
2 = 6.................(2)

u
(1)
2 + v

(1)
2 + t

(1)
2 = 8..................(3)

u
(1)
2 + v

(1)
2 + w

(1)
2 + t

(1)
1 = 10......(4)

u
(1)
2 + v

(1)
2 + w

(1)
2 + t

(1)
2 = 14.....(5)

De (2) et (1) :

v
(1)
2 + 5 = 6⇒ v

(1)
2 = 1

De (3) :

u
(1)
2 + t

(1)
2 + 1 = 8⇒ u

(1)
2 + t

(1)
2 = 7...................(6)

De (5) et (6) :

7 + 1 + w
(1)
2 = 14⇒ w

(1)
2 = 6

De (2) :

1 + 6 + t
(1)
2 = 6⇒ t

(1)
2 = −1

De (5) :

u
(1)
2 + 1 + 6− 1 = 14⇒ u

(1)
2 = 8

De (4) :

8 + 1 + 6 + t
(1)
1 = 10⇒ t

(1)
1 = −5

c/

Pour tout (i, j, k, l) /∈ I(1), ∆
(1)
ijkl = cijkl − (u

(1)
i + v

(1)
j + w

(1)
k + t

(1)
l )

∆
(1)
1111 = 17− (0 + 0 + 0− 5) = 22

∆
(1)
1112 = 15− (0 + 0 + 0− 1) = 16

∆
(1)
1121 = 32− (0 + 0 + 6− 5) = 31

∆
(1)
1211 = 18− (0 + 1 + 0− 5) = 22

∆
(1)
1212 = 45− (0 + 1 + 0− 1) = 45

∆
(1)
1221 = 12− (0 + 1 + 6− 5) = 10

∆
(1)
2111 = 7− (8 + 0 + 0− 5) = 4

∆
(1)
2112 = 23− (8 + 0 + 0− 1) = 16

∆
(1)
2121 = 11− (8 + 0 + 6− 5) = 2

∆
(1)
2122 = 28− (8 + 0 + 6− 1) = 15
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∆
(1)
2211 = 9− (8 + 1 + 0− 5) = 5

La condition d’optimalité est vérifié.

Donc la solution optimal est :

x1122 = 6, x1222 = 1, x2212 = 2, x2221 = 0, x2222 = 1
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Conclusion

Dans cette étude, on a résolus le problème de transport à quatre indices, on a utilisé

l’algorithme AlPT4 proposé par monsieur ZITOUNI en 2008, mais on a trouvé un problème de

dégénérescence c’est pour ça on a proposé une nouvelle technique noté par algorithme AlPT4

modifié. Cette technique est basé sur l’algorithme AlPT4 avec une petite modification qui traité

la dégénérescence et donné des résultats satisfaites.

À la fin de notre étude, on a trouvé que l’algorithme AlPT4 modifié est résolus les problèmes

de transport à 4 indices avec succès même si les problèmes de transport sont dégénérés.
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