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RESUME

L’étude des systemes dynamiques non linéaires ont dernierement fait I'objet d’intenses
recherches et explorations. Cela nous a fait penser a étudier I'un de ces systémes,

qui s’appelle le systéeme chaotique. Dans ce mémoire, nous présentons les résultats de I'étude
de quelques systémes dynamiques chaotiques.

Le premier chapitre: nous présentons les notions principales et les théoremes essentiels des
systemes dynamiques, les types des bifurcations et finalement les attracteurs.

Le deuxieme chapitre: est réservé a la théorie des systémes chaotiques, tout en introduisant
leur définition, puis leurs propriétés, ainsi que des définitions d’exemples célébres dont nous
étudions deux types différents dans le dernier chapitre.

Le dernier chapitre: Dans un premier temps nous présentons une étude du systéme de Lorenz,
L’objectif a été de rechercher des points fixes, et d’étudier leurs stabilités. Le second est le
systeme de Hénon, L'objectif est de répéter la méme étude qui est faite dans le cas du systeme
de Lorenz, en plus de trouver les bifurcations et tracer leurs graphes et ce pour chaque
parametre.

Les mots clés: Systéeme dynamique, systéme chaotique, chaos, attracteur, bifurcation,
stabilité.



ABSTRACT

The study of non linear dynamical systems has recently been the subject of intense
research and exploration. This made us think of studying one of these systems,

which is called the chaotic system. In this thesis, we present the results of the study of some chaotic
dynamical systems.

The first chapter: we present the main notions and the essential theorems of dynamical systems, the
types of bifurcations and finally the attractors.

The second chapter: is reserved for the theory of chaotic systems, while introducing their definition,
then their properties, as well as definitions of famous examples of which we study two different types in
the last chapter.

The last chapter: at first we present a study of the Lorenz system, The objective was to find fixed points
and to study their stability. The second is the Hénon system, the objective is to repeat the same study
that is done in the case of the Lorenz system, in addition to finding the bifurcations and drawing their

graphs for each parameter.

Keywords: dynamical system, chaotic system, chaos, attractor, bifurcation, stability.
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INTRODUCTION GENERALE

L’étude des systémes dynamiques a débuté au milieu du 17 éme siécle quand
Newton a inventé les équations différentielles. A la fin du 19 éme siécle, Poincaré
donna une nouvelle approche géométrique pour analyser les problémes dynamiques
notamment avec deux grands mémoires (Sur les courbes définies par des équations
différentielles, et sur le probléme des trois corps et les équations de la dynamique).
Au XXe siécle le mathématicien russe Alexandre Lyapunov effectua des recherches
sur la stabilité du mouvement et introduisa 1'idée de mesurer 1’écart entre deux
trajectoires (solutions) d’'une méme équation différentielle et ayant des conditions
initiales voisines. Lorsque cet écart évolue de facon exponentielle on parle alors
de sensibilité aux conditions initiales. Les travaux de Lyapunov s’avérent fonda-
mentaux pour ’étude et la détection du chaos. L’invention des ordinateurs dans
I’année 1950 a été un tournant dans I’histoire des systémes dynamiques. L’ordina-
teur permet des calculs rapides et des simulations numériques des équations, chose
qui était impossible avant.

En 1963, le météorologue et mathématicien au célébre MIT (Massachusetts Ins-
titute of Technologie), Edward Lorenz en expérimentant (sur un ordinateur) une
méthode lui permettant de faire des prévisions météorologiques observa qu’une
modification infume dans les conditions initiales change a ses résultats de fagon
dramatique. Lorenz venait ainsi de remettre a jour le phénomeéne de sensibilité aux

conditions initiales déja évoqué par le grand mathématicien universel Poincaré vers

13



INTRODUCTION GENERALE

la fin du 19 éme siécle. Plus tard les phénomeénes répondant a cette propriété seront
alors appel aux systémes chaotiques.

Nous avons présenté dans ce mémoire trois chapitres.

Dans le premier chapitre, nous présentons quelque notions importantes sur les
systémes dynamiques.

Dans le deuxiéme chapitre, nous faisons un panorama sur la théorie du chaos
déterministe tels que : la définition des chaos, les caractéristiques du chaos et les
divers scénarios de transition vers le chaos.

Dans le troisiéme chapitre, nous allons étudier deux exemples des systémes
dynamiques chaotiques (Lorenz, Hénon).

Enfin nous terminerons par une conclusion générale sur ce mémoire.

14



Chapitre

Systémes dynamiques

1.1 Introduction

En général, un systéme dynamique décrit des phénomeénes qui évoluent au
cours du temps. Le terme systéme fait référence a un ensemble des variables
d’état (dont la valeur évolue au cours du temps) et aux interactions entre ces
variables. L’ensemble des variables d’état d’'un systéme permet de construire un
espace mathématique appelé espace des phases. Nous introduisons la notion des

systémes dynamiques de facon formelle via le concept de groupe a un paramétre.

1.2 Définition d’un systéme dynamique

Définition 1.2.1. /8] Un systéme dynamique est un modeéle permettant de décrire
I’évolution au cours du temps d’un ensemble des objets en interaction, il est défini
par un triplet (X, T, f) constitue de l'espace d’état X, du domaine temporel T', et
d’une application de transition d’état f : X x T — T, qui permet de définir a
partir d’un vecteur de condition initiale, [’état du systeme a tout instant.

Donc on peut définir un systéme dynamique comme une description d’un phéno-

mene physique qui évolue au cours du temps (systéme continue), ou par rapport a

15



Systémes dynamiques

une autre variable (systéme discret).
Définition 1.2.2. Un systeme dynamique sur R™ est un application :
f:Rt xR" - R"”

définie sur tout RT x R", telle que :
- f(.,x) : R® = R™ est continue.

f(t,.) : RT — R™ est continue.
f0,2) =
flt+s x) f(t, f(s,z)) pourt,s € R* x € R".
Définition 1.2.3. Soit le systéeme linéaire :
x(t) = Az
t e Rt 25 € R (1.1)
x(0) = xg

Ou A est une matrice constante. La solution de(1.1) est :

z(t) = e,

Le systéme (1.1) engendre un systéme dynamique du fait que Uapplication :

f:RT xR" — R".
Qui a tout t € R,z € R™ associé :
f(t,z) = e
Vérifie les quatre propriétés précédentes.
Définition 1.2.4. Soit le systéme non linéaire :
z(t) = f(x). (1.2)

On appelle point critique ou point d’équilibre du systéme(1.2) le point x* € R™ tel
que :

f(z*) = 0.

16



Systémes dynamiques

Définition 1.2.5. Le systéme :
x(t) = Ax(t)

ol

A=y = prena<ig<n

et
(o) = 0.

est appelé linéarisation de (1.2) en xy.

1.3 Espace des phases

L’espace des phases est I’ensemble des états possibles d'un systéme dynamique,
on peut également le définir comme un espace abstrait dont chaque variable re-
présente une dimension nécessaire a la description du systéme & moment donné,
le degré de liberté caractérise ’espace des phases. Il représente 'ordre qui est égal

a la dimension de ’espace d’état.
1.4 Espace d’états

L’espace d’états est ’ensemble des coordonnés nécessaires a la description com-

pléte d’un systéme. Cet espace peut étre continu ou discret.

1.5 Systémes conservatifs et systémes dissipatifs

Chez les physiciens, un systéme conservatif est un systéme qui conserve I’énergie
totale, par contre un systéme dissipatif est un systéme qui dissipe de 1’énergie. Donc
le premier posséde une intégrale premiére (ou constante) du mouvement, et 'autre

posséde au moins un terme dépendant de la vitesse.

1.6 Systémes autonomes et non autonomes

17
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Définition 1.6.1. Un systéme autonome est un systeme a évolution temporelle

continue qui a une indépendance du temps t :

dx

o = 4= flap) (1.3)

Dans le cas contraire on dira qu’il est non autonome. En utilisant un changement
de variable approprié, on peut facilement transformer un systeme non autonome

de dimension n en un systéme autonome équivalent de dimension n + 1.
Exemple 1.6.1. Soit le systeme non autonome suivant :

T = 9 + aft)

To = 1 + T2 + p(t)
On pose x3 =t, alors 3 =1, donc le systéme autonome est :

1 = x9 + a(x3)

Ty = 21 + T2 + p(T3)

1’3:1

1.7 Systémes dynamiques continus

Un systéme dynamique dans un temps continu est représenté par un systéeme

d’équation différentielle de la forme :

dx

OuzreR"et peR" ou f:R"xRT — R"™ désigne la dynamique du systéme.
1.7.1 Flot
On appelle flot de I’équation (1.4), I'application :
o:RxU—R"
(t,z0) — o(t,x0) = z(t, x0),

18



Systémes dynamiques

telle que pour chaque zg fixe : t — ¢(t, zo) est une solution de (1.4) et ¢(0, ) = .
En d’autre part telle ¢(t,zg) est la valeur notant ¢ a la solution qui vaut xy en
t=0.[1]

x () =0(l x5)
X /

off

FIGURE 1.1 — Représentation du flot

1.7.2 Points d’équilibres

Définition 1.7.1. Un point d’équilibre de ’équation & = F(x) est un point =* de

Uespace des phases vérifiant F(x*) = 0.

1.7.3 Points limites

Définition 1.7.2. [1] Un point a € U est un point w-limite d’une trajectoire

&(., o) s’il existe une suite t,, — +00 quand n — 400 tel que :

lim ¢, = a.
n—+o0o

De méme un point b € U est un point a-limite d’une trajectoire ¢(.,xo) s’il

existe une suite t, — —oo quand n — —oo tel que :

lim ¢, =b.

n——00
— L’ensemble de tous les points w-limite d’un trajectoire est appelé ensemble
w-limite et noté w(xg).
— L’ensemble de tous les points a-limite d’un trajectoire est appelé ensemble

a-limite et noté a(zy).

19



Systémes dynamiques

— L’ensemble de w(xo) U a(x) est appelé ensemble limite.

1.7.4 Orbites périodiques

soit xg € U une condition initiale et (¢, x() la solution de (1.4) passant par
x9. L’ensemble des points x(t, xg), Vt € R est appelée 'orbite dans I'espace d’état

passant par le point xy a l'instant initiale £ = 0, on la note par :

Yzo = {«T(t,l’o),t € R}

1.7.5 Stabilité

1.7.5.1 Stabilité du systéme linéaire

On considére le systéme linéaire :
T = Ax

Ou:z = (z1,x9, ..., T,) et A une matrice constante inversible. Soient A1, g, ..., A,
les valeurs propres de A :
1. Si les valeurs propres Aq, A, ..., A, sont réelles et de méme signe, la solution
x = 0 est appelée nceud.
2. Si les valeurs propres Aq, Ag, ..., A, sont réelles, non nulles et de signe différent,
la solution x = 0 est appelée selle.
3. Si les valeurs propres A1, Ag, ..., A, sont complexes avec Re(\;) #0;i=1,...,n,
la solution x = 0 est appelée foyer.
4. Si les valeurs propres Aj, Ag, ..., A, sont complexes avec Re(\;) =0;i=1,...,n,
la solution x = 0 est appelée centre.

1.7.5.2 Stabilité du systéme non linéaire

20



Systémes dynamiques

I’étude de stabilité est simplifiée lorsque le systéme est linéaire et autonome,
c’est-a-dire lorsqu’il est décrit par I’équation matricielle suivante ot les coefficients

a;; de la matrice A sont constants :

dx

— = Ax , c’est-a-dire :

dt
T a1 o QAp T
Tn, apl  ---  Qpp Tn

Lorsque le systéme n’est pas linéaire, on le linéarise. Il suffit pour cela de faire un

développement limité au premier ordre autour du point fixe z* :

f@) = f@) + J(z—2") +O((z — 27)?) (1.5)

Ou J est la matrice jacobienne de f au point z* :

J=1[Jiy] avec J;; = (%)

L’équation (1.5) peut se transformer en :
d(x — z*)

. dy _
pn —J(x—x)delaforme%—Ay.

Si la matrice jacobienne J est nulle au point z*, on poursuit le développement
limité jusqu’au second ordre. Dans ce cas, on ne parle plus de stabilité linéaire
mais simplement de stabilité.

Théoréme de Hartmann-Grobman 8]

Considérons le systéme dynamique (1.4). Soit z* un point d’équilibre du sys-
téme (1.4) et soit J(z*) la matrice Jacobienne au point z*, alors le théoréme

de Hartmann-Grobman s’énonce :

Théoréme 1.7.1. Si J(z*) admet des valeurs propres non nulles ou imaginaires
pures, alors il existe un homéomorphisme qui transforme les orbites du flot non

linéaire vers celles du flot linéaire dans certains voisinages U de x*.
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Remarque :
Ce théoreme va nous permettre de lier la dynamique du systeme non linéaire a la

dynamique du systéme linéarisé.

1.7.5.3 Méthode directe (fonction de Lyapunov)

On a vu qu'un point singulier pour lequel la matrice du systéme linéarisé a des
valeurs propres a partie réelle strictement négative est asymptotiquement stable.
Si certaines des valeurs propres ont des parties réelles positives, le point est in-
stable. Mais que se passe il dans les autres cas ? Beaucoup de situations peuvent se
produire et il n’existe pas de méthode générale permettant de conclure dans tous
les cas, mais plutot un certain nombre de méthodes ad hoc. La méthode d’utili-
sation d'une fonction de Lyapunov est un exemple, elle est trés importante parce
qu’elle permet de conclure dans plusieurs cas ou la méthode de linéarisation ne
fonctionne pas.

On considére le systéme autonome défini par :

&= flx,1),

f(z*)=0.
Théoréme 1.7.2. Une fonction V : U — R continue sur un voisinage Ude x*, et
différentiable sur U — {z*} telle que :
o V(z*)=0etV(x)>0 six#x*.
o V(z) = fV(x), Vx € U Ou fV(x) = %Vft(:c)]tzo est appelée fonction de
Lyapunov large pour le systéme non linéaire x*.
St de plus la fonction vérifie la condition : V(m) >0, U—{x*} alors V est appelée

fonction de Lyapunov stricte pour le systéme non linéaire en x*.
Exemple 1.7.1. Soit le systeme :
i =2z(y? — 1)

iy = —y(z? + 1)
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La stabilité de l’origine :

soit la fonction de Lyapunov suivante :

1
’U(.%',y) = 5‘1'2 + y2

Ona:

v(0,0) =0

et

v(z,y) >0 si (z,y) # (0,0)

on a alors
0(x,y) = xx + 2yy

= —22% — 2y°
alors v < 0, nous pouvons conclure que le systéme est asymptotiquement stable

dans tout l’espace d’état (z,y).

1.7.5.4 Le critére de Routh-Hurwitz

Pour démontrer qu'un point d’équilibre est asymptotiquement stable, il faut
donc a priori calculer les n valeurs propres \; de A et vérifier que Vi, Re(\;) < 0.
Une méthode algébrique a été développée par Routh-Hurwitz, basée sur le calcul
des déterminants particuliers dits déterminants de Routh-Hurwitz.

Supposons que le systéme :
& = ¢(z)
son systéme linéarisé s’écrit :
T = Ax
Les valeurs propres de A sont solutions de I’équation caractéristique :
p(A) = det(A — AI) = ag\" + e A"+ a2+ . F a1 A+ a, =0
Les déterminants de Routh-Hurwitz sont définis de la maniére suivante :

Hy = |a]
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aq 1
Hy =
az asg
aq 1 0
H3 = | az as aq
as Q4 0ag
ai 1 0 - 0
as (45} aq - 0
H] = | Qs ay as 0
Q2j—1 dA2j—2 G253 -~ G5

Proposition 1.7.1. [10] Dans le cas d’une matrice de dimension n, les termes
Hjj, des déterminants de Routh-Hurwitz sont définis de la maniere suivante :

® Hj, = a;j_i pour 0 <2j —k <n.

o Hjy, =1 pour2j =k <= 25—k =0.

e Hip,=0pour2j <k<=2j—k=<0o0u2j>n+k<2j—k<n.

Proposition 1.7.2. Le point d’équilibre x* est :
asymptotiquement stable <= Vi, Re\; < 0 <= VReH; > 0.

Théoréme 1.7.3. (Critére de Routh-Hurwitz)
Soit P(\) un polynome tel que ag > 0.
Pour que P soit uniformément asymptotiquement stable, il faut que les détermi-

nants principaux de la matrice de Hurwitz soient strictement positif.

Critére de Routh-Hurwitz dans R3

Considérons le systeme :

T = Ax
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ailz aiz Aas

A= 21 Q22 (23
a31 32 Q33
L’équation caractéristique est :
/\3 + a1>\2 + CLQ/\2 +as = 0
Les déterminants de Routh-Hurwitz sont :
H, = |G1| = a1

aq 1
H2 = = Q109 — a3
as az

H3 = a3H2

Ainsi les conditions de stabilité du point d’équilibre sont :

H1>0,H2>0,H3>0

Donc le point est asymptotiquement stable.

1.7.6 Bifurcation

Définition 1.7.3. Le terme bifurcation est généralement associé a la notion de

changement du type topologique de la trajectoire d’un systéme dynamique lorsqu’un

ou plusieurs paramétres dont elle dépend varient. C’est une notion trés importante

en mécanique ot [’étude des systémes d’équations non-linéaires en fonction des

parametres caractéristiques est classique. Le simple pendule entretenu présente des

comportements différents suivant les valeurs des parametres d’entretien et d’amor-

tissement mathématiquement, il y a une bifurcation lorsque les portraits des phases

ne sont plus homéomorphes. Illustrons quelque peu cette notion. Considérons un

systeme dynamique dépendant d’un parametre réel i, a une dimension :

dz

%:f(xnu)

avecx € I CR", pe D CR, feC™ tel que m # p.
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Types de bifurcations

On considére quatre types des bifurcations locales :
e Bifurcation nceud-col.
e Bifurcation transcritique.
e Bifurcation de fourche.
e Bifurcation de hopf.

Bifurcation noeud-col

C’est la bifurcation associé a 1’équation :

&= p—a’

avec p le parameétre de controle.

FIGURE 1.2 — Diagramme de bifurcation neud-col

— pour u < 0, il n'y a aucun point d’équilibre .

— pour u = 0, x = 0 est un point d’équilibre instable, plus précisément il est
stable & gauche et instable a droite, donc semi-stable.

— pour p > 0, il y a deux points d’équilibres : point d’équilibre asymptotique-
ment stable —, /7 et point d’équilibre instable /7. [10]
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Bifurcation transcritique

systéme présentant un ou deux équilibres :

&= px — 22

- pour p < 0, il y a I’équilibre asymptotiquement stable 0 et 1’équilibre instable .
- pour u = 0, x = 0 est un équilibre instable : ¢’est comme pour la bifurcation
noeud-col 1'équilibre semi-stable du systéme z = —z2.

- pour p > 0, il y a deux équilibres : I’équilibre asymptotiquement stable p et

I’équilibre instable 0.

Y -
v A
E— )
A
Y

FIGURE 1.3 — Diagramme de bifurcation transcritique

Bifurcation de fourche

i =a® — ux.

- pour p < 0, il y a un seul équilibre 0, qui est instable .
-pour =0, on a z = 2% : 0 est toujours I’équilibre unique, instable.
- pour p > 0, il y a trois équilibres : 1’équilibre asymptotiquement stable 0, et les

deux équilibres instables =+, /.
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FIGURE 1.4 — Diagramme de bifurcation fourche

Bifurcation de Hopf

La bifurcation de Hopf aura lieu lorsque le paramétre de controle prend une
valeur critique 0 pour laquelle la matrice jacobienne du systéme posséde une paire
de valeurs propres complexes conjuguées qui traversent I’axe imaginaire et le type

de la stabilité de ’équilibre existant change avec ’apparaition d’un cycle limite.
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FIGURE 1.5 — Diagramme de bifurcation de Hopf

1.8 Systémes dynamiques discrets

Soit f: D — D, D C R™ une application continue (ou une transformation), f*

désigne la k-éme itérée de f, c’est-a-dire :

fola) =2, fi(2) = f2), () = f(f (@), fo (@) = F(F 7 (@)

Dans la pratique (z¢), (1) = f(z0), o = f2(x0),... représentent les valeurs
d’une certaine quantité au temps 0, 1, 2,...
Ainsi la valeur de la quantité au temps k + 1 est fonction de sa valeur au

temps k. L’application f est appelée un systéme dynamique discret.

1.8.1 Orbites

L’orbite positive de z par le systéme dynamique f est définie par :
O] = {f*(x),k € N}.
Si f est bijective, on définit 'orbite de x par :

OF = {f*(x),k € Z}.
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Ainsi que ’orbite négative :
Of = {f7*(x),k € N}.

Exemple 1.8.1. Soit un (SDD) en dimension 1 défini par la fonction f(z) = x?
1
sur lintervalle [0, +00]. Prenons pour condition initiale xo = 3

L’orbite correspondante est :

€T e 1
)
o = fa)=
1= (o) =7 1
To = f(x1> = E’
1 2n
Remarquons x, = f(x,—1) = f*(xo) = (5) — 0 quand n — +o0.

1.8.2 Points fixes

Un point fixe d'un systéme en temps discret noté x*, vérifié I’équation suivant :

[t =

1.8.3 Points périodiques et p-cycles

Définition 1.8.1. Sl existe k > 1, tel que F*(x) = x, on dit que = est un point
périodique. La période d’un point périodique x est le plus petit entier k > 1 tel
que :

FFz) =

Un ensemble {xo, z1, ..., x(,—1)} forme un cycle d’ordre p (ou une orbite périodique

d’ordre p, ou encore un p-cycle), si :

Fx()) = 2(i+1),i=0,1,..,p— 1,
F(z(p—1)) = z(0).
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Autrement dit, chaque point d’un cycle d’ordre p est un point fize pour FP ou
FP(a(i)) = =(2),
pouri=0,1,....,p— 1 est n'est pas un point fize pour F* si k < p.

Remarque

1. Un point fixe est un point périodique de période 1.

2. Un point fixe x est dit point p-périodique d’une transformation f, s’il est

point fixe de f?, sans étre un point fixe de f!, 1 <1 < p, (I et p entiers).

1.8.4 Stabilité

Théoréme 1.8.1. Soit f : [a,b] — [a,b] une fonction différentiable sur [a,b].
Supposons que :

|f'(z)| < 1,Vz € [a, ]
Alors la fonction f a un unique point fize x4 tel que f(xs) = x5 dans lintervalle
la, b].
Théoréme 1.8.2. (Théoréeme de Brouwer)
Toute application continue f : B® — B" avec B® = {x € R" ||z||< 1}. Admet un

point five c’est-a-dire ’équation f(z) = x admet une solution dans B™.
Théoréme 1.8.3. (Théoréme de contraction de Banach)
Soit f : B> — B? ou B? est le disque unitaire fermé (B? = {x € R?||z||< 1}).
Supposons que :
|f (1) = f22)] <[AMa1 — 22)].
Pour touts vecteurs x; ; € B et un certain 0 < X\ < 1. Alors il existe un point

fize unique x, € B? De plus on a :

lim f"(x) = z, pour tout v € B

n—oo
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1.7.5.1 Stabilité des points fixes

Soit un SDD d’ordre 1 de dimension 1 défini par une fonction f : D — D ici
D = [a,b] € R est un intervalle. Supposons que ce systéme posséde un point fixe
Zs.
Définition 1.8.2. Un point fize x5 s’appelle stable (attractif) si Ve > 0, il existe
un 6 > 0 tel que :

st |xg — xs| < § alors pour tout n > 0 |x, — x4 < ¢

Définition 1.8.3. Un point fize s’appelle répulsif (instable) s’il existe un e > 0 tel
que : Vxo € U(xg). Il existe un ng € N tel que :

n > ng, |r, —xs| >¢€

Définition 1.8.4. Le point fize est globalement asymptotiquement stable (ou glo-
balement attractif) si pour chaque xo € D

lim z,, = z,.
n—oo

Définition 1.8.5. Le point fize est localement asymptotiquement stable (ou loca-
lement attractif) s’il existe 5 > 0, tel que pour chaque x(0) € D N B(xo, )

lim z, = .
n—o0

Définition 1.8.6. Soit x5 un point fixe d’un systeme dynamique défint par une
fonction f : R™ — R™. Supposons que f est dérivable au point xs. On dit que x4
est un point selle si dans le spectre du Jacobienne D f(x,) de la fonction f une
partie des valeurs propres sont de valeur absolue inférieure a 1 est les autres sont

de valeur absolue supérieure a 1.
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1.7.5.2 Stabilité des points périodiques

Définition 1.8.7. Soit f : R — R application définissant un SDD d’ordre 1. Soit
O(zo) = {zo, x1, T2, ..., xp—1} une orbite périodique de période p (ou cycle d’ordre p
ou encore un p-cycle) de ce systéme d’ordre 1. On dit que cette orbite est attractive
(ou répulsive) si chacun de ses points est un point fize attractif (respectivement un

point répulsif) de Uapplication fP(z).

1.7.5.3 Critére de stabilité
e Stabilité d’un SDD de dimension 1 :

Théoréme 1.8.4. (Critéres de stabilité des points fizes)

Soit I = [a,b] un intervalle et f : I — I une fonction continue sur I ayant un point
fixe xg € I. Supposons qu’il existe un € > 0 telle que la fonction [ est dérivable sur
tout le voisinage U.(xs) du point xs et que la dérivée de la fonction f est continue
au point xg. Alors le point x4 est :

- Attractif si et seulement si :

dixf(xs) <1

- Répulsif si et seulement si :

d

— f(x, 1

= fw)| >

Exemple 1.8.2. Considérons la fonction :
f(z) = ax® — bx.

Quel que soit le choix des parameétres a et b le point s = 0 est un point fixe du
systéeme.

La dérivée de la fonction f(x) est :
d
%f(x) = 3ax® — b.
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La fonction est dérivable dans tout un voisinage du point fixre s = 0. La dérivée

calculée au point x est égale a :

d
%f(xs> =-b

Alors, d’apres les théoremes(1.8.4) :
- Si|b| > 1, s est un point répulsif (instable).
- Si |bl < 1, x4 est un point attractif (stable).

Théoréme 1.8.5. (Critéres de stabilité des points périodiques)

Soit I = [a,b] un intervalle et f : I — I une fonction continue sur I. Suppo-
sons que le SDD défini par la fonction f(z) posséde une orbite périodique O(xo) =
{z0, 21,29, ...,2p-1} C I de période P (ou cycle d’ordre P ou encore P-cycle). Sup-
posons en plus qu’autour de chaque point de lorbite (x;) € O(xo),i =0,1,p—1 il
existe un voisinage Us; C I tel que la fonction f(x) est dérivable dans ce voisinage
est que sa dérivée est continue en (x;). Alors lorbite O(xg) est :

- Attractive si et seulement si :

d e _
%fp(xo) = Hfl(x(J)) <1
5=0
- Répulsive si et seulement si :
d e
—7(wo)| = ([T 1G] > 1.
5=0

e Stabilité d’un SDD de dimension m :

Théoréme 1.8.6. (Critére de stabilité du point fize)
Soient U € R™ un ensemble ouvert et f : U — U une application continue sur cet
ensemble. Supposons que le systéme dynamique défini par la fonction f posséde un
point five xs € U du point fixe tel que la fonction f est dérivable et que sa dérivée
Df(x) est continue sur ce voisinage, c’est-a-dire que pour tout € > 0 il existe un
0 > 0 telle que

|z —yll<d=[[Df(x) = Df(y)ll< e
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Alors :

- Si toutes les valeurs propres de la matrice D f(xs) ont les valeurs absolues infé-
rieure a 1 le point x4 est un point fize attractif.

- Si la valeur absolue d’une valeur propre est supérieure a 1, le point xg est un

point fize répulsif.

Théoréme 1.8.7. (Critéres de stabilité des points périodiques)
Soit x le point périodique d’un cycle d’ordre p. Si le spectre de la matrice D fP(x)
est contenu a lintérieur du cercle unité, le cycle est stable, si une des valeurs

propres a un module plus grand que 1, le cycle est instable.

1.8.5 Bifurcation

Soit le systéme dynamique non linéaire suivant :
z(k+1) = f(x(k), )

d’out
z(k) eR",a e R" ke N et F:R"xXR"™xN—R"
Ce type de systéme dynamique posséde quatre types de bifurcations & un pa-

rameétre :

Bifurcation noeud-col (ou tangente, ou pli) :

cette bifurcation se produit lorsque 1'une des deux valeurs propres de DF'(z(k), «)
est égale & —1. Sur le diagramme des bifurcations on observe, dans ce cas, une
courbe de points fixes continue tangente a la ligne droite verticale. Deux points
d’équilibres existent (stable et instable) avant la bifurcation. Aprés la bifurcation,

n’existe aucun équilibre.
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Bifurcation transcritique :

Sur le diagramme de bifurcations cela se traduit par deux branches différentes
de points fixes qui se croisent en un point et par le changement de stabilité des
deux branches au passage par le point intersection.

Bifurcation de doublement de période (ou flip) :

Cette bifurcation a lieu lorsque 'une des deux valeurs propres de DF(z(k), «)
est égales a —1. Un point fixe stable d’ordre 1, devient instable en méme temps
que l'apparition d’un cycle d’ordre 2 stable.

Bifurcation de Neimark-Sacker :

Cette bifurcation se produit lorsque DF (z(k), «) posséde deux valeurs propres

complexes égale & et [14]

1.9 Attracteurs

Définition 1.9.1. Un attracteur est un objet géométrique vers lequel tendent toutes
les trajectoires des points de ’espace des phases, c¢’est a dire une situation (ou un
ensemble de situations) vers lesquelles évolue un systéme, quelles que soient ses

conditions initiales.

Définition 1.9.2. [16] Mathématiquement, L’ensemble A est un attracteur si :

e Pour tout voisinage U de A il existe un voisinage V de A telle que toute solution
x(xo,t) = pi(xo) restera dans U sixg € V.

o N (V) =A,t>0.

e [l existe une orbite dense dans A.
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1.9.1 Les différents types d’attracteurs

Il existe deux types d’attracteurs : les attracteurs réguliers et les attracteurs
étranges (ou chaotiques).

1. Les attracteurs réguliers

Les attracteurs réguliers caractérisent 1’évolution de systémes non chaotiques,
et peuvent étre de trois sortes :
1. Point fixe : est le plus simple et le plus courant d’attracteurs, dans lequel le
systéme évolue vers un état de repos (point).
2. Un cycle limite : c’est une trajectoires fermée qui attire toutes les trajectoires
proches.
3. Un tore : représente les mouvements résultants de deux ou plusieurs oscillations

indépendantes que 'on appelle parfois mouvements quasi périodiques.

FIGURE 1.6 — Attracteurs réguliers

2. Attracteurs chaotiques (ou étranges)
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Définition 1.9.3. Soit A un ensemble de R", alors A est appelé attracteur étrange
s’il est chaotique (lattracteur vérifie la notion de sensibilité aux conditions ini-

tiales).

0.8

0.4r

-04r

08 . . ‘ . .
-1.5 -1 -0.5 0 0.5 1 1.5

FIGURE 1.7 — Attracteur étrange de Lozi

Les caractéristiques d’un attracteur étrange :
e La dimension d de l'attracteur est fractale (non entier) avec 2 < d < n, ou n (ce
qui justifie 'adjectif étrange).
e Sensibilité aux conditions initiales : deux trajectoires initialement voisines fi-
nissent toujours par s’écarter 1'une de l'autre.

e Dans l'espace des phases 'attracteur est de volume nul.

1.10 Conclusion

L’intérét de ce chapitre est de présenter les notions de base des systémes dy-
namiques, tels que : Systémes conservatifs et systémes dissipatifs, systémes auto-
nomes et non autonomes, les systémes continus et discrets...etc.

Ensuite, nous avons donné les différentes définitions relatives a la notion de stabi-

lité. On a aussi présenté les différents types, théorémes et critéres de stabilité ainsi
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que les méthodes pour I'étude de la stabilité.
Ensuite nous avons abordé les bifurcations (définitions et types). L’analyse de
bifurcation est finalement une sorte d’analyse des changements brutaux de com-

portement des systémes dynamiques.
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Chapitre

Systémes chaotiques

2.1 Introduction

Un systéme chaotique est un systéme déterministe et imprévisible, mais c’est
aussi et surtout un systéme non linéaire. Le lien qui relie ces deux notions para-
doxales, déterministe et imprévisible, est la propriété de sensibilité aux conditions
initiales. La sensibilité aux conditions initiales des systémes chaotiques a fait du
chaos une situation indésirable pendant plusieurs années. En effet, ce chapitre est
réservé a la théorie du chaos. Le phénoméne du chaos est caractérisé par la sen-
sibilité aux conditions initiales, son attracteur étrange, sa dimension fractale et
au moins 'un de ses exposants de Lyapunov est positif. Cependant, il existe un
certain nombre de scénarios de transition vers le chaos qui permettent de décrire
I’évolution d’un systéme dynamique. Pour cloturer le chapitre, nous avons présenté
quelques exemples, les plus célébres, qui illustrent le comportement des systémes

dynamiques chaotiques.
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2.2 Définition du chaos

En général il n’y a pas de définition rigoureuse du chaos, car ce phénoméne
est plus une notion philosophique qu’une notion scientifique. On peut observer
le phénomeéne du chaos dans plusieurs domaines, mais comment le formaliser 7 La
réponse est négative car jusqu’a I’heure actuelle, il n’existe pas une théorie générale
qui donne une explication ou une caractérisation finale de ce phénoméne. Tout ce
qu’il est possible de dire est qu’il existe plusieurs critéres physiques qui permettent
de confirmer qu'un systéme est chaotique.

Définition 2.2.1. Un systeme chaotique est un systéme dynamique déterministe

aux conditions initiales.

2.3 Propriétés des systémes chaotiques

Bien qu’il n’y a pas de définition mathématique du chaos universellement accep-
tée, une définition couramment utilisée stipule que pour qu’un systéme dynamique
soit classifié en tant que chaotique, il doit comporter les propriétés suivantes :

e Non-linéarité

e Déterminisme

e Aspect aléatoire

e Sensibilité aux conditions initiales

¢ Exposants de Lyapunov

41



Systémes chaotiques

2.3.1 Non-linéarité

Un systéeme chaotique est un systéme dynamique non linéaire. Un systeme
linéaire ne peut pas étre chaotique. Le comportement chaotique d’un systéme dy-
namique non linéaire est dii aux non linéarités. En général, pour prévoir des phé-
nomeénes générés par les systémes dynamiques, la démarche consiste a construire
un modéle mathématique qui établit une relation entre un ensemble de causes et
un ensemble d’effets. Si cette relation est une opération de proportionnalité, le
phénomeéne est linéaire. Dans le cas d'un phénomeéne non Linéaire, ’effet n’est pas

proportionnel & la cause.

2.3.2 Déterminisme

La notion de déterminisme signifie la capacité de prédire le future d’un phé-
nomeéne a partir d’'un événement passé ou présent. L’évolution irréguliére du com-
portement d’un systéme chaotique est di a la non linéarité. Dans les phénomeénes
aléatoires, il est absolument impossible de prévoir la trajectoire d’une quelconque
particule. A I'opposé, un systéme chaotique & des régles fondamentales détermi-

nistes et non probabilistes.

2.3.3 Aspect aléatoire

Les systémes chaotiques se comportent, en effet d’'une maniére qui peut sem-
bler aléatoire. Cet aspect aléatoire du chaos vient du fait que 'on est incapable de
donner une description mathématique du mouvement, mais ce comportement est
en fait décrit par des équations non linéaires parfaitement déterministes, comme
par exemple les équations de Newton régissant I’évolution d’au moins trois corps

en interaction. Les figures ci-dessus illustrent les aspects aléatoires du systéme
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chaotique.

Aspect aléatoire du systéme de Rossler

1C

Xt =

FIGURE 2.1 — Aspect aléatoire du systéeme de Rdssler

Aspect aléatoire du systéme de Li

30 \ T T 30

201 20

10t 10

0K -10

2204 -20

-30 y -30
0 5 10 15 20 0 5 10 15 20

FIGURE 2.2 — Aspect aléatoire du systeme de L1
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2.3.4 Sensibilité aux conditions initiales

Certains phénomeénes dynamiques non linéaires sont si sensibles aux conditions
initiales que, méme s’ils sont régis par des lois rigoureuses et parfaitement déter-
ministes, les prédications exactes sont impossible. Une autre propriété des phéno-
menes chaotiques est qu’ils sont trés sensibles aux perturbations. L’un des premiers
chercheurs a s’en étre apercu fut Edward Lorenz qui s’intéressait & la météorologie
et par conséquent aux mouvements turbulents d’un fluide comme 1’atmosphére. Lo-
renz venait de découvrir que dans des systémes non linéaires, d’infimes différences
dans les conditions initiales engendraient a la longue des trajectoires totalement
différentes. Il illustrait ce fait par 'effet papillon. Il est clair que la moindre erreur
ou imprécision sur la condition initiale ne permet pas de décider a tout temps quelle
sera la trajectoire effectivement suivie et en conséquence de faire une prédiction
sur ’évolution a long terme du systéme, une des propriétés essentielles du chaos
est donc bien cette sensibilité aux conditions initiales que I’on peut caractériser en
mesurant des taux de divergence des trajectoires. En effet deux orbites chaotiques
initiées avec des conditions initiales trés voisines vont diverger et s’écarter 1'une
de 'autre trés rapidement. La vitesse de divergence de deux orbites initialement
voisines peut étre étudiée a partir des exposants de Lyapunov afin de caractériser

la nature du chaos observé.|1]

2.3.5 Exposants de Lyapunov

Les exposants de Lyapunov sont des coefficients qui permettent de mesurer
la sensibilité aux conditions initiales d’une série temporelle. Par définition, un
exposant de Lyapunov est le taux exponentiel moyen de divergence des trajectoires
voisines de ’espace des phases. Il mesure le taux local d’expansion de ’espace dans
lequel 'expansion est maximale, c’est-a-dire en général vers 'attracteur.

Le nombre d’exposants de Lyapunov est égal a la dimension de I’espace des phases.
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Calcul des exposants de Lyapunov

e Cas d’une application discréte unidimensionnelle
Soit une application discréte f de R dans R qui applique z,, sur x,, 1 : Choisissons
deux conditions initiales trés proches, soit zy et xg + € et regardons comment
se comportent les trajectoires qui en sont issues. Supposons quelles s’écartent en
moyenne a un rythme exponentielle. On pourra trouver un réel \ tel qu’aprés n

itérations on a :

|f" (w0 +€) — f"(w0)| = cexp(n)

d’ou
o\ I /" (xo +€) — f"(20)]
€
et poure - 0on a:
nA = 1In ‘ df"(x0)
Zo
A= H de’o
oL df"™ (o) df" () df*(zo)
= ﬁln'dfnl(xo) X (o) X o X (o)
~ Lo df(n) | df(wn2) df (z0)| o 1 . |df(z)
= M ) W) 7 Al | ;ln dr, ‘
finalement pour n — oo on a :
1 n—1
A= lim — ;1n|f’<xi>| (2.1)
avec f'(z;) = CZC((ZZ))

A est appelé exposant de Lyapunov il indique le taux moyen de divergence de
deux trajectoires distinctes, a partir de deux condition initiales trés proches.
- Si A > 0, alors il y a une sensibilité aux conditions initiales.

- Si A\ < 0, les trajectoires se rapprochent et on perd 'information sur les conditions
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initial.
Appliquant la formule précédente pour x; = x, tel que x, est le point d’équilibre,

il faut que :

A =In|f'(z,)].

Exemple 2.3.1. Considérons ’application logistique :
En appliquant la formule (2.1) pour calculer I’exposant de Lyapunov de f.

1n
A= lim =S Inj4(1 — 224)| = In2 > 0
nggon;rll( )| =In

soit : A=1In2 >0 d’ou le comportement est chaotique.

e Cas d’une application discréte multidimensionnelle

Soit f une application discréte de R™ dans R™ :

Tnt+1 = f(xn)

Un systéme m dimensionnelle posséde m exposants de Lyapunov \;,2 = 1,2, ...,m,
chacun d’entre eux mesure le taux de divergence suivant un des axes du systéme.

Comme précédemment, nous intéressons a :
(o +¢€) = ["(wo) = e(nA).

Posons z(, = xo + ¢ on a le développement en série limité d’ordre 1 de f"(x) au

voisinage de x;, suivant :

Tn — 2, & f"(x0) — [ ()
df" (z)

dl’o
J(x0)J (z1)...J (xn) (20 — ()

n

!~
~

(20 — )

Q

J (i) (wo — )

%
=

1

.
Il
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On note [[7_, J(x;) par J"(x), ainsi
xn, — ), &~ J"(xg — x3)

J"(xo) est la matrice jacobienne de f™ au point zy. Il s’agit d’une matrice carrée
m x m, si elle est diagonalisable, alors il existe une matrice inversible P, telle que
D™ = P71JnPm, D™ est une matrice diagonale des valeurs propres u;( (o)),
1 =1,2...,m de J". On définit alors les m exposants de Lyapunov de la maniére
suivante :

Ai = lm Infu;(f"(20))],i =1,2,...;m

n—oo
Pour le point d’équilibre z la formule précédante devient

Ai = In|ug(zg)], 1 =1,2,....,m

Caractérisation d’un attracteur par le signe des exposants de Lyapunov

Pour une application multidimensionnelle on peut résumer la correspondance
entre le type de 'attracteur et le signe des exposants de lyapunov dans le tableau

suivant : [15]

Type d’attracteur Exposants de Lyapunov
Point fixe 0> > >..> A\,
Cercle AM=0,0>X>N>...> )\,
Tore AM=X=0,0>XA3>N\... >\,
k-tore AM=X=..=X=0,0> N1 > M2 > ...\,
Attracteur chaotique A >0,30 <0

TABLE 2.1 — Ezxposants de Lyapunov pour différents attracteurs.
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Dimension de Lyapunov

Définition 2.3.1. Soient Ay > Ay > A3... > \,, les exposants de Lyapunov d’un
attracteur d’un systeme dynamique et soit j le grand entier naturel tel que :

A+ A+ Az + A > 0.

Alors la dimension de Lyapunov définit par Karlan et Yorke est donné par :

A Ao+ Agen + A

D=7
L= Do

2.4 Transitions vers le chaos

Il existe plusieurs scénarios qui décrivent le passage vers le chaos. On constate
dans tous les cas que I’évolution du point fixe vers le chaos n’est pas progressive,
mais marquée par des changements discontinus qu’on a déja appelé bifurcations.
On peut citer trois sénarios de transition d’une dynamique réguliére a une dyna-

mique chaotique lors de la variation d’un parameétre : [7]

2.4.1 Doublement de période

Ce scénario a été observé dans les années 60 par R.May en dynamique des
populations sur I’application logistique. A mesure que la contrainte augmente, la
période d’un systéme forcé est multipliée par deux, puis par quatre, puis par huit,
..., etc; ces doublements de période sont de plus en plus rapprochés; lorsque la

période est infinie, le systéme devient chaotique.

2.4.2 Intermittence vers le chaos

Un mouvement périodique stable est entrecoupé par des bouffées chaotiques.
Lorsqu’on augmente le paramétre de controle, les bouffées de turbulence deviennent

de plus en plus fréquentes, et finalement le chaos apparait.
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2.4.3 Quasi-périodicité

Le scénario via la quasi-périodicité a été mis en évidence par les travaux théo-
riques de Ruelle et Takens 1971. Dans un systéme a comportement périodique a une
seule fréquence, si nous changeons un parameétre alors il apparait une deuxiéme
fréquence. Si le rapport entre les deux fréquences est rationnelle, le comporte-
ment est périodique. Mais, si le rapport est irrationnel, le comportement est quasi
périodique. Alors, on change de nouveau parameétre et il apparait une troisiéme

fréquence, et ainsi de suite jusqu’au chaos.

2.5 Exemples des systéemes dynamiques chaotiques

a temps continu

2.5.1 Systéme de Lorenz

Cet exemple a été publié en 1963 dans un journal météorologique. L’attracteur

de Lorenz est généré par le systéme d’équations suivant :
=0y —x)
y=z(b—2)—y
Z=xy—rz

Les parameétres o,b et r sont des réels strictement positifs.
La figure(2.3) illustre l'attracteur de Lorenz en 3 dimensions z(t),y(t) et z(t) tel
que 0 = 10, b =8/3 et r = 28.
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y()

0 =

M) e m gy

FIGURE 2.3 — Attracteur de Lorenz

2.5.2 Systéme de Rossler

Le systéme de Rossler est donné par les équations suivantes :

i=—(y+2)
y=x+ay
Z=b+z(x —c)

x,y, et z sont les variables d’états du systéme.

a, b, c sont les paramétres réels. Les parameétres et les conditions initiales de cette
équation ont été choisis de la maniére suivante : a = b = 0.1, ¢ = 12, (xq, Yo, 20) =
(0.01,0.01,0.01).

L’ensemble des trajectoires de ce systéme définissent un attracteur étrange aux

propriétés fractales sur le long terme.
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FIGURE 2.4 — Attracteur de Réssler

2.5.3 Systéme de Chen

Il est donné par le systeme d’équations suivant :

&= aly — )
y=(c—a)xr+zxz+cy

Z=uxy— bz

La figure (2.5) montre I'attracteur de Chen en 3 dimensions x(t), y(t) et z(t) avec
a=35b=3et c=28. [17]
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y(t)

10 -
0

t)-10 : 5 T 20
Tl w 2(t)

FIGURE 2.5 — Attracteur de Chen

2.6 Exemples des systémes dynamiques chaotiques

a temps discret

2.6.1 Systéme de Hénon

Le modéle de Hénon consiste en une itération a deux dimensions qui peut

prendre différentes formes. On utilisera la forme suivante :

_ 2
Tpt1 = Yn + 1 —ax;

Yn+1 = bxn
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2.6.2 Systéme Hénon-Heiles ou Hénon modifié

Il est donné par les équations suivantes :

_ 2
Tpy1 = a— Y, — bzn
Yn+1 = Tn
Zk+1 = Yn
Pour avoir un comportement chaotique, les paramétres du systéme sont donnés

comme suit : a = 1.76 et b = 0.1 et les conditions initiales du systéme : xo = 0.1,

Yo = 01, 20 = 0.1.

FIGURE 2.6 — Attracteur de Hénon-Heiles
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2.6.3 Suite logistique
Cette fonction est donnée par ’équation suivante :
Tpt1 =1z, (1 —xy)

X, est compris entre 0 et 1 et r est un nombre positif compris entre 1 et 4. Le
comportement est chaotique & partir de r égal a 3.6 .

La figure (2.8) illustre le diagramme de bifurcation (z,, en fonction de r). [17]

0.9

08

07}

06

xn

05

04

0.3F

0.2

FIGURE 2.7 — Diagramme de bifurcation

2.7 Conclusion

Dans ce chapitre nous avons présenté quelques notions de base de chaos, ainsi
que quelques propriétés des systémes chaotiques. Nous avons aussi parlé sur les
transitions vers le chaos. De plus, on a abordé des exemples des systémes chaotiques
avec les deux types continu et discret, sur lesquels nous avons travaillé avons fait

dans le dernier chapitre.
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Chapitre

Exemples sur les systémes

chaotiques (continu et discret)

3.1 Introduction

Dans ce chapitre, nous allons étudier le systéme chaotique en détail. Le premier

c’est le systéme de Lorenz, et le deuxiéme c’est le systéme de hénon.
3.2 Systéme de Lorenz

Galilée proposa un modeéle pour la chute des corps et le mouvement de la terre
autour du soleil. La présence de la variable temps permet de parler des systémes
dynamiques. Au XVIII siécle, Isaac Newton établit le déterminisme sur les phé-
nomeénes physiques ot tout devient parfaitement prédictible et causal. Muni des
équations différentielles du modéle, par exemple, il est possible de représenter et
estimer la trajectoire d'un corps dans le temps.

Une fois appliquée avec succes sur d’autres phénomeénes physiques, cette approche
finie par imposer pendant longtemps 1'idée dogmatique d’un monde parfait, régit

par les mémes lois et donc prédictif. Lié a cette idéologie, tout phénoméne proche
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du hasard apparait comme un systéme que l'on n’était pas encore capable de mo-
déliser.

Au début du XXéme siécle, le mathématicien francais Henry Poincaré, en
analysant la modélisation des mouvements des corps célestes, a mes en évidence
que la physique de Newton, n’est pas tout a fait une régle générale applicable a
tout phénomeéne. Il constate 'existence de solutions particuliéres et apériodiques
pour des trajectoires. Beaucoup plus tard ces travaux donneront naissance a la
théorie du chaos.

Dans les années soixante, Edward Lorenz, professeur de mathématiques au MIT

Edward Norton Lorenz

\ American mathematician and
o meteorologistLorem

(Massachusetts Institute of Technologie) s’intéresse aux phénoménes météorolo-
giques. De tels phénomeénes répondent & un nombre trés conséquent de variables.
Cependant, avec une approche newtonienne, il est possible de simplifier le calcul
en considérant un nombre "compacte" de variables, tout en gardant des équations
complexes. Ainsi, Edward Lorenz réalisa une série de calculs en modifiant la résolu-
tion, de six a trois chiffres décimaux, dans le but de gagner du temps de calcul tout
en gardant une précision tolérable. Lorsqu’il compara les deux séries de résultats,
il obtient des résultats totalement différents, il imagina en tout premier lieu qu’il
existait un dysfonctionnement dans 'ordinateur (le Royal McBee LGP-300). C’est
le premier exemple de systéme dynamique dissipatif permettant d’observer un at-
tracteur étrange. Il étudiait les mouvements de convection dans I’atmosphére, et

était arrivé a un systéme de trois équations différentielles du premier ordre couplées
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qui s’écrit :
=0y —x)
y=x(r—z)—y (3.1)
z=uxy— bz

Ou

x : représente l'intensité de mouvement de convection.

y : représente la variation horizontale de la température.

z : représente la variation verticale de la température.

b,r,0 sont des constantes réelles.

Les valeurs o (nombre de prandtl), b (la proportion physique) et r (nombre de

8
Rayleigh réduit) sont respectivement a 10, 3 et r varie.

3.2.1 Points d’équilibres

On cherche les points d’équilibres (z,y, z) vérifiant £ = y = 2 = 0. Un premier
point d’équilibre trivial est Py : t =y =2z =0 pour r < 1, et pour r > 1,il y a

deux autres points.

On a:
t=o0y—2z)=0 r =1y,
y=xz(r—z)—y=0 <4 z=r—1, (3.2)
Z=ay—bz=0 y=14/b(r—1).

donc, les deux points sont :

pr=(Vo(r —1),v/b(r — 1), (r = 1)).

po = (—+/b(r — 1), —/b(r — 1), (r — 1)).

3.2.2 Stabilité
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L’étude de la stabilité des points d’équilibres repose sur le critére de Routh-
Hurwitz sur le polyndéme caractéristique de A\ de la matrice jacobienne J, de
la matrice jacobienne obtenue en linéarisant le systéme (3.1) autour d’un point
d’équilibre.

L’expression de la matrice jacobienne J du systéme est :

J=|r—z -1 —=x

e Pour le point p,

Au point (0, 0, 0), les valeurs propres de la matrice Jacobienne sont :

-0 o 0
Jpo)=1r -1 0
0 0 -=b
Donc det(J — AI) est définie par :
—o—A o 0
det(J — \I) = r —1-A 0
0 0 —b—A

Alors, I'équation caractéristique est définie par :
pA) = A +0)(N+ (c+ DA+ 0(1—7))
=N+ 1+0+b)N+(boc+1)+0(l—7)A+bo(l—7)=0.
avec :
ay=1+0+D,
ag =blc+1)+o(l—r),
az = bo(1—r).
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telle que o = 10,0 = g
Donc les déterminants de Routh-Hurwitz sont donnés par :
41
Hl :|a1‘ =a] = 37
41 8 8
H2 = 109 — a3 = 3(5(10 + 1) -+ 10(1 — ’f’)) — (g)(lO)(l — 7“),
4598
== T — ]_107”,
8 80
H3 = CZ3H2 = (g)(lO)(l - T)HQ = §<1 - T)Hg.

Le systéme de Lorenz est asymptotiquement stable au point (0,0, 0) si

Hy>0,H,>0,Hs; > 0.

c’est-a-dire :

41
H1:—>0,

3
4598 4598
ngalag—a3>0:>T—110T>0:>—110r>—T:4.64

donc pour r < 4.64 on a Hy > 0.
80
H3:a3H2>O:>E(l—r)H2>O<:>H2>O et (1—r)>0

r<4.64 et r<1. Alorspourr<1,Hs> 0.
Donc pour r < 1, H; > 0, Hy > 0, H3 > 0. Alors le systéeme de Lorenz est asymp-
totiquement stable.

Sir=10na H; >0,
3608
Hy = ——

9 Y
et on a Hy = agHy = 0 (car bo(1 — r) = 0) alors le systéme de Lorenz est un

point critique.

e Pour le point p;

Au point (1/b(r —1),4/b(r — 1), (r — 1)), les valeurs propres de la matrice

Jacobienne sont :
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—0 o 0
JP)=| 1 1 =B —1)
Vb(r—1) /b(r—1) —b
Donc det(J — AI) est définie par :

—0— A o 0

det(J — \I) = 1 —1—-X  —=/b(r—1)|.
Vo(r—1) +/b(r—1) —b—A

Alors, I’équation caractéristique est définie par :

p(A) =N+ (1+ 0+ b))\ + (b(o +7r)A + 2bo(r — 1) = 0.

avec :
ap =140 +0b,
as =b(o+r),
az = 2bo(r —1).

Donc les déterminants de Routh-Hurwitz sont donnés par :

41
H1:a1:1+0+b:§>0,
H2:a1a2—a3>0

= (14+0+b)(blc+71))—2bo(r—1)>0
o(b+o+3)

= r< ——2 =2474.
" oc—1—-b

8
Tel que 0 = 10,b = 3 Donc pour r < 24.74 on a Hy > 0.

Hs =a3Hy >0
= 2bo(r—1)>0 et Hy>0

<= r>1 et r<24.74.
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Donc pour r €]1,24.74[ le systéme de Lorenz est asymptotiquement stable

C’est le méme pour le point fixe p, car nous avons obtenu le méme polynéme
caractéristique donc les mémes points fixes.

On explique les résultats précédents par le tableau suivant :

La valeur pour r le point pq les points piet ps
r<l asymptotiquement stable n’est pas existe
r=1 point critique n’est existe pas

r>1our€|l,24.74] instable asymptotiquement stable
r > 24.74 instable asymptotiquement stable

3.2.3 Attracteur de Lorenz

Le systéme chaotique (3.1) présente un superbe attracteur étrange en forme
d’ailes de papillon fig (3.1) pour les valeurs o = 10, b = 3 et r = 28 ,on observe que
la dynamique du systéme de Lorenz donné par le systéme (3.1) est indépendante

du temps t, par conséquent, ce type de systéme est qualifié d’étre autonome.

60—
40

20

-20

8
FIGURE 3.1 — Attracteur de Lorenz o = 10,b = 3 et r =28
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(a) (o)

y(t) -850 -20 ()

x(t)
60 60
& )
40 40
= =
& &
20 20
%o 0 20 %0 0 50
x(t) y(t)

FIGURE 3.2 — Attracteur de Lorenz avec les espaces (a), (b), (c), (d)

3.2.4 Aspect aléatoire

La figure (3.3) illustre I'aspect aléatoire de I’état x du systéme (3.1).

20

-20
0

20 40 60 80 10¢
temps(s)

FIGURE 3.3 — Aspect aléatoire de ’état x du systéeme de Lorenz
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3.3 Systéme de Hénon

En 1976, I'astronome Michel Hénon a obtenu ses équations en cherchant une
version simplifiée du systéme dynamique de Lorenz a temps continu introduit en
1963, le modele de Hénon consiste en une itération & deux dimensions qui peut

prendre différentes formes. Proposa la forme suivante du plan sur lui méme :

— 2
Tpt1 = yn+ 1- ax,,

Yn+1 = bmn
a et b étant deux paramétres réels, ou la valeur de la constante a controle la non-
linéarité de l'itération, et celle de b traduit le role de la dissipation. Les valeurs
habituellement utilisées pour a,b sont a = 1.4 et b = 0.3.

Partant d’un point du plan de coordonnées (¢, yo) on peut calculer les coordonnées

(x1,71) du point suivant, et ainsi de suite.

3.3.1 Points fixes

On peut obtenir les points fixes du systéme de Hénon en résolvant le systéme :
y+1—ar’=x
br =y

avec 0 < b < 1. Ce systéme a deux points fixes :

p1 = (ffhyl) et py = ($27y2)
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avec

( b—1++7B
)= ———
2a
Y1 = by
Ou:p=+4da+ (b—1)?2
b—1—+/B
Tg= —————
2a
| Y2 = bxo
) . 9 e (b—1)2
Le déterminant (b — 1)° 4 4a est négative si a < qg = ————— = —0.1225, dans ce
cas il n'y a pas des points fixes.
3.3.2 Stabilité
La matrice jacobienne ici a pour expression :
—2ax 1
J =
b 0
et det(J — AI) est donnée par :
—2ar — X 1
det(J — \I) =
b —-A

et comme det(J — AI) = 0 nous avons I’équation caractéristique suivante :
N+ 2az\ — b= 0. (3.3)
Donc les valeurs propres données par :

A2 = —ar £ Va2x? +b

Si I'on calcule les valeurs absolues des valeurs propres, on constate que la plus
petite des valeurs propres est toujours inférieure a 1, tandis que la plus grand est

inférieur, égale ou supérieur a 1 suivant que |z| inférieur, égale ou supérieur a
1—5b

2a

, on déduit que le point fixe (z2,y2) est un point selle.
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L’autre point fixe est stable si : a < (3(1 — )2\ 4) = 0.3675 on a :

A(z1,y1) = b et Aa(wa,40) = —1

Région de stabilité
de point fixe P,

W

-1 Région de stabilité
de point fixe P2

FIGURE 3.4 — Les régions de la stabilité des points fizes p1 et po

3.3.3 Attracteur de Hénon pour a = 1.4 et b=10.3

Le modéle de Hénon est le systéme dynamique de comportement chaotique les
plus étudies. Il dépend de deux parameétres a et b, qui ont pour valeurs canoniques :
a = 1.4 et b = 0.3. Pour ces valeurs, l'attracteur de Hénon est chaotique. Pour
d’autres valeurs de a et b il peut étre chaotique, intermittent ou converger vers une
orbite périodique.

On peut voir la forme connue du croissant de cet attracteur, voir fig (3,5).
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FIGURE 3.5 — Attracteur de Hénon pour a = 1.4 et b= 0.3

3.3.4 Diagramme de bifurcation

La construction de diagramme de bifurcation est faite en faisant varier le pa-
ramétre a de 0 a 2 avec un pas de 0.0005, b est égale a 0.3.
Le diagramme obtenu est représenté par la figure (3,6).
Ce diagramme est de type de bifurcation de doublement de période, I'application
de Hénon contient deux points fixes. La partie stable se situe dans l'intervalle
[0,0.3675]. Un 2-cycle stable commence & a = 0.3675 suivi d’'un- 4-cycle stable a
a = 0.9 et ainsi de suite. La période continue de doubler jusqu’a une valeur déter-
minée ou la trajectoire commence & prendre une forme particuliére.

Pour a = 1.4, on ne distingue plus les cycles, le systéme est chaotique.
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1.5

05

0 0.5 1 1.5

FIGURE 3.6 — Diagramme de bifurcation du systéme de Hénon

3.3.5 Exposants de Lyapunov

On a pour a = 1.4,b = 0.3, 'application de Hénon a deux exposants de Lya-

punov :
A1 = 0.42311, Ay = —1.6271.

la dimension de Lyapunov

Par la définition :
0.42311

T e
D, =1.26

D,
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Henen map
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= 042311
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e
=
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= -1.6271
15} Az i
D 1 1 1 1 i 1 1 1 1
0 02 04 06 08 1 1.2 14 16 18 2
Number of [terations i 'Iﬂ‘

FIGURE 3.7 — Ezposants de Lyapunov du systeme de Hénon poura = 1.4 et b = 0.3

3.3.6 Sensibilité aux conditions initiales

La sensibilité aux conditions initiales de systéme de Hénon est illustré sur les
figures (3.8), (3.9) pour les conditions initiales (g, o) = (0.001,0.001).

15

D5H

-

P

indice

FIGURE 3.8 — Les 100 premiéres itérées de x, avec a = 1.4 et b = 0.3 avec
(o, %0) = (0.001,0.001)
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04p

1JD 2 3:3 4;3 jJD E»;J TE] Bb ‘ﬁ 1EU
FIGURE 3.9 — Les 100 premiéres itérées de y,, avec a = 1.4 et b = 0.3 avec (xo, yo) =
(0.001,0.001)

3.4 Conclusion

Dans ce chapitre nous avons présenté 1'étude de systémes, Lorenz (avec 3 di-
mensions) Hénon (avec 2 dimensions).
L’étude du modéle de Lorenz, nous a permis de montrer qu'un systéme d’équa-
tions apparemment simple peut en fait étre complexe et dans certains cas chao-
tique. Ce comportement chaotique apparait alors que l'on est dans un modéle
déja tres simplifié d’étude des phénomeénes météorologiques, et il remet en cause
notre capacité a prédire ces phénoménes physiques. Nous avons mis en évidence
ce comportement chaotique en particulier en tracant le célébre attracteur étrange
de Lorenz (Chercher les points fixes et étudier le comportement du systéme.
Pour I'étude dumodéle de Hénon, 'objectif a été de rechercher les points fixes
et étudier la stabilité de ces points, ensuite la construction de diagramme de bi-

furcation dans le plan paramétrique (a,b).
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CONCLUSION GENERALE

Le travail présenté dans ce mémoire s’est porté sur ’étude des systémes dyna-
miques non linéares. Ce travail se compose de trois chapitres.
Dans le premier chapitre, nous abordons quelques concepts de base et des
généralités sur les systémes dynamiques continus et discrets et nous avons aussi
rassemblé les outils nécessaires pour cette étude (stabilité et bifurcation).
Dans le dexiéme chapitre, nous avons donné les caractéristiques les plus im-
portantes d’un systéme chaotique et quelques exemples.
Dans le troisiéme chapitre, nous avons I’étudié le chaos dans un systéme dy-
namique non linéaire autonome (Continu et Discret) de la deuxiéme et troisiéme
ordre, & variables réelles, et puis nous avons étudié la stabilité de leurs points fixes,
leurs régions de stabilité, les bifurcations, et finalement on a discuté le chaos de ce

systéme, avec quelques attracteurs chaotiques.
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