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Abstact

Our main objective in this grduation note revolves around the study of synchroni-
zation of chaotic dynamical systems. For this we applied three methods : Pekora
and Carol’s method to prove the identical synchronization on the new chaotic sys-
tem, Linear control method for the identical synchronization on Rossler system,
and adaptive control method to achieve complete synchronization between the
two previous systems. The results were confirmed using the fourth degree Rung-
Kutta method in the "M ATLAB" program.

Key words : Chaotic dynamic systems, synchronization, identical synchroniza-

tion, complete synchronization, Rossler.
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Résumé

Notre objectif principale a ce mémoire est ’étude de la synchronisation des sys-
téemes chaotiques, nous avons appliqués trois méthodes : la méthode de Pecorra et
Caroll pour prouvé que le nouveaux systéme chaotique identique est synchronisé,
le controle linéaire pour la synchronisation identique entre deux systémes de Ross-
ler, et nous avons appliqué le controle adaptatif sur le nouveaux systéme chaotique
qui on a choisi comme un systéme esclave pour le systéme maitre de Rossler pour
exprimé la synchronisation compléte. On utilise la méthode de "Runge Kutta"
du quatriéme ordre avec un programmation en "MATLAB" pour confirmé les
résultat.

Mots clés : Systémes dynamiques chaotique, la synchronisation, la synchronisa-

tion identique, la synchronisation compléte, Rossler.
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Introduction générale

La synchronisation signifie généralement la compatibilité et peut étre trou-
vée dans différents domaines par exemple les télécommunications, 1’électronique
qui impliquent des timings différents(Synchronisation d’horloges, Synchronisation
GPS), en informatique la synchronisation de fichiers a comme objectif de s’assurer
que deux endroits ou plus contiennent exactement la méme information, En élec-
tricité la synchronisation d’un transformateur monophasé ou triphasé lors de son
couplage sur le réseau électrique, en biologiques, on rencontre la synchronisation
a différents niveaux. Les exemples vont de la modélisation du cceur a la sécrétion
d’insuline dans le corps humain en passant par le systéme neuronal.

La synchronisation remonte au XVlIle siécle, lorsque le scientifique néerlandais
Christian Huygen aurait découvert que deux de ses horloges & pendule placées
cOte a coOte convergeaient rapidement vers le méme mouvement en phase et en
fréquence. Autrement dit, les deux horloges sont parfaitement synchronisées. S’il
les dérange, ils se resynchronisent dans une demi-heure, et s’il les éloigne, la syn-
chronisation s’arréte. En termes modernes, cela signifie que les deux horloges sont
synchronisées hors phase en raison du couplage du support mural. En mathéma-
tiques, la théorie du chaos étudie le comportement des systémes dynamiques trées
sensibles aux conditions initiales, un phénoméne généralement illustré par 1'effet
papillon. Pour de tels systémes, des différences infimes dans les conditions initiales

entrainent des résultats totalement différents, rendant en général toute prédiction



impossible & long terme et ce comportement peut étre étudié grace a ’analyse
par des modéles mathématiques chaotiques, ou par des techniques analytiques de
récurrence et des applications de Poincaré. Le comportement des systémes chao-
tiques est caractérisé par une instabilité et une prévisibilité limitée dans le temps.
Il est difficile d’imaginer que deux systémes chaotiques puissent produire le méme
signal chaotique & moins qu’ils ne soient initialisés exactement au méme point,
ce qui n’est généralement pas possible. Aujourd’hui, cependant, la synchronisa-
tion des oscillateurs couplés chaotiques est un phénomeéne expérimentalement bien
établi et bien compris théoriquement, et au cours des trois derniéres décennies,
de nombreuses études sur la synchronisation se sont tournées vers les systémes
chaotiques. La synchronisation de deux systémes dynamiques chaotiques signifie
donc généralement que 1'un des systémes copie le mouvement de ’autre. Lorsque
le comportement de plusieurs systémes se synchronisent, ces systémes sont dits
synchrones.

Dans littératures le travail de Yamada et Fujisaka est le premier travail de syn-
chronisation a utiliser la méthode de synchronisation du chaos local. Par la suite,
Afraimovich et Al ont développé des concepts importants liés & la synchronisation
chaotique, et plus tard Pecora et Carroll ont défini la synchronisation chaotique
comme une synchronisation identique, qui a été développée sur la base de circuits
chaotiques couplés. Une autre solution plus récente est la méthode de synchroni-
sation généralisée, qui Rulkov et Al ont posé ces bases.

Il existe deux types de synchronisation : la synchronisation unidirectionnelle et la
synchronisation bidirectionnelle. Dans la synchronisation bidirectionnelle la boucle
de retour est appliquée sur les deux systémes a la fois par contre, dans le cas de
la synchronisation unidirectionnelle la boucle de retour est appliquée sur I'un des
deux systemes.

Ce travaille compose de trois chapitre :

eLe premier chapitre : On présente des généralités sur les systémes dynamiques

chaotique et quelque propriété de ce systéme.




eLe deuxiéme chapitre : On donne la définition et les types de synchronisation
avec quelque méthodes pour exprimés.

eLe troisiéme chapitre : On applique trois méthodes(Pecora et Carroll, le
controle linéaire, le controle adaptatif) pour le premier fois sur le systéme de

Rossler et le nouveau systéme.




Chapitre

(Généralités sur le systéme

dynamique chaotique

1.1 Systéme dynamique

1.1.1 Systéme dynamique continue et discret

Définition 1.1.1. [10/(Systéme dynamique)

Un systéeme dynamique est un modele permettant de décrire [’évolution au cours du
temps d’un ensemble des objets en interaction, il est défini par un triplet (X, T, F')
tel que :

X est l'espace d’état, T est le domaine temporel, et F: X x T — X est [’applica-
tion de transition d’état qui permet de définir a partir d’un vecteur de conditions

wnitiales ’état du systeme a tout instant.

Représentation mathématique :
Le systéme dynamique décrit par une fonction mathématique présente deux types
de variables : dynamiques et statiques, les variables dynamiques sont les quan-
tités de base qui changent avec le temps, les variables statiques, encore appelés

paramétres, du systéme sont fixes.
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Définition 1.1.2. (Systéme dynamique continue)
Un systéme dynamique dans un temps continu est représenté par un systéme

d’équations différentielles de la forme :

'rt = f(l',t,p),
oz €R" peR" et f:R"x RT — R" désigne la dynamique de systeme.

Définition 1.1.3. (Systéme dynamique discret)
Un systéme dynamique dans le cas discret est représenté par une application (fonc-

tion itérative) sous la forme :

jj/c—i—l = f(xkvp)a

otz € R, peR", k=1,2,3... et [ :R" x ZT — R" indique la dynamique du

systéme en temps discret.

1.1.2 Systéme dynamique linéaire et non linéaire

Définition 1.1.4. [01](Systeme linéaire)
Dans le cas continue, un systéme linéaire est un systéme décrit par [’équation
d’état :
x=A(t)x(t) + B(t)u(t), t > to (L1)
z(to) = o,
ou A(t) est une matrice n X n a valeur dans R™, B(t) est une matrice n X m a

valeur dans R™ et u(t) € R™.

Le systeme (1.1) est linéaire.

Définition 1.1.5. (Systéme non linéaire)

Dans le cas continue, un systéeme dynamique peut étre représenté par l’équation :

z = f(t,x(t))

1.2
x(to) = Ty, ( )
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oix:I=][tg,to+h] >R et f: D=1xB—R", avec :

B ={z eR", ||z — x| <b}.

Le systeme (1.2) est non linéaire(f fonction non linéaire).

1.1.3 Systéme autonome et non autonome

Définition 1.1.6. [09] Soit le systeme dynamique suivant :

_ dx(t)

x(t) o

= f(z,1).

(1.3)

Lorsque le champ de vecteurs f ne dépend pas explicitement du temps, on dit que

le systeme dynamique est autonome. Dans le cas contraire il est non autonome.

Par un changement de variable appropriée. On peut toujours transformer un sys-

teme dynamique non autonome de dimension n en un systéme dynamique auto-

nome équivalent de dimension n+1.

Exemple 1.1.1. [13]

Systémes autonome :
&= f(x),z(ty) = xo.

Systémes non-autonome :

T = f(t,x), x(ty) = xo.

1.1.4 Trajectoires, Orbites

Soit {¢;t € R} un systéme dynamique & temps continue sur un espace des

phases (2, paramétré par ’ensemble des réels R. Pour tout ¢ € R, on note U; la

partie de €2 sur laquelle I'application ¢, est définie. Pour tout point = de €2, on note

I, Pensemble des t € R tels que = € Uy, c’est-a-dire tels que ¢;(z) soit définie :
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1. On appelle trajectoire d’'un point z de €2, I'application définie sur I, et a

valeurs dans €, t — ¢y(x).

2. On appelle orbite d'un point = de Q) la partie {¢;;t € I} de l'espace des
phases 0.

3. Un élément x de €2 est dit point fixe, ou point d’équilibre du systéme dyna-

mique si son orbite est {x}.

4. L’orbite d'un point x de €2 est dite périodique si & n’est pas un point d’équi-
libre et s’il existe un élément 7' de I, vérifiant 7" > 0 et @r(z) = z. On dit

alors que T est une période de I'orbite périodique considérée.

1.1.5 Espace de phase, variables d’état et portrait de phases

De maniére simplifiée, 'espace des phases permet de traduire des séries de
nombres dans une représentation spatiale, pour identifier les informations essen-
tielles d'un systéme mouvement et carte toutes ses possibilités. Espace des phases
est un espace mathématique souvent multidimensionnel. Chaque axe de coordon-
nées de cet espace correspond a une variable d’état du systéme dynamique étudié
et chaque variable d’état caractérise le systéme a un instant donné. A chaque
instant donné, par conséquent, le systéme est caractérisé par un point dans cet
espace. Le prochain moment sera caractérisé par un autre point et ainsi de suite.
Si ’espace des phases est représenter graphiquement 1’évolution de le systéme dans
le temps. L’ensemble des trajectoires possibles constitue le portrait de ceci peut
aider a percevoir 'attracteur du systéme. Considérons la relation suivante entre
deux points X et Y sur M :

r &y < x, y appartiennent a la méme orbite.

Exemple 1.1.2. [05] Cas continue (L’oscillateur de Duffing)

dr
d—i:x—x3—5y+’ycoswt,
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o 0, v, w sont des parameétres physique réels (variables statistiques). L’espace
des phases est R%. L’espace des parametres est R3. Ce systéme est non linéaire.
non autonome, il peut étre dissipatif(suivants le mouvement ou consarvatife sans

frottement).

1.1.6 Point d’équilibre

S’il est possible que la trajectoire d’un systéme corresponde, a partir d'un cer-
tain moment, & un point est appelé point d’équilibre. Nous allons voir que les

problémes de stabilité sont naturellement formulés par rapport aux points d’équi-
libre.

Considérons le systéme dynamique continue :

z(0) = z9 € R™,
ou f fonction de R” x R — R" est telle que le systéme précédant admet au moins

une solution.

Définition 1.1.7. Le vecteur T € R"™ est dit point d’équilibre du systeme précédant

f(z,t) =0 pour tout t > 0.

Exemple 1.1.3. Considérons le systeme régi pour l’équation :

i(t) = a {1 - @} (%),

C

ot a > 0;c>0. Les points d’équilibre de ce systeme sont solutions de I’équation

a[l—z}f—o,
c

ce qui donne deux points d’équilibre x =0 et T = c.

algébrique
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1.1.7 La stabilité de point d’équilibre

Le concept de stabilité est important pour étudier le comportement des sys-
temes dynamiques linéaires et non linéaires, et ’analyse de la stabilité du sys-
téme consiste a étudier son comportement lorsqu’il se déplace & partir d'un point
d’équilibre. Cela implique d’analyser les trajectoires d’état lorsque 1’état initial du
systéme s’approche d’un certain point ou d’une trajectoire d’équilibre. Les points
d’équilibre jouent un role important dans I’étude des systémes dynamiques.
Henri Poincaré (1854-1912) a montré que pour caractériser des systémes dyna-
miques & variables multiples, il n’est pas nécessaire de calculer des solutions dé-
taillées; il suffit de connaitre le point fixe (point d’équilibre) et sa stabilité. Ce
résultat trés important simplifie grandement ’étude des systémes non linéaires a
proximité de ces points. Par conséquent, pour déterminer la stabilité d'un point
d’équilibre, il est nécessaire d’étudier le comportement de la solution dans son petit
voisinage.

Plusieurs définitions de la stabilité ont été proposées. Celles-ci incluent la définition

de la stabilité au sens de Lyapunov.

1.1.8 Stabilité au sens de Lyapunov
On considére le systéme non linéaire suivante :
#(t) = f(x(t),1)
z(tyg) = xo € R™,
ou z(t) € R" et f: R" x RT — R™ est continue.

Définition 1.1.8. [16] (stabilité)
Un point d’équilibre x*de (1.4) est stable au sens de Lyapunov si :
Ve > 030 > 0, tel que || xg —2* || < § = ¢ — 2" || < &, pour tout t > 0.

Dans le cas contraire, x* est dit instable.
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Définition 1.1.9. (stabilité asymptotique)

Un point d’équilibre x* de (1.4) est asymptotiquement stable au sens de Lyapunov
si il est stable au sens de Lyapunov et si de plus existe 6o > 0 avec 0 < dg < 0 tel
que :

| 2o — 2" ||< dp = lim z(t) = 0.
t—o0

Définition 1.1.10. (stabilité exponentielle)
Un point d’équilibre x* de (1.4) est exponentiellement stable s’il existe des constantes

positives a, b, o tel que :

|lzg — 2*|| < 6 = ||z(t) — 2”|| < aexp(—=bt) ||z — 2™, pour tout t > 0.
Remarque 1.1.1.
-La stabilité est définie localement dans chacune des définition précédent.

-Si le point d’équilibre est stable, quel que soit le vecteur d’état initial xo dans R™

alors le point d’équilibre est globalement stable.

La Stabilité au sens de Lyapunov
Il y a deux méthode pour étudié la stabilité d’'un point d’équilibre de systéme
(1.4) méthode direct (fonction de Lyapunov), méthode indirect (linéarisation).

Définition 1.1.11. (Méthode direct)

Est une méthode basée sur la recherche d’un fonction particuliére noté V(x) appelée
fonction de Lyapunov si une telle fonction existe alors le systéme est stable.

soit x* est un point d’équilibre du systéme (1.4). Soit V : W — R une fonction

différentiable définie sur un voisinage W de x* telle que :

V(z) > 0six+#a".
Posons :
) "oV
V pu—
;é?x Z@x]

alors on a le théoréme suivante :

10
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Théoréme 1.1.1. [16/

- 8i V(z) <0 dans W — {z*} alors z* est stable, (V est semi-définie négative).

- Si V(a:) < 0 dans W —{a*} alors x* est asymptotiquement stable, (V est définie
négative).

- 8i V(x) > 0 dans W — {x*} alors x* est instable, (V est définie positive).

la démonstration est dans [1/].

Définition 1.1.12. (Méthode indirect)

Est la linéarisation des systéemes par ramenés les points d’équilibres non linéaires
aux mémes types de points d’équilibres des systémes linéaires.

considérons le systeme (1.4) et soit x* sa point d’équilibre (f(z*) = 0) le sys-
teme © = Az, s’appelle le linéarisé du systeme (1.4) au point x*, et A la matrice

jacobienne de f(x), telle que :

ofi(z*)  Ofi(z¥) of1(z*)
ox1 Oxa Oxn
Ofo(x”)  Bfo(x")  Of2(z7)
A=pfy = | (13
Ofn(z*)  Ofn(z¥) Ofn(z*)
ox1 Oxa Oxn,

Par un changement de coordonnées, le point fize de (1.3) se ramene a lorigine
(f(0) =0) et le développement de f en série de Taylor autour de x =0 donne
1 1
f(z) =Df(0)x + §D2f(0)($, x) + gD?’f(O)(l’,x, z)+ ..
pour étudier la stabilité pour étudier la stabilité autour d’un point d’équilibre x*,
consiste a €étudier le systéme linéaire © = Ax si A = Df(0) a n valeur propre

i, i =1,...,n distincts la solution de (1.3) est :

n

x(t) = Zciv(i) exp(\it),

i=1
ot v* le vecteur propre correspondant & la valeur propre \; et les ¢;, i = 1,...,n

sont des constant (déterminées par les conditions initiales).

11
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Théoréme 1.1.2. [06]
- 51 la partie réelle de \; négative le point fize est asymptotiquement stable.

- 81 une ou plusieurs valeurs propres sont des imaginaires pures, les autres va-
leurs ayant leur partie réelle négative, le point five est un point centre ou un point

elliptique (stable mais pas asymptotiquement stable).

- S une des valeur propres a sa partie réelle positive le point fixe est instable.

1.1.9 Le critére de Routh-Hurwitz

On dit que le point d’équilibre est asymptotiquement stable si A; (i = 1,...,n)
'ensemble des valeurs propres de A vérifier que Vi, Re(\;) < 0. Routh-Hurwitz a
développée une méthode algébrique, basé sur le calcul des déterminants particuliers
appelés déterminants de Routh-Hurwitz.

On considérer le systéme suivant : & = ¢(z), sa linéarisé est :
T = Az. (1.5)
Les valeurs propres de A sont les solutions de I’équation caractéristique :
p(N) =det(A—A) =0<= \"+ @ \" "+ a\" 2+ ...+ a, A +a, =0.

Les déterminants de Routh-Hurwitz sont définis de la maniére suivante :

Hy = a4
aq 1
Hy =
asz a2
aq 1 0
H3 = | a3 a9 aq
as G4 as

12
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a1 1 0 .. 0

as (05} aq .. 0

H] = as ay as 0
G25—1 QAgj—2 A25—3 ... Q5

Proposition 1.1.1. Dans le cas d’une matrice de dimension n, les termes hjj, des
déterminants de Routh-Hurwitz sont définis de la maniére suivante :

o jj, = agj— pour 0 <25 —k <n.

o, =1pour2j=k<+<=2j—k=0.

0hj,=0pour2j <k<=2j—k<0ou2j>n+k<<2j—k<n.
Proposition 1.1.2. Le point d’équilibre T est asymptotiquement stable

<= V Re()\;) <0<= Y Re(H;) > 0.

Théoréme 1.1.3. [11](Critére de Routh-Hurwitz)
Soit p(\) un polynome telle que ag > 0.
Pour que P soit uniformément asymptotiquement stable, il faut que les détermi-

nants principaux de la matrice de Routh-Hurwitz sotent strictement positif.

1.1.10 Critére de Routh-Hurwitz dans R?
Soit le systéme (1.5) tell que :

ailz aiz a3

A= a21 A2z A3
a31 azz 33

L’équation caractéristique :
A+ ai A%+ ag) + a3 =0.
Les déterminants de Routh-Hurwitz sont :

H1 = |CL1‘ = Q.

13
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aq 1

Hg = = 109 — Q3.
a3 as
aq 1 0

H; = as ao ai | = asHs.
as a4 0ag

Si: Hy > 0,Hy >0, Hs > 0, alors le point d’équilibre est asymptotiquement stable.

Exemple 1.1.4. [11]

f(z) = 2° + ay12® + apx + as. (1.6)
La matrice d’Hurwitz est :
aq 1 0
H = as as Qi
0 0 as

donc le critéere de Routh-Hurwitz est :

H1:a1>0,
HQICLlCLQ—CL3>O,

— 2
Hs = ai1a0a3 — az > 0.

Donc dans le casn =3 :
ar > 0,a3 > 0,a1a9 —az > 0.

Alors le polynome (1.6) est de racines sont a parties réelles négative.

14
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Conditions sur la matrice Jacobienne

Supposons que A est une matrice 3 x 3 de constantes réelles, son polyndéme

caractéristique est :

FO) =X +a\ +b\+c
Soit A la matrice Jacobienne :

a1 a2 a13
A= Q21 A22 (23 (1~7)
31 Aas2 0ass
alors, la relation entre les coefficients du polynome caractéristique et la matrice

Jacobienne est :

a = —trace(A)
b= Ay + Agp + Ass (1.8)
c = —det(A),
asy @ a;p a a1 a
avee . Ay = 22 @93 Ay = 11 Q13 et Ay = 11 a12
az2 a3s3 a31 ass Q21 Q22
donc :
ab—c = —ay1(Aga+Ass) —ag(An1+Ass) —ass(An+A11)—2a11a20a33+ 012023031 +013021 A3o.

Remarque 1.1.2. On remarque si a; < 0, A;; > 0,1 =1,2,3 et det(A) < 0 tel
que : t = ajaag3as;+ajzasiass > 0, donc les coefficients du polyndme caractéristique
sont positifs. Nous pouvons assurer la stabilité de tout systéme chaotique avec le

théoréme suivant.

On considére une matrice Jacobienne A a un point fixe, et ¢ = ajoa93a3; +

13021A32.

15
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Théoréme 1.1.4. [12] Sit > 0, toutes les racines du polynéme caractéristique de
A sont de parties réelles négatives, lorsque les conditions données sont vérifieés :

det(A) <0, a; <0 et Ay >0, pouri=1,2,3.

1.1.11 Bifurcation

Ce concept fait référence a 1’étude des changements de comportement du sys-
téme lorsque les paramétres du systéme changent. La bifurcation signifie & un
changement qualitatif dans la dynamique du systéme, qui est causé par un chan-
gement d’un paramétre du systéme. Par exemple, instabilité d’équilibre stable,
apparition ou disparition de cycles ou d’attracteurs,... La valeur a laquelle se pro-
duit une bifurcation est appelée point de bifurcation.

Les bifurcations sont présente dans tout type de systéme :

- Physico-chimique : changement d’état lorsque le paramétre(température) atteint
une certain valeur.

- Economique : effondrement d’un cours de bourse lorsque 1'un des paramétre de
la vie économique franchit un seuil donné.

- Mécanique : apparition d’un équilibre asymptotiquement stable lorsqu’un amor-
tissement, aussi faible soit-il apparait.

- Social : basculement brutal d’'un groupe dans la violence aprés dégradation conti-
nue de ses conditions de vie.

Les types de bifurcation :

* Bifurcation nceud-col.

« Bifurcation d’échange de stabilité (transcritique).

x Bifurcation fourche.

* Bifurcation Hopf.
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1.2 Systéme chaotique

1.2.1 Définition de chaos

En générale dans le monde mathématique le chaos définis comme un compor-
tement d’'un systéme dynamique caractérisée par quelque caractéristique surtout
la sensibilité aux conditions initiales, la non linéarité, le déterminisme, et alors il
n’y a pas un définition standard du chaos mais il y a des critéres qui permettent
de confirmer qu'un systéme est chaotique.

Les définitions suivantes dans [10] permet de définit assez claire sur le comporte-
ment du chaos.

Soit le systéme dynamique suivante :

x = f(x,t)

x(tg) = wo.
Définition 1.2.1. On dit que la fonction f : I — I posséde un sensibilité aux
conditions initiales, s’il existe § > 0 telle que pour un certain x € I, et un certain

voisinage V. C I de z, il existe y € I telle que :

1f" () = ")l > 0.

Définition 1.2.2. Soit Y C X, on dit que Y est dense dans X si pour tout x € X,
il existe y € Y arbitrairement proche de x, autrement on dit que Y est dense dans

X si pour tout x € X, on peut trouver une suite {y,} de'Y qui convergent vers x.

Définition 1.2.3. La fonction f : I — I est transitive topologiquement si pour

tout paire d’ensemble ouverts U,V C I, il existe k > 0 tel que : F*(U)NV # 0.

Définition 1.2.4. Soit un ensemble V', la fonction F : I — I est dite chaotique
sur V si:

1- F posséde une sensibilité aux condition initial.

2- F est topologiquement transitive.

3- Les pointe périodique sont denses dans V.

17
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Théoréme 1.2.1. (Théoréme de Devaney)[10]

soit un sous-ensemble V' de I, la fonction F' : I — I est dite chaotique surV si :
i) La fonction F' posséde une sensibilité aux condition initiales.

it) La fonction F' est topologique transitive, dans le sens que pour toute paire de
sous ensembles ouverts U,V C I, il existe k > 0 tel que FF(U)NV # 0.

i11) L’ensemble des points périodique de la fonction F' sont denses dan I.

Théoréme 1.2.2. (Théoréme de Li-Yorke)[16]

Soit g : X — X wune application continue sur un espace métrique (X, d) compact.
On dit que g est chaotique dans le sens de Li et Yorke s’il existe un sous-ensemble
dénombrable S de X wvérifié les propriétés suivantes :

e limsupd(¢™(x),g"(y)) > 0 pour tout z,y € S,x #y.

n—oo

e liminf d(¢g™(x), ¢"(y)) = 0 pour tout z,y € S,x # y.

n—o0

e limsupd(¢™(x),g"(p)) = 0 pour tout z € S,p € X, p périodique.

n—oo

1.2.2 La non-linéarité

Pour prédire des phénomeéne réels issus de systémes dynamiques, la méthode
comprend construire un modeéle mathématique qui établit la relation entre un
ensemble de causes et un ensemble d’effets. Si cette relation est une opération
proportionnelle, alors le phénoméne est linéaire. Dans le cas de phénomeénes non
linéaires, 'effet n’est pas proportionnel a la cause. Exister en générale, les systémes
chaotiques sont des systémes dynamiques non linéaire, tandis que les systémes

linéaires ne peut pas étre chaotiques.

1.2.3 Le déterminisme

Un systéme est dit déterministe lorsque son évolution dans le temps peut étre

prédit (calculée). Certainement. La connaissance précise de 1'état du systéme a
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un instant donné, I'instant initial, permet un calcul précis de I'état du systéeme a
tout autre moment. Dans le phénoméne du hasard, il est absolument impossible
de prédire la trajectoire d'une quelconque particule. Par conséquent, les systémes
chaotiques ont des régles de base déterministes et non probabilistes. Il est généra-
lement régi par une équation différentielle non linéaire connue, donc donnée par

des lois strictes et totalement certaines.

1.2.4 L’aspect aléatoire

Si le mouvement est aléatoire, les points du systéme remplissent 1'espace des
phases : Aucune structure n’apparait. Lorsque le mouvement est chaotique, les
points viennent en premier vue au hasard. Cependant, lorsque nous observons le
systéme assez longtemps, nous voyons pointez pour dessiner une forme spécifique.
Ce graphique figure (1.1) montre le caractére aléatoire un systéme dynamique

chaotique, dans ce cas, le systéme de Rossler.

15 ! ! ! ! ! ! ! ! .

10k e ....... . ......... ........ ......... ......... ................ i

X0

/i

10 | i i | i i 1 i 1
0 20 40 &0 a0 100 120 140 1680 180 200

FIGURE 1.1 — L’aspect aléatoire du systéme de Rdossler.
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1.2.5 Sensibilité aux conditions initiales

La plupart des systéemes chaotiques présentent une sensibilité aux conditions
initiales ; deux les conditions initiales arbitraires sont initialement trés similaires ;
les deux trajectoires correspondantes ces données initiales divergent exponentiel-

lement, les deux trajectoires ne sont donc pas compatibles.

1.2.6 L’attracteur étrange

Les attracteurs sont des objets géométriques vers lesquels tendent toutes les
trajectoire. Une histoire de points dans l'espace des phases, c¢’est-a-dire une situa-
tion (ou un ensemble de situations). Dans quelle direction va le systémes quelles
que soient les conditions initiales.

Un systémes dissipatif chaotique a (au moins) un type spécifique d’attracteur,
appelé attracteur étrange. Géométriquement, un tel attracteur peut étre décrit
comme opérations d’étirement et de pliage de boucle d’espace de phase, se répé-
tant & I'infini plusieurs fois secondaire. La “longuere” d’un attracteur est finie, bien

qu’elle soit contenue dans un espace fini.

Définition 1.2.5. [03] Un sous-ensemble borné B de [’espace des phases est un
attracteur étrange pour une transformation T de [’espace s’il existe un voisinage
U de B, c’est a dire que pour tout point de B il existe une boule contenant ce point

et contenue dans R vérifiant les propriétés suivantes :

1. U est une zone de capture, ce qui signifie que toute orbite par T dont le point
wnitial est dans U est entierement contenue dans U. De plus, toute orbite de

ce type devient et reste aussi proche de B que [’on veut.

2. Les orbites dont le point initial est dans R sont extrémement sensibles aux

conditions initiales.
3. B est un objet fractal.

Les attracteurs chaotiques(étranges)peuvent étre classés en trois types principau :
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1. Attracteur hyperbolique.
2. Attracteur de type Lorenz.

3. Quasi-attracteurs.

1.2.7 Exemple des systémes chaotiques continue
Attracteur de Rossler

L’attracteur de Rossler est I'attracteur associe au systéme de Rossler, qui dé-
signe par le savant allemande Otto Rossler dans les années soixante dix est intro-
duits en tant que équations prototypes avec des composante minimale chaotique
en temps continue.

Etant donné que le théoréme de Poincare-Bendixson exclut les attracteurs in-
stables, périodiques ou quasi-périodiques dans les systémes autonomes définis comme
des variétés unidimensionnelles ou bidimensionnelles (telles que la ligne, le cercle,
le plan, la sphére ou le tore (Hartman, 1964)), la plus petite dimension du chaos
est trois. Sur cette base, Otto Rossler a proposé une série des systémes prototypes
d’équations différentielles ordinaires dans des espaces de phase tridimensionnels,
il a également proposé des systémes quadridimensionnel hyperchaotiques, c’est-a-
dire un chaos avec plusieurs exposants positifs de Lyapunov|17].

Le systéme est de trois équations différentielles ordinaires contenantes un terme

non linéaire
r=—(y+2)

j=1+ay (1.4
z2=b+z(x —¢),
telle que : a,b, c représente les paramétre et x,y, 2z sont des variables d’états le
systéme admet un état chaotique pour les valeur de parameétres : a = 0.2, b = 0.6,

¢ = 5.25 [02], comme le montre la figure (1.2) et (1.3).
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FIGURE 1.3 — Série temporelle de l'attracteur étrange de Rossler.
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Chapitre 2

La synchronisation des systémes

chaotiques

2.1 Le controle

Depuis de nombreuses années, les chercheurs s’intéressent au controle du sys-
téme chaotique. La littérature dans ce domaine est trés large et contiennent plu-
sieurs méthodes et algorithmes ont été proposés et développés pour réaliser le
controle du chaos dans divers systémes dynamiques non linéaires, par exemple :

- La méthode de contrdle en boucle ouverte(nonfeed-back).
- La méthode de controle en boucle fermée(feedback).

- La méthode de Ott, Grebogi et York (OGY).

- La méthode Backstepping.

- La méthode de contrdle feedback retardé (TDFC).

- Le controéle linéaire et nonlinéaire.

- Le controle adaptatif.
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2.1.1 Le contrdle adaptatif

Le contrdle adaptatif couvre un ensemble de techniques qui fournissent une
approche pour I'ajustement automatique des controleurs en temps réel, afin d’at-
teindre ou de maintenir un niveau souhaité de performance du systéme de controle
lorsque les paramétres du modéle dynamique sont inconnus ou changent avec le
temps. Dans ce cas le modéle du systéme est représenté sous une forme paramé-
trique :

= F(x,0,u), (2.1)

y = h(z), (2.2)

ot 0 € RP est le vecteur des paramétres inconnus. D’aprés (2.1) la loi de controle

est aussi mise sous une forme paramétrique :
U= U(xJ C)?

ou ¢ dépend de 0, c’est-a-dire ( = ¢(#) pour application ¢(.).

Le processus est obtenu en mesurant les états du systéme x(t), ou les sorties
y = h(z(t)) sont utilisées, pour évaluer les parameétres d’adaptation qui sont des
estimations, soit 6(t) les valeurs estimées des paramétres inconnus 6(t), soit des
parameétres du controleur ¢(t).

Une large variété des méthodes d’adaptation existe telle que les méthodes du gra-
dient et le gradient incliné, les moindres carrés, probabilité maximale, et ainsi de
suite peuvent étre utilisées pour développer des algorithmes de controle adapta-
tif et 'identification paramétrique. Leur validation est basé habituellement sur la

fonctions de Lyapunov.

Remarque 2.1.1. On peut considérons la synchronisation du chaos comme un

méthode de contdler les systemes chaotiques.
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2.2 Définitions de la synchronisation

On a deux définition : une définition générale et une définition mathématique.

Définition générale

Définition 2.2.1. [13/(de Larousse)
Synchronisation est un mot grec composé de deux parties : Syn signifie ensemble et
Chrono signifie temps. Il s’agit d’une opération par étapes qui crée une simultanéité

entre plusieurs opérations, en fonction du temps.

Définition 2.2.2. (générale)
La synchronisation est une maniére de faire ’entretien d’un mouvement chao-
tique (ou périodique). La synchronisation de deuz systémes dynamiques signifie

que chaque systeme évolue en suivant le comportement de ['autre systéme.

Définition mathématique
Aprés plusieurs tentatives pour définir un mouvement synchronisé, Brown et Koca-
rev ont fourni une définition mathématique de la synchronisation. Pour construire
la définition, ils supposent qu'un systéme dynamique, global, de dimension finie et

déterministe est divisible en deux sous-systémes :
(2.3)

ou z(t) € R™ et y(t) € R™ sont des vecteurs qui peuvent avoir des dimensions
différentes.

Soit p(wp) une trajectoire du systéme globale (2.3), avec la condition initiale w =
[0, yo] € R™ x R™. Pour chaque sous-systéme, on forme une trajectoire ¢, (wp) et
©y(wo) (wo étant une condition initiale donnée).

On note par x l'espace de toutes les trajectoires du premier sous-systéme, et par

¢ I'espace de toutes les trajectoires du deuxiéme sous-systéme, et on consideére :

gz x X R = R4,
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gy:CxR—HRd,

qui ne sont pas identiquement nulle, le premier R représente le temps, nous dirons
que les fonctions g, et g, sont des propriétés des sous-systéme définis par (2.3)
respectivement.

Soit : (g, gy) : R x RT — RY telle que : ||h]| = 0 ou ||k]| — O (||.|| est une
norme). Nous dirons que la fonction h, qui est indépendante du temps, compare
les propriétés mesurées entre les deux sous-systémes,et les deux mesures de les

deux sous-systéme convergent dans le temps si et seulement si :

h(9zs 9y) = 0.

Définition 2.2.3. [13] : Les sous-systéme dans les équation (2.3) sont synchroni-
sés sur la trajectoire de p(wy), par rapport auzx propriétés g, et g,, s’il existe un

instant indépendant de Uapplication h  telle que |h(gs, g,)|| = 0.

Théoréme 2.2.1. [10] Le systéme maitre et le systéme esclave sont synchronisés
si et seulement st touts les exposants de Lyapunov du systéme esclave, appelés les

exposants de Lyapunov conditionnels sont négatifs.

Remarque 2.2.1. On peut déterminer le type de synchronisation d’aprés le choix
de gz, gy et h.

2.3 Les systémes couplés

Définition 2.3.1. Un systéeme dynamique de dimension (n 4+ m) si on peut étre

décomposé en deux systéme dynamique de la forme :

telle que le premier systéme est de dimension n et le deuxiéme est de dimension

m.
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Proposition 2.3.1. Couplé unidirectionnellement :

Sl peut étre décomposé en deux systémes dynamiques de la forme :

z = f(z),
y=9g(y) +k(z,y),

ot x est de dimension n, y est de dimension m, k(x,y) est un fonction de x ety
non nulle. - Le premier systéme s’appelle systéme émetteur (maitre)et le deuziéme
récepteur(esclave).

-La derniére représentation signifie que le systéme émetteur a un acte sur le ré-
cepteur, et le contraire est faux.

Couplé bidirectionnellement :

S’il peut étre décomposé en deux systémes dynamiques de la forme :

T = f(ZL’) + ]Cl({L‘,y),
y=9(y) + ka(z,y),

ou x est de dimension n, y est de dimension m, et ki(x,y) et ko(z,y) sont des

fonctions non nulles de x et y.

2.4 Synchronisation maitre-esclave de systémes chao-
tiques

De nombreux travaux de recherche ont été effectués et différentes méthodes
proposées pour la synchronisation des systémes chaotiques. Pecora et Carroll ont
montré la possibilité de synchroniser des systémes chaotiques a 'aide d’un signal
pilote commun. La synchronisation des systémes chaotiques a été largement ap-
pliquée a la cryptographie et la transmission sécurisée de I'information. Pour cela,
et afin de pouvoir décrypter le message, il faut d’abord synchroniser les systémes

chaotiques (le maitre ou I’émetteur et 1'esclave ou le récepteur).
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2.5 Différant type des synchronisations

2.5.1 Synchronisation identique par la méthode de Pecora

et Carroll

La technique de base de Pecora et Carroll, peut étre décrite comme suit : On
considére un systéme dynamique autonome d’ordre n :
du
— = F(u). 2.4
= () (2.4
On divise le systéme en deux sous-systémes (u = (v, wy)) :

% = G(Ua wl)

% = H(anl)

% = G(v,wy),
ot v = (U, Uz, Uz, 5 U )y W1 = (Uppa1, Uty Umas, > Un), G = (F1, Fo, F3,- -+ [ F)
et H= (Fys1, Frnso, Fines, -+, Fp). On crée ensuite un nouveau sous-systéme en
wy identique au sous systéme en w;. On obtient alors le systéme de dimension
2n — m suivant :

D — G(v,w)

dd% = H(U’w1> (25)

% = G(v,wy).
Le couplage est unidirectionnelle et le sous-systéme en (v, w;) est appelé sys-

téme maitre ou systéme de commande, et le sous-systéme en ws est le systeme de

réponse.

Si la trajectoire wq(t) converge asymptotiquement vers la trajectoire wi(t) c’est

-a-dire :

Jim [y (8) —wi(8)]| = 0. (2.6)

Les deux sous-systeémes sont dits synchronisés.
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Les exposant de Lyapunov du sous-systéme de réponse wsy pour une trajectoire

particuliére v(t) de commande sont appelés exposants de Lyapunov conditionnels.

Pecora et Carroll ont montré qu’une condition nécessaire et suffisante pour que
deux sous-systémes w; et wy soient synchronisés est que tous les exposants condi-

tionnels de Lyapunov soient négatifs.

Il existe un nombre fini de décomposition v — w, qui est borné par le nombre
des sous systémes différents possibles. En divisant le systéme principal (2.4) de

facon différente, la synchronisation n’aurait peut étre pas eu lieu.

En général, seuls quelques sous-systémes réponses ont des exposants condition-
nelles de Lyapunov négatifs et peuvent donc étre utilisées pour implémenter les
systémes qui synchronisent afin d’utiliser la méthode de Pecora-Caroll.

Il apparait que dans certains cas, il n’est pas aussi facile d’utiliser les exposants

conditionnels de Lyapunov que certains autres critéres.

2.5.2 Synchronisation identique par la méthode de controle
linéaire
Suppose maintenant qu’on deux systémes dynamiques identiques liés par un

accouplement unidirectionnel, et représentés par les équations suivantes :

(2.7)

avec © = (z1,T9,...2p), ¥ = (Y1,Y2,...x,), [ une fonction non linéaire et P, une
matrice diagonale carré d’ordre n, et elle est constituée des éléments constants de

la force d’accouplement.
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b1
P, = :
Prn
Comme la fonction f est non linéaire, donc on peut récrire le systémes (2.7)

sous la forme :

&= Ax + p(x), (2.8)

y = Ay +o(y) + Pu(y — 2), (2.9)

telles que z, y sont les variables des systémes maitre (2.8) et ésclave (2.9) respec-
tivement. A une matrice constante carré d’ordre n, ¢ une fonction qui représente
la partie non linéaire de chaque systéme.

Dans cette partie, la dynamique du systéme erreur est donné par :

e= (A4 P))e+ p(y) — o(x). (2.10)

Donc selon ’équation (2.10) on peut étudier la stabilité du systéme erreur au
voisinage de l'origine.
Supposons que @ est une fonction non linéaire satisfait la condition de Lipschitz

suivante :
le(z) — o)l < pllz —yll, (2.11)

p est appelée la constante de Lipschitz, ||.|| désigne la norme euclidienne.

Alors on a le théoréme suivant :

Théoréme 2.5.1. [16] Soit E la matrice unitaire d’ordre n et {\;}}_, les valeurs
propres de la matrice symétriques :

(A+P)+(A+P)"
2

+ pL.

Si maz {\;};_, <0, alors le systéme maitre (2.8) et le systéme réponse(2.9) sont

synchronisés dans le sens que la systéme erreur tend vers zéro exponentiellement.
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Preuve 2.5.1. Supposons qu’on a le systeme erreur présenté par l’équation sui-
vante :
e=y—uw,
alors la dynamique de ce dernier est représentée par :
e=(A+ Pe+oy) — o).
Comme {\;}]_, sont les valeurs propres de la matrice symétrique :

(A+P)+(A+P)"

5 +rE,
alors cette derniere est similaire ou semblable a la matrice diagonale
A
D= S = diag (A A2 An) .
An
Par la matrice orthogonale U tel que
[T (A+P)+(A+P)" L B|U=D.

2

Soit V(e) la fonction de Lyapunov du systéme erreur définit par :
1
V= Z|le|*
Sl

1l est claire que V(e) > 0. On va calcules V (e)

V(e) = géeted
= J((A+P)etp(@) — e ete(At PYet o) - o)
= SIA+ Paee+e(A+ P+ (9 (2) — o 1) +elp () — 0 ()]

Donc :

o [(AtPo) +(A+ B
2

TUDUTe = (UTe)TD(UTe)

max A}, (Ue)" (U”e)

0.

V(e)

IN

+pE|e

ININ

IA
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Ce qui nous donne que e — 0 quand t — o0.

2.5.3 Synchronisation généralisé

La synchronisation généralisée est considérée comme une généralisation de la
synchronisation compléte, de ’anti-synchronisation et de la synchronisation de
projection dans le cas de systémes chaotiques de dimensions et de modéles diffé-
rents. Il apparait comme une relation fonctionnelle entre deux systémes chaotiques

couplés. Nous considérons un couple de systémes maitre-esclave, représenté par :

(2.12)

d’ot x € R" et y € R™ sont les états des systémes maitre et esclave respectivement,
F:R" = R"et G:R™ — R™ et u(t) = u(t), i = 1,...,m est un controleur.
S’il existe un controleur u et une fonction ¢ : R®™ — R™, telles que toutes les
trajectoires des deux systémes maitre-esclave (2.12) avec les condition initiales
x(0), y(0), vérifient :

lim {ly(t) — ¢(x(t))[| = 0, V2(0), y(0).

t——+o0

Alors, les deux systéme maitre-esclave (2.12) sont synchronisées au sens généralisé

par rapport a fonction ¢.

2.5.4 Synchronisation de phase

Ce type de synchronisation vient de la notion classique de synchronisation pour
deux systémes périodiques dont les phases sont #; et 05, qui est exprimée par la
relation suivante :

|nby —mbsy| < c,

ot m,n sont des entiers naturels et ¢ est une constante positive.

cette notion de synchronisation a été étendue aux systémes chaotiques, ’approche
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analytique est I'une des solutions permettant de définir la phase d’un systéme chao-
tique. Pour exprimer la phase d’un systéme en représentant son signal analytique

¥(t) sous la forme d’une fonction complexe définir par :

Y(t) = s(t) + js(t) = A(t)e™,
telle que 5(t) est la transformée de Hilbert de la série temporelle s(t), A(t) est
I'amplitude du signal ¥(t) et 6(t) sa phase.

La synchronisation de phase entre deux systémes chaotiques couplés se produit si :

|nfy(t) — mby(t)] < c.

Il est a noter que dans ce cas, les amplitudes restent non corrélées.

2.5.5 Synchronisation adaptative des systémes chaotiques

incertains

La synchronisation compléte se caractérise par des variables d’état d’égalité en
constante évolution dans le temps alors que I'anti-synchronisation est un phéno-
meéne dans lequel les variables d’état des systémes synchronisés avec des valeurs
initiales différentes ont les mémes valeurs absolues, mais de signes opposés.

Dans la synchronisation hybride des systémes chaotiques, les états impaires des sys-
témes maitre et esclave sont complétement synchronisés alors que les états paires

sont anti-synchronisés.

Considérons les systémes mitre et esclave suivants :
x = f(z(t)),
y=gy) +ult,zy),

ou z(t), y(t) € R™, sont les vecteurs d’état des systémes maitre et esclave, respec-

(2.13)

tivement ; f, g : R® — R"™ sont les vecteurs non linéaires des fonctions continues ;

u(t, z,y) est le vecteur de controle adaptatif.

33



La synchronisation dans les systémes chaotiques

Synchronisation compléte

On dit systémes maitre et esclave sont entiérement synchronisés, s’il existe un

controleur adaptative u(t, z,y) tel que I’équation :

lim [ly(t) — (1) = 0, (2.14)

t—o00

satisfaire toutes les conditions initiales (0), y(0) pour les deux systémes.

Anti-synchronisation

Le maitre et esclave et sont dits prits a effectuer la anti-synchronisation entre

ces deux systémes, s’il existe un controleur adaptatif u(t, z, y) telle que ’'équation :
lim [ly(6) + (1) = 0. (2.15)

satisfaire toutes les condition initiales x(0), y(0) pour les deux systémes.

Synchronisation hybride

Les systémes maitre et esclave sont dits prits pour la synchronisation hybride

sl existe un controleur adaptatif u(t, z,y) tel que I'équation :
lim ly(t) — 6z ()] = 0, (2.16)
—00

satisfaire des conditions initiales arbitraires x(0), y(0),
ou 0 = diag(0y, 60,05, ....0,), (0; # 0,7 = 2...,n). Pour la synchronisation hybride,

I’état pair sera anti-synchronisation et I’état impaire synchronisées.

Synchronisation projective modifiée

On dit qu’il y a une synchronisation projective modifiée entre les deux systémes
maitre et esclave , s’il existe un controleur adaptatif efficace u(t, x,y) de telle sorte
que I’équation suivante :

lim [|y(t) — 0a(t)|| = 0, (2.17)

t—o00
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est satisfaite pour toutes conditions initiales z(0) et y(0) des deux systémes,
ol # est une matrice diagonale constante, appelée matrice d ’échelle i.e :
0 = diag(0,,04,0s,...,0,), (0; #0,i=,2,...,n).
Remarque 2.5.1.
e Si 6 est un facteur d’échelle constant, la synchronisation est appelée synchroni-
sation projective.
e La synchronisation compléte (CS) et l'anti-synchronisation (AS) sont des cas
particuliers de synchronisation projective ou le facteur d’échelle sont § = 1 et
0 = —1, respectivement.
eLa synchronisation hybride est un cas particulier de synchronisation projective
modifiée, ou les facteurs de la matrice 6 des éléments impaires 6; = 1, alors que les

facteurs paires 0, = —1.

2.5.6 Synchronisation adaptative projective modifiée des sys-

témes chaotiques

Considérons le systéme maitre et le systéme esclave rappelons ici sous la forme

suivante :

P = o)), (2.18)
§ o= () + uley.0), (2.19)

ou x(t), y(t) € R™ sont les vecteurs d’état de systémes (2.18) et (2.19) respective-
ment, ¢, € R" sont deux fonctions vectorielles.

L’objectif est de concevoir un controle adaptatif v pour réaliser la synchronisation
adaptative projective modifiée entre les systémes (2.18) et (2.19).

nous récrivons le systéme maitre et le systéme esclave avec des parameétres incon-

nus, respectivement, comme suit :

t = f(z)+ F(x)a, (2.20)

v = g(y)+Gy)B+u, (2.21)




La synchronisation dans les systémes chaotiques

ou f(z), g(y) € R"™ sont des fonctions vectorielles, F'(z) € R™*™ G(y) € R"*? sont
des matrices des fonctions, a € R™, g € RP sont les paramétres inconnus.

Soit o € R™, E € RP désignent les vecteurs d’estimation des paramétres « et
respectivement.

On définit le vecteur d’erreur entre les systémes (2.20) et (2.21) comme suit :
e=y—0x. (2.22)
L’évolution de cette derniére par rapport au temps est donnés par :
é=g(y) —0f(z)+G(y)B — 0F (x)a + u. (2.23)

Notre objectif est de réaliser une synchronisation projective modifiée adaptative
entre le systéme maitre (2.20) et le systéme de réponse (2.21) par la construction

d’un controleur adaptatif efficace u(t) telle que :

lim [|e(t)]| = 0.

t—o00

Dans ce cas, le probléme de la synchronisation se transforme en un probléme de

controle de l'erreur pour la stabiliser a la valeur zéro.
Théoréme 2.5.2. [16] Si on choisit le controle adaptatif par :

w=—gly) +0f(x) + OF(2)a — G(y)f — ke. (2.24)
Selon les lois d’ajustement de l’estimation des parametres suivantes :

a=—[F () e+e (0‘ - 5‘) (2.25)

B=1Gw) e+n(5-5),
ou k = diag(k;) € R™™ avec k; > 0, € = diag(e;), €, > 0, pour i =1---m,

n = diag(n;),n; >0, pouri=1---p.

Alors le systemes dynamique d’erreur (2.23) est globalement exponentiellement

stable a lorigine, ce qui implique que le systéme maitre (2.20) et le systéme de

réponse (2.21) sont synchronisés.
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Preuve 2.5.2. On substitue (2.24) dans (2.23), La dynamique d’erreur devient :

~

é=G(y)(B—pB)—0F(z)(a — ) — ke. (2.26)

On choisit la fonction de Lyapunov sous la forme :

1 ~ ~
~

V=g |e+ a=a) (@=a)+(8-9)7(B-5). (2.27)

La dérivée est :
Vo= &et(a—a)(=a)+(B—B)(-B)
= [Gy)(8—B) — 6F(x)(a — &) — kel e + (o — &) [F () 0e — e(a — a)]
+(8— B)[-Gly)"e — (8 — B)]
= (8- BTGy e — (a — &)TF(x)T0Te — eTkTe + (o — &) F(z) T be
—(a—a)Te(a—a) — (8- BTGy e~ (8- BB~ b)
= —eTke — (0 —a)Te(a — &) — (B B)Tn(6 - B).

Soit A =min(k;,e;,n,),1 <i<n,1<j<m,1<q<p.

Alors :
1% < =) Ze? + Z(Oéj - aj)z + Z(ﬁq - §q>2 )
i=1 j=1 a=1
1.6 !
V<-A[eTet (a-a)(a—a)+ (85 (5~ 5)].
Donc :

V < —2\V.

Le vecteur d’erreur e(t) converge vers zéro globalement exponentiellement et donc
le systéeme maitre et le systeme esclave sont synchronisés.
Remarque

e La méthode on peut appliquer aux systémes identiques et aussi aux systéemes avec
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des paramétres connus.

e Si les parametres o dans le systéme maitre (2.20) sont connus, alors :

o2
I
o

3
S
~
I
=

et le controleur est de forme :

u=0f(x) — g(y) — Gy)B — ke,

et les lois d’adaptation des paramétres estimés sont :

~

B = [GW) e +n(B — B),n = diag(n:),n; > Opouri =1, ., p.

e Si les parametres [ dans le systéeme esclave (2.21) sont connus, alors :

QO @2

s |
=

Il

uO

et le controleur est de forme :
u=0f(x) = g(y) + 0F (x)a — ke,
et les lois d’adaptation des paramétres estimés sont :

a=—[F(x)]"0e + c(a — a),e = diag(e;),&; > 0 pour i = 1,..,m.

e Si le systeme maitre et le systéme esclave sont identiques, alors les controleures

peuvent étre congcus comme suit :

w=0f(x) — f(y) + (OF(x) - F(y))s — ke,
et les lois d’adaptation des paramétres estimés sont :

Sz = [F(y) — 0F(z)]"e + e(a — ), e = diag(g;),e; > 0.
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Chapitre 3

Application de la synchronisation

sur les deux systémes chaotiques

Rossler et nouveaux systéme

3.1 Synchronisation identique de nouveaux systéme

chaotique par la méthode de Pecora et Carroll

On va appliquer la méthode de Pecora et Carroll pour la synchronisation de
deux systéme identique de nouveaux systéme [15].
Le modéle nouveaux systéme modélise, ce modeéle a trois équations est donné

par le systéme suivant :

& = —p12® + poy® + psxz®
§ = pasin(zy — z) — psx° (3.1)

z = pgsin(zyz) + prsin(z),
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FIGURE 3.2 — Série temporelles de x, v, z.

Ce systéme peut osciller de facon chaotique pour les valeurs des paramétres
p1 = 3964, po = T,p3 =7, ps =4, ps = 4.5, pg = 4, py = 1, comme le montre la
figure (3.1) et (3.2).
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On va synchroniser deux systémes identiques de nouveaux systéme par la méthode
de Pecora et Carroll, dans le cas ot le signal transmetteur est x :
Divisons le systéme (3.1) en deux sous-systémes v = 1 et wy = (y1, 21)-

En créant une copie ws = (ya, 22) du sous-systéme w;, on obtient le systéme

dynamique(3.2) d’ordre 5 :

T = —p1@3 + payi + P32t
Y1 = pasin(z1y; — 21) — psay

Pe sin(x1y121) + prsin(xy) (32)

(
= D4 Sln(ﬂhyz - 22) - p5:c?1’
(

Pe Sin(r1y222) + prsin(zy),

FIGURE 3.3 — La Synchronisation identique pour les valeurs yi(t) et ya(t) du systéme

(3.2).
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02 ! ! ! ! ! ! ! !
| | § : | | | ; 2,0
o4 SO 1 ..... Py ORI T | I A W ........ o Zz(t:l [
"R : :
_0_6_ ..... . AN 1Y . i |
| l LAt |
| ' :
o8] (8 I SO I AU | UUUURY | REIR | DUURS | SO et e |
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- [ 1
AHME Y R RTINS i
A2B .............................................. i
A4W ............................................. |
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Temps

FIGURE 3.4 — La Synchronisation identique pour les valeurs z1(t) et za(t) du systéme
(3.2).

Nos explorations numériques, figures (3.3) et (3.4), montrent que,

c’est-a-dire :

lim |Jwy —w | =0, (3.4)
t——+o00

c’est-a-dire la synchronisation des deux sous-systémes w; et wy est réalisée.

3.2 Synchronisation identique de systéme de Ross-

ler par la méthode de contrdéle linéaire

On va appliquer la méthode de contréle linéaire pour la synchronisation de

deux systémes identiques de Rossler [02].
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Considérons le systéme maitre :

Tr=-—y1— 21
th =21+ ay (1.5)

Z1=b+ z(x1 — ¢),

et le systeme esclave :

Tg = —Yo — 20 + p1(22 — 1)
Yo = T3 + aya + p2(y2 — Y1) (1.6)

Zé = b+ Z9X9 — Z9C +p3(22 — Zl),

ce systéme (1.6) est chaotique pour les paramétre a = 0.2,b = 0.6,¢ = 5.25, et
telle que les paramétres py, pa, p3 représente les constantes qui caractérisent la force
d’accouplement unidirectionnel.

Nous comparons ces deux systéme (1.5) et (1.6) avec les équation (2.8) et (2.9)on

trouve :
0 -1 -1
A= 1 a 0
0 0 —c
pi 0 0
Pa=1 0 py O
0 0 ps

T 0 To 0
2 Y1 = 0 y P Yo = 0
21 T121 ¥ Loz

43



Application de la synchronisation sur les deuxr systémes chaotiques
Rossler et nouveaux systéme

D’apreés (2.10) le dynamique d’erreur est :

€1 = P1€1 — €3 — €3
€y = €1 + eapo + aes

€3 = e3p3 — Ce3 + T2z — X121,

et d’aprés le théoréme (2.5.1) :

(A+Py) + (A+ Py)T b ! 3

+Py) + (A+

? 5 2B = 0 l+a+p 0 (1.7)
—% 0 1—c+p;s

Le polynome caractéristique associer de la matrice (1.7) est donné par :

PO = (p2+ 12— N)[(p1 +1 - Ny — 425~ )~ 7], (1.8)

alors il suffit de limitée py, pe, p3 pour les valeurs propres de (1.8) sont négatives.

Donc d’aprés le théoréme (1.1.4) :

pr < —1
P < —1.2
p3 < 4.25.

Donc le systéme maitre (1.5) et le systéme esclave (1.6) sont synchronisés dans le
sens que le systéme erreur tend vers zéros exponentiellement.

Simulation numérique

On choisit les conditions initiales des variables d’états :

(x1,11,21) = (—1,0,1), (22, y2, 20) = (2, —4,—-2), (p1, p2, p3) = (—2,—1.8,3). Nous
pouvons observer sur les figures (3.5), (3.6), (3.7), telle que aprés un temps trés
court, les trajectoires les deux systémes (1.5), (1.6) deviennent identiques.

Dans la figure (3.8) les erreurs ey, eq, €3 converge vers zéro.
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X,
x|

1 i i I | | i
0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20
Temps

FIGURE 3.5 — les trajectoires x1(t) et x2(t) des deux systémes (1.5) et (1.6) respective-

ment.

— v,

FIGURE 3.6 — les trajectoires yi(t) et ya(t) des deux systémes (1.5) et (1.6) respective-

ment.
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Rossler et nouveaux systéme

! ! ! ! ! '
: - —z,(t)
N
N
_2_5 | | | | | I | | |
] 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20
Temps

FIGURE 3.7 — les trajectoires z1(t) et za(t) des deuz systéemes (1.5) et (1.6) respective-

ment.

e,
ez(l) L
e4(0)

0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20
Temps

FIGURE 3.8 — Evolution d’erreur de synchronisation ey (t),ea(t) et e3(t) entre les sys-
temes (1.5) et (1.6) respectivement.
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3.3 Synchronisation adaptative entre le systéme de

Rossler et nouveaux systéme

Dans cet exemple, le controle adaptatif est appliqué a la synchronisation com-
pléte de deux systémes différents. Le systéme de “Rossler” est choisi comme systéme
maitre et le nouveaux systéme comme esclave.

Soit le systéme de Rossler donné par :

l:l = —T9 — I3
Ty = T1 + 1T (3.5)
1;3 = (9 + $3($1 — Oég),

ou (z1,x,x3) sont les variables d’états, oy, (i = 1,2,3) représente les paramétres
inconnus du systéme maitre(3.5),

Ce systéme peut osciller de fagcon chaotique pour les valeurs des paramétres :
ar =0.2, ap = 0.6 et a3 = 5.25.

Et le systéme esclave de nouveaux systéme est défini par les équations dynamiques

suivante :

Y1 = —B1yi + Boys + B3yiyz + uy
Yo = Basin(y1y2 — y3) — Bsyi + uz (3.6)
Y3 = Besin(yiyzys) + Brsin(yr) + us,

ou (y1,Y2,ys) sont les variables d’états, 5; (j = 1,...,7) représente les parameétres
inconnus du systéme esclave(3.6), lorsque les paramétres f; = 3.964, 5y = 7,
Ps =7, 84=0>5, Ps =45, Bs = 2.9 et f; = 1 le systéme (3.6) est chaotique.
u = (u1, us,u3)’ représente la fonction du controle adaptatif a déterminer ulté-
rieurement.

La synchronisation compléte est un cas particulier de la synchronisation pro-
jective modifiée on les facteurs de la matrice d’échelle sont 6, = 1.

Nous comparons les systémes (3.5) et (3.6) avec les équations (2.20) et (2.21) on
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trouve :
—Ty — T3 0 0 O
f(x)= 1 Fx)=1 22 0 0
T3 0 1 —x3
0 —y oy yiys 0 0 0 0
gw)=10 [.Gy=| 0 0 0 sin(py—ys) —ui 0 0
0 0 0 0 0 0 sin(yiyays) sin(y)

Pour 6; = 1, on désigne par e = y — x l'erreur de la synchronisation de deux

systémes (3.5) et (3.6), on obtient la dynamique d’erreur :

e=g(y) = f(z) +Gy)B - Flr)a+u. (3.7)

On considére la loi de controle adaptatif :

u=f(z)—g(y) + F(z)a — G(y)B — ke, (3.8)
c’est-a-dire :
wr—(—2 — 3) + Y81 — Y3 By — 1113585 — krex
Uy = X1 + Toay — sin(y1y2 — y3) B4 + yiBs — kaes (3.9)

Uz = 123 + 842 - Iggéa - Sin(ylyzy3)56 - Sin(?h)ﬁ? — kses.

En remplagant (3.8) dans (3.7) , on obtient :

¢ = G)(B—B) - Fla)(a—a) — ke, (3.10)

c’est-a-dire :

61 = —53(B1 — B) + 3B — o) + i (Bs — o) — rer

ey = sin(y1y2 — y3)(Ba — 34) - y:f(ﬁ5 — B5) — x2(o1 — &1) — kaey (3.11)
e3 = sin(y1y2y3)(Bs — Be) + sin(y1)(8r — B7) — (g — E;42) + x3(az — 073) — kses.

En remplagant (3.9) dans (3.6), on obtient :
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Y = —yi”(ﬂl - 5’1) + 3/%(52 - Ez) + 3/13/:%(63 - 53) — @y — 23 — k19

Yy = sin(y1y2 — y3)(Bs — By) — yi’(ﬁ5 — Bs) + 1+ To0r) — ke
U3 = sin(y1y2y3)(Bs — Bs) + sin(y1)(Br — B,) + 1123 + g — T303 — kzes.

(3.12)
D’apreés le théoréme (2.5.2) on choisit la loi de mise & jour du parameétre comme
suit :
a=—[F@) e+ela—a), (3.13)
c’est-a-dire :
841 = —I9es +e1(y — 541)
842 = —e3 + oy — az) (3.14)

8[3 — X3€3 + 83(0&3 — 5{3),

et on a :

~

B=[GWI e+n(B-B), (3.15)

c’est-a-dire :

i = —yter +m (B~ By)

52 = yie1 + (B2 — )

53 = yiyder + 3By — By)

54 = sin(yye — ys)ez + m(Ba — )
%5 = —yles + n5(Bs — Bs)

%6 = sin(yryays)es + 1s(Bs — Bo)

| B = sin(y)es + me(Br — By).

Simulation numérique

(3.16)

Dans la simulation numérique, la méthode d’intégration Runge-Kutta de quatriéme
ordre est utilisée pour résoudre les systémes de I’équation différentielle (3.5) et

(3.6) avec un pas du temps 0.01, on choisit les conditions initiales des variables
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d’états suivantes : z(0) = (—1,0,1)7 | y(0) = (—1,—1,—1)T valeurs initiales des
paramétres du systéme maitre et esclave sont a1 (0) = 5, as(0) = 5 et as(0) = 5.
El(o) =9, Ez(()) =95, E3(O) =9, E4(0) =95, §5(0) =9, 56(0) =det 57(0) =95,
avec k; = 1, Vi = (1,2, 3).

Les trajectoires du systéme réponse (3.6) convergent vers les trajectoire du systéme
maitre (3.5) comme montrent dans les figures (3.9), (3.10), (3.11).

La figure (3.12) représente la convergence d’erreur vers zéro, et les convergences
des paramétres «, Ej, Vi=(1,2,3), 7 = (1,...,7) respectivement vers leurs valeurs
réelles a; = 0.2, as = 0.6 et a3 = 5.25, B = 3.964, B = 7, B3 = 7, B4 = 5,
Ps = 4.5, B = 2.9 et f; = 1 comme représenté dans les figures (3.13), (3.14).

— v,

: - i : :
0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20
Temps

FIGURE 3.9 — Evolution des trajectoires x1(t) et y1(t) pour les systémes (3.5) et (3.6).
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6 ! ; ) ! ! ! ; ; '
: : : : : : : : v,

x|

: : : : i : :
0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20
Temps

FIGURE 3.10 — Evolution des trajectoires x2(t) et ya(t) pour les systemes (3.5) et (3.6).

— v,

o5 ......... .......... .......... AR .......... .......... .......... s _
1 I 1 1 | 1 I 1 1 |
0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20
Temps

FIGURE 3.11 — Evolution des trajectoires x3(t) et y3(t) pour les systemes (3.5) et (3.6).
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2 , . ‘ ! , . ;

e
o011
&

| 1 i
8 10 12 14 16 18 20

Temps

FIGURE 3.12 — Evolution d’erreur de synchronisation eq(t), es(t) et e3(t) entre le sys-
téemes systémes (3.5) et (3.6).

R g2

i
I

2

w

FIGURE 3.13 — L’estimation des paramétres inconnus &y, Go, &3, pour le systéme maitre
Y

(3.5).
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0 2 4 ] 8 10 12 14 16 18 20

FIGURE 3.14 — L’estimation des paramétres inconnus 1,52, Bs, Ba, Bs, B, Br, pour le

systéme esclave (3.6).
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Conclusion généralisé

Le travail dans le cadre de ce mémoire, a pour objectif la synchronisation des
systémes chaotiques. Nous avons commencé présenté des notions sur les systémes
dynamiques chaotiques et ses caractéristiques(l’aspect aléatoire, la sensibilité aux
conditions initiales, I'attracteur étrange) ensuite nous avons abordé la définition
et quelque différente types de la synchronisation qui est utilisé, aprés cela nous
avons appliqué trois méthodes pour exprimer la synchronisation du deux systémes
chaotiques le systéme de Rossler et le nouveaux systéme chaotique : la méthode
de Pecorra et Caroll pour la synchronisation identique sur le nouveaux systéme
chaotique, le controle linéaire pour la synchronisation identique sur le systeme de
Rossler, et le controle adaptatif pour la synchronisation compléte entre les deux
systémes précédent. Ces méthodes sont appliquées pour synchronisé des systémes
identiques, systémes différents.

La simulations numériques et les schémas de la synchronisation que nous avons
faite par la méthode de Rung-Kutta quatriéme ordre avec une programmation
en " MATLAB" nous démontre 'efficacité et 'exactitude de les méthodes de la

synchronisation.
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Annexe

Programme en matlab pour la synchronisation identique de deux systémes de
Rosseler par la méthode de controéle linéaire
clear all
close all
a=0.2;b=0.6;c=5.25;
h =0.01;
max = 10;
w(l) = =Ly(1) = 0;2(1) = 1;
pl =—=2;p2 =—-1.8;p3 =3;
w(l) =2;v(1) = —4;u(l) = —2;
e1(1) = w(1) — 2(1);e2(1) = v(1) — y(1);e3(1) = u(1) — (1)
tps(l) =0;
k=1;
fori=0:h:max;
k=k+1,
dzl = —y(k—1) —z(k—1);
dyl=x(k—1)+axylk—1);
dzl=b+z(k—1)* (x(k—1) —¢);
dwl = —v(k—1) —u(k —1)+pl*(wk—-1) —z(k —1));
dvl=wk—-1)+axvk—1)+p2* (v(k—1) —y(k—1));
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dul =b+u(k—1)* (wk —1) —c) +p3* (u(k —1) — z(k — 1));
dell =plxel(k—1)—e2(k—1) —e3(k—1);
de2l =el(k—1)+p2*xe2(k —1)+axe2(k—1);
de3l =p3xe3(k—1)—c*e3(k—1)+wk—1)xulk—1) —x(k—1)*2(k—1);
2=ax(k—1)+h=*dzl/2;
y2=ylk— 1)+ hxdyl/2;
22=z(k—1)+h=xdz1/2;

w2 =wk—1)+ h*xdwl/2;
v2=wv(k—1)+hx*dvl/2;

u2 =u(k — 1)+ h=*dul/2;

el2=-el(k—1)+ h=*dell/2;

€22 =e2(k — 1) + hxde21/2;

e32 =e3(k — 1)+ hxde3l/2;

dr2 = —y2 — 22;

dy2 =22+ ax*xy2;

dz2 =0+ 22% (22 —¢);

dw2 = —v2 —u2 + pl * (w2 — 22);

dv2 = w2+ a*xv2+ p2 % (V2 — y2) ;

du2 = b+ u2 % (w2 — ¢) + p3 * (u2 — 22) ;

del2 = pl xel2 — e22 — e32;

de22 = el2 + p2 x €22 4+ a * €22 ;

de32 =p3*xe32 —cxed2 +w2xu2 —x2 % 22;
x3=uz(k—1)+ h*dx2/2;

y3=y(k—1)+ hx*xdy2/2;

23=2(k—1)+ h*xdz2/2;

w3 =w(k —1)+ h*xdw2/2;

v3=v(k—1)+ h*dv2/2;

ud =u(k — 1)+ h*du2/2;
el3=el(k—1)+hx*del2/2;
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e23 = e2(k — 1) + h * de22/2;
e33=e3(k—1)+ h*de32/2;
dx3 = —y3 — 23;

dy3 =x3 +axy3;

dz3 =b+ 23 % (x3 —¢);

dw3 = —v3 —u3 + pl * (w3 — x3);
dv3 = w3 + a*v3 + p2 * (v3 — y3) ;
du3 = b+ u3d % (w3 — ¢) + p3 * (u3 — 23) ;

del3 = pl xel3 — e23 — e33;

de23 = el3 + p2 xe23 4+ a x e23;
de33 = p3 xe33 — cx e33 + w3 x u3 — x3 * 23 ;

x4 =x(k—1)+ h*xdz3;

yd=y(k — 1)+ h*xdy3;

24 =z(k—1)+ h=*dz3;

wd =w(k — 1)+ h* dw3;

vd =v(k — 1)+ h*dv3;

ud =u(k — 1)+ h x du3;

eld =el(k—1)+ h=*del3/2;
e24 =e2(k — 1) + hxde23/2;
e3d =e3(k — 1)+ hxde33/2;
drd = —yd — 24 ;

dyd = x4+ a *y4;

dz4d =b+ z4 % (x4 —¢);

dwd = —v4d — ud + pl x (wd — x4);
dvd = wid + axvd + p2 % (v4 — y4);
dud = b+ ud x (wd — ¢) + p3 * (ud — 24) ;

deld = pl xeld — e24 — e34;

de24 = eld + p2 x e24 + a *x €24 ;
de3d =p3xe3d —cxedd +wid xud — xd x 24 ;




Annezxe

(k) =x(k — 1)+ h* (dzl/6 + dz2/3 + dx3/3 + dz4/6) ;
y(k) =y(k— 1)+ h=* (dyl/6 + dy2/3 + dy3/3 + dy4/6) ;
2(k) =z(k—1) 4+ h=* (dz1/6 + dz2/3 + dz3/3 4+ dz4/6) ;

w(k) =w(k —1) 4+ h* (dwl/6 + dw2/3 + dw3/3 + dw4 /6) ;

v(k) =v(k —1)+ h*(dvl/6 + dv2/3 + dv3/3 + dvd/6) ;

u(k) =u(k — 1)+ h* (dul/6 + du2/3 + du3/3 + dud/6) ;
el(k) =el(k—1)4+ h= (dell/6 + del2/3 + del3/3 + del4/6);
e2(k) = e2(k — 1) + h * (de21/6 + de22/3 + de23/3 + de24/6) ;
e3(k) =e3(k — 1)+ h* (de31/6 + de32/3 + de33/3 + de34/6) ;
tps(k) = i;

end

plot(tps, , tps, w, ")

xlabel("Temps’)

ylabel(Cxy(t), xo(t))

legend("z1(t)", x2(t)")

disp('presez la touche espace pour continue’)
pause

plot(tps,y, tps,v,’1’)

ylabel('y1(t), y2(t)’)

legend("y1(t)", y2(t)")

disp(’presez la touche espace pour continue’)
pause

plot(tps, z, tps, u,’r’")

xlabel("Temps’)

ylabel(’z(t), z2(t)")

legend("z1(t)', 22(t))

disp('presez la touche espace pour continue’)
pause

plot(tps, el, tps, e2, tps, e3)
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xlabel("Temps’)
ylabel(’eq (t), ea(t), e3(t)’)
legend(ey (t)', ea(t)') es(t)’)
disp('presez’)

pause
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