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Abréviations et notations

Les notations suivantes seront utilisées dans toute la mémoire :

Ensemble des nombres naturel.

Ensemble des nombres réels.

Ensemble des entiers .

L’ensemble {1,2,...,n}, pour n € N.

Tableau de Young.

Le nombre de tableaux de Young standard.

L’ensemble des tableau de Young.

factorielle :x(x +1)--+(x +n — 1) pour n € Net 2° = 1.

Factorielle :z(z —1)--- (2 —n+ 1) pour n € Net 2° = 1.
: o n!

Coefficient binomial T =B

La fonction symétrique élémentaire

La fonction symétrique compléte.

La fonction symétrique somme de puissance.

Fonctions symétriques monomiales.

Les nombres de stirling de premiére espéce signée.

Les nombres de stirling de premiére espéce non-signée.

Les nombres de stirling de deuxiéme espéce.

Le coefficient bi®nomial.

Le coefficient g-bi*nomial.

Le n-iéme nombre de Bell.
Les nombres de Lah.

Nombre g-Stirling de premiére espéce.

Nombre g-Stirling de deuxiéme espéce.
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12 Abréviations et notations
On ke Le symbole de Kronecker.
[n], g-analogue d’un entier n.
N x N Le réseau (ou plan combinatoire).
E(z) La fonction symétrique élémentaire pour eg.
H(z) La fonction symétrique compléte pour hy.
" Cocfficient multbinomial :——
oefficient multbinomial :———— .
k’l,k’z,...,kt k;‘(n—k:)'
P(n, k) = Py Le nombre de partitions de n avec exactement k parts.
P(n) L’ensemble de partitions de n.
(o) La signature de o est.
O(x) Orbite d'un élément x.
T(x) Série génératrice de toutes les partitions.
Tu(z) Série génératrice de parts distinctes.
Ty.a(x) Série génératrice de parts distinctes dans K.
Ty(x) Série génératrice des parts dans K.
E; Fonction symétrique élémentaire généralisation.
S Les nombres de Stirling associés de premiére espéce.
S() Les nombres de Stirling s-associés de premiére espéce.
Sy(n, k) Les nombres r-Stirling de premiére espéce.
ny @ . s s X
{ k} Les nombres de Stirling associés de deuxiéme espéce.
ny () o . o .
{ k’} Les nombres de Stirling s-associés de deuxiéme espéce.
n
H k” Le Nombre de Legendre-Stirling de la premiére espéce.

Le nombre de Legendre-Stirling de la deuxiéme espéce.

Les nombres de r-Stirling de deuxiéme espéce.

Les nombres de (r,s)-Stirling de deuxiéme espéce.

s-Stirling généralisés de premiére espéce.
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Introduction Générale

La combinatoire énumérative est une discipline des mathématiques qui étudie et compte
des ensembles finis. Le présent mémoire s’inscrit principalement dans ce domaine et plus
précisément on s’intéresse aux nombres de Stirling. Cess nombres apparaissent dans plusieurs
problémes combinatoires. Ils portent le nom de James Stirling, qui les a introduits au 18
siecle. On distingue deux types de nombres de Stirling, les nombres de Stirling de premiére
et deuxiéme espéces. De plus, Les nombres de Stirling de premiére espéce sont eux-mémes
divisés en deux espéces signés et non signés.

La premiére apparition des nombres de Stirling revient au livre Methodus Differentialis [63].
Ensuite, plusieurs chercheurs ont été intéressé par 1’étude des nombres de Stirling au 18
et 19° siécles. On attire Pattention au travail de Jordan sur les différences finies dont il
a fourni un compte rendu détaillé de ces nombres. Aussi, Lagrange s'intéresse aux relations
de fréquence et aux propriétés théoriques des nombres de Stirling de premiére espéce. Puis,
Laplace et Cauchy ont établie plusieurs estimations approximatives pour ces nombres. Cauchy,
Nielsen et plein d’autres chercheurs ont étudiérent plus profondément les nombres de Stirling
des différents types |20, 37, 54].

Ce mémoire est structuré en trois chapitres.

Dans le premier chapitre, on introduit quelques notions et définitions de bases qui permet
de mieux comprendre le contenu des chapitres qui suivent. On commence par donner un
apercu global sur les partitions et les permutations, ainsi que les séries et les fonctions géné-
ratrices. Les objets combinatoires liés au présent mémoire comme le diagramme de Ferrers
et le tableau de Young sont également fournis avec des exemples explicatifs. On conclut le
chapitre par I'introduction des coefficients binomiaux, bi*nomiaux et multinomiaux ainsi que
les différents types des fonctions symétriques.

Le deuxiéme chapitre est composé de deux sections. Dans la premiére, on introduit les
nombres de Stirling de premiére espéce S(n, k) avec leurs interprétations. La deuxiéme section

est consacrée aux nombres de Stirling de deuxiéme espeéce s Des propriétés élémentaires

sont présentées, ainsi que relations de récurrences, des fonctions génératrices et des formules

13



14 introduction générale

explicites. Le chapitre vient & son terme sur des liens avec d’autres nombres connus.

Le dernier chapitre présente un apercu sur certaines généralisations des nombres de Stir-
ling des deux espéces. Relations de recurrences, interprétations combinatoires et identités
pour les s-Stirling, les r-Stirling et d’autres nombres ont été abordés.

14
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Chapitre

Notions préliminaires

Introduction

objectif de ce chapitre est d’introduire les notions primordiales et essentielles pour la
suite de ce travail. On aborde quelques familles d’objets combinatoires tels, partitions,
permutations et tableaux, etc. Et citant quelques exemples explicatifs pour chaque notion.
On présente aussi le principe des tableaux de Young et quelque nombres connus a savoir les
coefficients binomiaux. On termine par la théorie des fonctions symétriques en tant que des
séries formelles invariantes sous toutes les permutations possibles. Les fonctions symétriques
monomials, élémentaires, complétes et de puissances serons abordés.

15



Chapitre 1 Notions préliminaires

1.1 Partition d’un entiers

Définition 1.1.1 [34] Une partition ou un partage de [entiers n est une suite décroissante d’ entiers \ =
(A1, Ay ooy A ) tels que,
AL> A > 2N 2> 1

Y

S a—n (L.1)

Ou les éléments i, Mg, ..., A, sont les parts de la partition .
En plus, on peut donner quelques notatons,

e \Fn :dire que A est un partage de n .

e [(A) :lalonguer de la partition \.

e P(n) : 'ensemble de partitions de n.

Txemple 1.1.1 Soitn = T alors {1,2,4} est une partitionde 7, car1 +2 + 4 = 7 et 1,2, 4 sont des parts.

P(7) = {7,61,52,43, 511,421,331, 322, 4111, 3211, 2221, 31111, 211111, 1111111}

— L'ensemble de partitions de ['entier 4 et 5 sont,

P(4) = {4,31,22,211,1111}, P(5) = {5,41,32,311,221,2111,11111}.

1.1.1 Partitions remarquables

On peut imposer des conditions supplémentaires aux partitions, de tels sorte que les parts \;
d’une partition soient,

1. Distinctes deux & deux : On notera leur nombre P(D,n). Les résultats obtenus sont,

P(D,7) =5,P(D,5) = 2, P(D,4) = 3.
2. P(n,k) : Le nombre de partitions de n avec exactement k parts (autre Pj.)
P(4,2) =2, P(4,3) =1, P(5,1) = p(5,5) =1, P(5,2) = 2.
3. Ou impaires : On notera leur nombre P(I,n), par exemple,
P(1,7) =5,P(1,5) =2,P(I,4) = 3.

Remarque 1.1.1 Pour toute partition X = (A1, Ag, ..., \g) de n, correspond de facon bijective, une suite
(my, ma, ..., my,) dentiers positifs tels que,

1l.miy+2me+ ... +n.m, =n.

‘Et on note,
__ 1m1om Mn
A=1mM2m2  pmn

avec, my, My... My, sont des multiplicités de chaque partition [34, 47].
Fxemple 1.1.2 La partition A = (8,6,5,5,1,1,1) den = 27 a pour notation multiplicative,
A = 172°304%5%6" 79819 27°.
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Chapitre 1 Notions préliminaires

1.2 Permutation
Pour plus de détails voir [11, 15, 31, 34, 35, 45, 58].

Définition 1.2.1 Soit I/ un ensemble. Une permutation de I est une bijection de I/ dans E. On note Mg [en-
semble des permutation de E.

SiE = {1,...n} = [n] on le note simplement M, . L'ensemble Mg muni de la loi de composition des
applications est un groupe, de ['élément neutre e = id, appelé groupe symétrique sur ['ensemble F. Le cardinal
de ['ensemble M,, estn!.

Notation : La notation standard (matricielle) d’une permutation place sur la premiére ligne
les éléments dans leur ordre naturel et sur la deuxiéme ligne les images correspondantes,

(0(11) 0(22) 033) . a(nn)>'

Exemple 1.2.1 Considérons [ensemble - = {1,2,3,4} et lapplication o telle que 0(1) = 2,0(2) =
4,0(3) = 1 eto(4) = 3. Lapplication o est une permutation de F,

(1 2 3 4
7= \2 41 3)
Remarque 1.2.1 — La permutation identité est la permutation 01 qui ne change pas ['ordre initial des éléments,
(1 23 ..n
T=\1 23 .. n)
— Le produit de deux permutations 0, et 0 correspond d la composition de fonctions o1 © 09,
1 23 45\(1 23 45\ (123435
25314/\3 254 1) \35 41 2)°
Définition 1.2.2 Soit o € M, et Les deux ensembles suivants,
Supp(a) = {i,0(i) # i},

Fix(o) = {i,o(i) = i},

Supp : est appelé le support de o .
Fix :est appelé le point fixe de 0.

Exemple 1.2.2 Soit la permutation,

alors,
Supp(c) = {1,2,4,6}, Fix(o) = {3,5}.

17



Chapitre 1 Notions préliminaires

Définition 1.2.3 (Ordre) Soit G' un groupe noté multiplicativement d élément neutre 0. Un élément o de G est
dit d’ordre fini s il existe un entierk > 0, tel que ™ = o7 , et on appelle ordre k.

Exemple 1.2.3 Soit la permutation,

(123456
=\4 613 2 5)
alors,
, (123456 , (123456
T \354162)7 {12345 %¢6)

Donc o est d’ordre 3.

1.2.1 Orbite d’un élément, cycles

Définition 1.2.4 Soientn € N*, 0 € M,,. Pourx € [n], Lorbite de x sous 0 est,

O(x) = {o*(z),k € Z}. (1.2)
Exemple 1.2.4 Reprenons la permutation o = (;) ; i) Z; 2 g I) Dans ['orbite de ['élément 1, on
trouve,
o(1) =5,0(c(1)) = 0(5) = 6,0%(1) = 0(6) = 3,0*(1) = 0(3) = 1.
On déduit que

O(1) = {o"(1),k € Z} = {1,0(1),0%(1),0*(1)} = {1,3,5,6} = O(3) = O(5) = O(6)
Ensuite

0(2) =2 et donc pour tout k € Z,0"(2) = 2.

Lorbite de 2 est un singleton, O(2) = {2} .
Enfin

o(4) = 7,0%(4) = 4. Lorbite de 4 (ou deT) est {4,7}.
La permutation o admet donc trois orbites : O(1) = {1,3,5,6},0(2) = {2} et O(4) = {4,7}.
Définition 1.2.5 Un cycle de [1,n] est une permutation de [n| qui admet exactement une seule orbite qui ne soit

pas réduit a un seul élément. Cette orbite est appelée le support du cycle ,ie : Supp(c) = {o(i) # i}, est la
longueur de cycle est le cardinal de son support .

(12 3 4
7=\4 2 1 3)°

est un cycle de support {1,3,4} et donc de longueur3.

Exemple 1.2.5 La permutation,

18



Chapitre 1 Notions préliminaires

RO

FIGURE 1.1 — Orbites d'une permutation.

1.2.2 Transpositions

Définition 1.2.6 On appelle transposition une permutation qui déplace seulement deux éléments (un cycle de

12345
(1 43 2 5)<24)'

Remarque 1.2.2 Toute permutation peut étre écrite comme un produit de transpositions.

longueur2).

(3305 0) - amen -

1.2.3 Signature et inversion

Définition 1.2.7 Soitn > 2 eto € M, . La signature de 0 est,

i~

i<j

convention : Sin =1, M; = {Id{l}} et on pose 5(Id{1}) =1L

Exemple 1.2.6 Soito = (1 23 4), alors

2 4 31
2—-4 2-3 2—-1 4-3 4-1 3-
e(o) = X X X X X
1-2 1-3 1-4 2-3 2-4 3

(=203 - a2 )
1-2)(1-3)1-4)(2-3)(2—-4B—4)
= 1.

Définition 1.2.8 Soitn > 2,0 € M,,. Une inversion de o est une pair (1, ) d'éléments de [1,n| telle que
i<jeto(i)>o(j).
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1 2 3 4

Exemple 1.2.7 5i0=(2 131

) , alors o a 4 inversions , les pairs {1,4},{2, 3},{2,4}, {3, 4}.

Théoréme 1.2.1 Soientn > 2,0 € S,,. Lasignature dec est :£(c) = (—1)V ot Nest le nombre d'inversions
deo .

1.2.4 Permutations paires, permutations impaires

Définition 1.2.9 Soitn > 1. Une permutation paire (resp.impaire ) est une permutation de signaturel (resp.—1).

Remarque 1.2.3 Une permutation paire (resp. impaire) est donc une permutation ayant un nombre pair (resp.
impair) d inversions ou aussi une permutation se décomposant en un produit d’'un nombre pair (resp. impair) de
transpositions.

1.3 Les Séries génératrices
Pour plus de détails voir [57].

Définition 1.3.1 La série génératrice de la suite (ay,),(n € N) est [a série formelle définie par :
o0
T(an,z) = Z apx". (1.4)
n=0

On associé une série génératrice qui contient tout l'information concernant I’énumération des
partages de la famille,

1. T(x) = i P(n)x", (toutes les partitions)
n=0
2. Ty(z) = i Py(n)x", (parts distinctes)
n=0
3. Tpalx) = i Py a(n)z", (parts distinctes dans K)
n=0
4. Ty(x) = i Py(n)z", (parts dans K)
n=0

Théoréme 1.3.1 Pour K C N, on a les fonctions génératrices,

Ti(w) = [T = Toa(w) = [ (1 + %),

keK keK
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Preuve. Soit K = {ki, ko, ...} alors,

1)

1
[[ == +ah e ) +ah o v,

keK
— E ik pnoks 7

Zni<00

n>0
Ici les ™% signifie qu’on a pris n; fois une part de taille k;.

2) On montre la deuxiéme formule de fagon similaire. Dans le développement du produit

H (1+ :L‘k), on prend z* dans le facteur 1 4 z* si la part k apparait dans le partage, sinon

keK
on prend le 1. On a donc au plus une part de chacune des tailles qui apparait dans K. [ ]

Dans le cas K = N*, on trouve le résultat suivant.

Corollaire 1.3.1

Ti@) = [[ 1_—1xk Tu(w) = [ + 2.

Fonctions génératrices

Pour les gens qui sont intéressés par cette section, consultez [25].

Définition 1.3.2 Soit (A, )nen une suite de nombre réels.
e On appelle fonction génératrice ordinaire de la suite (a,,),en, la fonction

o0

Ax) = Z apx".

n=0
e On appelle fonction génératrice exponentielle de la suite (a,,)nen, la fonction
E(z) = Z an %
n=0
e On appelle fonction génératrice binomiale de la suite (ay,)nen, la fonction
= x
B(z) = ; an, (n>

Définition 1.3.3 Soit (Qpm )nmen une suite bidimensionnelle des nombres réels.
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o On appelle fonction génératricedouble ordinaire de la suite (A )n men, [a fonction

Ax) = Z Z ™ 2"

n=0 m=0

® On appelle fonction génératrice double exponentielle de (a suite (G )nmen, [a fonction

E(x) = Z Z anm%%.

n=0 m=0

1.4 Diagramme de Ferrers

Définition 1.4.1 [34] Un diagramme de Ferrer I est un ensemble de n points du plan, ayant les coordonnées
entiéres (i, 7), tels que (i,j) € F',

F={G.)) /1<) <k1<i< A}

Exemple 1.4.1 Soitn = 12, le diagramme de Ferrer de la partition \ = (5,4,2, 1) est,

FIGURE 1.2 — Diagramme de Ferrers pour A = (5,4,2,1).

Définition 14.2 (La partition conjuguée) En faisant pivoter de 180° le diagramme de Ferrers de \ de
n, autour de l'axe © = j, on obtient le diagramme de Ferrers \, appelée partition conjuguée de \. La

partition conjuguée \ a pour notation multiplicative,

Pidagreds (- PN

FExemple 1.4.2 Soit la partition \ = (5,4,2, 1) et [a partition conjuguée;\ =(4,3,2,2,1) est,

FIGURE 1.3 — Diagramme de Ferrers conjugué pour A\ = (4,3,2,2,1).
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1.5 Tableau de Young

Définition 1.5.1 [40, 50] Un tableau de Young T' (tableau standard )an éléments et de partition \ s’
écrit,
T={(j)/1<i<L1<j< A}
tel que,
1. Les éléments sont des entiers positifs distincts.
2. Chaque linge forme une suite croissant.

3. Chaque colonne forme une suite croissant.

On note Ty le tableau vide.

Exemple 1.5.1 Le tableaux de Young pourn = 9 et A = (4,2,2,1) est,

9
7 8
) 6

TABLE 1.1 — Tableau de Young standard.

Définition 1.5.2 [40, 50] Un tableau de Young ( semi-standard) est un diagramme de Young dont chaque
case contient un entier compris entre 1 etn + 1 a condition que,

1. Les nombres inscrits dans les cases croissent de gauche a droite,
2. Les nombres inscrits dans les cases strictement croissent de bas en haut.

Pour une partition \ on notera Y (\) [ensemble des tableaux de Young de forme \.

Exemple 1.5.2 Tableau de Young semi-standard pourn = 9 et A = (4,2,2,1) sont :

Formule d’équerres

La formule des équerres est une formule qui permet de calculer le nombre de tableaux de
Young standard de A, due a Frame et al [27]. L’équerre H;; est défini par les cellules se
trouvant a la droite de (7, j) sur la ligne i et au-dessus de (7, j) sur la colonne j et la cellule
(i,7) elle-méme. 'équerre correspondant est,

Hij = {(6,5)} U0 > g} 0{{@, )i > i}),

ou h;; = |H; ;| la longueur de I'équerre partant de la cellule (z, 7).
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8
7 )
3 6

TABLE 1.2 — Tableau de Young semi-standard.

Exemple 1.5.3 L'équerre partant de ['étoile est de longueur4d , on a donchg 1 = 4.

||

Théoréme 1.5.1 (Formule des équerres) Soientn € N et \ une partition den. Alors on a la formule suivante qui
calcule le nombre de tableaux de Young standard de forme \,

fre— (1.5)

ol le produit porte sur toutes les cases du tableau de Younyg de forme \.

Exemple 1.5.4 Pour le partage (2,2,1) -5, 0ona

f(2,2,1) _ 5!

B - 2,2,1).
Ix3x2x1x1 5 tableaux standards de la forme (2,2, 1)

Le lecteur est invité a consulter [43, 59].

1.6 Coefficients binomiaux

Pour plus de détails voir [66].

n
Définition 1.6.1 Soitn,k € N et k < n. On appelle coefficient binomial le nombre noté ( k‘) qui égale au

nombre de sous ensemble a k éléments d'un ensemble den éléments.
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5| 5| 4
3 4 2 4 3 5
1 1 1

2.
5
3

FIGURE 1.4 — Tous les tableaux standards de forme (2,2, 1).

3
2 5
14\

/. n
1. Evidement : (k’) =051 K <0 ou siK>n,

(D - kl(nn—lk)' (1.6)

Exemple 1.6.1 Les sous ensembles a deux élément de ['ensemble {1,2, 3} sont :

2. Siau contrairek € [0,n], ona

(1,2}, 11,3}, {2, 3}. Donc (;’) _3

Proposition 1.6.1 Pourn,k € N aveck < n,ona

()= ("0
b=+

La relation de récurrence nous permet de placer les valeurs des coefficients binomiaux dans un tableau de forme

1. Larelation de la symétrie,

2. Larelation de récurrence,

triangulaire, on obtient le triangle de Pascale standard.

1.6.1 Formule du bindme de Newton

Théoréme 1.6.1 Soienta,b € R etn un entier positif alors,

(a+b)" = Xn: (Z) a" Rk

k=0

Autrement dit,

n __ n ni0 n n—171 n n—k1k n Orn
(a+b)(0>ab+(1)a b" + +(k)a b + —l—(n)ab.
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n\k{0 1 2 3 4 5 6 7 8 9
0 1
1 11
2 1 21
3 1 3 3 1
4 146 4 1
5 1 5 10 10 5 1
6 1 6 15 20 15 6 1
7 1 721 35, 35 21 7 1
8 1 8 28 56 70 56 28 8 1
9 1 9 36 84 126 126 84 36 9 1

TABLE 1.3 — Triangle numérique.

Exemple 1.6.2 1. Pourn = 3 on écrit la formule comme suit,

(a+0b)* = a® + 3ab + 3ab® + b°.

oy (1)

k=0

2. Sia=1etb=1 on trouve,

1.7 Coeflicients multinomiaux

Définition 1.7.1 Soientn € N, et ky, ko, .

multinomial ( k. ko ’T‘L‘

sous ensembles S1, So, . .

ke € N, tel queky + ko + ... + k. = n. Le coefficient
I ) est le nombre de partitions ordonnées d’un ensemble de taille n ent, dont les

R

., St de tailles respectives k1, ks, . .

n B n!
ki ko, - k) Ekilkol. . kU

1.7.1 Formule du multindbme de Newton

., ki, dont la formule explicite est donnée par,

(1.7)

Les coefficients La relation (1.7) apparaissent dans le développement (x; + xo + ... + ;)"
comme suit,

n

n k k k

(X1 4+ 204+ +2)" = E (k I k>x117x227...,xtt.
ki +hofo hg=n N 102 P

1.8 Les coefficients bi’nomiaux

Les coefficients bi®nomiaux sont une extension naturelle des coefficients binomiaux classiques.
Ils sont définis comme suit :
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Soient s > 1 et n > 0 deux entiers, pour un entier k = {0,1,--- , sn}, le coefficient bi*nomial

n
( k) est définie comme étant le k-iéme coefficient dans le développement,
S

(1+x+x2+~~~+x5)r22<Z>sxk, (1.8)

k>0

avec (Z) = (Z) , ( (Z) étant les coefficients binomiaux classiques )
1

et Z =0 pour k > sn ou k < 0.

S
Une expression via les coefficients binomiaux classiques donnée par,

()2 G600 19

Comme propriétés déja bien établies, on a la relation de symétrie,

(0, (")

la relation de récurrence longitudinale,

(Z):Z <l?—_;b) (1.11)

et la relation de récurrence diagonale,

@S B mZ (Z) (k N m) (1.12)

Ces coefficients, comme c’est le cas pour les coefficients binomiaux classiques, vérifient via
(1.11) un équivalent du triangle de Pascal : le "s-triangle de Pascal" ou" triangle de Pascal
généralisé ", voir la table (1.4) ci-dessous pour une illustration. pour les premiéres valeurs de
ces s-triangles, on peut consulter I'encyclopédie des suites numériques de SOLONE [28] sous
A027907 pour s = 2, sous A008287 pour s = 3, sous A035343 pour s = 4.

Comme illustration de la relation de récurrence, nous donnons les triangles des coefficients
binomiaux et trinomaux,

\k|0O 12 3 4 5
1
3 2 1

6 7 6 3 1
10 16 19 16 10 4 1
15 30 45 51 45 30 15 5 1

Uk W N~ O3
= = = O
U i W N~

TABLE 1.4 — Triangle des coefficients du binomiaux (Z) :
2
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n\kl0O 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12
0 1

1 111 1

2 123 4 3 2 1

3 1 36 10 12 12 10 6 3 1

4 1 4 10 20 31 40 44 40 31 20 10 4 1

TABLE 1.5 — Triangle du coefficient trinomaux (Z) :
3

1.8.1 Interprétation combinatoire

Bondarenko [12| a donné une interprétation combinatoire des coeflicients bi*nomiaux
b

e

( comme étant le nombre de maniéres de distribuer ”k” boules dans ”n” urnes de sorte

k

S
que chaque urne contienne au plus ”s” boules.

Cet argument combinatoire, permet d’établir la relation suivante,
n n
(k) = > ( ) . (1.13)
s N1+ 2n9 4 t-sns =k ny,Noy, -+ ,Ng, M — N1 — +++ — Ty

Belbachir et al [6] ont donné le théoréme de De Moivre suivant qui établit une expression
mono-sommatoire des coefficients bi’nomiaux.

Théoréme 1.8.1 L'identité suivant satisfaite

k

(Z): (il)(_l)j(?) (k—j(s;_l);rn—l) L1

J=0

Cette relation explicite est importante, au sens ou elle permet d’exprimer les coefficients
bi*nomiaux avec un unique symbole de sommation, contrairement aux relation (1.9) et (1.13).
En 1711, De Moivre ( voir [51] ou [52]) avait déja exprimé l'expression de droite de 'identité
(1.14) pour établir I'interprétation combinatoire donnée par Bondarendo [12].

1.8.2 Coefficients g-bi*nomiaux

Définition 1.8.1 — Soitn € N, on définit son q-analogue [n], comme un polynéme en q,

1— "
[n]q=1+q+q2+-~'+qn_1= q‘
I—gq
— ‘Ensuite, le q-factoriel est définit de maniére naturel comme,
[”}q! = [n]q[n - 1]61 T [2]11[1](1'

Remarque 1.8.1 On note que siq = 1 alors,

nhi=1+14---+1=mn,
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Définition 1.8.2 Un polyndme ay(q) est dit étre un q-analogue d’un entier ay, siag(1) = ay.

Définition 1.8.3 [65, 66] Pourp = {0, ..., s}, on définit les coefficients q-bi® nomiaux par,
[Z} ») = Z qzi;f(nfjl)jH*l*Z?;slfp Jit1 {n} [jl} . [js'l} 7 (1.15)
J1tetgs=k Jil L2 Js

n1®)
Avec [k} = 0 pourk > sn.

S

On a ainsi

n71(0) NV n jl] {js_ll
— =i (n=gdi
[/{:L Z 1 {]&] [12 Js |’

j1+"'+js:k

n (1) s—1/ .\ s n j1:| |:j _1:|
— 2imi (n=j0)dit1—Js S
[/{:L Z 1 []J L2 Js |’

Jit+is=k

n:| (S) Zsfl(n_‘j ) . _2571 . n ]1 jé?*l
— q&i=1 1)J+1 1=0 Ji+1 ) ] e ] .
[k s Z Ji] LJ2 Js

P Rl memaniin est le coefficient g-binomial.

O“[ [ — KJ1[k]!
Notons que [Z} # 0, pour uniquement k = {0,---  sn}, et que

(»)

n1®)
[ k} = 0,0 (Symbole de Kronecker ).

Comme propriétés déja bien établies, il y a les relation de symétrie et la récurrence
fondamentale,

[n](p) ZQ(s—p)n—k[ n ]Sp,p?é() et [Z](O) = [ " }(0)7

kls sn —k s sn—kj|,

S

n e X n—17"m : n—17™
— m(n—1) n(s—p)—m )
|:k:|s mz:oq {k—m} * Z 1 {k—m}

S m=s—p+1 s

Belbachir et Benmezai [5| ont proposé une autre variante du g-analogue des coefficients
bi*nomiaux comme suit,

RN 1 A e

n n )
avec [ ] = q(g) [ ] (les coefficients g-binomiaux) et a = oot avec i = —1.
1
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1.9 Chemins de réseau N x N

plus détails voir [11]

Définition 1.9.1 Le plan combinatoire (ou réseau) N X N est ['ensemble des points a coordonnées entiéres positives
(ou nulles) du plan cartésien, comme illustré dans la Figure 1.5.

(0,0)

FIGURE 1.5 — Le réseau N x N.

Les coefficients binomiaux Z est le nombre de chemins dans un réseau N X N allant de (0,0) a (n — k, k),

constitués de k pas verticaux et de (n — k) pas horizontaux.

Définition 1.9.2 Un chemin y dans le réseau N X N est une suite,

Y= (pOapla tee >pn)7

de points p; = (x;,y;) dans N X N avec,
PHU= pi+(0,1),
pour0 <4 < ¢ — 1. Le point pg est la source du chemin, et le point p,, est son but.

On dénote simplement par py, ,, [ensemble des chemins de but p = (k,n) et de source (0,0). On dit que le
chemin est de longueur n.. Autrement dit, il est constitué den pas, chacun allant du point p; au point p;y ;.
® Sipiy1 = pi + (1,0) on dit qu'on a un pas horizontal.
® Sipi1 = pi + (0, 1) on dit qu'on a un pas vertical.

Exemple 1.9.1 La Figure suivante donne [illustration d’un chemin de longueur 10 allant de (0,0) a (7, 3).
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(0:0)

FIGURE 1.6 — Un chemin allant de (0,0) a (7, 3).

1.10 Fonction Symétrique

Soient X = {x1, 29, x3, ...} un ensemble dénombrable et Z[z, xo, . . .| anneau des polynémes,
a coefficients entiers, en les variables x1, zo, . ... Le groupe symétrique & x des permutations
de X agit de fagon naturelle sur 'anneau Z[xy,zo,...]. Les polyndmes invariants par per-
mutation des variables sont dites symétrigues et Z[x1, x,...]®¥ le sous-anneau des polynomes
symétriques.
Définition 1.10.1 [14] Une fonction f(x1,...,x,) an variables est symétrique si pour toute permutation o
de [ensemble d'indices {1, ..., n}, [‘égalité suivante est vérifiée,

f(:li‘l, To, ... ,:L‘n) = f(:l:'(,(l), :Eg(g), Ce ,$g(n)>. (1.16)

Exemple 1.10.1  La fonction f(x1,29) = 232 + 21| est symétrique, car
f(wg, 1) = 3wy + 2w = (w1, 29).

e La fonction h(xq,x9) = ZL’%%Q + ToX1, n'est pas symétrique car,
h([L’Q, LL’1> = ToX1 + T1T2 7£ h(l‘l,xg).

1.10.1 Symétrisation

Sur un corps caractéristique, la symétrisation est la sommation d’une fonction sur toutes
)
les permutations possibles de variables, pondérée par n!. C’est I’expression,

1
Sf(wr, o wn) = — > F(@oq)s - Tam)- (1.17)

’ O'ESn

Par construction, la fonction X f est symétrique. L’opérateur de symétrisation ¥ est une
projection de I'espace des fonctions sur le sous-espace des fonctions symétriques.

Proposition 1.10.1 Lorsque les fonctions sont a valeurs réelles ou complexes, les fonctions symétriques forment
une sous-algébre de ['algébre des fonctions d n variables, c’est-d-dire
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1. La somme de deux fonctions symétriques est encore une fonction symétrique.
2. Le produit de deux fonctions symétriques est encore une fonction symétrique.
3. Toute fonction rationnelle symétrique (sur un corps commutatif) est le quotient de deux polyndmes symétriques.

Remarque 1.10.1 [22, 47] Pour vérifier qu'une fonction est symétrique, il n'est pas nécessaire de tester qu ‘elle est
invariante pour chacune des n! permutations de ses arguments. Il suffit de choisir un ensemble de permutations
qui engendre le groupe symétrique.

1.10.2 Echanges de deux variables

Comme toute permutation est une composée de transpositions de la forme (i, j), une
fonction est symétrique dés qu’elle reste inchangée par ’échange de deux variables arbitraires
x; et x;, donc lorsque f(..., 2, ..., x5, ...) = f(...,zj,...,2;...) pour tout 4,5 € {1,...,n}
avec i < j. Ceci réduit le nombre de permutations a tester a n?.

1.10.3 Echanges de variables consécutives

Comme toute transposition s’exprime aussi comme une composée de transpositions de
valeurs consécutives de la forme (7,7 + 1), il suffit de considérer des variables consécutives x;
et z;41. Pour la symétrie, il suffit que les n—1 égalités f (..., z;, xit1,...) = f(o. ., Tig1, Tiy .- )
valent pour i = {1,...,n — 1}.

1.10.4 Echanges avec une variable fixée

On peut aussi bien considérer les transpositions de la forme (1,4). Une fonction est alors
symétrique lorsque 'on peut échanger la premiére et la ¢™¢ variable sans changer la va-
leur de la fonction, en d’autres termes, lorsque f(z1,...,2;,...) = f(x;,...,x1,...) pour
i=1{2,...,n}. A la place de la premiére variable, on peut choisir toute autre variable.

1.10.5 Critére minimal

Un ensemble générateur du groupe symétrique S,, est formé des deux permutations
(1,2,...,n) et (1,2). Il suffit donc, pour qu'une fonction soit symétrique, qu’elle vérifie seule-
ment les deux égalités f(xq1, 2o, ..., 2n) = f(za, ..., Tn,x1) €t f(21,29,...,2,) = f(22, 21, ..., 2Tp).
La paire formée de (1,2,...,n) et (1,2) peut aussi étre remplacée par n’'importe quelle per-
mutation circulaire et toute transposition d’éléments consécutifs dans ce cycle.

1.10.6 Fonctions symétriques monomiales

Définition 1.10.2 [18]Soith = (A1, Ag, ..., A\ ) une partition de'm . La fonction symétrique mondmiale corres-
pondante est :

m(n) =mx(ay, az, ..., a,) = Z aptag’ a;\k’“,

o1 [a somme est pour toutes les permutations distinctes des entrées de la partition.
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Exemple 1.10.2 Pourn =4, ona

mi(4) = ai+ax+az+as, minn(4) =0,

3
—
—
—

e~

I

102 + a1a3 + a1y + a2a3 + G204 + G304,

my(4) = a4+ a5+ a3+ aj.

Proposition 1.10.2 Pour tout k > 0, L'ensemble {my | A\ = k} des fonctions symétriques monomiales est une
base de Z,. En plus dimZy, = P(k), le nombre de partitions de k.

1.10.7 Fonction symétriques élémentaires

Définition 1.10.3 [14] La fonction symétrique élémentaire est la somme de tous les produits de n variables dis-
tinctes a; donnée par la formule,

ex(n) = eg(ar, ag, ..., a,) = Z a; iy - a;,, 0< k< n. (1.18)

11 <@g < <ip<n

Avec :eg(n) =1, etex(n) =0sik >nouk < 0.

ex(n) est donc la somme de tous les produits distincts qu'on peut former on prenant au plus une fois chaque

objet ; c'est un polyndme formé de (Z) mondme de degrén.

Pour toute partition \ = (A1, Mg, ..., A\i,) d’in entier positif, on définit
ex(n) parex(n) = ey (n)ex,(n)...en (n)

Si\ s’écrit sous la forme multiplicative \ = 1" 22 .., alors

ex(n) =€ (n)es?(n)...

Exemnple 1.10.3 Pour une équation de degré 4 (n = 4 ; racines : a1 , a2 , a3 et ay) on écrit,

6()(4) = ]-7

e1(4) = a1+ ag+as+ ay,

62(4) = Q109 + aias + a10y4 + ao0s3 + Aoy + aszay,
63(4) = a1G203 + Q10204 + Q10304 + A20304.

63(4) = Qa1G2a3Q4.

Chaque mondme de la fonction e3(4) = ajasas + a1a2a4 + a1azay + asasay peut étre représentée dans la
premiére colonne de chaque tableau de Young comme suite,

1 1 1 2

2 2 3 3

3 4 4 4
as3aoa1 a,a2a1 asa3ay a4a3as
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Cas particulier : On peut montrer d’une autre fagon qu’une fonction symétrique est élémentaire,
s’il est possible de ’écrire sous la forme d’'un polyndéme de degré n, c’est a dire

(@ —ay)(a—ay)..(a—a,) =0
a mn racines réelles ou complexes aq, as, ...a,. Si on développe le membre de gauche, on trouve
2"+ ez Y 4 er D oegn) 44 (=), =0

ou ¢; sont des polyndmes en fonction des a; qui représentent des fonctions symétriques élé-
mentaires.

Proposition 1.10.3 [53] Les fonctions symétriques élémentaires peuvent également se définir comme les coeffi-
cients du développement en série formelle,

E(z) = iekzk = ﬁ(l + a;2),
k=0 i=1

avec ek(al, ag, ..., an) s’annule pourk > n.

Preuve. On a,

(n) _ _
ey =eglar,ag,...,a,) = E iy iy -+ Gy, O

11 <2< <ip<n

/N
>
/N
S

avec 6}(:) =0sik>n

Montrons que

Pour n=2,ona

2
H(l +a;z) = (1+a12)(1 + asz),
i=1

=1+ (a; + az)z + ajas2?,

=ep+ €12 + e22,
2
= Zekzk.
k=0

Supposons que la propriété est vraie pour n,

n n

Zekzk = H(l + a;2),

k=0 i=1
et montrons que la propriété est vraie pour n + 1,

n+1 n+1

k
g ez = H(l—I—aiz),
k=0 i=1
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n+1

n

[T+ aiz) = ]+ an2)(1 + anir2),

i=1

=1
n

= (3 )1+ anpnz),

k=0

n n

k k1

= E erz” + api1 E epz”t
k=0 =

n+1

= E erz’ + ani E er_12",

n+1

= E erz” 4+ ani E er_12",

_ Z o
k=0

= Z( v an+1€1(cnt1))2ka

(n+1)
P + ant1 E ek 1 ) oF
k>0

k>0

n+1
= >,

C.QFD

Proposition 1.10.4 [23] Soit ey, (n) une fonction symétrique élémentaire alors on a,

1. ex(n+1) = aprrex—1(n) + ex(n).
1)

2. ex(n) = apegp_1(n—

Preuve.
1. On a (i < 1),

an+1€;(€n_)1 + €§€n) = Gpp1(

- 3

i tiot-Fin=k—1

>

i1 tigtin+l=k—14+1=k

- 5

i1+ttt Finr1=k

2.

il+i2+"'+in:k_1

+Cln,1€k,1(n — 2) +- 1t an,iek,l(n —1— 1) +--- +6Lk6k,1<k —

1).

i1 19 [ i1 19 7
atay - -a;) + E ay Gy -~y
i1 o in i1 g in 0
Ay Gy - Ay an+1 + § Ay Qg+ Qpy Qs
i1+ig+Fin=k
11 12 in 1 i1 19 in 0
Ay Qg ** - Q' Gy g + § Ay Qg =Gy Gy gy
i1 +iz+-+in+0=k
i1 19 in o Ind1
ay Gy Ay Ay,
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2. On a,
61(:) = ane,gn__ll) + e,gn_l),
= ane,(gn__ll) + an_le,g:z) + 6272,

_ (n—1) (n—2) (n=3) -3
= an€y_; +an_16;_1" +apep_ +ep 7,

= 4"+ 16l F a0 P " el

1.10.8 Fonctions symétriques complétes

Définition 1.10.4 [14] On appelle k™ fonctions symétriques complétes hy(ay, ay, ..., ay) la fonction définie
par,

hi(n) = hi(ar, ag, - -+ ,a,) = E atay ---a;",
i1+i2+"‘+i7L:k
avec : 1,19, ...,0, = 0,et0 < k < n.
hi.(n) est donc la somme de tous les produits distincts qu'on peut former en prenant chaque objet autant de fois

k+n-—1

qu’on veut, ¢’est un polyndme formé de ( I

) monomes de degré n.

Pour toute partition A = (A1, A9, ...\x) d’un entier positif, on définit hy(n) par,

ha(n) = hy, (n)ha,(n)...hy, (n).
si A\ s’écrit sous la forme multiplicative A = 17"27"..., alors
hx(n) = A" (n)hy?(n)...
Exemple 1.10.4 Pour une équation de degré 3 (n = 3 ; racines a,, as, as)on a,
h = 1,
h{’ a1 + az + as,

)
B = @+ a+ a4 aras + aras + asas,
)

3 3 3 3 2 2 2 2 2 2
hé aj + ay + a3 + ajas + ajas + aza; + azas + aza; + azaz + ajazas,

. . 3 , Lo
Chagque mondme de la fonction hg ) = a% + ag + a§ + aiay + ayas + agas peut étre représentée dans la
premiére ligne de chaque tableau de Young comme suite,

2 3 3 1 2 3
1 1 2 1 2 3
a1G2 aias Q903 a? a% a§
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Proposition 1.10.5 [23] Soit hy,(n) une fonction symétrique compléte, alors on a,
1. hiy(n+1) = apyrhg—1(n + 1) + hy(n).
2. hi(n+1) =af | +alihi(n) + a3 ha(n) + - + anprhi—1(n) + hi(n).
3. hi(n) = aphk—1(n)+an_1hg_1(n—1)4a,_2hx_1(n—2)+an_shp_1(n—3)+- - -+arhp_1(1).

Preuve.
1. On a,
(n+1) i1 in - tnd1 i1 7
an—Hh + h = an+1( ay - an”a;+1) + ay -y,
t1tig+ - Finp1=k—1 i1ttt Finy1=k
_ i1 in o Indl i1 in 0
- § : ay - annanJrl (p41 + § : ay --- anna’n+17
i1+ig+Fint1=k—1 i1tig+Finy1=k
. i1 in  int1+1 o 400
= E ap -0y Gpyy  + E Ay« 'y,
i1+ig+Fintint1+1=k—1+1=k i1+ig+-+in+0=k
- 1 in int1t+1 1 in 0
- § , ap - annan+1 + § : ap - annan—‘rl?
i1tig+eFin+(int1+1)=k i14ig+-+in+0=FK

On a i,41 > 0, alors i,41 > 1, supposons 4, = i,41 + 1V 0 alors 77, > 0.

Donc 1
C%erthrl + hz(gn) = Z all - affannflﬁ = hy, (n+1).
i1+ig+-Fintiy, =k
2. On a,
hlgn+1) _ n+1h n+1 + hk ’
= an+1(an+1h nH ) + hk 1) + hk ,
= an-l—lh vy + Qp41 h 1 + hk ,
= an-i—lh’ n+1 + an_:,_lh g T Canrlh 2t h(n)

= al b + :z+11h(n -1y T T @%by + ana b0 <

=y, + afw&h ﬁﬁh(n a1l 0 ana b+ R
m

Proposition 1.10.6 [53] On peut également définir les k™™ fonctions symétriques complétes comme les coefficients
du développment en série formelle,

1
Z th H —1 — aiz) .

k>0 z>1
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Preuve. |
hk(n) :hk(afl,(lQ,“' ,a/n) o Z aila;Q,,.a:ln’
Pour n =2, on a
> hi(2)2" = ho(2) + 7 (2)z + ha(2)2” + - -
k>0
=1+ (a1 +az)z+ (a +aray +a3)z* +---
=(1+az+a22? +-- )1 +agz+a2z>+---),

= (D _(a2)")()_(a22)"),

k>0 k>0
B 1
(1= a12)(1 — agz2)’

|
B H (1 —a;2)

Supposons que la propriété est vraie pour n,

th(n H (1—a;z)’

k>0 1=

—_

et montrons que la propriété est vraie pour n + 1,

n+1 1
hu( 1)z" = —_
Z (n+ 1) rI(l—a,z)7
k>0 =1
On a,
hi(n+1) = ani1hg_1(n+ 1) + hg(n).
Donc,

D hi(n+1)2F = (ansrhpoa(n+ 1) + hy(n)) 2,

k>0 k>0

= Upt1 Z hi_1(n +1)2F + Z hy(n) 2,

E>0 k>0

= Qpi12 Z hp(n +1)2% + Z hy(n)z¥,

k>0 k>0
n—+1

:anHzl—[l—aZ —|—H1—a2 ,

i=1
ani12+ (1 — apgq12)
H?:Jrll(l - aiz) ’
B 1
H?:Jql(l - aiz).
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1.10.9 Fonctions symétriques sommes de puissances

Définition 1.10.5 [18]Soit k € N on appelle fonction symétrique somme de puissance py,(n), la fonction définie

par
pk(n) = pr(as, aq, ..., a,) = Z a¥ = my(n),
o1l la somme est pour toutes les permutations distinctes des entrées de la partition. Pour toute partition X =
(A1, Agy .oy Ag) d'un entier positif, on définit,
pa(n) = px (R)pry(n) - - pa(n),
si\ s'écrit sous la forme multiplicative \ = 1"2™2 - . ., alors
pa(n) = px ()pa; (n) - - pa (n).

Proposition 1.10.7 [23] La série génératrice de la fonction symétrique p(n) est,

1.
H'(z)
_ k=1 _
P(z) = Zpk(n)z =)
E>1
2. De plus, on a
E'(z)
P(—z) =
(—2) F(2)
Preuve.
1. On a,
P = S p) = Sl = Y et = Y Y e
k>1 k>1 i>1 i>1 k>1 i>1 k>1
a; d 1 d 1 d 1
e ¢ = _1 - 1 - _]'
Zl—ait — dt Ogl—ait dtz Ogl—ait dt Ong—ait’
1>1 1>1 1>1 1>1
d
= E lOg H(Z),
_ H'(?)
- H(z)'

2. Et on a aussi,

P(—z) =Y k> 1pg(n)(—2)F " = Z N Z % log(1 — a;t)
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1.10.10 Relations entre les fonctions symétriques

Les liens entre les fonctions symétriques élémentaires, complétes, et somme de puissance sont
donnés par la proposition suivante.

Proposition 1.10.8 (Formules de Newton). Soit k € N*, on a
n
1. nhn = Zpkhn—k
k=1

n

2. ne, = Z(-l)nilpken,k.

k=1
3. Pn = Z kekhn—k = Z(—l)n_kkhken_k.
k=1 k=1

1.10.11 Quelques propriétés sur les fonctions symétriques

Définition 1.10.6 [13] On appelle alphabet tout ensemble de caractére fini.

Remarque 1.10.2 [17] On a,

60(0,17612, T 7a’n) - 17
et

ho(ar,as,--- ,a,) = 1.
par convention , pourk < 0, on g,

60((11,@2, ce ,an) =0,
et

ho(al, A2, 7%) = 0.

Proposition 1.10.9 [34] Soit E(z) et H(z) les fonctions symétriques élémentaires et complétes respectivement
alors,

Preuve. On a,

alors
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et comme

on obtient donc

41



Chapitre

Nombres de Stirling

Introduction

n présente dans ce chapitre les définitions des nombres de Stirling de premiére espéce et
de deuxiéme espéce et leurs analogues, ainsi les nombres de Lah et de Bell. On y présente
leurs relations de récurrences et interprétations combinatoires, leurs fonctions génératrices,
ainsi que leurs formes explicites. Et citons quelques exemples explicatifs pour chaque notion.

Pour tout n € N, on note les polyndémes en x de la factorielle décroissante et croissante
x™ et " définis respectivement par,

t=x(r—1)(x—2)...(r —n+1),

" =z(x+1)(z+2)...(r+n-1),

avec les conventions naturelles : 22 = 2° = 1.

Il est évident que 'on a pour tout n € N,
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Chapitre 2 Nombre de Stirling

2.1 Nombre de Stirling de premiére espéce

Des informations supplémentaires sur le sujet peuvent étre énoncées dans [41, 28, 63].

Définition 2.1.1 Les nombres de Stirling de premiére espéce (signés et non-signés).
® Les nombres de Stirling de premiére espéce signés s(n, k) sont les coefficients du développement de [a facto-
rielle décroissante (x),, ou (x)™, écrit sous la forme

(@) = (x)" = s(n,k)z". (2.1)

k=0

< n . ,
® Les nombres de Stirling de premiére espéce non-signés [ k} sont les coefficients du développement de la

factorielle croissante (x)™ ou ()", écrit sous la forme

(2)" = ()7 = m 2", (2.2)

Remarque 2.1.1 I est evident que,
[s(n ) |= |7
) k *
Exemple 2.1.1 (1) = 2(x — 1)(z — 2) = 2° — 32% + 2z, Loil
5(3,0) =0, s(3,1) =2, s(3,2)=-3, s(3,3) =1
Proposition 2.1.1 Les nombres de Stirling de premiére espéce signés et non-signés sont liés par la relation suivante,
s(n, k) = (=1)""*S(n, k).

Proposition 2.1.2 Pour toutn € N* ,ona
1. s(n,0) =0ets(n,n) =1,
2. 8(n,1) = (=1)"'(n-1),

n

3.3 (=1)Fs(n,k) = (=1)"n,

5. [k] < n! pourtoutk € Nk <n,

6. s(n,n—1) = (—1)“(7;),
7. s(n,n—2) — 3”4_ ! (Z)

8. s(n,n—3) = _(Z) (Z)
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Preuve. Soit n € N* fixé.

1. Les nombres s(n,0) et s(n,n) sont respectivement les coefficients de 22 et de 2™ dans
le développement du polynome

*n=x(x—-1)---(r —n+1).

Il est bien clair que ces coefficients sont respectivement 0 et 1, comme il fallait le
prouver.

2. Le nombre s(n, 1) est par définition le coefficient de x dans le développement du poly-
nome
t=x(x—1)--(r—n+1).
Ce qui est aussi le coefficient constant du polynéme (z — 1)(x —2)--- (z — n + 1).
Ce coefficient est simplement la valeur de ce dernier polynéme en 0 , c’est donc égale
a(=1)(=2)--(-n+1) = (=1)"(n—1)! Dot s(n,1) = (=1)" ! (n — 1)!, comme il
fallait le prouver .

3. L’identité (3) résulte simplement de la substitution de z par (—1) dans l'identité poly-
nomiale de la Proposition 2.1.1 tout en remarquant que,

(1) = (-1)(=2) (=) = (=1)"n.

4. En multipliant les deux membres de I'identité (3) par (—1)", on obtient
> (1) s(n, k) = nl.
k=1

n+k (

Mais puisque le signe de chaque nombre s(n, k) (1 < k < n) est (—1) en vertu de

la Proposition 2.1.1, on a pour tout k € {1,--- ,n},
(=1 s, k) = |,

et I'on conclut enfin que,
n

(1)

k=1
comme il fallait le prouver.
5. L’estimation (5) est une conséquence immédiate de (4). La proposition est démontrée.

[ |
Il existe d’autres identités, comme

s(n,2) = (—=1)"(n — 1)! H,_1,

sn,3) = (-1 o

ou H,, est le nombre harmonique tel que : H,
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Proposition 2.1.3 Les nombres de Stirling de premiére espéce sont des spécialisations de la fonction symétrique
¢lementaire,

m}:ewﬂLZ”wn—l) (2.3)

Preuve. On a

Il
D
i
ol
—~
\_O
\')—‘
3

|
E
~
8
o Bl

Par identification on trouve,

2.1.1 Relations de récurrence

Soit n,k € N*. Les nombres de Stirling de premiére espéce signés et non-signés vérifient la
relation de récurrence triangulaire d’ordre deux,

s(n+1,k)=s(n,k—1)—ns(n, k), 1<k<n-1, (2.4)

{n}:l}:[kﬁl}ﬂ[n}, k1 (25)

avec [g] = 00, OU 0 est le symbole de Kronecker. et pour n # 0 [Z] = 0 lorsque k ¢ [n].

Chacune des deux relations de récurrence peut se déduire de 'autre. De plus, la premiére
découle de la relation de récurrence des factorielles décroissantes et des factorielles croissantes,

(@)nir = 2(2)n = (0)(2)n, (2.6)

(2)™" = a(2)" + (n) ()" (2.7)

Preuve. Soit n € N* fixé. On a d’une part,

n+1 n
L = Z s(n+1,k)z* = 2" + Z s(n+1,k)z",
k=0 k=1
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Car s(n+1,0) =0 et s(n+ 1,n+ 1) = 1. Et d’autre part,

" =gz 1) (x—n+1)(z —n) = (z—n)a™

k=0
=x Z s(n, k)z* —n Z s(n, k)z",
k=0 k=0
= Z s(n, k)z* — Z ns(n, k)",
k=0 k=0
n+1 n
= s(n, k —1)z% — Zns(n, k),
k=1 k=0
=" 4 Z(s(n, k—1) —ns(n, k))z",
k=1

Car s(n,0) =0 et s(n,n) = 1.
En identifiant les coefficients de 2* (k € N*, k < n) des deux expressions que 'on a trouvé

pour 2™ on aboutit a

s(n+1,k) =s(n,k —1) —ns(n, k).
qui n’est rien d’autre que (2.4).

Etant donnés n,k € N* avec k < n, l'identité (2.5) s’obtient en multipliant les deux
nembres de (2.4) par (—1)""**! et en se rappelant que le signe de s(a, b) est (—1)**" (Va,b €
N,a > b) en vertu de la Proposition 2.1.1. Ceci achéve notre démonstration. [ ]

Ils satisfont aussi une relation de récurrence verticale,

e lIG) o

i=k

En se servant de la relation de récurrente (2.5), on peut dresser les nombres de Stirling
de premiére espéce dans un triangle (infini) du méme type que le triangle arithmétique de
Pascal des coefficients binomiaux. Dans ce triangle, chaque ligne de rang n > 1 commence
par un 0 et se termine par un 1 et ses coefficients du milieu s’obtiennent par la relation de
récurrente (2.5) en fonction des coefficients de la ligne qui la précéde. Par exemple, le nombre
50 de la 5éme ligne est obtenu par la formule 6 + 4 x 11 (o les nombres 6 et 11 proviennent
de la 4éme ligne).
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n\k |0 1 2 3 4 5 6 7 8 9
0 1

1 0 1

2 0 1 1

3 0 2 3 1

4 0 6 11 6 1

5 0 24 50 35 10 1

6 0 120 274 225 85 15 1

7 0 720 1764 1624 735 175 21 1

8 0 5040 13068 13132 6769 1960 322 28 1
9 0 40320 109584 118124 67284 22449 4536 546 36 1

TABLE 2.1 — Les nombres de Stirling de premiére espéce non-signés.

n\k |0 1 2 3 4 5 6 7 8 9
0 1

1 0 1

2 0 -1 1

3 0 2 -3 1

4 0 -6 11 -6 1

d 0 24 -20 35 -10 1

6 0 -120 274 -225 85 -15 1

7 0 720 -1764 1624 -735 175 -21 1

8 0 -5040 13068 -13132 6769 -1960 322 -28 1

9 0 40320 -109584 118124 -67284 22449 -4536 546 -36 1

TABLE 2.2 — Les nombres de Stirling de premiére espéce signés.

2.1.2 Fonction génératrice

Théoreme 2.1.1 Pour toutk € N, ona

n

= T og" T
Zs(n,k)m = lg(k# (2.9)

n=~k

Preuve. On détermine de deux fagons différentes le développement (formel) de la fonction
f(z,y) = (1+x)? en série de Taylor en y. D’une part, d’apreés la formule du binéme généralisée,
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On a
—1 1)y -2
(1+a)’ =1+yz+ y<y2, )2 W 3)'(3/ ) o
o0 nxn
=D v
n=0
— Z s(n, k)y ) ok
n=0 \k=0
(o] n n k‘
_ Yy
= Z s(n, k) -
n=0 k=0
Soit

L+a)py=>" (Z (n, k)“%) y* (2.10)

k=0 \n=k

D’autre part, d’apres le développement de Taylor de la fonction exponentielle, On a

(14 2)¥ = exp{ylog(1+2)} = Z (leg(zﬁ— z) = Z l()g(k;#x)yk. (2.11)
k=0 ' k=0 '

L’identification des deux formules (2.10) et (2.11) entraine (d’aprés I'unicité du développe-
ment de Taylor) que 'on a pour tout k£ € N

- logk(1
ankizw_ (2.12)
! k!
n=k
Comme il fallait le prouver. Le théoréme est démontrée. [ ]

2.1.3 Formules explicites
Soit la forme explicites des nombres de Stirling de premiére espéce suivante,
:""”z‘“: 2k3(n—1+kz)( 2 —m )(k)jn_m+k
== ! n—m+k/\n—m-—k)\J
Ou encore, apreés simplifications,

n—m

s(n,m) = (2n = m) Z

]nm+k

k
1
(n+k)(n—m — k)(n—m—irk'z g1k —j)!

J=

(m —1)!

La formule du Théoréme 2.1.1 précédent permet d’en déduire une formule explicite tres
importante pour les nombres s(n, m).
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Théoréme 2.1.2 Pour tousn,m € N, avecn > m, ona:

a1 1
) = oyt 3L

Preuve. Soit m € N. On a

) .Z’l m
log"(1+x) = <Z(—1)l+17> :
=1

_ _ 1) @A)t 1)
> l

l1, i EN*

zz< 3 %)x

n>m \li+a+-+lm=n

L,

En comparant Le théoréme 2.1.1, nous déduisons que 'on a pour tout n e N, n > m :

n!

s(n,m) = (=1)"t"— E lily, ol € N o,
( )=(=1) ! 1552 Lily -1,
li+l2++lm=n
comme il fallait le prouver. Le théoréme est démontré. [ ]

2.1.4 Interprétation combinatoire

Le sens combinatoire des nombres de Stirling de premiére espéce est relatif a I’ensemble
des permutations d’'un ensemble fini.

Soient n € N, A = {a;, -+ ,a,} un ensemble & n éléments et o une permutation des
éléments de A (i.e, o0 € S(A) ). On considére R, la relation binaire sur A définie par,

‘v’a,beA:a?RUb<d——f>3k€N tq:b=0c"(a).

On montre alors que R, est une relation d’équivalence sur A. Une classe d’équivalence
modulo R, s’appelle « cycle relatif & o », ou simplement « o-cycle ». On obtient ainsi une
partition de A en un nombre fini de o -cycles. Pour ¢ = Id4 par exemple, les o-cycles que
I'on obtient sont :{a;},{as}, - ,{a,} (on a exactement no-cycles). Pour que tout cela soit
plus clair, étudions un exemple.

Exemple 2.1.2 Prenons A = {1,2,3,4,5,6} et o la permutation des éléments de A, donnée par
(1 2 3 45 6
7“3 54126)
La classe de [élément 1 modulo R, est cl(1) = {1,3,4} , la classe de [‘élément 2 est cl(2) = {2,5} et

la classe de ['élément 6 est cl(6) = {6} et on a ainsi trouvé toutes les classes. Les 0 -cycles de A sont donc :

{1,3,4},{2,5} et {6}, ainsi A contient exactement 3-cycles.
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Nous somme maintenant prét & donner l'interprétation combinatoire des nombres de
Stirling de premiére espéce.

Théoréme 2.1.3 Pourtoutn € N*, k € N, aveck < n. Le nombre de permutations d'un ensemble an éléments

n
qui fournissent exactement k cycles est [ k} .

Preuve. Pour tout n € N*, k € N, avec k < n, on note provisoirement par P(n, k) le nombre
de permutations d'un ensemble a n éléments qui fournissent exactement k cycles.
On montrera que ces nombres P(n, k) vérifient la relation de récurrence,

P(n+1,k)=P(n,k—1)+nP(n,k),(n € N,k <n).

Etant donnés n € N* | avec k < n, soit A1 = {a1,a9, -+ ,a,41} un ensemble a (n + 1)
éléments et o une permutation arbitraire de A,,;; fournissant exactement k cycles. Nous es-
. . N . . /
sayons de voir comment on obtient ¢ & partir d'une permutation ¢ de ’ensemble
A, ={ay, -+ ,a,}. Pour ce faire, nous raisonnons sur le dernier élément a, 1 de A, 1.

On distingue les deux cas suivants :

1. A changer o(a,11) = any1 . Ceci revient a dire que a,,; est un point fixe par o ou
encore que le o-cycle contenant a,1 est {a,41} . Dans ce cas o s’obtient comme un
prolongement d’une permutation o de A, qui fournit exactement (k — 1) cycles. Le
nombre de tels o est donc égale & P(n, k — 1).

2. Ou bien o(ap41) € {ay, -+ ,a,}. Dans ce cas, a,41 intégrera un cycle associé a une
certaine permutation o de A,, laquelle fournit exactement k cycles. Pour chaque choix
de o(a,11) (n choix possibles), on a P(n, k) choix possibles pour o .

Ainsi, le nombre de tels o est nP(n, k). En conclusion, le nombre de permutations de
A, 41 fournissant exactement k cycles est,

P(n+1,k) = P(n,k — 1)+ nP(n,k).

Nous venons de montrer que les nombres P(n, k) satisfont la méme relation de récurrence

que les nombres [Z} (cf. la relation (2.5) de la relations de récurrente), avec

P(n,0)=0= m et P(1,1)=1= m

n
On conclut par une récurrence évidente que P(n, k) = [/{} pour tous n € N* k € N(k < n).
[

2.2 Nombre de Stirling de deuxiéme espéce

voir|65]
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n
Définition 2.2.1 Les nombres de Stirling de deuxiéme espéce noté { I }, comptent le nombre de X — partitions de

[ensemble [n] .Ils apparaissent lors de ['expression du monome x™ dans la base des moments factoriels décroissants

ok,

2 = i{g}xk (2.13)

Exemple 2.2.1 L'ensemble {1,2,3,4} posséde T partitions en deux sous-ensembles non vides,

{1,2,3H4},{1,2,4}{3}, {1, 3,4}{2},
{2,341}, {1,2, }{3,4},{1,3}{2, 4},
{1,4}{2, 3}.

n
Corollaire 2.2.1 Les nombres réel { I } (n,k € N,n > k) sont tous des entiers naturels.

Proposition 2.2.1 Pour toutn € N,
n n n
1. 0 t{ } - { } — 1,
{o} “11 n
2. {n} —onl g,
2

) ()

Proposition 2.2.2 Les nombres de Stirling de deuxiéme espéces sont des spécialisations de [a fonction symétrique

compléte :

{Z} = ho (1,2, k). (2.14)

Ou

{”Zk}zhk(l,z,...,k). (2.15)

Preuve. Soit k € N, On a

00 n . k ZL‘k
;{k}x - H(Hm)’
= ihn(l,Q, k)x"z,
n=0
= ihnu,z k)R
n=0
= ihnk(l,z k)™,
n=0
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Par identification, on trouve
n
=h,_1(1,2,...,k),
{1} =t )

{”Zk}zhALz”w@.

Sionposen =n—Fk, ona
M

2.2.1 Relation de récurrence

Proposition 2.2.3 Pour toutn, k € N*, aveck <n —1,0na

n n—1 n—1
= k . 2.1
G =1 210
Preuve. Soit n € N*. On part de 'identité triviale,
n n—1

t=x-x" ",

dans laquelle on substitue z™ et ™! par leurs expressions dans la base (2%),en de R[z]. On

obtient,

n n—1 n—1
N L e R L
k=0 k=0 k=0

Comme

z- ok = (z — k)ak + kot = oFF 4 kot

il s’ensuit que

ny e _ n k+1 k
{k}x = { k (™= 4 ka¥),
k=0 k=0
S L
k=0 k k=0 k
n n—1
B n—1 & n—1 &
= {k—l}x —i—Zk{ i }x,
k=1 k=1

D’ou .
(s e e
Tt = + k v+ .
k:O{k} p k—1 k n—1

En identifiant les coefficients des z* (1 <k <n-—1) dans les deux membres de cette
derniére identité, on obtient la formule récurrente recherchée,

{Z}:{Z:1}+k{n;1}, (kefl,--,n—1}).
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La proposition est achevée.
]

En se servant de la relation récurrente (2.16), on donne le tableau des premiéres valeurs
des nombres de stirling de deuxiéme espéce .

n\k |0 1 2 3 4 > 6 7 8 9 10 11
0 1

1 0 1

2 |0 1 1

3 10 1 3 1

4 10 1 7 6 1

5 |0 1 15 25 10 1

6 |0 1 31 90 65 15 1

7 |10 1 63 301 350 140 21 1

8§ |0 1 127 966 1701 1050 266 28 1

9 10 1 255 3025 7770 6951 2646 462 36

10 |0 1 511 9330 34105 42525 22827 5880 750 45 1
11 10 1 1023 28501 145750 246730 179487 63987 11880 1155 55 1

TABLE 2.3 — Les nombres Stirling de deuxiéme espéce.

2.2.2 Formules explicites

n

Théoréme 2.2.1 Pour tout { I

} e N2, ona

(=g (e

Preuve. (Preuve combinatoire) On sait qu’il y a k" fagons de ranger n boules différentes en k
urnes différentes. Mais dans notre cas les urnes ne doivent pas étres vides. Pour corriger ce

mécanisme, on doit retirer les cas o les urnes sont vides. On a | . | fagons de choisir ¢ urnes
i

vides et (k —1)" fagons de ranger n boules sur k£ — i urnes. Maintenant, le probléme est qu’on
a retiré ¢ 4+ 1 fois les cas ol aux moins 7 + 1 urnes sont vides. Il faut donc les ajouter au fur
et & mesure a nouveau de cette fagon,

e (5o
k" + <I;> (k—2)",

93




Chapitre 2 Nombre de Stirling

k
-k )

S0 (e

- i

Finalement, on doit retirer les cas ol les urnes sont ordonnées, car pour les nombre de Stirling

de 2™ espeéce les groupes sont identiques (blocs). Alors, on obtient la formule,

(=g (e
|

De la formule du Théoréme 2.2.1 résulte deux formules explicites pour les nombres de
Stirling de deuxiéme espéce. Méme si, au niveau des calculs, ces nouvelles formules sont moins
efficaces que la précédente, elles sont trés utiles pour d’autres applications.

Corollaire 2.2.2 Pour tout (n, k) € N?, avecn > k, ona

n n! 1
= — _ 2.17
{k} k! Z . nylng! - - nyg! ( )

n1,m2, Mg E
nitng+--+ng=n

Prewve. Soit (n,k) € N?, tel que n > k. Le développement en série entiére de la fonction

(e = 1" o
T —> T en 0 s’écrit,
L k
(e"=1)% 1 "
B i DS
neN*
1 ™ "2 "k
K Z ny! Z no! Z ng! |’
n1 €N* no €N* ny EN*
B 1 Z xn1+n2+~~+nk
k! nilngl - my! |7

n1,n2, N EN*

1 1 .

n>k ni1,n2, - N EN*
nit+nz+-+ng=n

Soit

(e — 1)k 1 1 )
! _HZ 2 gl -ngl |

n>k ni,ng, ,nEEN*
ni+ng+--+ng=n

En identifiant ce développement avec celui de la formule du Théoréme 2.2.1, il en résulte
(en vertu de I'unicité du développement en série entiére d’une fonction analytique) que,

Gy _ 1 L
W N H Z nllng!--~nk!’

nyi,ng, ,nEEN*
ni+nz+--+ng=n
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D’ou la formule recherchée,

n n! 1
{k}:H 2 gl - gl (2.18)

n1,n2, - ,npENT
nit+ng+--+ng=n

Le corollaire est démontré. ]

Corollaire 2.2.3 Pour tousn, k € N, avecn > k, ona

{Z} - 3 171972 L T (2.19)

r1,ro- T EN
ri4ro4--4rry=n—=k

Preuve. Etant donné k € N, on a

(1—x)(1—;;)---(1—kx) - xk(lix) (1—1293)(1—1kx)

= Z ™. 22(220)7"2 e Z(k‘x)”“,

r1 €N ro€N Tk eN

_ 1972 Tk "1tk
= E 1272 FRy )

r1,r2--TEEN

— Z Z 171972 .. Tk xn7

n>k 1,72, TR EN
ri4ro+-4rg+k=n

=y > EPIERRNY SO [

n>k 1,72, , T EN
ritrot-trp=n—k

Cette derniére expression n’est qu'un développement en série entiére de la fonction z +—
k
x
(1—2)(1 —2x)--- (1 —kx)
méme fonction au voisinage de 0 a déja été donné par la formule du théoréme ??. L’identi-
fication des deux développements conclut (en vertu de 'unicité du développement en série
entiére d’une fonction donnée) que 'on a pour tout entier n > k,

(Mo Y e

r1,72, 0, TEEN
ritrat+-trp=n—~k

au voisinage de 0. Or un développement en série entiére de la

Qui est bien la formule recherchée. [ ]
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5
Exemple 2.2.2 Calculons { 5 } en se servant de la formule (2.19). On a

o} - e

r1,m2,r3EN
ri+ra+r3=2

102032+102131_|_102230_|_112031+112130+122030’
= 946+4+3+42+1,
= 25.

5
C'est bien le résultat qui figure dans le triangle des nombres { 5 } .

2.2.3 Séries génératrice

Proposition 2.2.4 1. La série génératrice ordinaire associée aux nombres de Stirling de deuxiéme espéce est
donnée par

k

2; {Z} S ;x)....(l —kz)’

n=

2. La série génératrice exponentielle des nombres de Stirling de deuxiéme espéce est donnée par
i {n} a  (e" —1)F
kJnl kR
n=~k
3. La série génératrice exponentielle double est

n

S {1} ot — eaplute - 1)

k=0 n=0
Preuve.
1. Posons -
n
felw) = nzzo{k}x"

D’aprés la relation de récurrence (2.24), on a

p = Sy e e

n=0
_ - n—1 n=1 4 L = n—1 n—1
= Z k1 T + Kx Z 2 xr ,
n=0 n=0

= x;{kﬁl}ﬂq—kxg{;;}x”,

= fk_l(x) + /{fok_l(x).
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On obtient donc

fi(z) =
Ona

et en général

fi(z) = (1—-Fk)(1—2x)...... (1—Fkx)

2. Soit k € N*. En utilisant la formule explicite 2.2.1, on aura

n

(s - SHE

/ - f{%yl)(k)(k)} -
- %Zf(<—1>(k)<k—>%)

=0
_ (-1
B k!
3. On a
0o 00 n o0 T _ 1 k
Sy - XS
k=0 n=0 k=0

= exp(y(e” —1)).
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Remarque 2.2.1 1ls ont aussiune relation de récurrence verticale
n+1 " /n 1
{k+1} _Zk<2) {k}

2.2.4 Interprétation combinatoire

n
Théoréme 2.2.2 Pour tout n € N*, k € N, [entier positif { k} représente le nombre de partitions d'un
ensemble an éléments en k groupes (non vides et deux d deux disjoints).

En d’autres termes, { } représente le nombre de relations d'équivalence sur un ensemble an éléments qui

k

fournissent exactement k classes d'équivalence.

Preuve. L’énoncé de la proposition est trivial pour £ = 0. Nous pouvons donc supposer pour
la suite que k& > 1. Pour tout (n, k) € N*2, notons provisoirement par P(n, k) le nombre de
partitions d’un ensemble & n éléments en k groupes (non vides et deux a deux disjoints). Il

n}(n,keN*).

s’agit alors de montrer que 'on a P(n, k) = {k

Pour ce faire, nous allons raisonner par récurrence sur n.

e Pour n = 1. On a par définition : P(1;1) =1 et P(1;k) = 0 pour tout entier k > 2; ce qui
1
montre que P(1; k) = {k} (k e N*).

—1
e Soit n > 2 un entier. Supposons que l'on a P(n — 1,k) = {n i } pour tout k € N* et

n

k} pour tout k € N¥).

En effet, nous allons exprimer (par le biais d’une analyse combinatoire) tout nombre
P(n,k) (k € N*) en fonction des nombres P(n — 1,1) (I € N).

montrons que l'on a aussi P(n, k) = {

Soient k un entier strictement positif, N un ensemble & n éléments et x un élément fixé de N.
’ n
Soit aussi N' := N \ {z}, qui est un ensemble a { k} éléments. Pour partitionner ’ensemble

N en k groupes en se servant des partitions de ’ensemble N il y a deux et seulement deux
fagons possibles (et complémentaires),

e Ou bien, on partitionne I'ensemble N' en (k — 1) groupes et on considére le singleton {z}
comme le k™ groupe de la partition voulue de N. On obtient ainsi P(n — 1,k — 1) de
telles partitions de N en k groupes.

e Ou bien, on partitionne ensemble N* en k groupes (donc P(n — 1,k) possibilités) et on
intégre 1’élément = de N dans I'un de ces k& groupes (donc k choix possibles pour z). Et
I'on obtient ainsi kP(n — 1, k) de telles partitions de N en k groupes.

Au total, on obtient donc P(n— 1,k — 1) + kP(n — 1, k) partitions de N en k groupes. D’ou

P(n,k)=P(n—1,k—1)+kP(n—1,k).

o8
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—1 —1
D’aprés I'hypothése de récurrence, on a P(n—1,k—1) = {Z | } et P(n—1,k) = {n },

k
n—1 n—1 n
P ,k = k - { } 5
R S A e
(en vertu de la proposition 2.16).
Ceci achéve cette démonstration. ]

il en résulte que,

5
Exemple 2.2.3 Calculons { 4 } en se servant uniquement du sens combinatoire des nombres de Stirling de deuxiéme

espéce. Soit N [ensemble a5 éléments N := {a, b, c,d, e}. Les partitions de N en4 groupes { N1, Na, N3, Ny}
(tous non vides et deux d deux disjoints) sont les suivantes,
o1: Ny ={a}, Ny ={b}, N3 = {c}, Ny = {d,e};
@2 : N1 = {a}, Ny = {b}, N3 = {d}, N4 {c,e};
o3 N1 ={a}, Ny ={b}, N3 = {e}, N, = {c¢, d};
o4 Ny ={a}, Ny ={c}, N3 ={d}, Ny = {b,e};
o5 : N1 ={a}, Ny = {c}, N3 = {e}, N, = {b,d};
o6 : N1 ={a}, Ny ={d}, N3 ={e}, Ny, = {b,c};
o7 Ny ={b}, Ny = {c}, N3 ={d}, Ny = {a,e};
s : N1 ={b}, Ny = {c}, N3 = {e}, N, = {a,d};
o9 : N1 ={b}, Ny ={d}, N3 ={e}, Ny, = {a,c};
o101 N1 ={c}, Ny ={d}, N3 ={e}, Ny = {a,b};

Noter que [ordre des groupes N; (1 < i < 4) n'est pas important.
Le nombre de partitions de N en 4 groupes est donc égale 4 10, d’oi

()

C'est bien le méme résultat qui figure dans le triangle des nombres { Z } .

2.2.5 Propriétés combinatoires

Les nombres de Stirling de premiére espéce s’espriment en termes des nombre de Stirling de
deuxiéme espéce par la relation suivante dite de Schlomilch,

e () ()

=0

Ils vérifient aussi la relation d’orthogonalités suivantes :

S [{i} =S (i

i=k i=
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Synonymes des relations d’inversion suivantes :
n n
Z= S @bn:E:{ } .
A [k] (=" g S

avec (a,), et (b,), deux suites données .

2.3 Relations avec des nombres connus

cette section est en majeur partie extraite de [56]

2.3.1 Relation avec les nombres Eulériens

S » , /T . \ 1y ;
Définition 2.3.1 Le nombre Eulérien noté m>' compte le nombre de permutations a n éléments possédant

exactement m montées. En développant x" en somme de coefficients binomiaux, on obtient [a relation suivante,

" = <:1> <x Zm> (2.20)

. n ; »
Le coefficient <m> est appelé nombre eulérien.

Les nombres de stirling de deuxiéme espéce sont liés aux nombres eulériens par les relations

suivantes,
w0 5 (05

k=n—m

<:1> _ Zk: {Z} (”;L k) (=1)"F k. (2.22)

2.3.2 Relation avec les nombres de Cauchy

Définition 2.3.2 Le nombre de Cauchy de premiére espéce noté a,,, est défini par la relation suivante,

1
an:/ ™dz. (2.23)
0

Ces nombres vérifient la relation,

3
>

Ay} n € N* ay = 1.
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Les nombres de Stirling des deux espéces sont liés aux nombres de Cauchy de premiére espéce
par les identités suivantes,

Zn:aj{?}znil, (2.24)

=0
" (—=1)(n=d)
yo e m ~an (2.25)
— Jt1 L
Définition 2.3.3 Le nombre de Cauchy de deuxiéme espéce noté b, , est défini par la relation suivante,

bn—/ xdz. (2.26)
0

Ces nombres vérifient la relation,

3
[

n
E+1

bn - bn—k'

B

=1

Les nombres de Stirling de premiére espéce sont liés aux nombres de Cauchy de deuxiéme
espéce par,

by = y m (2.27)

Ly (—1)"-7'{7?}@. (2.28)

2.3.3 Relation avec les nombres de Bernoulli

Définition 2.3.4 Pour toutn € N, le nombre de Bernoulli noté [3,,, est défini par,

(2.29)

n—1

1 n+1
= — > 1.
R e P (M

Les nombres de Bernoulli 3, et les nombres de Stirling des deux espéce vérifient :

zn:(—l)j {n} j]i = B, Xn:(—l)j m - ni’ - (2.30)

j=0 7=0

L’identité suivante, qui relie les nombres de Stirling de deuxiéme espéce et les nombres de
Bernoulli, a été obtenue par T.Agoh et K.Dilcher (2007) en étudiant la somme de produits
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de ces derniers,

) ~S e S (D)

1= J=d+1

+«4V(?:f)ﬁé%ff3{dil}'

Pour touts k,m > 1 etd > 0.

2.3.4 Relation avec les nombres Harmoniques

Définition 2.3.5 Le nombre Harmonique noté H,, est défini par,
1
Hy=1, H,=1+_-4+-+...+—-. (2.31)
n

Les nombres de Stirling de premiére espéce sont liés aux nombres Harmoniques par la relation
suivante,

H, = [";1} (2.32)
" n! ’ '
Sachant que,
a n n+1
k:lk [k] - { , } . (2.33)

2.4 Nombre ¢-Stirling

Le g-analogue d’un théoréme, d’une identité ou d’une expression est une généralisation
impliquant un nouveau parameétre g qui se spécialise en le théoréeme original lorsque 1’on prend
le cas limite ol ¢ tend vers 1. Les premiers g-analogues furent les séries hypergéométriques
basiques, introduites au X 1X*° siécle. Pour plus d’informations voir Exton [33].

2.4.1 Nombre ¢-Stirling de premiére espéce

Définition 2.4.1 Le nombre q-Stirling de premiére espéce noté Sy(n, k), est défini par,

T Zn: ) [Z]q ]k, (2.34)

Proposition 2.4.1 Le nombre q-Stirling de premiére espéce, satisfait la relation de récurrence suivante,

{ﬂq=[2iﬂq+m—ﬂqV;1L7 (2.35)
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0
avec [ ] =1, {0} = 0, pour toutk > 0.
01, k q

I[ représente aussi le k -iéme coefficient du développement,

ﬁ(m +i],) = i [ZL:& (2.36)

Nous présentons, via la relation de recurrence, quelques valeurs du nombre q-Stirling de premiére espéce ci-
dessous.

n\k[0 1 2 3 4
0 1

1 0 1

2 0 1 1

3 0 1+4+¢ 2+q 1

4 0 1+2¢+2¢+¢ 3+49+3°2+¢ 3+2¢+4¢° 1

TABLE 2.4 — Les premiéres valeurs de [Z]
q

Proposition 2.4.2 Les nombres q-Stirling de premiére espéce sont des spécialisation de [a fonction symétrique
élémentaire,

1] = ekl 2l I — 11y) (2.37)

q

Preuve. D’apreés la relation (2.36), on a

Z [ZL@“’“ = | | (= +[i],),
= 1_[(3j + [Z - 1](1)»
= €n—k([1}qv [2]11’ ) [n - 1](1)7

D’ou par identification,

2.4.2 Nombre ¢-Stirling de deuxiéme espéce

n
Définition 2.4.2 Les nombres q-Stirling de deuxiéme espéce noté { i } , est défini par,
q

ol =320 {7 o 2.33)
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Proposition 2.4.3 Le nombre q-Stirling de deuxiéme espéce, satisfait la relation de récurrence suivante (n > 1),

{Z}q:{Z:i}qﬂk]q{n;l}q, (2.39)

0 0
avec{ } =1, { } = 0, pour toutk > 0.
0J, kJ,

[ représente aussi le k -ieme coefficient du développement,

k

I # - i {Z}qxn. (2.40)

=0 n=k

Nous présentons, via la relation de recurrence, quelques valeurs du nombre q-Stirling de deuxiéme espéce ci-
dessous

n\k[0 1 2 3 4
0 1

1 0 1

2 011

3 01 2+¢ 1

4 01 3+3¢+¢* 3+2¢+¢ 1

TABLE 2.5 — Les premiéres valeurs de {Z} .
q

Proposition 2.4.4 Les nombres q-Stirling de deuxiéme espéce sont des spécialisation de la fonction symétrique

compléte,
n
{1} = bl 2D (K. (2.41)
q
Preuve. D’apreés la relation (2.40), on a
n k k
n} X x
=1 —,
kzg { kJqg g r — [i],x

— Z P ((Ugs [2)gs - - -5 [K]) 2™,

= (g, 2, - - - [K]g)2",

D’ou par identification,
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2.5 Nombres de Lah

Considéré comme les nombres de Stirling de troisiéme espéce, les nombres de Lah sont
introduits par le mathématicien Ivo Lah en 1995, nous utiliserons la notation L(n, k), voir|8].

Définition 2.5.1 Les nombres de Lah L(n, k) compte le nombre de partition d’un ensemble de cardinal n en
k liste. On peut définir aussi les nombres de Lah comme les coefficients de changement de base entre la base

{ZEE, k=1,..,n}etlabase{x™ k=1,...n}, cestadire
2" =) L(n k)z*. (2.42)
k=1

Proposition 2.5.1 Soitn € N, Ona
1. L(0,0) =1, et L(n,0) =0, et L(n, k) =0,  pourk > n,
2. L(n,n) =1, et L(n,1) = nl,
n— 1)n! (n—2)(n—1)n!

3. L(n,k) = ( - et L(n, k) = 12 ,

4. L(n,n—1) =n(n—1).

N R 1
Proposition 2.5.2 Soitn € N.Une relation qui relie [an-ieme dérivée dee= et L(n, k) est donner par,

a
dx™

(ex) = (=1)"ex Y L(n, k)z™" .

Relations de récurrence

Soit n,k € N. Les nombres de Lah ont une relation de récurrence triangulaire d’ordre
deux,

Lin,k)=Ln—1,k—=1)+(n+k—-1)L(n—1,k), n>k>1 (2.43)

De cette relation de récurrence, on obtient le tableau des nombres de Lah suivant.

I1 est bien connu que le nombre L(n, k) peut étre interprété comme le nombre de fagons
de partitionner n en k listes non vides. Par exemple, le nombre de partitions n =4 en k=3
listes correspond a L(4,3) = 12.

1\2\34,1\2\43,1\24\ 3,1\ 23\ 4,
1,42\ 3,1\ 32\ 4,12\ 3\ 4,21\ 3\ 4,
14\ 2\ 3,41\ 2\ 3,13\ 2\ 4,31\ 2\ 4.
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nk|0 1 2 3 1 5 6 7 8
0 1

1 0 1

2 0 2 1

3 0 6 6 1

4 0 24 36 12 1

) 0 120 240 120 20 1

6 0 720 1800 1200 300 30 1

7 0 5040 15120 12600 4200 630 42 1

8 0 40320 141120 141120 58800 11760 1176 56 1

TABLE 2.6 — Les premiéres valeurs des nombres de Lah.

Séries génératrice

La séries génératrice exponentielle associées aux nombres de Lah est donnée par,

S Lin, k)i—? _ %(12)'@. (2.44)

Ainsi, que la fonction génératrice exponentielle double,

Z L(n, k)%yk = exp(&). (2.45)

1—=x
n,k>0

Formules explicites

La forme explicite des nombres de Lah est donnée par,
n—1\n! )
L(n, k) = — (Numéros de Lah non-signés). (2.46)

Les nombres de Lah peuvent s’écrire comme une somme du produit des nombres de
Stirling de premiére et deuxiéme espéce,

L(n, k) = zn: S(n, §) {‘;} . (2.47)

j=0

Remarque 2.5.1 Les nombres de Lah sont des spécialisation des fonctions symétriques élémentaires et complétes

|
Link) = Zepy (1,1,...,1) = Shyoy (1,1, 1), (2.48)
(n—1)fois (n—1)fois
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2.6 Nombres de Bell

Le contenu de cette section est tiré du contenu des références suivantes |10, 41].

Définition 2.6.1 Pour tout entiern > 1, on appelle n -iéme nombre de Bell et on note B,, o B(n) le nombre de
toutes les partitions de ['ensemble [n]. On convient de poser By = 1.

Le nombre B,, est aussi le nombre des relations d’équivalence que I'on peut définir sur un
ensemble & n éléments. Les premiéres valeurs de B,, sont données par le tableau suivant,

n |0[1]2[3]4 [5 [6 |7 |8
B(n) | 1125|1552 203|877 | 4140

TABLE 2.7 — Les premiéres valeurs de B,,.

Exemple 2.6.1 L'ensemble des partitions de ['ensemble X = {a, b, c} constitué de trois éléments est{ Py, Py, P3, Py, P5}
avec :

b= {{a},{b},{c}},
Py = {{a,b},{c}},
Py = {{a,c},{b}},
Py = {{b.c},{a}},
Ps = {a,b,c}.

Nous constatons que ['ensemble X considéré posséde b partitions.On peut montrer que le nombre de partitions
de [ensemble X = {a,b, c,d} constitué de quatre éléments est égale a 15. Pour prouver cela,on peut énumérer
toutes les partitions de cette ensemble.

Proposition 2.6.1 Chaque nombre de Bell est une somme des nombres de Stirling de deuxiéme espéce

Bn:k: {”} n> 1. (2.49)

[e=]

Exemple 2.6.2 L'exemple suivant illustre ['interprétation des nombres de Bell par définition, on a :

s oy L laf )

= 1, compte le nombre de partitions de 4 éléments en un sous-ensemble :{{1,2,3,4}},

)
d

= 7, compte le nombre de partitions de 4 éléments en deux sous-ensemble {{1},{2,3,4}},
{2541, 3,45, {{35 {1, 2,43}, {144, {1, 2,31 ({1, 23, {3, 43, ({1, 31, {2,433, {1, 4}, {2, 33 ),
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;l = 6, compte le nombre de partitions de 4 éléments en trois sous-ensemble {{1}, {2}, {3,4}},
{1 {35 42,40, {13 {43, {231 {81 {ZH{ L 431, {035 {41, {1, 241 {45, {23, {1, 3} ),
Al= 1, compte le nombre de partitions de 4 éléments en quatre sous-ensemble :{{1}, {2}, {3}, {4}},

Done, B, =0+1+7+6+1=15.

Relations de récurrence

Théoréme 2.6.1 Pour tout entiern > 0, Ona

Byt = zn: (Z) By = ;O (Z) By (2.50)

k=0

Preuve. Soit B, le nombre de partition de I'ensemble X = {1,2,3,...,n}. Considérons une
partition de l'ensemble X' = {1,2,3,...,n + 1}, et soit Ej; une partition de X’. Notons m
la partie contenant 1’élément n + 1 de cardinal k£, pour construire une telle partition il ya

n
< Eo 1 facons de choisir les k — 1 éléments autre que n + 1 dans 7. Le complémentaire de
m contient n + 1 — k éléments, il ya B, .1 facons de le partitionner.
n
Alors card(Ey) =
(Er) (n —k

de I'ensemble de partition de X', Donc

By1_k. et il est claire que {Ey, Es, ..., E, 11} est une partition

n+1 n n
n n n
B = E (k_l)Bn+1—k: E (k) B = (k) By.

Puisque <Z> = (nﬁk> . [

Triangle de Bell

On commence par écrire 1 sur la premiére ligne, puis chaque ligne est obtenue en com-
mencant par le dernier nombre de la ligne précédente et pour obtenir un terme, on additionne
le nombre précédent avec celui qui se trouve immédiatement au dessus de celui-ci. Chaque
ligne aura ainsi un terme de plus que la ligne précédente.

n\k[0 1 2 3 4 5
0 1

1 12

2 |2 3 5

3 |5 7 10 15

4 |15 20 27 37 52

5 |52 67 87 114 151 203

TABLE 2.8 — Les premieéres valeurs des nombre de Bell.
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Fonction génératrice

Théoreme 2.6.2 Pourn € N, ett € C,0Ona

ZB = exp(e’ —1). (2.51)

n>0

Preuve. Démontrons par récurrence sur n > 0, que Bn < nl.
Pour n = 0 elle est trivial, supposons B, < n!, on a :

Buyi = Z(Z’)Bk,

k=0

IN

Il
=
_l_
=

1
Puisque m S 1.

Alors pour tout n € N, t € C, on a

B
0< —|t["<It]m,
n!

Donc R est supérieur ou égale au rayon de la série géométrique qui égale a 1, en particulier
R est strictement positif.

Soit t € [—R; R], alors par un changement d’indice on trouve,

OOB n n __ . Tl+1 n
nzzo—t _1+Z—t = ;J T g

Posons
=14+ Z n+1 thrl

Par le théoreme de dérivation terme a terme pour les séries entiéres, on obtient

n

/ OOBTH-ln - 1 n
P =3 Pt =30 L () B =Zt Zm_ ,

n=0 n=0 k=0
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" B
On reconnait dans cette derniére expression le produit de Cauchy des séries Z 5 Z —Tt”,
n! n

toutes deux de rayon de convergence supérieur ou égal a R, donc

n

= f(n)e (2.52)

~

Vte[-RiR]: ()= f(1))

n=0

S

En résolvant (2.52) on trouve que 3¢ € R, Vt € [—R; R], f(t) = ce, or f(0) = 1 donc
-1 )
c=¢ -, dou

]. 81‘ et—l
f(z)= e =e
| |
Théoréme 2.6.3 (Formule de Dobinski). Pour toutk € N, ona
1 = nk
B, = — —. 2.53
P nZ:o n! ( )

X 1n
Preuve. Remarquons tout d’abord que la série Z o est bien convergente.
k=0

D’aprés le test de D’Alembert, on a

n ' n
VE € N*: lim (k+1) k ! !

S x = lim ——(1+ - ) =0.
kﬁoo(lf—f-].)!xkn kggok%—l( +k>
P tout n € N, S, 1i . S B 1
osons pour tout n = — —, avec = =1,
p ) ek:ok! 0 0

et pour tout n € N,

!
p=0 *" k=0 p=0 P
_ 1 <p_|_1)n+1
e (pt 1)
= Sn+1-

La suite (B,,) et (S,) sont initialisées pour la méme constante et vérifiant la méme relation
de récurrence elle sont donc égale, on déduit que

0 L
>
k=0

B, =

Q| =
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Chapitre

Des généralisations des nombres de
Stirling

Introduction

ans ce chapitre, on va étudier certaines généralisations des nombres de Stirling de pre-
miére et deuxiéme espéces. Cette étude se fera dans la versions classique. Ces générali-
sations s’appuie essentiellement sur les relations de recurrences et des identités intéressantes
entres ces nombres. Les triangles formés par ces nombres ainsi les interprétations combina-
toires qui suivent seront abordés afin de mieux les distingués.

Dans [4], Bazeniar et al. ont proposé une nouvelle fonction symétrique pour interpréter les
coefficients bi®nomial et leurs analogues. Cette fonction est une généralisation de la fonction
symétrique élémentaire donnée comme suit,

EP(n) =B (ar, w)= Y el (3.1)

artagt-tan=k
0<ar, e, an<s

O ES(n) = 1, B (n) = 0 pour 0 < k < sn.
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3.1 Nombre de Stirling associés

3.1.1 Nombre de stirling associés de premiére espéce

Définition 3.1.1 Les nombres se Stirling associés de premiére espéce S @ (n, k) donnent le nombre de permuta-
tions dr [ensemble {1,2, ... ,n} enk cycle de longueur > 2.

avec,

530,00 =1,5P(n,0)=1 n>1,
SPm,1)=m-1, n>1,
SP(n,k) =0, sin>1 et n<?2k.

Relations de récurrence

Les nombres de Stirling associés de premiére espéce vérifient la relations de récurrence sui-
vante,

SA(n,k)=(n—-1)(SPn—-1,k) +SPn -2,k —1)). (3.2)

Preuve. On prend 1’élément n. Soit n est dans un cycle contenant uniquement deux éléments,
et par conséquent, on a S (n — 1,k — 2) facons d’avoir des permutations de (n — 2) élément
en (k— 1) cycles et (n — 1) possibilité de choisir le deuxiéme élément du cycle contenant n.
Soit il est contenu dans un cycle de taille plus grande que 2, on a ainsi S (2)(71 — 1, k) fagons
d’obtenir une permutation de (n — 1) élément en k cycles et (n — 1) posibilités d’ajouter
I’élément n dans chacune de ces permutations. Le nombre totale de ces posibilité est égale
au nombre de permutations en k cycles de taille supérieur ou égale a 2 d’un ensemble a n
éléments. |
La relation de récurrence (3.2), nous permet d’illustrer le tableau des nombres de Stirling
associés de premiére espece.

n\k | 1 2 3 4 5
2 |1

3|2

4 |6 3

5 |24 20

6 |120 130 15

7 1720 924 210

8 |5040 7308 2380 105

9 40320 64224 2380 2520

10 | 362880 623376 303660 44100 945

TABLE 3.1 — Les nombres de Stirling associés de premiére espéce.
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Fonction génératrice

La fonction génératrice exponentielle de la suite des nombres de Stirling associés de premiére
espéce est donnée par :

o (=In(1-2)-1
25(2)(n,k)%:( nlmn) =l e

k!
n>2k

(3.3)

SIE

Identités

Les nombres de Stirling associés vérifient I'identité suivante,

k
n
= 2k —j

ou de fagon équivalente,

b ) n+k
Sn+k k) =Y SP(k+j.j) ki)
j=0

ces nombres vérifient la convolution de type Vandermonde suivante,

S (n, k) = i <”) (=1)7S(n — 4,k —j).

=0 \J
3.1.2 Nombre de Stirling associés de deuxiéme espéce

ny @
Définition 3.1.2 Les nombres de Stirling associés de deuxiéme espéce { I } donnent le nombre de peartition

de [ensemble {1,2, ... ,n} enk blocs de longueur > 2.
Ces nombres comptent aussi le nombre de fagons de distribuern boules dans k urnes de telle sorte que ['on ait

(2) ()
y :1,{”} —1 n>1,
0 0

(2)
{71’} — (-1, n>1,

2 boules au moins par urne. Avec

ny (2
{k} —0 sin>1 et n<?2k

Relation de récurrence

Les nombres de Stirling associés de deuxiéme espéce vérifient la relation de récurrence sui-

vante,
ny @ n—11? n—2)%
{k} k{ . } +(n—1){k_1} . (3.4)
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Preuve. On obtient une preuve combinatoire de (3.4) en tenant compte de I’élément n : Si cet

élément est dans un sous-ensembles & deux éléments uniquement, on a (n — 1) possibilités
_ 9\ (2
d’obtenir un tel sous-ensembles et fagons d’obtenir unr partition avec les n — 2

kE—1
¢lément restants en (k — 1) sous-ensemble. Si n appartient a un sous-ensembles de taille
n—11®
k
en k sous-ensembles, I'ajout de n a chacune de ces partitions se fait en k fagons.La somme
de toutes ces partitions donne le membre gauche de (3.4). |
La relation de récurrence (3.4), nous permet d’illustrer le tableau des nombres de Stirling

associés de deuxiéme espece.

supérieur a 2, alors on a fagons d’obtenir des partition avec les (n — 1) élément

n\k |1 2 3 4 5 6
2 |1

3|1

4 |1 3

5 |1 10

6 |1 25 15

7 |1 5 105

8 |1 119 490 105

9 |1 246 1918 1260

10 |1 501 6825 9450 945

11 |1 1012 22935 56980 17325

12 |1 2035 74316 302995 190575 10395

TABLE 3.2 — Les nombres de Stirling associés de deuxiéme espéce.

Fonction génératrice

La fonction génératrice exponentielle des nombres de Stirling associés de deuxiéme espéce est
donnée par :

E:{Z}@¥§¥=““Mxy‘x_ly. (3.5)

n! k!
n>2k

Identités

Les nombres de Stirling associés vérifient 'identité suivante,

R B oty S A
P Bt )|

J

ou de fagon équivalente,
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ces nombres vérifient la convolution de type Vandermonde suivante,

ny @ " /n fn—y
= —1) .
G = ()i
3.1.3 Relations avec Les autres nombres
Relation avec les nombres de Cauchy

Théoréme 3.1.1 Pourn > 1,k > 1, 0na

n

S (~1)ise (n_jJrkk)(n;Lk) = (n+k) s ”*1(n+f;1) {n;izl]

j=0 Jj=0

+ (=™ (”Zk)an (3.7)

Relation avec les nombres de Bernoulli

Théoréme 3.1.2 Pourn > 1,k > 1,0na

S (e ST e
k)ﬁn (3.9)

e

“ntk—1\[n—ji+k\® n+k—2"%
Z( ; ){ . } 5j_(n+k—1){ L } . k>2. (3.10)

=0

k

N
> +

n—j+k
Théoréme 3.1.3 Pourn > 1,17 > 1. Les nombres de Stirling associés de deuxiéme espéce { i } et le

nombre de Bernoulli généralisés B) vérifient Uidentité suivante :
S =i\ e o _ (n ) 5 r=i () gtr=9)
> )87 = . (=0 { )8 (3.11)
g r J i )= j

Relation avec les nombres Harmoniques

Théoréme 3.1.4 Pourn > 1,k > 1ona

n @ (y — k k n+ i
Z(S (n—j+k, k) Z (g+2){ —l—]—i—Q}. (3.12)

j+2)(n—j+k) n—l—j+2) Jj+2
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3.2 Les nombres de Stirling s-associés

Les nombres de stirling s-associés de premiére espéce comptent le nombre de k-permutations
de [n] tel que chaque cycle contienne au moins s éléments (s > 1). Les nombres de stirling
s-associés de deuxiéme espéce comptent le nombre de k-partitions de [n] tel que chaque part
contienne au moins s éléments.

n S
On note S (n, k) et { k:} pour désigner les nombres de stirling s-associés de premiére et

deuxiéme espéces respectivement.

Remarque 3.2.1 1l est clair que pour s = 2, ces nombres se réduisent aux nombres de stirling associés.

3.2.1 Relation de récurrence

Les nombres de stirling s-associés des deux espéces vérifient une relation de récurrence tri-
angulaire d’ordre deux,

" D (s—=INSO(n—1,k—1)+ (n—1)S®(n—1,k), (3.13)

S —

ny® n—1\ (n—1" n—1\"
= k 14
{k} (5—1){k_1} + { I } : (3.14)
(s) n ()
} = dp0, et pour n # 0, S(n, k)(s) = {k‘} = 0 lorsque n < 0 ou

S (n, k) = (

n

avec S (n,0) = {0

n > sk.

3.2.2 Fonctions génératrice

Les séries génératrices exponentielles associées aux nombres de stirling s-associés des deux
espéces sont données par,

n s—1
O 0 = L = STk
;Cs (n, k)~ = 5 (=n(1 - x) ; =), (3.15)
ny® " 1 — %
3 {k} = enp(a) = Y S (3.16)
n>sk ’ ) =1

3.2.3 Forme explicite

Les nombres de stirling s-associés de premiére et deuxiéme espéces ont les formes explicites
données par,

! 1
SOmk) =5 Y —— (3.17)

. 1119....1
i1+t Fig=n 172 k
L]
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ny® nl 1
{k} TR 2 i Vgl i) (3.18)
i1+iz{r;+ik=n
1;2>8

Pour n = sk, les relations 3.17 et 3.18 donnent,

(s)
SO sk, k) = (ks@! , {skz} _ (s (3.19)

3.3 Nombres r-Stirling

Les nombres r-Stirling représentent une certaine généralisation des nombres de Stirling
classique. Carlitz(?7) a étudié ces nombres sous le nom de Weighted Stirling numbers, Koutrns(?7)
sous le nom de central Stirling numbers et Broder (?7) les a aussi étudiés et leurs a donnés le
nom 7 -stirling numbers.

3.3.1 r-Stirling de premiére espéce

Définition 3.3.1 Les nombres r-Stirling de premiére espéce, notés S,.(n, k), comptent le nombre de permutation
d’un ensemble an éléments en k cycles tel que les 1 premiers éléments soient dans des cycles disjoints.

Ou d’une maniére plus simple, le nombre de facons de placer n personnes autour de k tables telle que r per-
sonnes spécifides (1 < m) sont dans des tables distinctes.

Les nombres r-Stirling correspondent aux coefficients dans le développement,

(x+r)" = ZST(n+r,k+r)xk. (3.20)
k=0
Remarque 3.3.1 Pour les casr = 0 et = 1, les nombres r-Stirling se réduisent aux nombres de Stirling

classiques pour chaque espéce.
Théoréme 3.3.1 (Relation de récurrence) Ces nombres vérifient la relation de récurrence suivante,

Se(n, k) =S.(n—1L,k—=1)+(n—-1)S.(n—1,k), k>0, (3.21)
avec Sy (n, k) =0 pour n <retS.(n,k) = 0p,, pour n=r.

Preuve. On utilise la technique de I’élément distingué.

e Soit n forme un cycle réduit & lui-méme et par conséquent, on a S,.(n — 1,k — 1) fagons
d’avoir des permutations & (k — 1) cycles d’'un ensemble & (n — 1) éléments telles que
les r premiers éléments soient dans des cycles disjoints.

e Soit il est contenu dans un cycle non réduit & un seul élément et par conséquent, on a
Sy(n — 1, k) maniéres d’obtenir des permutations a k cycles d'un ensemble a (n — 1)
éléments tels que les r premiers éléments soient dans des cycles disjoints et (n — 1)
possibilité d’ajouter n dans chacune de ces permutations. Le nombre total est la somme
de ces deux cas.
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]
On trouve aussi dans la littérature, une autre forme de récurrence a savoir cette relation,

1
r—1

Sy(n, k) = (Sr—1(n,k—1) = S.(n,k—1)), n>k>r>0. (3.22)

La récurrence nous permet d’illustrer Les premiers valeurs de ces nombres pour r = 2 et
r = 3 donnés par les tableaux aux dessous.

n\k | 0 1 2 3 4 5 6 7T
0 |1

1 |2 1

2 |6 5 1

3 |24 26 9 1

4 120 134 71 4 1

5 | 720 1044 580 155 20 1

6 | 5040 8028 5104 1665 295 27 1

7 40320 69264 48860 18424 4025 511 35 1

TABLE 3.3 — Les nombres 2-Stirling de premiére espéce.

n\k | 0 1 2 3 4 5 6 7T
0 |1

1 |3 1

2 |12 7 1

3 |60 47 12 1

4 1360 342 119 18 1

5 |2520 2754 1175 145 25 1

6 |20160 24552 12154 3135 445 33 1

7 | 181440 241128 133938 40369 7140 742 42 1

TABLE 3.4 — Les nombres 3-Stirling de premiére espéce.

Fonction génératrice

Ces nombres admettent comme fonctions génératrices les fonctions.
La fonction génératrice exponentiel (vertical),

" 1 1 1
S, k = (1 k) > 0. 2
; (n+rk+r)— = (=) (In(t—))" k>0 (3.23)
La fonction génératrice ordinaire (horizontal),
ZSr(n, k)" =z"(x+r)(z+r+1)...(x+n—-1), n>k>0. (3.24)
k=0
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3.3.2 r-Stirling de deuxiéme espéce

n
Définition 3.3.2 Les nombres r-Stirling de deuxiéme espéce, noté { I } , comptent le nombre de partitions d’un
T

ensemble an éléments en k blocs tel que lesr premiers éléments soient dans des blocs disjoints.
Ou encore, le nombre de fagons de constituer k équipes depuisn joueurs tels quer joueurs spécifiés (r < n).

Les nombres r-Stirling correspondent aux coefficients dans le développement,

(x—m":53{21:}f? (3.25)

k=0

Exemple 3.3.1 L'ensemble {1,2,3,4} posséde 5 partitions en trois blocs non vide, tels que les deux premiers 1
et 2, sont dans des blocs différents. Les partitions sont,

{12, 314}, {13{3,43{2}, {13{2,4}{3}, {2}{1, 3H{4}, {21{1, 4}{3}.

4
Par conséquent, { } = 5.
2),

Relation de réccurence

Théoréme 3.3.2 (Relation de récurrence) Ces nombres vérifient la relation de récurrence suivante

GL-(i ") e 25

n n
avec{k} =0 pourngret{k} = 0k, pour n=r.

Preuve. On utilise la technique de I’élément distingué.

n
e Soit n forme un singleton et par conséquent, on a { E1

les (n — 1) élément restants en k& — 1 sous-ensemble telle que les r premiéres éléments
soient dans des sous-ensemble disjoints.

} facons d’avoir de partitionner
,

e Soit il est contenu dans un sous-ensemble non réduit & un seul singleton et par conséquent,

n—1
on a { } maniéres de partitionner les (n — 1) élément en k sous ensemble telle

k

que les r premiéres éléments soient dans des sous-ensemble disjoints et k£ possibilité
d’ajouter n dans chacune de ces partitions. Le nombre total est la somme de ces deux
cas.

m On trouve aussi dans la littérature, une autre forme de récurrence a savoir cette relation,

A I

La récurrence nous permet d’illustrer Les premiers valeurs de ces nombres pour r = 2 et
r = 3 donnés par les tableaux aux dessous.

79



chapitre 3 Des généralisations des nombres de Stirling

n\k|O 1 2 3 4 5 6 7
0 |1

1 |2 1

2 |4 5 1

3 |8 19 9 1

4 |16 65 55 14 1

5 |32 211 285 215 20 1

6 |64 665 1351 910 245 27 1

7 | 128 2059 6069 5901 2380 434 35 1

TABLE 3.5 — Les nombres 2-Stirling de deuxiéme espéce.

n\k [0 1 2 3 4 5 6 7
0 |1

1 |3 1

2 |9 7 1

3 |27 3 12 1

4 |81 175 97 18 1

5 |243 781 660 205 25 1

6 |729 3367 4081 1890 380 33 1

7 | 2181 14197 23772 15421 4550 644 42 1

TABLE 3.6 — Les nombres 3-Stirling de deuxiéme espéce.

Fonction génératrice

Les fonctions génératrices exponentielle et ordinaire de la suite des nombres r-Stirling de
deuxiéme espéce sont données respectivement par,

n+r| " | R N
2;{k+rkiﬁzzf (e" =1 k>0, (3.28)
n+r 2k
"= - (3.29)
nZZlc{k+T}T (1—rz)(1—=(r+1Dx)...1—(k+r))x
La fonction génératrice double donnée par,
n+r| " ;.
n? = Tl : 3.30
;{k‘FT}TTL!y eXp(y(e )‘l‘TZL‘) ( )

Formule explicite

La formule explicite pour les nombres r-Stirling est donnée par,
n+r 1 (k
=— ) k(=17 )"
o, =B ()
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3.3.3 Propriétés sur les nombres r-Stirling

Orthogonalité
La ralatin d’orthogonalité entre les nombres de Stirling reste vérifiée pour les nombres -
Stirling.

- k+r E n+4r "
Ssinrrken {110 0 =S s tnmen {F T G0t =

Et aussi équivalente aux relations d’inverse,

a, = ZSr(n +rk+7)(=1)""Fby, <= b, = Z {n i r} . (3.31)

- k+r

Identités
Quelques identités relatives aux nombres r-Stirling de premiére et deuxiéme espéce.

S,(n, k) =r"", {n}T ="

r

Les fonctions symétrique
Les nombres r-Stirling de premiére et deuxiéme espéce sont des spécialisations des fonctions
symétriques élémentaire et compléte. On a

Sp(n,n —k) = > iy . . g (3.32)

r<i<io<..<ip<n

{”:k} = Y i (3.33)

r<i1<io<..<ip<n

3.4 Nombre (r, s)-Stirling de deuxiéme espéce

Soient R et S deux ensembles de {1,2,...,n} avec |R| = r et |S| = s. Nous intéressons en
premier lieu au nombre de k-partitions (partition d’un ensemble en exactement k blocs ) de
{1,2,...,n} tel que les éléments de R (resp. S) soient dans des blocs différents. Ce nombre,

n B}
noté { k;} et dit (r, s)-Stirling de deuxiéme espéce. Evidemment, on a

U= W,

)

3.4.1 Relations récurrentes

Dans cette section, nous commengons d’abord par donner un théoréeme dans lequel nous
exprimons les nombres r-Stirling de deuxiéme espéce en fonction des nombres de Stirling de
deuxiéme espéce classique.
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Théoréme 3.4.1 Ona

(B =wm Ol en o

Preuve. Soit A une partition de I’ensemble [n] en & blocs. Supposons que cette partition soit
composée de i blocs sous forme de singletons parmi les r premiers éléments et (k — i) blocs
non vides extraits de U'ensemble {r 4+ 1,.....,n}.

. . . r . . . 1,
Dan ce cas, pour ¢ = 0,1, ....,7 , il existe | . | facons pour extraire i singletons parmi les élé-
i

ments de 'ensemble {1, ......7} et {Z B T} fagons pour partitionner 'ensemble {r+1,.....,n}
—1

en (k — i) blocs.
Les éléments de I'ensemble {i + 1,.....,7}, seront par la suite insérés dans les (k — ) blocs
(construits ci-dessus) en

(k — i)!

(k—z’)....((k—i) —(r—i)+ 1): PR

fagons. Alors , le nombre de partitions de ’ensemble {1, .....,n} en k blocs tels que les éléments
de 'ensemble {1, .....,r} soient dans des blocs différents est,

n 1 N\ (n—r
= — k—q)l.
{k} (k—r)! 2 (z) {k—z’}( 2
1=0
Exemple 3.4.1 ‘En posant v = 1, nous aurons la relations récurrente classique des nombres de Stirling de

dewxiéme espéce
(= ol e (i
S S as Y2

Le théoréme suivant est la version du théoréme précédent appliquée aux nombres (r, s)-
Stirling de deuxiéme espéce.

Théoréme 3.4.2 Ona
n 1 /s n—s
— k— 9)! .
{k:} (k=) = <j) {k—j} (k=3) (3.35)

_ (k_lm 'ro (Z){Z:Z}S(k—i)!, n>rts.
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Preuve. Soit A une partition de I’ensemble [n] en k blocs. Supposons que cette partition soit
composée de i blocs sous forme de singletons parmi les r premiers éléments et (k — i) blocs
non vides extraits de 'ensemble {r 4+ 1,.....,n}.

ensembles tels que les éléments {r + 1, .....,7 + s} soient dans des blocs différents.
Les (r —1) éléments de 'ensemble {i + 1, .....,r} peuvent étre insérés dans les (k — i) blocs en
(k —1)!

(k=) ((k=i) = (r i) +1)= =

fagons. Alors, le nombre de partitions de 'ensemble {1, .....,n} en k blocs tels que les éléments
de 'ensemble {1, .....,r}(resp.{r + 1, .....,7 + s}) sont dans des blocs différents est,

(L ama s (O e
|

A partir de la propriété de symétrie de ces nombres par rapport au couple (7, ), on obtient
la deuxiéme égalité dans (3.35).

Les deux théorémes suivants nous donnent quelques relations recurrentes qui généralisent
celles qui ont été données en (3.34).

Théoréme 3.4.3 Les nombres (1,5)-Stirling de deuxiéme espéce satisfont aux propriétés suivantes :

{Z} =0 n<r+souk<souk>n,
n rls!

- n = ts<k<
{k:}rs (k:—r)!(k;_s)!(r_{_s_k)! stm=r+se s<KS7r+s,

{n} = k n-l + n-l 1n>r+s
B s T SO DY '

Preuve. Pour partitionner un ensemble a n éléments, il est évident que les hypothéses suivantes
doivent étre satisfaites : n > r + s et Max(r,s) < k < n.
Pour n = r + s et max(r,s) < k < n, on utilise 'une des identités du 3.35

En effet
G, = e (e {375

J

- e (e}
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Il s’ensuit que

n S rls!
{khszﬁﬁaﬁ<h—grh:m—sﬂw—rms+r—mr

)

Pour le cas n > r + s, on présente deux preuves 'une combinatoire et I'autre algébrique.

Preuve combinatoire : Soit A une partition de l’ensemble [n] en k blocs telle que les éléments de
{1,....;r} (resp. {r +1,....,7 4+ s}) soient dans des blocs différents.
Cette partition est formée :

— Soit a partir d’une partition de I'ensemble [n — 1] en k blocs et en ajoutant par la suite

n—1
I’élément n & chacun des k blocs. Alors il existe dans ce cas k { i } partitions.
s

)

— Soit & partir d’une partition de I’ensemble [n — 1] en k& — 1 blocs et en ajoutant par la suite

n—l} it
partitions.
k—1),,

Evidemment, pour n > r + s la distribution des éléments 1,....,7 et des éléments r +
1,....,7 + s dans les différents blocs n’a aucune influence sur ce processus. Par conséquent,

on a 1 1
n n— n—=
{khﬁzk{ k }w+{k—1}m'

=) )

Alors, en utilisant 'une des identités du théoréme précédent, on obtient

() i) e {5 e 15

j=0

'ensemble [n] en tant que k™ bloc. Alors il existe dans ce cas {

Preuve algébrique : Posons

Vu que n — s > r on utilise I'identité

R e RSt &

pour évaluer la valeur de .. Autrement dit

o= S () G (U e (101D

B VA N A DY R

= 0.
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Donc

Théoréme 3.4.4 Les nombres (1, s)-Stirling de deuxiéme espéce satisfont aux relations suivantes,

e e A i A (339

—1
- {Z}ml_(‘g_l){nk }mlv n>r+srs>1.

3.4.2 Fonctions génératrices

Lemme 3.4.1 Pourr < s+ k,ona

D (:pk(x + 1)5> = D] <xk_1(x + 1)5> +rDI (xk_l(x + 1)‘9).
Théoréme 3.4.5 Ona

n+r-+s tm 1 , )
> { ks } = gexp(rt)Dm:ezp(t)_l(x’“(x +1) ) (3.37)
n>0 T8

En particulier, pourr = O nous obtenons la fonction génératrice verticale des nombres r -Stirling,

n+s| t" 1
E {k N S} i y(exp(t) — 1)*exp(st).
n>k s ’

Preuve. Supposons que 7 < s (le cas r > s pourra étre étudié d’'une maniére similaire). Pour
kE<r ona

n+r+s tn 1 = (s n+r n
R Bl Eits— i)l .
S s e (e
1 & S n-4+r t"
— — k4 i)l L
Zk! Z (j>( +7) {kﬂ}m’
1 < S n-+r t"
—— ki)l v
Rl 2 <j)( DY {k+j—r+r},,n!’

j=r—k n>k+j—r
1 : (k+])' S foeti—
= — t — t) — 1)kt
k!‘f“’p(’“);k (a5 s @ CELORMY
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D’apres le Lemme 3.4.1 on déduit que

n+r+s t" 1 . .
Z { ks }m i Hexp(rt)Dx:mp(t)_l@k(x +1) )

n>0

Et pour £ > r, on a

n+r+s t"
Z{ kit s }ﬁ - ;

n>0

1 @ S n+r t"
il Y .
k!;(j)(“s ])'{k+s—j}rn!’
1 S n-+r tm
— — k4 7)! e
2 k!Z(j)( +J) {k+j}rn!’
1 S n4+r t"
= 5 (k+j>!(.) > { } —
k! £ 3/ st k+j), n!

S

= e Y I (Y feapte) - 1

= k+j—r)\y

1 r s
= Hexp(rt)DzL’:exp(t)—l (wk<w + 1) ) :

On note que pour k = 0 ou k = 1 dans (3.37), on obtient

n+r+s s! n
= s
s r,s (S_T>! ,

{n:iirs} - ﬁ((sﬂ%)”“—s"(ﬁl—m).

n
Corollaire 3.4.1 Ona
n+r—+s t" , s
Z { hts } mzk = D} eupt)—1 ((m + 1)’exp(xz + rt)). (3.38)
n,k>0 ms

En particulier, pourr = 0, on a

n+s "o
Z {k%—s}m o —e:cp(z(exp(t) 1)+st>.

n,k>0
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3.5 Nombre de Legendre-Stirling

3.5.1 Legendre-Stirling de premiére espéce

Andrews et Littlejohn [54] ont défini les nombres de Legendre-Stirling de premiére espéce

1] o
(@) =D (1) HZH 2. (3.39)

Ou (z); =x(x —2)(x —6)...(z— (j —1)j).
Exemple 3.5.1 Pourn =4, ona

()4 = z(z — 2)(z — 6)(z — 12) = —144z + 1082* — 202* + ™.

n
Définition 3.5.1 Pour toutn, k € N, notons H k} } les nombres de Legendre-Stirling de premiére espéce, qui

sont donnés par la relation de recurrence,

=] oo |[]) mken e

Et les conditions initiales,

) -a [ - "

Cette recurrence nous permet de dresser facilement le tableau des premiéres valeurs de
Legendre-Stirling de premiére espéce.

n\k [0 1 2 3 4 5 6 78
0 |1

1 |0 1

2 |0 -2 1

3 o 12 -8 1

4 |0 -144 108 -20 1

5 |0 288 -2304 508 -40 1

6 |0 -86400 72000 -17544 1708  -70 1

7 |0 3628800  -3110400 808848  -89280 4648  -112 1

8 |0 -203212800 177811200 -48405888 5808528 -349568 10920 -168 1

TABLE 3.7 — les premiers nombres de Le-Stirling de premiére espéce.
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Interprétation combinatoire

Les nombres de Stirling de premiére espéce compte les permutations de [n] avec k cycles. On
conclu cette section avec une interpretation combinatoire des nombres de Legendre-Stirling
de premiére espéce. Ici, les maximas de cycle d’une permutation donnée sont les nombres qui
sont les plus grands dans leurs cycles. Par exemple, si 7 = (5)(4, 6, 1)(9, 2, 3)(7,8)(10) est une
permutation dans Sig, écrite en notation de cycle, alors ses maximas sont 5,6,8,9 et 10.

Définition 3.5.2 Un couple de permutations de Legendre-Stirling de taillen est un couple ordonné (7, o) avec
T € Spy1 et my € S, pour lequel les conditions suivantes sont vérifides.

1. Lemy aun cycle de plus que le 5.

2. Les maximas de cycle de w1 qui sont inférieurs an + 1 sont exactement les maximas de cycle de .

Théoréme 3.5.1 Pour toutn > 0 et0 < k < n. Le nombre de pairs de permutation de Legendre-Stirling de
n
(71, o) den dans lesquels Ty a exactement k cycles est H k” .

Preuve. Soit ayj le nombre de couples de permutations de Legendre-Stirling (m, m9) de taille
n dans lequel 75 a exactement k cycle.
Il est clair que a0 = 0n0 €t apr = do k. Donc de (3.40), il suffit de montrer que si n > 0 et
k > 0, alors

Qp k. = n(n — 1)an71,k + Ap—1,k—1-

Pour ce faire, notons d’abord que par la condition 2 de la définition (3.5.2), si (7, m2) est
un paire de permutations de Legendre-Stirling de taille n, alors 1 est un point fixe en 7y si
et seulement si ¢’est un point fixe en .

Les couples (7, ) dans lesquelles 1 est un point fixe sont en bijection avec les couples
(01,09) de taille n — 1 dans laquelle 05 a k — 1 cycles en éliminant le 1 de la permutation
et en décroissant toutes les autres entrées de 1. Chaque paire (m,m2) dans laquelle 1 n’est
pas un point fixe peut étre construite de maniére unique en choisissant une couple (7, 75) de
taille n — 1 dans laquelle o9 a k cycles, en accroissant chaque entrée de chaque permutation
de 1, et en insérant 1 aprés une entrée de chaque permutation. Il y a a,,—1 4 couples (o1, 03)
et il y a n fagons pour insérer une nouvelle entrée dans o;. En effet, il y a n — 1 fagons pour
insérer une nouvelle entrée dans oy. Le resultat suit maintenant. [ |

3.5.2 Legendre-Stirling de deuxiéme espéce

Récemment, Everitt et al ont introduit [32] les nombres de Legendre-Stirling de deuxiéme

espece {{ }}, qui peuvent étre définis par

k
xn:i{{?}}<x>j. (3.42)

Ou (z); est les coefficients factoriel généralisé défini par,

7j—1

(@); =[x =r@+1), (x)=0

r=0
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Définition 3.5.3 Pout tout n,k € N. Les nombres de Legendre-Stirling de deuxiéme espéce sont donnés la
relation de recurrence,

{{Z}}Z{{Z:i}}Jrk(kJrl){{n;l}} (n,k € 7). (3.43)

avec les conditions initiales,

({oh o {0 "

On peut aussi définir ces nombres de la fagon suivante,

k 2 r)"
{{”}} =3 (-t (7?2_: Zi)l(;(;_)r)!, (meNk=1,2,...,n). (3.45)

r=

E -0l N -of{Ih 1 wren e

Preuve. De la recurrence (3.43), on a

IR ivE S EE (O

<.
Lo
==

(27 + D +5)"
2;+1! 7

r(r+1)
(r+7+10—r)

Sy @D T SS 2r+1><r )+ 1)
_7‘:1( 1 (r+ )G —1-r) Tz; (r+7+DG—r)
N Qe D@ GG 25 D)
=20 RIS ECTES I
i €
(

I
7
—_
~—
5
+
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Do
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SN—
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=
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s
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NG —r)! 2+t 7
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3
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ﬁ
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La recurrence nous permet de dresser facilement le tableau des premiéres valeurs de Legendre-
Stirling de premiére espéce.
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n\k |1 2 3 4 5 6 7 8 9
1 |1

2 |2 1

3 |4 8 1

4 |8 .52 20 1

5 |16 320 292 40 1

6 |32 1936 3824 1092 70 1

7 |64 11648 47824 25664 3192 112 1

8 | 128 69952 585536 561104 121424 7896 168 1

9 | 256 419840 7096384 11807616 4203824 453056 17304 240 1

TABLE 3.8 — Tableau des nombres de Le-Stirling de deuxiéme espeéce.

Interprétation combinatoire

n
Il est bien connu que le nombre de Stirling de deuxiéme espéce { } compte le nombre

de maniéres de placer n objets en k sous-ensembles non vides. Il est naturel de se demander :
que comptent-ils les Legendre-Stirling ? Andrews et Littlejohn ont répond a cette question
en donnant une interprétation combinatoire de ces nombres en [2]. On a

s

J=0

Ou <z >=2(r—2)(x—6)...(x — (j —1)j). Pour chaque n > 1, [n], désigne I’ensemble
{11,12,21,25,...,n1,n2}, qui consiste en deux exemplaires distincts de chaque nombre entier
positif de 1 & n. Par une partition d’ensemble de Legendre-Stirling de [n] en k blocs, nous
désignons une partition d’ensemble ordinaires de [n]s en k41 blocs pour laquelle les conditions
suivantes sont vérifiées.

1. Un seul bloc, appelé bloc zéro, est distingué, mais pas les autres blocs.

2. Le bloc zéro peut étre vide, mais tous les autres blocs ne les sont pas.

3. Le bloc zéro ne peut pas contenir les deux copies d’'un nombre quelconque.
4

. Chaque bloc non nul contient les deux copies du plus petit nombre qu’il contient, mais
ne contient les deux copies d’aucun autre nombre.

Ensuite, Andrews et Littlejohn ont démontré [2| que le nombre de partitions de Legendre-Stirling
de [n]y en k blocs est exactement {{Z}}

3.5.3 Quelque identité des nombres de Legendre-Stirling

Proposition 3.5.1 Pour toutn,k € Z, ona

W= ) (3.47)

Preuve. Les nombres de Legendre-Stirling de deuxiéme espéce sont déterminés de maniére
unique par (3.44) et (3.43), alors il suffit de montrer que les nombres

wen-core[[1]

—-n—1
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satisfait aussi (3.44) et (3.43 ).

Pour prouver que L(n, k) satisfait I’équation de gauche dans (3.44), il faut d’abord noter que
L(1,0) = 0 par (3.41). Maintenant, si n # 1, on définit n = 0 et k = n dans (3.40) et utilisez
(3.41) pour trouver que L(n,k) = d0,0. La preuve que L(n, k) satisfait I’équation de droite
dans (3.44) est similaire. Pour prouver que L(n, k) satisfait (3.43), on note que si n # 0 et
k # 0, alors on a

Lin—1,k—1) = (=1)""*(=k(=k — 1) H_k B 1” + H_k - 1“),

-n -n—1

e[ e [3])

—k(k+1)L(n —1,k) + L(n, k).

et le probléme est résolu. [ ]

Proposition 3.5.2 Sin > 1, alors pour tout i, j avecl < 1,7 <n,ona

S (i) s
S -

k
Preuve. Pour démontrer (3.48), notons tout d‘abord que si i < n, alors par induction H H =
J

0.
D’autre part, si i = n alors par (3.40), (3.43) et par induction, on obtient

v [[H{EH - e [ [
_n<n—1)§(—1)’““H {{EH e [
~semo=+ 30 [ {5

et

La preuve de (3.49) est la méme que celle de (3.48). u
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3.6 s-Stirling généralisés de premiére espéce

Dans cette section, on propose une généralisation des nombres de Stirling de premiére espéce
en utilisant la fonction symétrique E,gs), a laquelle on donne une définition récursive et une
fonction génératrice ordinaire. Certes, il faut noter que la classe combinatoire, dans ce cas,
représente le nombre de cycles possibles a construire.

Définition 3.6.1 Pour tout entier positif n, notons Ss(n, k) les nombres de Stirling généralisés de premiére es-
péce, qui sont donnés par les conditions initiales,

SS<TL, O) = 5n,07 SS(O, k) = (507;9,

et la relation de récurrence,

Se(n, k) =) (n—1)Su(n— 1,k — 5+ j), (3.50)
=0
avec Ss(n, k) =0 saufsi s < k < sn.

Si on fait remplacer ’élément x; par ¢ dans E’,gs) (n), alors les suites formées par ce changement

représentent les nombres de Stirling généralisés de premiére espéce Ss(n, k). En effet, de la
Définition 3.6.1 et la Définition 3.1.1 on donne la proposition suivante.

Proposition 3.6.1 Pourn > 1et s < k < sn,

Sy(n, k) = EY

sn—k

(1,2,...,n—1). (3.51)

Preuve. Remplacant n = 2, on a

Se(2,k) = ) Sl k—s+j),
j=0
= > B, 0,
j=0

Supposons que cette hypothése soit vraie pour n. Nous montrons que cela reste vraie pour
n+1,

s

Sin+1L,k) = > (nYSi(n,k—s+j),

j=0

= Y (VB 1),
=0

SYor S ereeene
7=0 artoag+-+ap_1=sn—k+s—j

— Z 191292 . .n*  (ay,varie avec j)
ar1tas+...+ap=sn—k+s

(s)
= Es(sn—l—l)—k:(n)'
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D’aprés le principe de I'induction la preuve est compléte. [ ]

Il est facile de constater qu’a partir de la relation de récurrence et les conditions initiales
dans la Définition 3.6.1, on peut construire la table des nombres de Stirling généralisés et on
le nome "s-Stirling de premiére espéce". Comme exemple, on construit le triangle du 2-Stirling de
premiére espéce Sy(n, k).

n\k [0 1 2 3 4 5 6 7 &8 9 10

1

1 1 1
4 3 1

36 66 85 54 25 6 1

576 1200 1660 1270 701 250 65 10 1

Gl W N~ O
OO DO OO
S OO OO

TABLE 3.9 — 2-Stirling de premiére espéce Sg(n, k).

Selon la relation de récurrence (3.50), nous montrerons ci-dessous que Sg(n, k) est le coefficient
du £*“™ terme du produit.

Théoréme 3.6.1 On g,

n—1 sn
[T+ 4+ 4+ e+ %) =) Sln, k)™, (3.52)
j=0 k=0

Preuve. Remplacant n =1, on a

P =0+0xz4- -+ 0x 2+ 1 xat =) (1, k).
k=0
Supposons que cette hypothése soit vraie pour n. Nous montrons que cela reste vraie pour
n+1,

n

H(xs +jZES_1 4o +js_1$+js>, _ (JIS+7’L.TS_1 4o +ns—1x+ns)’
=0
n—1
« H(xs +j$s_1 +---+js_1$+js),
=0
= anxs_j Z Sy(n, k)",
=0 k=0
s(n+1) s
= Z anSs(n,k —s+7)| 2",
k=0 | j=0
s(n+1)
= > Sin+1k).
k=0
Par hypothése d’induction et la Relation (3.50), la preuve est compléte. [ |
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3.6.1 Interprétation combinatoire

Rappelant que les nombres de Stirling de premiére espéce comptent les permutations de [n]
en k cycles. Dans cette section, on donne une interpretation combinatoire cyclique pour les
nombres s-Stirling de premiére espéece. Pour arriver a cette fin, on a besoin de donner la
définition suivante, les maximas de cycle d’une permutation donnée sont les nombres qui sont
les plus grands dans leurs cycles. Par exemple, si 7 = (1,3,5)(2,6,8)(7)(4,9)(10) est une
permutation de Syg, écrite en notation cyclique, les maximas de cycle sont alors 5,7,8,9 et 10.

Définition 3.6.2 Les s -uplets de permutations de Stirling généralisés de longueurn sont les s -uplets (71, . .., Ts)
avecTy, . .., Ts € Sy, pour lesquels les critéres suivants sont vérifiés,

1. Pour tout1 < j < s — 1, le nombre de cycles de ; est supérieur ou égal au nombre de cycles de ;1.

2. Pourtoutl < j < s — 1, les maximas de cycles de ;1 sont inclus dans les maximas de cycles de ;.

Exemple 3.6.1 Pourn = 3 et s = 2, les paires de permutations possibles de Stirling généralisés (1, ) de
longueur 3 sont,

2 | (123,123) (123,132) (132,123) (132,132)
3| ((1)(23),123) ((1)(23), 132) ((13)(2),123)  ((13)(2),132)
((12)(3), 123) ((12)(3), 132)

Théoréme 3.6.2 Pourn > 1ets < k < sn, le nombre des s-uplets de permutations de Stirling généralisés
(71, ..., ms) de longueurn ayant simultanément k cycles est Ss(n, k).
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Conclusion générale

Le travail présenté dans ce mémoire est un apport modeste dans la combinatoire et spécia-
lement pour une classe de nombres appelée nombres de Stirling et leurs interprétations. Ces
nombres possédent de nombreuses propriétés utiles, ils consistent principalement a traiter les
problémes dont la division de n éléments en k cycles ou k blocs (groupes). Ils existent en
deux espéces (voir trois espéces).

En premier lieu, on a évoqué les deux espéces avec leurs interprétations combinatoires
renforcer par des preuves algébriques et par fois avec des configurations combinatoires. Ef-
fectivement, distinguer les nombres de premiére espéce a ceux de deuxiéme espéce, c’est de
permuter ou partitionner [n], sous certains conditions. Deuxiémement, on a essayé de faire un
apergu sur certains généralisations de ces nombres a savoir le Stirling s-associé et r-Stirling
etc., Ainsi des liens avec d’autres nombres connus on été abordés. Enfin, nous constatons que
les nombres de Stirling apparaissent dans plusieurs applications, notamment : Distribution
de Poisson en probabilité, virgule fixe pour les substitutions aléatoires, etc.

Il faut attirer 'intention au faite que parler de la généralisation des nombres de Stirling,
¢’est comme ouvrir un champ trés vaste de notions et propriétés et méme plusieurs suites et
triangles qui existent déja ou conjecturés dans la littérature, comme : r-Stirling généralisé,
r-Lah généralisé et Legendre-Stirling généralisé, etc.
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Résumé

Le domaine de ce mémoire est la combinatoire énumérative, notamment la combinatoire des
numeériques et des interprétations combinatoires. Dans un premier temps, on discute sur les
nombres de Stirling classiques de premiére et deuxiéme espéces et leurs interprétations com-
binatoires. Les Stirling de premiére espéce représentent le nombre de permutations de [n] en
k cycles, et le deuxiéme espéce le nombre de partitions de [n] en k blocs. Ensuite, on donne
aussi des liens entre ces nombres et d’autre connus utiles dans ce domaine. Enfin, on pré-
sente certains généralisations qui apparaissent dans la littérature avec leurs interprétations
et identités chaperonnés par des preuves intéressantes.

Mots clés : Nombres de Stirling, Partition, Permutation, Nombres de Lah, Fonction génératrice,
généralisation.

Abstract

The field of this memory is enumerative combinatorics, in particular number combinatorics
and combinatorial interpretations. First, the classical Stirling numbers of the first and se-
cond kinds and their combinatorial interpretations are discussed. The first kind of Stirling
represents the number of permutations of [n] in k cycles, and the second kind the number of
partitions of [n] in k& blocks. Then, connections are given between these numbers and other
known numbers useful in this field. Finally, we present some generalizations that appear in
the literature with their interpretations and identities supervised by interesting proofs.

Key words : Stirling numbers, Partition, Permutation, Lah numbers, Generating function, Ge-
neralization.
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