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Résumer
Soit f : Rn → R. On cherche dans ce mémoire à résoudre le problème

de minimisation sans contrainte suivant :
{
min
x∈Rn

f(x) .

Pour cela, en premier lieu, il est essentiel de présenter les conditions
d’optimalité (nécessaires et suffisantes), qui sont utiles par la suite, puis
nous avons introduit quelques méthodes de résolution qu’elles permettaient
de déterminer un minimum pour le problème étudie :

Méthode du gradient, gradient conjugué, méthode de Newton,
méthode de relaxation.

A la fin, nous nous sommes focalisés sur une étude comparative entre les
méthodes étudiées.
Mot clés : optimisation sans contraintes, méthode du gradient, méthode
de Newton, gradient conjugué.

Abstract
our aim in this memory is to solve non-constraints optimization

problem : {
min
x∈Rn

f(x) .

For thate, in the first place, we have gioen main and important definitions.
Secondly, it is necessarily necessary to present the necessary and sufficient

condition of optimality, which are the main ones to solve the studied problem.
Then, we introduced some resolution methods that allowed to determine

a minimum for the studied problem which are : Gradient method, Conjugate
gradient, Newton’s method and relaxation method.
Key words : non-constraints optimization problem, Gradient method, Conjugate
gradient method, Newton’s method.
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Introduction

Introduction

Les mathématiques pures ont pour objectif le développement des connaissances

mathématiques pour elles-mêmes sans aucun intérêt a priori pour les applications,

sans aucune motivation d’autre sciences. L’objet de la recherche mathématique

peut ainsi être une meilleure compréhension d’une série d’exemples particuliers

abstraits, lesquels s’appuie et se développé la réflexion mathématique, la générali-

sation d’un aspect d’une discipline ou la mise en évidence de liens entre diverses

disciplines des mathématiques.

Les mathématiques appliquées sont une branche des mathématiques qui s’inté-

ressent à l’application du savoir mathématique aux autres domaines, l’analyse nu-

mérique, les mathématique de l’ingénierie, l’optimisation linéaire et non linéaire,

la théorie de l’information, . . . , ainsi qu’une bonne partie de l’informatique sont

autant de domaines d’application des mathématiques.

L’optimisation est une branche des mathématiques cherchant à modéliser, à

analyser et à résoudre analytiquement ou numériquement les problèmes qui consistent

à minimiser ou maximiser une fonction sur un ensemble.

Les problèmes que rencontrent les gestionnaires des plus hauts niveaux jus-

qu’aux petites entreprises, se présentent sous forme de données, de contraintes,

dont on doit tenir compte et d’un objectif ou plusieurs objectifs à atteindre.

On doit commencer par interpréter tous les paramètres et les transformer sous

des formes qu’on peut gérer, en cherchant des approches mathématiques pour les

résoudre.

Les techniques d’optimisation sont des procédés systématique permettant d’ap-

procher, voire de trouver la technique de fabrication la plus rapide, le cout le plus

bas ou l’impôt le plus juste. La technique d’optimisation la plus simple est sans

conteste celle de l’essai-erreur. Il suffit de faire varier quelques paramètres et de

conserver le candidat dès que celui-ci, tout en respectant les contraintes du pro-

blème, s’avère meilleur que le modèle le plus performant actuellement disponible.
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Introduction

Avec un peu d’habitude, d’intuition ou de chance, une amélioration peut être ob-

tenue. Mais s’agit-il vraiment d’un optimum?

Partie intégrante des mathématiques appliquées, l’optimisation se veut de ré-

soudre des problèmes scientifiques et industriels. L’optimisation est une méthode

(ensemble de méthode) qui permet d’obtenir le meilleure résultat approché d’un pro-

blème de recherche de minimum d’effort à fournir pour une machine (par exemple)

ou le besoin d’obtenir un bénéfice maximal dans une gestion de production ou dans

la gestion d’un portefeuille. L’optimiser c’est donner les meilleurs conditions de

fonctionnement, de rendement" (le petit Robert).

L’optimisation joue un rôle important en recherche opérationnelle (domaine à

la frontière entre l’informatique, les mathématiques et l’économie), dans les ma-

thématiques appliquées (fondamentales pour l’industrie et l’ingénierie), en analyse

et en analyse numérique, en statistique pour l’estimation du maximum de vraisem-

blance d’une distribution, pour la recherche de stratégies dans le cadre de la théorie

des jeux, ou encore en théorie du contrôle et de la commande.

D’un point de vue mathématique, l’optimisation consiste à rechercher le mini-

mum ou maximum d’une fonction avec ou sans contraintes.

L’optimisation possède ses racines au 18 ième siècle dans les travaux de :

∗ Taylor, Newton, la grange, qui ont élaboré les bases des développe-

ments limités.

∗ Cauchy ([1847]) fut le premier à mettre en œuvre une méthode d’op-

timisation, méthode du pas de descente, pour la résolution de problèmes sans

contraintes.

Il faut attendre le milieu du vingtième siècle, avec l’émergence des calculateurs

et surtout la fin de la seconde guerre mondiale pour voir apparaitre des avancées

spectaculaires en termes de techniques d’optimisation. Annoter, ces avancées ont

été essentiellement obtenues en Grande Bretagne.

Dans ce travail, nous allons intéresser à l’étude de problèmes d’optimisation

non linéaires sans contraintes pour ce faire, nous avons opté pour le plan du travail

5



Introduction

suivant :

∗ Le premier chapitre commence par traiter des notions mathématiques

fondamentales, on définit et on introduit les outils fonctionnels de base nécessaire

pour l’optimisation sans contraintes.

∗ Dans le deuxième chapitre nous nous intéressons à l’étude de quelque

résultats théoriques (existence et unicité des solutions) aussi les conditions d’opti-

malité (nécessaires et suffisantes).

∗ Et dans le dernier chapitre, nous consacrerons de quelques méthodes

(algorithmes) d’optimisation les plus utilisées dans la pratique.
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Chapitre 1
Généralités et outils de base

1.1 Définitions de base

Définition 1.1.1. Soit A ⊂ Rn une matrice symétrique

1. On dit que A est semi définie positive si xtAx ≥ 0 ∀x ∈ Rn.

2. On dit que A est définie positive si xtAx > 0 ∀x ∈ Rn/ {0}.

Définition 1.1.2. Étant donnée x ∈ Rn, on appelle voisinage de x, noté V (x) tout

sous ensemble ouvert contenant x. De façon équivalente, V (x) est un voisinage de

x s’il contient une boule de centre x.

Définition 1.1.3. Un ensemble S est dit ouvert s’il coïncide avec son intérieure,

c’est -à-dire si S = int(S).

7



Généralités et outils de base

1.2 Différentiabilité

1.2.1 Différentiabilité : du premier ordre

Dérivée partielle

Définition 1.2.1. [3] soit f : Rn → R une fonction continue. La fonction notée

∇if(x) : Rn → R, également notée
∂f(x)
∂xi

est appelée iime dérivée partielle de f et

est définie par

lim
α→0

f(x1, · · · , xi + α, · · · , xn)− f(x1, · · · , xi, · · · , xn)

α

Cette limite peut ne pas exister.

Exemple 1.2.1. Soit f : R3 → R2 définie par :

f(x) =


 x31 + x42 + x23

5x21 + 2x32 + x3


 .

∂f1
∂x1

= 3x21,
∂f1
∂x2

= 4x32,
∂f1
∂x3

= 2x3

∂f2
∂x1

= 10x1,
∂f2
∂x2

= 6x22,
∂f2
∂x3

= 1

Gradient

Si les dérivées partielles
∂f

∂xi
existent pour tout i, le gradient de f est défini de

la façon suivante.

Définition 1.2.2. [24] [23] Soit f : Rn → R une fonction continue. La fonction

notée ∇f(x) : Rn → Rn est appelée le gradient de f est définie par

∇f(x) =

(
∂f(x)
∂xi

)

i=1,··· ,n
=




∂f(x)

∂xi...
∂f(x)

∂xn



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Généralités et outils de base

Elle ne pas existe pour certains x ∈ Rn. On note dans R,

∇f(x) = f ′(x).

Le gradient jouera un rôle essentiel dans le développement et l’analyse des al-

gorithmes d’optimisation.

Exemple 1.2.2. Soit f(x1, x2, x3) = 5x21 − 3(x2 − x23)2 + 25(x1 + x23). Le gradient

de f est donnée par :

∇f(x1, x2, x3) =




10x1 + 25

−6x2 − 6x23

x3(6x2 + 50)




Soit f(x) = 15x2 + exp(3x+ 1), on calcule le gradient de f on obtient :

∇f(x) = f ′(x) = 30x+ 3 exp(3x+ 1)

Remarque 1.2.1. Nous rappellerons aussi la formule :

∂f

∂h
(x) = 〈∇f(x), h〉,∀x ∈ Ω ∀ h ∈ Rn

Proposition 1.2.1. pour tout x ∈ Rn le gradient ∇f(x) est l’unique vecteur tel

que pour tout h ∈ Rn on a :

∇f(x)(h) = 〈f(x), h〉

où pour deux vecteurs u = (u1, · · · , un) et v = (v1, · · · , vn) de Rn on a noté 〈u, v〉
le produit scalaire usuel

∑n
j=1 ujvj.

Proposition 1.2.2. (Gradient de la composée) Supposons qu’on a deux ou-

verts Ω ⊂ Rn et U ⊂ R et deux fonctions f : Ω → R et g : U → R avec on plus

f(Ω) (on peut alors définir gof : Ω → R ). Supposons que f, g sont de classe C1

alors gof est aussi de classe C1 avec en plus

∇(gof)(x) = g′(f(x))∇f(x) ∀ x ∈ Ω.

9



Généralités et outils de base

Exemple 1.2.3. f(x1, x2) = 2x1x
2
2, g(x) = 3x+ 2

∇(gof)(x) = 6(x1x
2
2)

(
2x22

4x1x2

)

=

(
12x1x

4
2

24x21x
3
2

)
.

Dérivée directionnelle

Définition 1.2.3. [10] On appelle dérivée directionnelle de f dans la direction d

au point x, notée δf(x, d), la limite (éventuellement +∞ et −∞ )du rapport :

f(x+ αd)− f(x)

α

lorsque α tend vers 0. Autrement dit :

δf(x, d) = lim
α→0

f(x+ αd)− f(x)

α
= ∇Tf(x)d

Remarque 1.2.2. Si ‖d‖ = 1 : la dérivée directionnelle est le taux d’accroissement

de f dans la direction d au point x.

Remarque 1.2.3. Pour tout x ∈ Ω et d ∈ Rn on note

∂f

∂d
(x) = lim

α→0

1

α
[f(x+ αd)− f(x)] = g′(0)

(c’est la dérivée directionnelle de f en x de direction d ) où on a noté :

g(α) = f(x+ αd).

Exemple 1.2.4. soit f(x1, x2, x3) = 5x1x3 − x31x2 + 2x1x2x3 et soit

d =




d1

d2

d3




La dérivée directionnelle de f dans la direction d est

(d1 d2 d3)∇f(x1, x2, x3) = d1(5x3−3x21x2+2x2x3)+d2(−x31+2x1x3)+d3(5x1+2x1x2)

10



Généralités et outils de base

où ∇f(x1, x2, x3)est donnée par

∇f(x1, x2, x3) =




5x3 − 3x21x2 + 2x2x3
−x31 + 2x1x3
5x1 + 2x1x2




Fonction différentiable

Définition 1.2.4. [3] Soit f : Rn → R une fonction continue. Si, pour tout

d ∈ Rn, la dérivée directionnelle de f dans la direction d existe, alors la fonction

f est dite différentiable.

Remarque 1.2.4. Cette notion est parfois appelée 〈〈Gateaux-différentiabilité〉〉
en ce sens que d’autres type de différentiabilité peuvent être définis (comme la dif-

férentiabilité au sens Fréchet). La dérivée directionnelle donne des informations

sur la pente de la fonction dans la direction d, tout comme la dérivée donne des

informations sur la pente des fonctions à une variable. Notamment, la fonction est

croissante dans la direction d si la dérivée directionnelle est strictement positive

et décroissante si elle est strictement négative. Dans ce dernier cas, nous dirons

qu’il s’agit d’une direction de descente.

Définition 1.2.5. (différentiable au sens de Gâteaux) Soit f une application

de Rn à valeur dans R, v un élément de Rn et x un point de Rn. On dit que f

admet une dérivée en x suivant le vecteur v si la limite suivante existe :
∂f(x)

∂v
= lim

α→0

f(x+ αv)− f(x)

α

On dit que f est Gâteaux-différentiable en x si les dérivées directionnelles
∂f(x)

∂v

sont définies pour tout v et si de plus l’application v 7→ ∂f(x)

∂v
est linéaire.

Direction de descente

Définition 1.2.6. [2] Soient f : Rn → R et x ∈ Rn. Le vecteur d ∈ Rn est une

direction de descente pour f à partir du point x si α 7→ f(x+αd) est décroissante

11



Généralités et outils de base

en x = 0, c’est à dire s’il existe η > 0 tel que :

f(x+ αd) < f(x),∀x ∈]0, η].

Définition 1.2.7. Soit d un vecteur non nul de Rn. On dit que d est une direction

de descente de f en x ∈ Rn si dT∇f(x) < 0.

Le terminologie 〈〈direction de descente〉〉 est justifiée par la théorème suivante.

Théorème 1.2.1. Soit f : Rn → R une fonction différentiable. Soient x ∈ Rn tel

que ∇f(x) 6= 0 et d ∈ Rn. Si d est une direction de descente, alors il existe η > 0

tel que

f(x+ αd) < f(x),

∀ 0 < α ≤ η De plus, pour tout β < 1, il existe η > 0 tel que

f(x+ αd) < f(x) + αβ∇f(x)Td

pour tout 0 < α ≤ η.

Théorème 1.2.2. (plus forte pente) Soit f : Rn → R une fonction différentiable.

Soient x ∈ Rn et d∗ = ∇f(x). Alors pour tout d ∈ Rn tel que ‖d‖ = ‖∇f(x)‖,
on a

dT∇f(x) ≤ d∗T∇f(x) = ∇f(x)T∇f(x).

Exemple 1.2.5. soit : f(x) = 1
2
x21+x

2
2 et soit x = (1.1)T .Nous considrons trois directions

d1 = ∇f(x) =

(
1

4

)
, d2 =

(
1

1

)
et d3 =

(−1

3

)
.

La dérivée directionnelle de f dans chacune de ces directions vaut :

dT1∇f(x) = 17,

dT2∇f(x) = 5,

dT3∇f(x) = 11.

12
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Théorème 1.2.3. (plus forte descente) Soit f : Rn → R une fonction dif-

férentiable. Soient x ∈ Rn et d∗ = −∇f(x). Alors pour tout d ∈ Rn tel que

‖d‖ = ‖∇f(x)‖, on a

−∇f(x)T∇f(x) = d∗T∇f(x) ≤ dT∇f(x)

et la direction opposée au gradient est celle ou la fonction a la plus forte descente.

Exemple 1.2.6. Soit : f(x) = 1
2
x21 + 2x22 et soit x = (1.1)T . Nous considérons

trois directions

d1 = −∇f(x) =

(−1

−4

)
, d2 =

(−1

−1

)
et d3 =

(
1

−3

)
.

La dérivée directionnelle de f dans chacune de ces directions vaut :

dT1∇f(x) = −17,

dT2∇f(x) = −5,

dT3∇f(x) = −11.

1.2.2 Différentiabilité : du second ordre

Nous pouvons effectuer la même analyse de différentiabilité faite sur la fonction

dans la section (1.2) pour chacune des fonctions ∇if(x) de la dérivée partielle. La

jime dérivée partielle de ∇if(x) est la dérivée seconde de f par rapport aux variables

i et j, car

∂∇if(x)

∂xj
=
∂(
∂f(x)

∂xi
)

∂xj
=
∂2f(x)

∂xi∂xj

Il est courant d’organiser ces dérivées secondes dans une matrice n× n dont l’élé-

ment de la ligne i et de colonne j soit
∂2f(x)

∂xi∂xj
. Cette matrice est appelée matrice

hessienne ou hessien.

Matrice Hessienne

Définition 1.2.8. [24] [23] Soit f : Rn → R une fonction deux fois différentiable.

La fonction notée ∇2f(x) : Rn → Rn×n est appelée matrice hessienne ou hessien

13
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de f est définie par

∇2f(x) =




∂2f(x)

∂x21

∂2f(x)

∂x1∂x2
· · · ∂2f(x)

∂x1∂xn
∂2f(x)

∂x2∂x1

∂2f(x)

∂x22
· · · ∂2f(x)

∂x2∂xn
... . . . ...

∂2f(x)

∂xn∂x1

∂2f(x)

∂xn∂x2
· · · ∂2f(x

∂x2n




On note dans R,

∇2f(x) = f ′′(x).

Remarque 1.2.5. Si f deux fois différentiable en x alors ∇2f(x) est une matrice

symétrique, c’est-à-dire
∂

∂xi
(
∂f

∂xj
) =

∂

∂xj
(
∂f

∂xi
)

.

Exemple 1.2.7. Soit f : f(x1, x2, x3) = 2x21+15(x1−x22)2+20(x2+x23)
2 la matrice

hessien de f est :

∇2f(x1, x2, x3) =




34 (−60)x2 0

(−60)x2 (−60)x1 + 180x22 + 40 80x3

0 80x3 802 + 240x23




Soit : f(x) = 5x3 + exp(2x2) la hessienne de f est :

∇2f(x) = f ′′(x) = 30x+ 4 exp(2x2) + 16x2 exp(2x2)

.

1.3 Développement de Taylor

La formule de Taylor est un outil important en convexité. Nous la rappelons

dans le cas général. Soit Ω ⊂ Rnouvert, f : Ω → R. α ∈ Ω et h ∈ R tels que

[α, α + h]. Alors

14
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1. Si f ∈ C1(Ω) alors

i) Formulation de Taylor à l’ordre 1 avec reste intégral

f(α + h) = f(α) +

∫ 1

0

〈∇f(α + th), h〉dt.

ii) Formulation de Taylor-Maclaurin à l’ordre 1

f(α + h) = f(α) + 〈∇f(α + h), h〉.

iii) Formulation de Taylor-Young à l’ordre 1

f(α + h) = f(α) + 〈∇f(α), h〉+ o(‖h‖).

2. Si f ∈ C2(Ω) alors

i) Formulation de Taylor à l’ordre 2 avec reste intégral

f(α + h) = f(α) + 〈∇f(α), h〉+

∫ 1

0

(1− t)〈∇2f(α + th)h, h〉dt.

ii) Formulation de Taylor-Maclaurin à l’ordre 2

f(α + h) = f(α) + 〈∇f(α), h〉+
1

2
〈∇2f(α + θh)h, h〉.

avec 0 < θ < 1

iii) Formulation de Taylor-Young à l’ordre 2

f(α + h) = f(α) + 〈∇f(α), h〉+
1

2
〈∇2f(α)h, h〉+ o(‖h‖2).

Remarque 1.3.1. La notation o(‖h‖k) pour k ∈ N∗ signifie une expression

qui tend vers 0 plus vite que ‖h‖k (c’est à dire, si on la divise par ‖k‖k, le
résultat tend vers 0 quand ‖h‖ tend vers 0 )

Théorème 1.3.1. [7] Soit f : Ω → R de classe Cm+1(Ω). Si le segment

[α, α + h] est contenu dans Ω , on a :

f(α+h) = f(α)+f ′(α).h+· · ·+ 1

n!
fn(α)(h)n+

∫ 1

0

(1− t)n
n!

f (n+1)(α+th)(h)(n+1)dt.

15
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1.4 Convexité

1.4.1 Ensemble convexe

Définition 1.4.1. Un ensemble C ⊂ Rn est dit convexe si pour tout couple

(x, y) ∈ C2 et ∀λ ∈ [0, 1] on a :

λx+ (1− λ)y ∈ C

.

Propriétés 1.4.1. 1. Soit X1, X2, · · · , Xm ⊂ Rn, m ensembles convexes alors

on a : Y =
⋂m
i=1Xi est un ensemble convexe.

2. La réunion d’ensembles convexes n’est pas forcement convexe.

3. Soit X1, X2, · · · , Xm ⊂ Rn, m ensembles convexes,

∀(λ1, λ2, · · · , λm) ∈ Rm
+ ,

Y =
m∑

i=1

λiXi =

{
m∑

i=1

λiXi, xi ∈ Xi, i = 1, . . . ,m

}
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1.4.2 Combinaison convexe

On appelle combinaison convexe de n points x1, x2, · · · , xn, tout point obtenu
par la formule [6] :

y =
n∑

i=1

λixi, avec

n∑

i=1

λi = 1.

Théorème 1.4.1. un ensemble C ⊂ Rn est convexe si et seulement si toute com-

binaison convexe des points de C appartient à C.

Enveloppe convexe

L’enveloppe convexe d’un sous ensemble C ⊂ X quelconque est le plus petit

convexe contenant C, elle est notée conv(X) [19].

Fonction convexe

Définition 1.4.2. [3] [15] Une fonction f : Rn → R est dite convexe si pour tout

x, y ∈ Rn et pour tout λ ∈ [0, 1],on a

f(λx+ (1− λ)y) ≤ λf(x) + (1− λ)f(y).

La définition (1.4.2) est illustrée dans la figure (1.1). Le segment de droite

reliant les points (x, f(x)) et (y, f(y)) se trouve totalement de droite du graphe de

f . Le point z = λx + (1 − λy) est situé quelque part entre x et y. Le point de

coordonnées (z, λf(x) + (1 − λ)f(y)) se trouve sur le segment de droite entre les

points (x, f(x)) et (y, f(y)). Pour que la fonction soit convexe, il faut que ce point

se trouve toujours (c’est-à-dire pour tout x, y et 0 ≤ λ ≤ 1) au-dessus du graphe

de la fonction.

La figure (1.2) illustrée une fonction non convexe, ou l’on voit qu’il existe un x et

un y tels que la reliant (x, f(x)) et (y, f(y)) n’est pas située totalement au-dessus

du graphe de la fonction.
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Figure 1.1 – Illustration de la définition 1.4.2

Figure 1.2 – Illustration d’un contre-exemple à la définition 1.4.2

Fonctions concave

Définition 1.4.3. [3] Une fonction f : Rn → R est dite concave si −f est une

fonction convexe, c’est-à-dire si pour tout x, y ∈ Rn, x 6= y, et pour tout λ ∈ [0, 1],

on a

f(λx+ (1− λ)y) ≥ λf(x) + (1− λ)f(y).

18
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Fonction strictement convexe

Définition 1.4.4. [3] Une fonction f : Rn → R est dit strictement convexe si

pour tout x, y ∈ Rn, x 6= y, et pour tout λ ∈]0, 1[, on a

f(λx+ (1− λ)y) < λf(x) + (1− λ)f(y).

Proposition 1.4.1. des fonctions convexes :

1. Soit f : X → Rn avec X un ensemble convexe. Si f est une fonction convexe,

alors : f(
n∑
i=1

λixi) ≤
n∑
i=1

λif(xi) avec λi ≥ 0,
n∑
i=1

λi = 1, xi ∈ X, i = 1, . . . , n.

2. Soit f1, f2, . . . , fn n fonction convexe définies sur un ensemble convexe X, alors :

f(x) =
n∑
i=1

λifi(x) est une fonction convexe sur X, avec

λi ≥ 0, i = 1, . . . , n. En d’autres termes, une combinaison linéaire a coéfficients

positifs de fonctions convexes est une fonction convexe.
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Chapitre 2
Minimisation sans contraintes

soit f : Rn → R. On appelle problème de minimisation sans contraintes le

problème suivant

(P )

{
min
x∈Rn

f(x) . (2.1)

L’étude de ces problèmes est importante pour des raisons diverses. Beaucoup de

problèmes d’optimisation avec contraintes sont transformés en des suites de pro-

blèmes d’optimisation sans contraintes (multiplicateur de Lagrange, méthodes des

pénalités, . . .). L’étude des problèmes d’optimisation sans contraintes trouve aussi

des applications dans la résolution des systèmes non linéaires. Une grande classe

d’algorithmes que nous allons considérer pour le problème d’optimisation sans

contraintes ont la forme générale suivante




x0 point initial

xk+1 = xk + αkdk

le vecteur dk s’appelle la direction de descente, αk le pas de la méthode à la

k-ième itération. En pratique, on s’arrange presque toujours pour avoir l’inégalité

suivante

f(xk+1) ≤ f(xk),

qui assure la décroissance suffisante de la fonction objectif f . de tels algorithmes

sont souvent appelles méthodes de descente. Essentiellement la différence entre
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ces algorithmes réside dans le choix de la direction de descente dk, cette direction

étant choisie nous sommes plus ou moins ramenés à un problème unidimensionnel

pour la détermination de αk. Pour s’approcher de la solution optimale du pro-

blème (P )(dans le cas générale, c’est un point en lequel ont lieu peut être avec une

certaine précision les conditions nécessaires d’optimalité de f), on se déplace na-

turellement à partir du point xk dans la direction de la décroissance de la fonction

f . L’optimisation sans contraintes a les propriétés suivantes :

– toutes les méthodes nécessitent un point de départ x0.

– les méthodes déterministes convergent vers le minimum local le plus proche.

– plus vous saurez sur la fonction (gradient, hessien) plus la minimisation sera

efficaces.

considérons le problème d’optimisation sans contraintes (P ).

Définition 2.0.5.

1) x̂ ∈ Rn est un minimum local de (P) si et seulement s’il existe un voisinage

Vε(x̂) tel que :

f(x̂) 6 f(x) : ∀x ∈ Vε(x̂)

2) x̂ ∈ Rn est un minimum local strict de (P) si et seulement s’il existe un voisinage

Vε(x̂) tel que :

f(x̂) < f(x) : ∀x ∈ Vε(x̂), x 6= x̂

3) x̂ ∈ Rn est un minimum global de (P) si et seulement si

f(x̂) 6 f(x) : ∀x ∈ Rn

2.1 Résultats d’existence et d’unicité

Avant d’étudier les propriétés de la solution (ou des solutions) de (P ) il faut

s’assurer de leur existence. Nous donnerons ensuite des résultats d’unicité.
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Définition 2.1.1. On dit que f : Rn → R est coercive si

lim
‖x‖→+∞

f(x) = +∞.

Ici ‖.‖ désigne une norme quelconque de Rn. On notera ‖.‖p (p ∈ N)

la norme lp de Rn :

∀x = (x1, . . . , xn) ∈ Rn ‖x‖p =

[
n∑

i=1

|xi|p
] 1

p

.

La norme infinie de Rn est

∀x = (x1, . . . , xn) ∈ Rn ‖x‖∞ = max
1≤i≤n

|xi|.

Théorème 2.1.1. (Existence) Soit f : Rn → R ∪ {+∞} propre, continue et

coercive. Alors (P ) admet au moins une solution.

Preuve 2.1.1. [21]

∗ Soit d = inf(f); d < +∞ car f est propre. Soit (xp)p∈N ∈ Rn une suite minimi-

sante, c’est-à-dire telle que

lim
p→+∞

f(xp) = d.

Montrons que (xp) est bornée.

Si ce n’était pas le cas on pourrait extraire de cette suite une sous-suite (encore

notée (xp)) telle lim
p→+∞

f(xp) = +∞. Par coercivité de f on aurait

lim
p→+∞

f(xp) = +∞ ce qui contredit le fait que lim
p→+∞

f(xp) = d < +∞.

Comme (xp) est bornée, on peut alors en extraire une sous-suite (encore notée

(xp)) qui converge vers x̂ ∈ Rn par continuité de f , on a alors

d = lim
p→+∞

f(xp) = f(x̂).

En particulier d > −∞ est x̂ est une solution du problème (P ).

Théorème 2.1.2. (Unicité) Soit f : Rn → R∪{+∞} strictement convexe. Alors

le problème (P ) admet au plus une solution.
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Preuve 2.1.2. [21]

∗ Supposons que f admette au moins un minimum m et soit x1 6= x2 (dans Rn)

réalisant ce minimum : f(x1) = f(x2) = m. Par stricte convexité de la fonction f

on a alors :

f

(
x1 + x2

2

)
<

1

2
(f(x1) + f(x2)) = m;

ceci contredit le fait que m est le minimum. Donc x1 = x2.

Donnons pour terminer un critère pour qu’un fonction soit strictement convexe et

coercive.

Théorème 2.1.3. Soit f une fonction C1 de Rn dans R. On suppose qu’il existe

α > 0 tel que

∀(x, y) ∈ Rn × Rn 〈∇f(x)−∇f(y), x− y〉 ≥ α‖x− y‖2. (2.2)

Alors f est strictement convexe et coercive, en particulier le problème (P ) admet

solution unique .

Preuve 2.1.3. [21]

∗ La condition (2.2) implique que ∇f est monotone et que f est convexe. De plus on

a la stricte convexité de f . Enfin f est coercive : en effet, appliquons la formulation

de Taylor avec reste intégral

f(y) = f(x) +

∫ 1

0

d

dt
f(x+ t(y − x))dt = f(x) +

∫ 1

0

〈∇f(x+ t(y − x)), y − x〉dt.

Donc

f(y) = f(x) + 〈∇f(x), y − x〉+

∫ 1

0

〈∇f(x+ t(y − x))−∇f(x), y − x〉dt. (2.3)

D’après (2.3) on obtient

f(y) ≥ f(x) + 〈∇f(x), y − x〉+

∫ 1

0

tα‖x− y‖2dt.

Finalement

f(y) ≥ f(x)− ‖∇f(x)‖‖y − x‖+
α

2
‖x− y‖2.
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Fixons x = 0 par exemple ; il est alors clair que f est coercive.

Par conséquent, f admet un minimum unique x̂ sur Rn caractérisé par

∇f(x̂) = 0. La condition (2.2) nous améne à la définition suivante :

Définition 2.1.2. (Fonction élliptique) On dit que f : Rn → R est élliptique

si la condition (2.2) est vérifiée, c’est-à-dire ∃ α > 0 tel que

∀(x, y) ∈ Rn × Rn : 〈∇f(x)−∇f(y), x− y〉 ≥ α‖x− y‖2.
α est la constante d’ellipticité.

Proposition 2.1.1. [21] Une fonction f : Rn → R deux fois différentiable sur Rn

est elliptique si et seulement si

∀(x, y) ∈ Rn × Rn : 〈∇2f(x)y, y〉 ≥ α‖y‖2.

Pour la preuve on utilise de nouveau la formule de Taylor appliquée à la fonc-

tion ϕ : t→ ϕ(t) = f(x+ ty).

Il faut maintenant donner des conditions pour pouvoir calculer la (ou les ) solu-

tions.

On va rechercher à montrer que cette solution est solution de certaines équations,

de sorte qu’il sera plus facile de la calculer.

2.2 Conditions d’optimalité

2.2.1 Conditions nécessaires d’optimalité du premier ordre

Théorème 2.2.1. [4] soit f : Rn −→ R tel que f est différentiable au point

x̂ ∈ Rn. soit d ∈ Rn tel que ∇f(x̂)T .d < 0. Alors il existe δ > 0 tel que

f(x̂+αd) < f(x̂) pour tout α ∈]0, δ[. La direction d s’appelle dans ce cas direction

de descente.

Preuve 2.2.1. [21] comme f est différentiable en x̂ alors :

f(x̂+ αd) = f(x̂) + α∇f(x̂)T .d+ α ‖ d ‖ λ(x̂, αd)
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ou λ(x̂, αd) −→ 0 pour α −→ 0. Ceci implique :

f(x̂+ αd)− f(x̂)

α
= ∇f(x̂)T .d+ ‖ d ‖ λ(x̂, αd) α 6= 0.

et comme ∇f(x̂)T .d < 0 et λ(x̂, αd) −→ 0 pour α −→ 0, il existe δ > 0 tel que :

∇f(x̂)T .d+ ‖ d ‖ λ(x̂, αd) < 0 pour tout α ∈]0, δ[.

et par conséquent on obtient :

f(x̂+ αd) < f(x̂) pour tout α ∈]0, δ[.

Corolaire 2.2.1. soit f : Rn −→ R différentiable en x̂, si x̂ est un minimum local

alors ∇f(x̂) = 0.

Preuve 2.2.2. [10] On suppose que ∇f(x̂) 6= 0. Si on pose d = −∇f(x̂), on

obtient :

∇f(x̂)T .d = − ‖ ∇f(x̂) ‖2< 0.

et par le théorème précédent, il existe δ > 0 tel que :

f(x̂+ αd) < f(x̂) pour tout α ∈]0, δ[.

mais ceci est contradictoire avec le fait que x̂ est un minimum local d’ou ∇f(x̂) = 0.

2.2.2 Conditions nécessaires d’optimalité du seconde ordre

Théorème 2.2.2. [8] soit f : Rn −→ R deux fois différentiable, x̂ est un minimum

local. Alors ∇f(x̂) = 0 et ∇2f(x̂) est semi définie positive.

Preuve 2.2.3. [21] le corollaire ci-dessus montre la première proposition, pour la

deuxième proposition on a :

f(x̂+ αd) = f(x̂) + α∇f(x̂)T .d+
1

2
α2∇2f(x̂)d+ α2 ‖ d ‖2 λ(x̂, αd), α 6= 0.

comme x̂ est un minimum local alors f(x̂+αd) ≥ f(x̂) pour α suffisamment petit,

d’ou :
1

2
dT∇2f(x̂)d+ ‖ d ‖2 λ(x̂, αd) ≥ 0 pour α petit.
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En passant à la limite quand α −→ 0, on obtient que dT∇2f(x̂)d ≥ 0, d’ou ∇2f(x̂)

est semi définie positive.

2.2.3 Conditions suffisantes d’optimalité

Les conditions données précédemment sont nécessaires (si f n’est pas convexe),

c’est-à-dire qu’elles doivent être satisfaites pour tout minimum local, cependant,

tout point vérifiant ces conditions n’est pas nécessairement un minimum local. Le

théorème suivant établit une condition suffisante pour qu’un point soit un minimum

local, si f est deux fois différentiable.

Théorème 2.2.3. [8] Soit f : Rn → R deux fois différentiable en x̂.

Si ∇f(x̂) = 0 et ∇2f(x̂) est définie positive, alors x̂ est minimum local strict.

Preuve 2.2.4. [20] f est deux fois différentiable au point x̂. Alors ∀x ∈ Rn, on

obtient :

f(x) = f(x̂)t(x− x̂) +
1

2
(x− x̂)t∇2f(x̂)(x− x̂) + ‖x− x̂‖2λ(x̂;x− x̂) (2.4)

où λ(x̂;x − x̂) → 0 pour x → x̂. Supposons que x̂ n’est pas un minimum local

strict. Donc il existe une suit {xk} convergente vers x̂ telle que

f(xk) ≤ f(x̂), xk 6= x̂, ∀k.

Posons dk =
(xk − x̂)

‖xk − x̂‖
. Donc ‖dk‖ = 1 et on obtient à partir de (2.4) :

f(xk)− f(x̂)

‖xk − x̂‖2
=

1

2
dtk∇2f(x̂)dk + λ(x̂;xk − x̂) ≤ 0,∀k (*)

et comme ‖dk‖ = 1, ∀k alors ∃ {dk}k∈N1⊂N telle que dk → d pour k →∞ et k ∈ N1.

On a bien sur ‖d‖ = 1. Considérons donc {dk}k∈N1
et le fait que λ(x̂;x− x̂)→ 0

pour k → ∞ et k ∈ N1. Alors (*) donne : dt∇2f(x̂)d ≤ 0, ce qui contredit le fait

que ∇2f(x̂) est définie positive car ‖d‖ = 1 (donc d 6= 0). Donc x̂ est un minimum

local stricte.
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Exemple 2.2.1. Soit f(x, y) = mx2 + y2 définie sur R2 dans R, m 6= 0 pour

déterminer les extrêmes de f, il faut d’abord déterminé les points stationnaire de f

et la matrice Hessienne va déterminer la nature du point stationnaire.

*) Calcule de ∇f(x, y) =

(
∂f(x, y)

∂x
,
∂f(x, y)

∂y

)
= (2mx, 2y)

(2mx, 2y) = (0, 0)⇒





2mx = 0

2y = 0
⇔





x = 0,

y = 0

S(f) = (0, 0). Ce point stationnaire est le seul extrémum éventuel.

a) Nature du point stationnaire (0, 0)

∇2f(x, y) =


 2m 0

0 2




∇2f(0, 0) =


 2m 0

0 2




∗ Si m > 0, alors ∇2f(x0) est défini positive donc par la condition suffisante

x0 = (0, 0) est minimum local strict.

∗ Si m < 0, alors les valeurs propre n’ont pas le même signe donc par la condition

nécessaire, x0 = (0, 0)ne peut pas être un minimum local.

Cas convexe

Théorème 2.2.4. Soit f : Rn → R tell que f est convexe et différentiable. Alors

x̂ est un minimum global de f si et seulement si

∇f(x̂) = 0.

Remarque 2.2.1. Les théorèmes (2.2.4) et (2.2.3) demeurent vrais sinon remplace

Rn par un ouvert S de Rn
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Minimisation sans contraintes

Remarque 2.2.2. Dans le cas où f est convexe, alors tout minimum local est aussi

globale. De plus si f est strictement convexe, alors tout minimum local devient non

seulement global mais aussi unique.
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Chapitre 3
Méthodes de résolutions

Dans ce chapitre nous allons introduire une classe importante d’algorithmes

de résolution des problèmes d’optimisation sans contraintes. Bien entendu, nous

ne pouvons pas être exhaustifs ; nous présentons les méthodes "de base" les plus

classique. et avec cela, la plut part de ces algorithmes exploitent les conditions d’op-

timalité dont on a vu qu’elles permettaient (au mieux) de déterminer des minima

locaux. La question de la détermination de minima globaux est difficile et dépasse

le cadre que nous nous sommes fixés. Néanmoins, nous décrirons dans la section

suivante, un algorithme probabiliste permettant de "déterminer" x un minimum

global.

Remarquons aussi que nous avons fait l’hypothèse de différentiabilité. Nous n’en

parlerons par ici. Nous commencerons par quelques définition.

3.1 Définition (algorithmes)

Un algorithme est défini par une application A de Rn dans Rn permettant la

génération d’une suite d’éléments de Rn par la formule :
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



x0 ∈ Rn donné, k = 0 étape d’initialisation,

xk+1 = A(xk), k = k + 1 itération k

Ecrire un algorithme n’est ni plus ni moins que se donner une suite (xk)k∈N de

Rn ; étudier la convergence de l’algorithme, c’est étudier la convergence de la suite

(xk)k∈N[5].

3.1.1 convergence d’un algorithme

Définition 3.1.1. On dit que l’algorithme A converge si la suite (xk)k∈N engen-

drée par l’algorithme converge vers une limite x̂.

3.1.2 Taux de convergence d’un algorithme

Définition 3.1.2. Soit (xk)k∈N une suite de limite x̂ définie par la donnée d’un

algorithme convergent A. On dit que la convergence de A est :

• linéaire : si l’erreur ek =‖ xk − x̂ ‖ décroit linéairement :

∃ C ∈ [0, 1[, ∃ k0, ∀ k ≥ k0 ek+1 ≤ Cek.

• super-linéaire : si l’erreur ek décroit de la manière suivante :

ek+1 ≤ αkek.

où αk est une suite positive convergente vers 0. Si αk est une suite géométrique,

la convergence de l’algorithme est dite géométrique.

• d’order p : si l’erreur ek décroit de la manière suivante :

∃C ≥ 0, ∃ k0, ∀ k ≥ k0 ek+1 ≤ C[ek]
p.

Si p=2, la convergence de l’algorithme est dit quadratique.

• locale : si elle n’a lieu que pour des points de départ x0 dans un voisinage de x̂.

Dans le cas contraire la convergence est globale.
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Remarque 3.1.1. La "classification" précédente des vitesses (taux) de conver-

gence renvoie à la notion de comparaison des fonctions au voisinage de +∞. En

effet, si on suppose que l’erreur ek ne s’annule pas, une convergence linéaire revient

à dire que ek+1

ek
= o(1), alors qu’une convergence super-linéaire est équivalente à

ek+1

ek
= o(ep−2k ). On a bien entendu intérêt à ce que la vitesse de convergence d’un

algorithme soit la plus élevée possible (afin d’obtenir la solution avec un minimum

d’itérations pour une précision donnée).

3.2 Méthode de gradient

La méthode (ou algorithme) du gradient fait partie de la classe plus grande des

méthodes appelées méthodes de descente.

On veut minimiser une fonction f . Pour cela on ce donne un point de départ ar-

bitraire x0. Pour construire l’itéré suivante x1 il faut penser qu’on veut rapprocher

du minimum de f , on veut donc que f(x1) < f(x0). On cherche alors x1 sous la

forme x1 = x0 + ρ0d0 où d0 ∈ Rn et ρ0 > 0. En pratique donc, on cherche d0 et ρ0
pour que f(x0 + ρ0d0) < f(x0). Quand d0 existe on dit que c’est une direction

de descente et ρ0 est le pas de descente. La direction et le pas de descente

peuvent être fixé ou changer à chaque itération. Le schéma général d’une méthode

de descente est suivant :




x0 donné dans Rn

xk+1 = xk + αkdk, avec dk ∈ Rn et αk > 0

où αk et dk choisis de telle sorte que f(xk + αkdk) ≤ f(xk).

Une idée pour trouver la direction de descente est de faire un développement de

Taylor de f au premier ordre au voisinage de xk+1 est donné par :

f(xk+1) = f(xk + αkdk)

= f(xk) + αk∇f(xk)dk + o(αkdk).
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Or, puisque l’on désire avoir : f(xk+1) ≤ f(xk), une solution évidente consiste à

prendre :

dk = −∇f(xk).

La méthode obtenue ainsi obtenue s’appelle méthode de gradient. Donc le schéma

général de la méthode est :




x0 donné dans Rn

xk+1 = xk − αk∇f(xk), avec αk > 0.

Algorithme de Gradient :

1- Initialisation

k=0 : choix de x0 et de α0 > 0.

2- Itération k

le pas αk est choisi constant ou variable

xk+1 = xk − αk∇f(xk).

3- critère d’arrêt

si ‖ xk+1 − xk ‖< ε, stop.

sinon, on pose k = k + 1 et on retourne à 2.

Théorème 3.2.1. soit f une fonction de classe C1 de Rn dans R, x̂ est un mini-

mum de f , suppose que :

1) f est α-élliptique, c’est à dire :

∃ α > 0, ∀(x, y) ∈ Rn × Rn : 〈∇f(x)−∇f(y), x− y〉 ≥ α ‖ x− y ‖2 .

2) L’application ∇f est Lipschitzienne, c’est à dire :

∃ L > 0,∀(x, y) ∈ Rn × Rn :‖ ∇f(x)−∇f(y) ‖≤ L ‖ x− y ‖ .

s’il existe deux réels a et b tels que 0 < a < αk < b < 2α
L2 , pour tout k ≥ 0, alors la

méthode du gradient converge pour tout choix de x0 de façon géométrique c’est à

dire :

∃ β ∈]0, 1[, ‖xk − x̂‖ ≤ βk‖x0 − x̂‖.
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Méthode du gradient à pas fixe

La méthode du gradient à pas fixe est définie par :




x0 donné dans Rn

xk+1 = xk − α∇f(xk).

C’est une méthode de descente utilisant un pas fixe αk = α (indépendant de k). La

convergence de la méthode est assurée sous les hypothèse du théorème précédent,

en particulier pour un choix de pas α vérifiant :

0 < α <
2α

L2
.

C’est la méthode de gradient la plus simple à utiliser.

Exemple 3.2.1. soit la fonction f définie de R dans R par :

f(x) = 4x2 + 6x− 2.

L’algorithme de descente est :




x0 donné dans R

xk+1 = xk + αdk.

f est différentiable donc : dk = −∇f(x) = −f ′(x) = −8x− 6. D’ou




x0 donné dans R

xk+1 = xk − αf ′(xk).

calculons le pas α on a :

|∇f(x)−∇f(y)| =|(8x+ 6)− (8y − 6)|
=|8x+ 6− 8y − 6|
=|8(x− y)|
≤ 8|x− y|,

donc ∇f est Lipschitzienne de constante L = 8. Et

〈∇f(x)−∇f(y), x− y〉 = 〈8(x− y), x− y〉
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= 8(x− y)2

= 8|x− y|2

donc f est α-élliptique avec α = 8. Comme α ∈]0, 2α
L2 [ donc α ∈]0, 1

4
[.

si on pose x0 = −0.5 α = 0.1

Itération 1

x1 = x0 − αf ′(x0)
= −0.5− 0.1(8(−0.5) + 6)

= −0.560.2

= −0.7

d’ou x1 = −0.7

critère d’arrêt

|x1 − x0| = |−0.7 + 0.5| = 0.2 < ε.

Stop

Méthode du gradient à pas optimal

Ici on choisit à chaque étape αk de façon que :

f(xk − αk∇f(xk)) = inf
α∈R

f(xk − α∇f(xk)).

Théorème 3.2.2. Si f est α-élliptique sur Rn, si ∇f est uniformément lipschit-

zien de constante de Lipschitz L, l’algorithme de gradient à pas optimal est bien

défini et converge vers la solution optimale.

Remarque 3.2.1. les directions de descente sont orthogonales, c’est à dire :

〈∇f(xk),∇f(xk+1)〉 = 0.

3.3 Méthode du gradient conjugué

Les méthodes du gradient conjugué sont utilisées pour résoudre les problèmes

d’optimisation non linéaires sans contraintes spécialement les problèmes de grandes

tailles. On l’utilise aussi pour résoudre les grands systèmes linéaires. Elles reposent
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sur le concept des directions conjuguées parce que les gradients successifs sont

orthogonaux entre eux et aux directions précédentes. L’idée initiale était de trouver

une suite de directions de descente permettant de résoudre le problème

min {f(x) : x ∈ Rn} (P )

Où f est régulière (continument différentiable). Dans ce chapitre on va décrire

toutes ces méthodes, mais avant d’accéder à ces dernières, on va d’abord donner

le principe général d’une méthode à directions conjuguées.

3.3.1 Le principe général d’une méthode à direction conju-

guées

Définition 3.3.1. (conjugaison) : Soit A une matrice symétrique n× n, définie
positive. On dit que deux vecteurs x et y de Rn sont A-conjugués (ou conjugués

par rapport à A) s’ils vérifient

xTAy = 0 (3.1)

Description de la méthode

Soit d0, d1, · · · , dn une famille des vecteurs A-conjugué. On appelle alors mé-

thode de direction conjuguée toute méthode itérative appliquée à une fonction qua-

dratique strictement convexe de n variables :

q(x) =
1

2
xTAx+ bTx+ c; avec x ∈ Rn et A ∈Mn×n est symétrique et définie posi-

tive, b ∈ Rn et c ∈ R, conduisant à l’optimum en n étapes au plus. Cette méthode

est de la forme suivante :

x0 point initial

xk+1 = xk + αkdk (3.2)

où αk est optimal et d0, d1, · · · , dn possédant la propriété d’être mutuellement

conjuguées par rapport à la fonction quadratique. Si l’on note gk = ∇q(xk), la
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méthode se construit comme suit :

Calcul de αk : comme αk minimise q dans la direction dk, on a, ∀k :

q′(αk) = dTk∇q(xk+1) = 0

dTk∇q(xk+1) = dTk (Axk+1 + b) = 0

soit :

dTkA(xk + αkdk) + dTk b = 0

d’où l’on tire :

αk =
−dTk (Axk + b)

dTkAdk
(3.3)

Comment construire les directions A-conjuguées ? des directions A-

conjuguées d0, · · · , dk peuvent être générées à partir d’un ensemble de vecteurs li-

néairement indépendants ξ0, · · · , ξk en utilisant la procédure dite de Gram-Schmidt,

de telle sorte que pour tout i entre 0 et k, le sous-espace généré par d0, · · · , di soit
égale au sous-espace généré par ξ0, · · · , ξi. Alors di+1 est construite comme suit :

di+1 = ξi+1 +
i∑

m=0

ϕ(i+ 1)mdm

Nous pouvons noter que si di+1 est construite d’une telle manière, elle est effecti-

vement linéairement indépendante avec d0, · · · , di.
En effet, le sous-espace généré par les directions d0, · · · , di est le même que le sous-

espace généré par les directions ξ0, · · · , ξi, et ξi+1 est linéairement indépendant de

ξ0, · · · , ξi. ξi+1 ne fait donc pas partie du sous-espace généré par les combinaisons

linéaires de la forme
i∑

m=0

ϕ(i+1)mdm, de sorte que di+1 n’en fait pas partie non plus

et est donc linéairement indépendante des d0, · · · , di. Les coéfficients ϕ(i + 1)m,

eux sont choisis de manière à assurer la A-conjugaison des d0, · · · , di+1.
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3.3.2 Méthode de gradient conjugué dans le cas quadratique

La méthode du gradient conjugué quadratique est obtenue en appliquant la pro-

cédure de Gram-Schmidt aux gradients ∇q(x0), · · · ,∇q(xn−1), c’est-à-dire en po-

sant ξ0 = −∇q(x0), · · · , ξn−1 = −∇q(xn−1).

En outre, nous avons :

∇q(x) = Ax+ b

et ∇2q(x) = A.

Notons que la méthode se termine si ∇q(xk) = 0. La particularité intéressante de la

méthode du gradient conjugué est que le membre de droite de l’équation donnant la

valeur de dk+1 dans la procédure de Gram-Schmidt peut être grandement simplifié.

Notons que la méthode du gradient conjugué est inspirée de celle du gradient (plus

profonde pente) [21].

Algorithme de la méthode de gradient conjugué pour les fonctions qua-

dratiques

On suppose ici que la fonction à minimiser est quadratique sous la forme :

q(x) =
1

2
xTAx + bTx + c. Si l’on note gk = ∇q(xk), l’algorithme prend la forme

suivante .

Cet algorithme consiste à générer une suite d’itérés xk sous la forme :

xk+1 = xk + αkdk (3.4)

L’idée de la méthode est :

1-construire itérativement des directions d0, · · · , dk mutuellement conju-

guées : A chaque étape k la direction dk est obtenue comme combinaison linéaire

du gradient en xk et de la direction précédente dk−1 c’est-à-dire

dk+1 = −∇q(xk+1) + βk+1dk (3.5)
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Les coéfficients

βk+1 étant choisis de telle manière que dk soit conjuguée avec toutes les direc-

tions précédentes. autrement dit :

dTk+1Adk = 0⇒ (−∇q(xk+1) + βk+1dk)
TAdk = 0

⇒ −∇T q(xk+1)Adk + βk+1d
T
kAdk = 0

⇒ βk+1 =
∇T q(xk=1)Adk

dTkAdk
=
qTk+1Adk

dTkAdk
(3.6)

2-déterminer le pas αk : En particulier, une façon de choisir αk consiste à

résoudre le problème d’optimisation unidimensionnelle suivant :

αk = min q(xk + αdk), α > 0 (3.7)

on en déduit :

αk =
−dTk gk
dTkAdk

= − 1

Adk
gk
dTk
dTk

=
−dTk gk
dTkAdk

(3.8)

Le pas αk obtenu ainsi s’appelle le pas optimal.

Algorithme 3.3.1. (Algorithme du gradient conjugué ”quadratique”)

Etape 0 : (initialisation) Soit x0 le point de départ, g0 = ∇q(x0) = Ax0 + b,

poser d0 = −g0
poser k = 0 et aller à l’étape 1.

Etape 1 :

si gk = 0 : STOP (x∗ = xk). ”Test d’arête” si non aller à étape 2.

Etape 2 :

Prendre xk+1 = xk + αkdk avec :

αk =
−dTk gk
dTkAdk

dk+1 = −gk+1 + βk+1dk

βk+1 =
gTk+1Adk

dTkAdk

Poser k = k + 1 et aller à l’étape 1.
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La validité de l’algorithme du gradient conjugué linéaire

On va maintenant montrer que l’algorithme ci-dessus définit bien une méthode

de directions conjuguées [16].

Théorème 3.3.1. A une intération k quelconque de l’algorithme où l’optimum de

q(x) n’est pas encore atteint (c’est-à-dire gi 6= 0, i = 0, · · · , k) on a :

a)

αk =
gTk gk
dTkAdk

6= 0 (3.9)

b)

βk+1 =
gTk [gk+1 − gk]

gTk gk
(3.10)

=
gTk+1gk+1

gTk gk
(3.11)

c) Les directions d0, d1, · · · , dk+1 engendrées par l’algorithme sont mutuellement

conjuguées [22].

Preuve 3.3.1. [16] On raisonne par récurrence sur k en supposant que d0, d1, · · · , dk
sont mutuellement conjuguées.

a) Montrons d’abord l’équivalence de (3.9) et de (3.10) On a :

dk = −gk + βkdk−1

Donc (3.9) s’écrit :

αk =
−dTk gk
dTkAdk

=
−[−gk + βkdk−1]Tgk

dTkAdk

=
gTk gk
dTkAdk

− βk
dTk−1gk
dTkAdk
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Comme (d0, d1, · · · , dk−1) sont mutuellement conjuguées, xk est l’optimum de q(x)

sur la variété Vk passant par x0 et engendrée par (d0, d1, · · · , dk−1).
Donc dTk−1gk = 0 d’où l’on déduit (3.10).

b) Pour démontrer (3.11) remarquons que :

gk+1 − gk = A(xk+1 − xk) = αkAdk

⇒ Adk =
1

αk
[gk+1 − gk]

On a alors :

gTk+1Adk =
1

αk
gTk+1[gk+1 − gk]

et en utilisant (3.10)

αk =
gTk gk
dTkAdk

il vient

gTk+1Adk =
dTkAdk
gTk gk

gTk+1[gk+1 − gk]

⇒ gTk+1Adk

dTkAdk
=
gTk+1[gk+1 − gk]

gTk gk

βk+1 =
gTk+1Adk

dTkAdk
=
gTk+1[gk+1 − gk]

gTk gk

ce qui démontrer (3.11).

Alors

gTk+1gk = 0
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car

gk = dk − βkdk−1.

Appartient au sous-espace engendré par (d0, d1, · · · , dk) et que gk+1 est orthogonal

à ce sous-espace.

c) Montrons enfin que dk+1 est conjuguée par rapport à (d1, d2, · · · , dk).
On a bien dTk+1Adk car, en utilisant dk+1 = −gk+1 + βkdk on aura :

dTk+1Adk = (−gk+1 + βk+1dk)
TAdk

= −gTk+1Adk + βk+1d
T
kAdk

= −gTk+1Adk +
gTk+1Adk

dTkAdk
dTkAdk

= 0

Vérifions maintenant que :

dTk+1Adi = 0 pour i = 0, 1, · · · , k − 1.

On a :

dTk+1Adi = −gTk+1Adi + βk+1d
T
kAdi.

Le seconde terme est nul l’hypothèse de récurrence ((d0, d1, · · · , dk) sont mutuelle-

ment conjuguées).

Montrons qu’il en est de même du premier terme. Puisque xi+1 = xi + αidi et que

αi 6= 0 on a :

Adi =
1

αi
(Axi+1 − Axi)

=
1

αi
(gi+1 − gi)
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En écrivant :

gi+1 = di+1 − βidi
gi = di − βi−1di−1

on voit que Adi est combinaison linéaire de di+1, di et de di−1 seulement.

Mais puisque (d0, d1, · · · , dk) sont mutuellement conjuguées, on sait que le point

xk+1 est l’optimum de q(x) sur la variété V k+1, engendrée par (d0, d1, · · · , dk).
Donc gk+1 est orthogonal au sous-espace engendré par (d0, d

1, · · · , dk) et comme

Adi appartient à ce sous-espace pour i = 0, 1, · · · , k− 1, on en déduit gTk+1Adi = 0

ce qui achève la démonstration.

Théorème 3.3.2. Dans ce cas dk est une direction de descente puisque

dTk∇q(xk) = (−∇q(xk) + βk+1d
T
k−1∇q(xk))

= −∇q(xk)T∇q(xk) + βk+1d
T
k+1∇q(xk)

= −‖∇q(xk)‖2(cardTk−1∇q(xk) = 0)

dTk∇q(xk) = −‖∇q(xk)‖2 < 0

Les avantages de la méthode du gradient conjugué quadratique

1. la consommation mémoire de l’algorithme est minime : on doit stocker les

quatre vecteurs xk, gk, dk, Adk+1

(bien sur xk+1 prend la place de xk au niveau de son calcul avec des remarques

analogues pour gk+1, dk+1, Adk+1) et les scalaires αk, βk+1.

2. L’algorithme du gradient conjugué linéaire est surtout utile pour résoudre des

grands systèmes creux, en effet il suffit de savoir appliquer la matrice A à

un vecteur.

3. La convergence peut être assez rapide : si A admet seulement r(r < n) valeurs

propres distincts la convergence a lieu en au plus r itérations.
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Différentes formules de βk+1 dans le cas quadratique

Formule de Hestenes-Stiefel Cette méthode été découverte en 1952 par Hes-

tenes et Stiefels

βHSk+1 =
gTk+1[gk+1 − gk]
dTk [gk+1 − gk]

(3.12)

Formule de Polak-Ribiére-Polyak Cette méthode été découverte en 1969 par

Polak, Ribière et Ployak

βPRPk+1 =
gTk+1[gk+1 − gk]
‖gk‖2

(3.13)

Formule de Fletcher-Reeves Cette méthode été découverte en 1964 par Fletcher

et Reeves

βFRk+1 =
‖gk+1‖2
‖gk‖2

(3.14)

Formule de la descente conjuguée Cette méthode été découverte en 1987 par

Fletcher

βCDk+1 =
‖gk+1‖2
−dTk gk

(3.15)

formule de Dai-Yuan

βDYk+1 =
‖gk+1‖2
dTk gk

(3.16)

[17] [14] [9] [13]

Remarque 3.3.1. Dans le cas quadratique on a vu que :

βHSk+1 = βPRPk+1 = βFRk+1 = βDYk+1.

Dans le cas non quadratique, ces quantités ont en général des valeurs différentes.

3.3.3 Méthode du gradient conjugué dans le cas non qua-

dratique

On s’intéresse dans cette section à la minimisation d’une fonction

f : Rn → R non nécessairement quadratique :

min f(x); x ∈ Rn (3.17)
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Les méthodes du gradient conjugué génèrent des suites {xk}k=0,1,2,... de la forme

suivante :

xk+1 = xk + αkdk (3.18)

Le pas αk ∈ R étant déterminé par une recherche linéaire. La direction dk est

définie par la formule de récurrence suivante (βk ∈ R)

dk =




−gk si k = 1

−gk + βkdk−1 si k ≥ 2
(3.19)

Ces méthodes sont des extensions de la méthode du gradient conjugué linéaire du

cas quadratique, si

βk prend l’une des valeurs

βFRk =
‖gk‖2
‖gk−1‖2

βCDk =
‖gk‖2

−dTk−1gk−1
où yk−1 = gk − gk−1.

Algorithme 3.3.2. Algorithme de La méthode du gradient conjugué pour

les fonctions quelconques

Etape 0 : (initialisation) Soit x0 le point de départ, g0 = ∇f(x0), poser

d0 = −g0

Poser k = 0 et aller à l’étape 1.

Etape 1 : Si gk = 0 :

STOP (x∗ = xk). ”Test d’arrêt”

Si non aller à l’étape 2.

Etape 2 : Définir xk+1 = xk + αkdk avec :

αk : calculer par la recherche linaire

dk+1 = −gk+1 + βk+1dk
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où

βk+1 : defini selon la methode.

Poser k = k + 1 et aller à l’étape 1.

Remarque 3.3.2. Dans le cas quadratique avec recherche linéaire exacte, on a vu

que βPRPk = βFRk = βCDk = βDYk .

3.4 Méthode de Newton

La méthode de Newton n’est pas une méthode d’optimisation à proprement par-

ler. C’est en réalité une méthode utilisée pour résoudre des équations non linéaires

de la forme f(x) = 0 où f est une fonction de Rn dans Rn. Nous allons d’abord

la décrire puis montrer comment on peut l’appliquer à la recherche de minimum.

3.4.1 Principe de la Méthode de Newton

Considérons le problème d’optimisation sans contraintes (P )

(P ) : min
x∈Rn

f(x)

où

f : Rn → R.

Le principe de la méthode de Newton consiste à minimiser successivement les ap-

proximations du second ordre de f , plus précisément si

f(x) = f(xk) +∇f(xk)
T (x− xk) +

1

2
(x− xk)T∇2f(xk)(x− xk) + o(‖x− xk‖2),

posons

q(x) = f(xk) +∇f(xk)
T (x− xk) +

1

2
(x− xk)T∇2f(xk)(x− xk).
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Soit xk+1 l’optimum q, alors il vérifie ∇q(x+ 1) = 0, soit en remplaçant :

∇f(xk) +∇2f(xk)(xk+1 − xk) = 0,

donc

xk+1 = xk − [∇2f(xk)]
−1∇f(xk)

Exemple 3.4.1. Soit f : R2 → R une fonction définie par :

f(x1, x2) = 2x21 + 2x21 − 2x1 − 4x2

Soit x0 =


 x01

x02


 =


 4

6


 ,on trouve les itérations 1 et 2 par la méthode de

Newton d’optimisation




x0donné

xk+1 = xk − (∇2f(xk))−1∇f(xk)

On a

∇f(x01, x
0
2) =


 4x01 − 2

4x02 − 4


 =


 14

20


 ,∇2f(x01, x

0
2) =


 4 0

0 4


 .

On pose dk = −(∇2f(xk1, x
k
2))−1∇f(xk1, x

k
2) alors :





x0donné

xk+1 = xk + dk

Donc

(∇2f(x01, x
0
2))d

0 = −∇f(x01, x
0
2)

alors 
 4 0

0 4




 d01

d02


 =


 −14

−20


⇒





4d01 = −14

4d02 = −20

D’ou (d01 = −7
2
, d02 = −5)⇒ d0 =




−7
2

−5


 , ce qui donne :

x1 = x0 + d0 =


 4

6


+




−7
2

−5


 =




1
2

1


 .

46



Méthodes de résolutions

x2 = x1 + d1 =




1
2

1


+


 0

0


 =




1
2

1


 . Ainsi le point




1
2

1


 . est la solution

approché de la fonction f.

3.5 Méthode de quasi Newton ou quasi-Newtonniennes

Une méthode de quasi Newton est une méthode de type :




xk+1 = xk + λkdk,

dk = −Bkgk.
(3.20)

Où Bk est une matrice destinée à approcher l’inverse du Hessien de f (respecti-

vement le Hessien de f )en xk. Le problème posé est : quelle stratégie à adopter

pour faire cette approximation ? On peut par exemple poser B0 = I, mais com-

ment ensuite mettre à jour l’approximation Bk au cours des itérations ? L’idée est

la suivante : on sait que au point xk, le gradient et le hessien de f vérifient la

relation

gk+1 = gk +∇2f(xk)(xk+1 − xk) + ε(xk+1 − xk).

Si on suppose que l’approximation quadratique est bonne, on peut alors négliger le

reste et considérer que l’on a

gk+1 ' gk +∇2f(xk)(xk+1 − xk);

cela conduit à la notion de relation de quasi-Newton

Définition 3.5.1. On dit que les matrice Bk+1 et ∇2f(xk+1) vérifient une relation

de quasi Newton si on a

∇2f(xk+1)(xk+1 − xk) = ∇f(xk+1)−∇f(xk),

ou

xk+1 − xk = Bk+1[∇f(xk+1)−∇f(xk)].

Il reste un problème à résoudre : comment mettre à jourBk tout en assurant

Bk > 0? C’est ce que nous allons voir maintenant
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3.5.1 Formules de mise à jour de l’approximation du hes-

sien :

Le principe de la mise à jour consiste, à une itération donnée de l’algorithme




xk+1 = xk + λkdk

dk = −Bkgk,

à appliquer une formule du type

Bk+1 = Bk +∇k, (3.21)

avec ∇k symétrique, assurant la relation de quasi-Newton

xk+1 − xk = Bk+1[gk+1 − gk],

ainsi que Bk+1, sous l’hypothèse que Bk. La formule (3.21) permet d’utiliser les

nouvelles informations obtenues lors de l’étape k de l’algorithme, c’est à dire es-

sentiellement le gradient gk+1 = ∇f(xk + 1) au point xk+1, obtenu par recherche

linéaire (exacte ou approchée) dans la direction dk. Il existe différentes formules

du type (3.20). Suivant que ∇k est de rang un ou deux, on parlera de correction

de rang un ou de rang deux.

3.5.2 Méthode de correction de rang un

Étant donné que [∇2f(xk)]
−1 est symétrique, la formule de mise à jour de

l’approximation du Hessien Bk est la suivante :

Bk+1 = Bk + akuku
T
k , uk ∈ R

donc la condition de quasi -Newton s’écrit comme suit

sk = (Bk + akuku
T
k )yk,

ou encore

sk −Bkyk = akuku
T
k yk.
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D’où l’on déduit que uk est proportionnel à sk − Bkyk, avec un facteur qui peut

être pris en compte dans ak. Un choix évident pour vérifier cette dernière équation

est de prendre uk = sk −Bkyk et ak tel que ak(uTk yk) = 1 ; on obtient :

Bk+1 = Bk +
(sk −Bkyk)(sk −Bkyk)

T

(sk −Bkyk)Tyk
(3.22)

Théorème 3.5.1. Si f est quadratique, de matrice Hessienne ∇2f(x) définie po-

sitive et si s1, s2, · · · , sn sont des vecteurs indépendants, alors la méthode de cor-

rection de rang un converge au plus dans (n+ 1) itérations et (Bn+1)
−1 = ∇2f(x).

Avantages : Cette méthode présente l’avantage, que le point xk+1 n’a pas

besoin d’être choisi comme le minimum exact, c’est à dire qu’on n’a pas besoin

effectuer des recherches linéaire exactes. Inconvénients : Même si la fonction

est quadratique, et même si son Hessien est défini positif, il se peut que la matrice

Bk ne soit pas définie positive. Le dénominateur (sk − Bkyk)
Tyk peut devenir nul

ou très petit, ce qui rendre le procédé instable.

3.5.3 Méthode de Davidon Fletcher Powell (DFP)

Cette méthode a été proposée par Davidon en 1959 et développé plus tard en

1963 par Fletcher. La formule de mise à jour de DFP est une formule de correction

de rang deux. De façon plus précise construisons Bk+1 en fonction de Bk de la

forme :

Bk+1 = Bk + Ak + ∆k, (3.23)

avec ∆k et Ak deux rang un tel que

Ak = akuku
T
k , ∆k = bkvkv

t
k,

ak, bk sont des constantes, uk, vk sont deux vecteurs de Rn. Bk+1 doit satisfaire la

condition quasi-Newton c’est à dire

xk+1 − xk = Bk+1[gk+1 − gk].
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Si on pose par suite

sk = xk+1 − xk, yk = gk+1 − gk,

donc

sk = Bk+1yk = (Bk + akuku
T
k + bkvkv

T
k )yk, (3.24)

par suite

akuku
T
k yk + bkvkv

T
k yk = sk −Bkyk.

Un choix évident pour satisfaire cette équation est de prendre

uk = sk, vk = Bkyk, aku
T
k yk = 1, bkv

T
k yk = −1,

d’où

Bk+1 = Bk +
sks

T
k

sTk yk
=
Bkyky

T
kBk

yTkBkyk
(3.25)

Remarque 3.5.1. Le résultat suivant montre que sous certaines conditions, la

formule (3.25) conserve la définie positivité des matrices Bk.

Théorème 3.5.2. On considère la méthode définie par




xk+1 = xk + λdk

dk = −Bkgk,

où λk optimal, B0 > 0 est donnée ainsi que x0, alors les matrices Bk sont définies

positives.

Théorème 3.5.3. Appliqué à une forme quadratique f , l’algorithme DFP décrit

par la relation

Bk+1 = Bk +
sks

T
k

sTk yk
− Bkyky

T
kBk

yTkBkyk
,

engendre des directions conjuguées d1, d2, · · · , dk vérifiant

dTi ∇2f(x)dj = 0, 1 ≤ i ≤ j ≤ k,

Bk+1∇2f(x)di = di, 1 ≤ i ≤ k.
(3.26)
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La méthode DFP se comporte donc dans le cas quadratique, comme une méthode de

directions conjuguées. On peut aussi remarquer qu’on a pour k = n− 1 la relation

Bk+1 = Bk +
sks

T
k

sTk yk
− Bkyky

T
kBk

yTkBkyk
,

engendre des directions conjuguées d1, d2, · · · , dk vérifiant

dki∇2f(x)dj = 0, 1 ≤ i ≤ j ≤ k,

Bk+1∇2f(x)di = di, 1 ≤ i ≤ k.
(3.27)

La méthode DFP se comporte donc dans le cas quadratique, comme une méthode de

directions conjuguées. On peut aussi remarquer qu’on a pour k = n− 1 la relation

Bn+1∇2f(x)di = di, i = 1, · · · , n− 1.

Et comme les di sont linéairement indépendants (car mutuellement conjugués) on

en déduit que Bn+1 = ∇2f(x)−1.

Avantages :

1. Pour des fonctions quadratiques (avec une recherche linéaire exacte) :

. L’algorithme converge dans au plus n étapes avec Bn+1 = ∇2f(x)−1.

. Elles engendrent des directions conjuguées.

2. Pour les fonctions quelconques :

. La matrice Bk reste définie positive, ce qui est nécessaire pour que la direction

soit une direction de descente.

Inconvénients :

. La méthode DFP est sensible à la précision de la recherche linéaire.

3.5.4 Méthode de Broyden, Fletcher, Goldfarb et Shanno

(BFGS)

La formule de mise à jour de Broyden, Fletcher, Goldfarb et Shanno(BFGS)

est une formule de correction de rang deux, qui s’obtient à partir de la formule
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DFP en intervertissant les rôles de sk et yk. La formule obtenue permet de mettre

à jour une approximation Bk de Hessien lui même et non de son inverse comme

dans le cas de la méthode DFP. On exigera que posée dans les mêmes propriétés, à

savoir Bk+1 reste définie positive si Bk l’est et bien sur l’équation d’approximation

de quasi- Newton doit être vérifiée, c’est à dire

Bk+1sk = yk.

On obtient donc

Bk+1 = Bk +
yky

T
k

yTk sk
− Bksks

T
kBk

sTkBksk
(3.28)

1. Notons que la direction dk est obtenue par une résolution d’un système linéaire.

En particulier la mise à jour de Bk est faite directement sur le facteur de

Cholesky Ck où Bk = CkC
T
k ce qui ramène le calcule de dk au même coût

que pour la formule de DFP.

2. La méthode BFGS possède les mêmes propriétés que la méthode DFP dans le

cas quadratique. Les directions engendrées sont conjuguées. Cette méthode

est reconnue comme étant beaucoup moins sensible que la méthode DFP aux

imprécisions dans la recherche linéaire, du point de vue de vitesse de conver-

gence. Elle est donc tout à fait adaptée quand la recherche linéaire est faite

de façon économique, avec par exemple la règle de Goldstein ou la règle de

wolfe et Powell.

3. La relation (3.28) permet de construire une approximation de la matrice Hes-

sienne elle même (et non pas son inverse).

En effet : Posons

Ck =
yky

T
k

yTk sk
− Bksks

T
kBk

sTkBksk
(3.29)

Nous avons

∇2f(xk+1) = [Bk+1]
−1 = [Bk + Ck]

−1.

Par application de la formule de Sherman-Morrison-Woodbury suivante

(A+ abT )−1 = A−1 − A−1abTA−1

1 + bTA−1a
. (3.30)
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Où A est une matrice inversible, et b est un vecteur de Rn, et en supposant que

bTA−1a 6= −1, alors on a

∇2f(xk+1) = [Bk+1]
−1 = [Bk + Ck]

−1 =

[
Bk +

yky
T
k

yTk sk
− Bksks

T
kBk

sTkBksk

]−1

Posons

A = Bk +
yky

T
k

yTk sk
, a = − Bksk

sTkBksk
, bT = sTkBk,

donc

∇2f(xk+1) =

[
Bk +

yky
T
k

yTk sk

]−1
+

[
Bk +

yky
T
k

yTk sk

]−1
Bksk
sTkBksk

sTkBk

[
Bk +

yky
T
k

yTk sk

]−1

1− sTkBk

[
Bk +

yky
T
k

yTk sk

]−1
Bksk
sTkBksk

, (3.31)

on doit calculer
[
Bk +

yky
T
k

yTk sk

]−1
pour cela applique la formule de Sherman-Morrison-

Woodbury une deuxième fois, on pose :

A = Bk, a =
yk
yTk sk

, bT = yTk

[
Bk +

yky
T
k

yTk sk

]−1
= [Bk]

−1 −
[Bk]

−1 yk
yTk sk

yTk [Bk]
−1

1 + yTk [Bk]−1
yk
yTk sk

= [Bk]
−1 − [Bk]

−1ykyTk [Bk]
−1

yTk sk + yTk [Bk]−1yk
.

Remplaçons cette dernière dans la formule (3.5.4) et d’après un calcul on obtient

∇2f(xk+1) = [Bk+1]
−1 (3.32)

= [Bk]
−1 +

yky
T
k

yTk sk
−

[Bk]
−1 yk

yksk
yTk [Bk]

−1

1 + yTk [Bk]−1sk

= ∇2f(xk) +
yky

T
k

yTk sk
− ∇

2f(xk)sks
T
k∇2f(xk)

sTk∇2f(xk)sk
.

Algorithme de Broyden, Fletcher, Goldfarb et Shanno

1. Choisir x0 et ∇2f(x0) définie positive quelconque (par exemple ∇2f(x0) = I)
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2. A l’itération k, calculer la direction de déplacement

dk = −∇2f(xk)
−1∇f(xk),

déterminer le pas optimal λk et poser

xk+1 = xk + λkdk

3. Poser sk = λkdk et yk = ∇f(xk+1)−∇f(xk) puis calculer

∇2f(xk+1) = ∇2f(xk) +
yky

T
k

yTk sk
− ∇

2f(xk)sks
T
k∇2f(xk)

sTk∇2f(xk)sk
(3.33)

4. Faire k + 1 → k. Retourner en 2 sauf si le critère d’arrêt est vérifié. Comme

critère d’arrêt on retiendra par exemple ‖gk+1‖ < ε.

3.5.5 Les méthodes de classe Broyden

Une méthode de classe Broyden est une méthode de quasi-Newton où l’approxi-

mation de l’inverse du Hessien prendre la formule suivant :

Bk+1 = Bk −
Bksks

T
kBk

sTkBksk
+
yky

T
k

yTk sk
+ φ(sTkBksk)vkv

T
k , (3.34)

tel que

φ ∈ [0, 1], vTk =

[
yk
yTk sk

− Bksk
sTkBksk

]

. Si φ = 0 on obtient la méthode BFGS, car la formule (3.32) devient

Bk+1 = Bk −
Bksks

T
kBk

sTkBksk
+
yky

T
k

yTk sk
,

c’est exactement la formule de l’approximation de la méthode BFGS.

. Si φ = 1 on obtient la méthode DFP.
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3.6 Méthode de relaxation

La dernière méthode que nous présentons permet de ramener un problème de

minimisation dans Rn à la résolution successive de n problèmes de minimisation

dans R (à chaque itération). On cherche à minimiser J : Rn → R ; posons

X = (x1, · · · , xn). Le principe de la méthode est le suivant : étant donné un itéré

Xk de coordonnées (xk1, · · · , xkn), on fixe toutes les composantes sauf la première et

on minimise sur la première :

min f(x, xk2, x
k
3, · · · , xkn), x ∈ R.

On obtient ainsi la première coordonnée de l’itéré suivant Xk+1 que l’on note

xk+1
1 ; on peut, pour effectuer cette minimisation dans R, utiliser par exemple la

méthode de Newton dans R. On recommence ensuite en fixant la première coor-

donnée à Xk+1
1 et les n − 2 dernières comme précédemment. On minimise sur la

deuxième coordonnée et ainsi de suite. L’algorithme obtenu est le suivant :

Méthode de relaxation successive

1- Initialisation k = 0 : choix de X0 ∈ Rn.

2- Itrération k

pour i variant de 1 à n, on calcule la solution xk+1
i de

min J(xk+1
1 , xk+1

2 , · · · , xk+1
i−1 , x, x

k
i+1, x

k
n),∈ R.

3- Critère d’arret Si ‖xk+1xk‖ < ε, STOP

Sinon, on pose k = k + 1 et on retourne à 2.

3.7 Étude comparative des méthodes d’optimi-

sation sans contraintes

Dans cette partie, nous présentons une étude comparative entre quelques mé-

thodes de l’optimisation sans contraintes, en étudiante le problème quadra-
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tique suivant :

minimiserf(x) = x21 + x22 − 2x2 − x1x2

La méthode de gradient :

Pour résoudre ce problème on prend comme point de départ x0 = (2, 3) d’arrêt

‖∇f(xk)‖ < 0.01. Le résultat est donné dans donné dans le tableau suivant :

k xk f(xk) dk = −∇f(xk) ρk ‖∇f(xk)‖ xk+1

1 (5.00,7.00) 5.00 (2.00,3.00) 0.92 3.60 (1.16,1.24)

2 (1.16,1.24) -1.03 (1.08,-0.68) 0.56 1.27 (0.56,1.62)

3 (0.56,1.62) -1.20 (-0.5,0.68) 0.3 0.84 (0.71,1.42)

4 (0.71,1.42) -0.24 (0.00,0.13) 0.04 0.01 (-)

Exécution de la méthode du gradient pour le problème (P ) depuis

x0 = (3, 4)

On remarque que la méthode du gradient n’a pas eu besoin de beaucoup d’ité-

ration pour trouver la solution optimal. Cela est du au fait que la direc-

tion donné menant au minimum est proche de la direction donné par le gra-

dient, permettant ‘a la méthode de progresser rapidement. Si nous résolvons

le même problème en partant du point (3, 25) nous obtenons le deuxième

tableau :

Exécution de la méthode du gradient pour le problème (P ) depuis

x0 = (3, 25)

On remarque que la méthode a eu besoin de presque deux fois plus d’itération

que lors de la première exécution. Il s’ensuit qu’il y a une forte dépendance

du comportement de la méthode du gradient a son point de départ. En effet,

une conséquence du raisonnement précédent est que, pour un problème donné

il est possible qu’elle converge vite depuis un point initial et excrément lente

depuis un autre point. Nous exécutons maintenant la méthode du gradient
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Méthodes de résolutions

k xk f(xk) dk = −∇f(xk) ρk ‖∇f(xk)‖ xk+1

1 (3.00,25.00) 509 (-19.00,45.00) 0.32 48.85 (9.08,10.6)

2 (9.08,10.6) 77.35 (7.56,10.12) 0.9 12.63 (2.28,1.5)

3 (2.28,1.5) 1.02 (3.06,-1.28) 0.36 3.31 (1.18,1.96)

4 (1.18,1.96) -0.99 (0.4,0.74) 0.84 1.79 (0.85,1.33)

5 (0.85,1.33) -1.29 (0.37,-0.19) 0.35 0.4 (0.73,1.39)

6 (0.73,1.39) -1.32 (0.07,0.05) 0.94 0.08 (0.67,1.35)

7 (0.67,1.35) -1.33 (-0.01,0.03) O.34 0.03 (0.67,1.34)

8 (0.67,1.34) -1.33 (0.00,0.01) 0.5 0.01 (-)

conjugué et la méthode du Newton ( La condition d’arrêt est la même que

précédemment ‖∇f(xk)‖ < 0.01)

La méthode du gradient conjugué :

k xk f(xk) ρk xk+1 la direction conjuguée

1 (5.00,7.00) 5.00 0.92 (1.16,1.24) (2.00,3.00)

2 (1.16,1.24) -1.03 0.56 (0.56,1.62) (1.08,-0.68)

3 (0.56,1.62) -1.20 (-) (-) (0,0)

Exécution de la méthode du gradient conjugué pour le problème (P)

depuis x0 = (3, 4).

On remarque que la méthode n’a pas eu besoin de beaucoup d’itération pour

trouver la solution optimal.

La méthode du Newton :

Exécution de la méthode du Newton pour le problème (P) depuis

x0 = (3, 4)

57



Bibliographie

k xk ∇f(xk) ∇2f(xk) ∇2f(xk)
−1 xk+1

1 (3.00,4.00) (2.00,3.00) [(2,-1),(-1,2)] [(0.66,0.33),(0.33,0.66)] (0.67,1.33)

2 (0.67,1.33) (0.0,0.0) (-) (-) (-)

On remarque que cette méthode converge d’une manière finie en une seule

itération (et ceci indépendamment du point initial)

Conclusion :

En conséquence, et après avoir résolu d’autres exemples quadratiques, on

conclu que chacun des algorithmes décrit précédemment peut être utilisé pour

résoudre ce type de problème, cependant, la méthode de Newton et la méthode

du gradient conjugué restent les mieux adaptées, de part leur convergence finie

en un nombre fixe d’itérations.
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